Universitatea Politehnica din Bucuresti 2001
Disciplina: Geometrie si Trigonometrie

1. Intr-un triunghi ascutitunghic ABC, iniltimea CH are aceeasi lungime cu mediana BM. S& se determine
masura unghiului M BA.

a) 60%; b) 45° ¢) 40°; d) 30°; e) 67°30; f) 22°30’.
Solutie. Fie N proiectia lui M pe AB. M este mijlocul lui AC, deci MN = %C’H. Se observa ca

MN||CH deoarece M N este linie mijlocie pentru AAHC'. Deci MN = 1 BM si deci sin(m) = MN _

BM
% = % rezulta M BA = 30°.

2. In plan se considera o dreapta d si doua puncte distincte A, B situate de aceeagi parte a lui d. Daca pentru
punctul M € d suma AM+MB este minima, atunci

a) AM si BM fac acelagi unghi ascutit cu d; b) m(@) = 60°;

¢) AM = MB;d) AM1d; e) m(AMB) =90°; f) BM Ld.

Solutie. Fie A’ simetricul lui A fatd de dreapta d si fie M intersectia lui A’B cu d (vezi desenul). Daca
N € d, atunci NA = NA’'. Dar MA = MA’, deci folosind inegalitatea laturilor triunghiului in AA’N B,
avem NA+ NB = NA'+ NB > A'B = AM + MB, cu egalitate pentru N = M (cand triunghiul
degenereaza intr-un segment). inél@mea in triunghiul isoscel AM A’ fiind si bisectoare, rezulta ca M A si
M A’ fac acelasi unghi ascutit cu d, deci AM si BM fac acelasi unghi ascutit cu d.

A

A'

3. Sa se determine perioada principala pentru functia
f:R =R, f(z) =sinZ+cos.
a) 4m; b) 3w c) 12m;d) 9m;e) 2m; f) 6.

Solutie. FieT > 0 o perioadd pentru f. Avem f(z+T) = f(z),V 2 € Rsi decisin(2£+ 2L )+cos(2+ 1) =
sin %“5 + cos Z. Derivand de doua ori, obtinem

2
4 . 2m+2T +1 x+T _4.2x+1.x
9sm 3 3 4cos 5 t5 )= 9sm 3 481r12.
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Rezultd sin(% + 2L) = sin 2 i cos(%Z + T) = cosZ si apoi 2L = 2km, L = 2hm k,h € Z. Avem
T = 31k = 4hm < 3k = 4h. Minimul lui k este 4 (se obtine hg = 3) si deci minimul lui T" este 127.

. S& se determine multimea solutiilor ecuatiei sinx + cos z = v/3.

a) {F+2km | ke Z};b) {T+km|kel);c){F+2kn|kel}; d)R;
e) multimea vida; f) F.
Solutie. Avem succesiv: sinz + cosz = /3 & g sinx + g cosx = @ Ssin(z+ %) = ? > 1, si prin
urmare ecuatia nu are solutii. Altfel. Ridicand ecuatia la patrat, obtinem
(sinx +cosz)? =3 = 1+ 2sinzcosr =3 & sin2r =2 > 1,

deci ecuatia nu are solutii.

. Intr-o piramida triunghiulara regulata cu varful V', lungimea laturii bazei este a si a muchiei laterale b
(0 < a < b\/3). Sa se determine aria sectiunii duse printr-o muchie laterals si prin inaltimea din V.

a) 2v/30% — a?; b) V3bT —a’; ¢) 2302 — a?; d) 2V3b2 —a?;e) LVa? + % f) L.

Solutie. Sectiunea este triunghiul VDC (vezi desenul) a carui baza este segmentul CD, de lungime

egala cu inaltimea triunghiului echilateral de latura a = AB, deci CD = “T‘/g In triunghiul echilateral

ABC avem OC = %C’D = % Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic VOC, obtinem

inalgimea triunghiului VDC, VO = /b? — %2 Aria triunghiului de sectiune V DC este deci %~DC-VO =
$V3b% —a?.

A%
b
o C
0
D a
B
. Sa se scrie sub forma trigonometricd numéarul complex z = %
a) cos g +isin §; b) cog% +isin §; c) sin § +icos J; d) cos%“ —&—isin%’r;
e) sin § +icos 3; f) %
V3+i (V3 +1i)? 342V3i—-1 1 V3 ™ ™
Solutie. Avem z = = = =—-+4i— =cos— +isin -.
V3—i  (V3—i)(V3+1) 3+1 22 3 3
. Sa se calculeze arcsin(sin %’T)

a) T+kmb) Eic) 25 d) 3F +2km, keZe) % f) °F + 2k

Solutie. Avem succesiv arcsin(sin 3F) = arcsin(3) = .
. S& se determine x € (0,7) daca (x — 4)sin 2z = 0.

Z:b) Zic) I;d) EE keZje) 356) 0.

a) 4§iQa 2

Solutie. Avem (z —4)sin2x =0 < 2 =4 sau 2z = k7, k € Z. Dar x € (0,7), deci z = 7.
. Volumul trunchiului de con circular drept avand razele bazelor 5 si 2, iar generatoarea 5, este

a) 26m; b) 50m; ¢) 14m; d) 427 e) 5m; f) 527,
Solutie. Avem h = \/a> - (R—71)% =25 -9 =4 gi deci V = Z:(R*+ Rr + r?) = 52m.
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10.

11.

12.

13.

14.

Aria hexagonului convex regulat cu lungimea laturii %\/5 este

a) 2;b) 18;¢) 6v3;d) 6;¢e) 2;f) 2V3.

-
5

a2\/§

Solutie. Aria hexagonului de latura a este S = 6% =6.

. Pentru a = 4%/5 rezultd S =6 -

Un plan determina pe o sfera de raza R doua calote sferice cu raportul ariilor % Sa se determine raza
cercului de sectiune.
a) RV2;b) L;c) BY3, q) B ¢) BY2: 1) R,

Solutie. Fie h iniltimea calotei mici. Avem —=22Bh _ — L g deci h = . Raza cercului de sectiune

2rR(2R—h) _ 3 2
este r = 1/ R? — sz = B3
\/ X2,

Sa se calculeze raportul dintre aria cercului Inscris si aria cercului circumscris unui patrat.
T 1. . 1. 1.
a) ﬁ’ b) 1’ C) \/5, d) 55 e) ﬁ, f) 2.

Solutie. Daca latura patratului este a, atunci razele celor doud cercuri sunt 5 si “7‘5 iar raportul este
m($)?> 1

m(ey2)?

Daca intr-un triunghi ABC avem sin A = sin B + sin C', atunci

a) triunghiul este isoscel; b) m(A) = 105% c) triunghiul este dreptunghic;
d) triunghiul este echilateral; e) nu exista un astfel de triunghi; f) m(A) = 75°.

a b c
Solutie. Fie a,b,c laturile triunghiului (vezi desenul). Din teorema sinusului — = — = — ,
) sinA  sinB  sinC
o . a +c . . . . .
rezulta egalitatea — = — - , deci relatia din enunt devine a = b + ¢, ceea ce contrazice
sin A sin B + sin C'

inegalitatea triunghiului a < b + ¢. Deci nu exista un astfel de triunghi.

A

B a c

Fie un triunghi ABC cu AB =5, AC =10 si m(W) = 60°.
Sa se calculeze lungimea bisectoarei din A.

a) 3; b) 4;c) 103:d)5V3;e) 6 f) L

Solutie. Notand cu [, lungimea bisectoarei AD din dusa din A si b = AC, ¢ = AB, are loc relatia

lg = lﬁi cos g. Obtinem [, = 2'?;0 cos 30° = L;/g.
A
10
5
B D C

Alifel. Aplicim teorema cosinusului in AABC si obtinem BC = v/52 4102 —2-5-10 - cos 60° = /75 =
5v/3. Dar numerele 5,10,5/3 sunt pitagoreice, deci AABC este dreptunghic cu B = 90°. Atunci,

deoarece AD este bisectoare in triunghiul dreptunghic ABD (vezi desenul), avem BAD = 30°, deci
AD = _AB__ _ 5 10 _ 10v3

cos BAD V3/2 V3 3
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15. Se considera un triunghi dreptunghic isoscel ABC (AB = AC). Atunci multimea tuturor punctelor M
din spatiu pentru care are loc relatia M B? 4+ MC? = 2M A? este
a) sfera de diametru BC; b) reuniunea a doud plane; c¢) ipotenuza [BC|; d) dreapta BC; e) un plan;
f) multimea vida.
Solutie. Fie O mijlocul lui BC. Din teorema medianei, avem MO? = w — BTCZ. Relatia
MB? 4+ MC? = 2M A? se scrie 2M O? + BTCZ = 2M A2, Folsind BTC = AO, rezults M A2 — MO? = BTCQ =
AO? deci MA? = MO? + AO?, care implica MO 1 AO.

Pt 4

C

B

Dar AOLBC, deci AOL(M BC) i locul geometric al punctului M este planul perpendicular in O pe AO.
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