Universitatea Politehnica din Bucuresti 2002
Disciplina: Geometrie si Trigonometrie

1. Fie s suma patratelor lungimilor laturilor unui paralelogram si d suma patratelor lungimilor diagonalelor
sale. Atunci

a) s=2d;b) s<d;c)s=4d;d) s >d;e) s=3d; {) s =d.

Solutie. Fie ABCD paralelogramul din enunt, iar O punctul de intersectie al diagonalelor. Atunci, O
fiind mijlocul diagonalei BD, folosind teorema medianei in AABD pentru mediana O A rezulta

_ AB?>+ AD? BD? - AC? AB*+ AD*> BD?
B 2 4 4 2 4
AC? + BD? = 2(AB* + AD?) = AB* + AD? + BC? + CD?.

OA?

Prin urmare s = d.
Altfel. Aplicam teorema cosinusului in triunghiurile AABC si ABCD. Obtinem
AB? + BC? = AC* —2- AB - BC - cos B
sl respectiv A
BC?+ CD?*=BD*—-2-BC-CD -cosC.
Dar B =17 — C, deci cos C' = — cos B, iar AB = CD si BC' = DA, deci a doua egalitate devine
CD?+ DA?> =BD*+2-BC - AB - cosC.
Adunénd aceasta egalitate cu prima (termen cu termen), obtinem
AB? + BC? + CD? + DA? = AC? + BD?,
deci s =d.

2. Intr-un triunghi dreptunghic (121 = 90°) se cunoagte cateta AB = 3 si C = 60°. Calculati perimetrul
triunghiului.
a) 4 —v/3; b) 4v/3; ¢) 1 ++/3; d) 3(1 +/3); e) 3(4 —/3); f) 10.
Solutie. Avem AC = 3ctg60° = /3 si BC = 28 = 2\/3, deci perimetrul este 3 + v/3 + 2V/3 =
3(1 + V3). Observatie. Precizarea din enung A = 90° nu este esentiala. Triunghiul fiind dreptunghic,
singura alternativa B = 90° conduce la acelasi rezultat.

3. Unghiurile exterioare ale unui triunghi au masurile «, 8,~. Dacda a + 8 = 3+, atunci triunghiul este

a) echilateral; b) cu laturile in progresie aritmeticd; c) isoscel; d) cu un unghi de 120°; e) ascutitunghic;
f) dreptunghic.

Solutie. Fie A, B, C masurile interioare ale unghiurilor triunghiului. Atuncivy=A+B,8=A+4+C,a =
B+ C. Suménd cele trei egalitati termen cu termen, obtinem o+ 8+~ = 2(A+ B + C) = 360°. Folosind
relatia din enunt o + 8 = 37, rezulta 4y = 360° = v = 90°, deci triunghiul este dreptunghic.

4. Daca a € (§,7) sisin a = %, atunci tg a este
a) —1:b) Y2 c) =425 d) V3 e) —V3; ) V2.
Solutie. Cum a € (Z,7) = cosa < 0. Avem cosa = —\/1 —sin® o = —¥ sitgo = Sha — _

cos «

“f9

5. Prin sectionarea unei piramide patrulatere regulate cu un plan paralel cu baza se obtine un trunchi de
piramida in care raportul dintre lungimile laturilor bazei mici gi bazei mari este % Stiind ca volumul
piramidei este 125, volumul trunchiului de piramida este

a) 105; b) 98; ¢) 48v/2; d) 96; ¢) 102; f) 100.

Solutie. Notadm volumul piramidei mari (al piramidei initiale care este sectionatd) cu V), iar volumul
piramidei mici (piramida rezultatd prin sectionare) cu V,,,. Cele doué piramide sunt asemenea gi raportul

volumelor este X—M = (%)3 Daca Vj; = 125, rezulta V,,, = 27, deci volumul trunchiului de piramida este
Vi — Vi, = 98.
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11.
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Sa se determine suma lungimilor bazelor unui trapez, stiind ca linia sa mijlocie are lungimea 15.

a) 18; b) 20; c¢) 16; d) 30; e) 15; f) 24

Solutie. Avem m = # = 15 (unde m =linia mijlocie, b =baza micé, B =baza mare), deci b+ B = 30.

Daci sin? 15% 4+ cos? 15° = (y + 1)(y — 2), y > 0, atunci y este egal cu
a) 71_;/ﬁ; b) 1; c) g; d) V13; e) sin 15%; f) 71+%/ﬁ.

]
ﬁ
w

Solutie. Avem (y+1)(y—2)=1@y2—y—320®y:%ﬂ. Cum y > 0, rezulta y = 1+

Un con gi un cilindru au acelagi volum. Stiind ca inaltimile lor sunt egale, calculati raportul dintre raza
conului si raza cilindrului.

a) 53 b) 35¢) V3; d) 35 e) V5 ) V2.

TR2h _ _po R\ _
2R3 () =3

~ 3

Solutie. Avem R; =raza conului, Ry =raza cilindrului = V; =

=

Aflati aria unui trapez isoscel avand baza mica 6, baza mare 8 si diagonalele perpendiculare.
a) 14v/2; b) 25; ¢) 49; d) 36; e) 64; f) 12/3.

Solutie. Fie M si N mijloacele bazelor mici si respectiv mari (AD si BC') ale trapezului isoscel ABCD.
Daca O este punctul de intersectie al diagonalelor, atunci M, O, N sunt coliniare, iar triunghiurile AOD si
BOC sunt triunghiuri dreptunghice isoscele cu varful unghiului drept in O. Avem OM = ATD =3,0N =

% =4. Deci MN = 7. Cum MN este Inaltime, rezulta

(AB + DC)

S = 5

MN =7-7=49.

Valoarea expresiei F = cos 2% >+ cos 4r =+ cos =F “ este

a) —%2; b) —%; ¢) % d) \/é; e) 3 ) 1.

Solutie. Avem

2Esin 7 _2511170052”+251n7cos4“+251n700567’r:
3T 5w 5w
—51117—smf—|—sm7—sm——l—smﬂ'—sm7—
= —sinZ +sm7rffsm7
Deci 2EsinE = —ginX = E = —1.
7 7 2

Se considera un patrulater convex ABC'D in care AB = CD. Se cere locul geometric al punctelor M din
planul patrulaterului ce satisfac relatia M A2 + MB? = MC? + M D?.

a) un cerc tangent la AB si CD; b) o semidreapta; ¢) o dreaptd; d) doud drepte paralele; e) un singur
punct; f) multimea vida.
Solutie. Fie F mijlocul lui AB, F mijlocul lui CD. Din teorema medianei pentru mediana M FE in
triunghiul M AB si mediana M F' in triunghiul MCD, avem
MA? + MB? AB? MC? + MD? (CD?

2 4 2 4
Dar MA? + MB? = MC? + MD? si AB = DC, deci ME = MF. Reciproc, pentru un punct M ales

astfel incat M E = M F se arata ca are loc egalitatea din enunt. Prin urmare locul geometric cautat este
mediatoarea segmentului EF.

ME? = , MF?2 =

Fie O intersectia diagonalelor AC gi BD ale patrulaterului convex ABCD. Daca AO = 20C si OB =
| aria (ABOD)

20D, sa se calculeze raportu aria (DOC)

a) 5;b) 7;¢) 8,d) 4;e) 9;f) 3
Solutie. Avem AOB = a, OC =z, OD = y. Rezultd m(A/O\D) =n—asiSaop = 2127’% = 2zysina,

SAOD = SBOC = zysina, SDOC’ = w In final ob‘ginem SABC’D = %xysina = QSDOC, deci
Sapcp — g
Spoc :
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Intr-un cerc de raza R se inscrie un triunghi echilateral. Aria triunghiului este

a) R26\/§; b) SRZ\/g; C) R22\/§; d) 3RZ\/§; e) 3R2\/§; f) ZRZ\/?

Solutie. Latura triunghiului echilateral inscris in cercul de razi R este a = Rv/3, deci rezulti aria
triunghiului S = % = @. Altfel. Consideram punctele A’, B’, C’ pe cerc astfel incat AA’BB'CC’
sd fie hexagon regulat. Dacd O este centrul cercului, atunci au loc congruentele de triunghiuri (cazul
LUL): AOAB = AA’AB, AOBC = AB'BC si OCA = AC'C A. Triunghiurile din stidnga partitioneaza
triunghiul dat, iar toate cele 6 triunghiuri - hexagonul. Deci aria triunghiului dat AABC este jumatate
din aria hexagonului AA’BB’CC’. O alti partitie a hexagonului este realizatd de triunghiurile echilaterale
congruente AOAA’, AOA’'B,AOBB’', AOB'C, AOCC’, AOC"A, care au toate laturile egale cu R, deci
aria %. Atunci aria hexagonului este 6 - % = % i prin urmare aria triunghiului AABC este
%, 3R22\/§ - 3Ri¢§.

Fie O punctul de intersectie al mediatoarelor unui triunghi oarecare. Atunci O este

a) ortocentrul; b) situat in exteriorul triunghiului; ¢) un varf al triunghiului;
d) egal departat de laturile triunghiului; e) centrul de greutate; f) egal depéartat de varfurile triunghiului.

Solutie. Punctul O este egal departat de varfurile triunghiului.

Raportul dintre masura unui unghi Inscris intr-un cerc i masura arcului cuprins intre laturile sale este

a) :b) 1:¢) ;d) Le) 53 1) 5.

Solutie. Fie MAN acest unghi. Masura sa este juméatate din méasura arcului de cerc M N opus varfului
A, care prin definitie este masura unghiului la centru MON care subantinde acest arc. Prin urmare,
raportul este %

Volumul piramidei determinate de trei muchii concurente ale unui cub de latura a este

3 3 3 3 3
a) ©%b) i) 41 d) Vo) G b) 4

. ﬁa a3
Solutie. Volumul este V' = 32— = ¢

Daca in triunghiul ABC avem AB = /13, BC = 3, C = 60, atunci

a) AC =2; b) AC =3/3; ¢c) AC = 4v/2; d) AC = 3V/2; e) AC = 4/3;
£) AC = 4.

Solutie. Din teorema cosinusului pentru unghiul C in triunghiul ABC, obtinem AB? = AC? 4+ BC? —
2-AC - BC - cos60°, deci notand AC = z > 0, rezulta

13=2+9-3ze2°-3r—4=0&x¢c{-1,4}.

Convine doar solutia pozitiva, deci AC = x = 4.

. 6
S& se calculeze z = (%) .

a) z=—8i;b) z=2%c¢) 2 =23(1+1); d) 2 = 2°V2(1 +i); e) 2 = 23(1 +1V3); f) 2 = 23(1 —1).
Solutie. Scriem numaratorul si numitorul fractiei in forma trigonometrica:
1+ivV3=2 (cosg —l—ising) , 1—1= \/§<cos (—%) + 4 sin (T)) ,

deci folosind formula lui Moivre, rezulta

26 2  sin 2 8
L (cos 2w + isin 27) _8_ 4

VA" (con (“35) +isin ()

. 6
Altfel, algebric, folosim binomul lui Newton, avem (14i+/3)% = —8, iar (1—4)? = —2i. Atunci [(l%f?’)} =

(8 _ 64 _ 8 _ _g;

(—20)° — & i
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