Universitatea Politehnica din Bucuresti 2018
Disciplina: Geometrie si Trigonometrie
G1 * Varianta A

1. Solutia ecuatiei v2sinz = 1, unde z € [0, 3] este: (6 pct.)

a) 5;b) §5¢) 0;d) 5se) 55 f) .
5

obtine aplicand functia bijectiva arcsin : [0,1] — [0, §]. Obtinem x = arcsin g =% O

Solutie. Ecuatia se rescrie sinz = g Unica solutie a acestei ecuatii din intervalul [0, Z] (cadranul I) se

Altfel. Multimea solutiilor ecuatiei sin x = g este {km+(—1)* arcsin g | ke Z} = {kr+(-1)*Z | k € Z}.
Singura solutie din intervalul [0, %] se obtine pentru k = 0, anume z = 7.
2. Fie triunghiul ascutitunghic ABC' cu aria 3v/2, AB = 3 si AC = 4. Atunci m&sura unghiului A este:
(6 pct.)
a) 30%; b) 90°; ¢) 75°; d) 45°; e) 120°; f) 60°.

Solutie. Folosind formula ariei Apapc = w, rezultd 3v2 = % & sinA = g Triunghiul

ABC fiind ascutitunghic, rezulta ca unghiul A este ascutit, deci A=45°. @

3. Stiind ci 2cosx = 1, si se calculeze sin® z. (6 pct.)

a) %; b) %; c) %; d) %; e) 1; f) 0.

Solutie. Egalitatea se rescrie cos z = 1. Folosind formula trigonometrica fundamentali sin® z+cos? z = 1,

NI

rezulta sinzle—cos%g:l_i: @
Altfel. Ecuatia cosz = % are multimea de solutii {2km + arccosg | k € Z} = {2kr £ § | k € Z}, deci

folosind periodicitatea de perioada 2 si imparitatea functiei sin, rezulta sin(2k7 + §) = +sin § = :t@.
Atunci sin’z = (£ )% = 3.
4. Ecuatia dreptei care trece prin punctele M (1,5) si N(2,1) este: (6 pct.)
a)z+2y=3;b)de—-3y=1;¢c)de+3y=0;d)de+y=9%e)z—y=1;f) c+y=5.
Solutie. Aplicand formula ecuatiei dreptei M N care trece prin doua puncte M si N distincte, rezulta:
T—IN _ Y—YN x—2 y-—1 x—2 y-—1
Ty —TN  ym —yn | 1-2  5-1 -1 47

deci ecuatia dreptei M N este 4z +y=9. @

Altfel. Ecuatia dreptei este de forma ax+by+c = 0, unde a, b, ¢ € R iar a, b nu sunt simultan nule. Punand
a+5b+c=0
2a+b+c=0.
Acesta este un sistem liniar omogen de rang 2, compatibil nedeterminat. Notand ¢ = ¢, rezolvam sistemul
in raport cu a si b. Obtinem familia de solutii ale sistemului, {(a,b,c) = (=%, —%,t) | t € R}, unde
impunem conditia ¢ # 0. Solutiile nenule produc aceeasi dreapta si alegand ¢ = —9 rezulta a = 4,b =
1,¢ = —9, deci ecuatia dreptei cautate este 4z + 5 — 9 = 0, care se rescrie 4o + 5 = 9.

5. Aria triunghiului ABC, unde A(4,6), B(10,6), C(10,0) este: (6 pct.)
a) 18; b) 11; ¢) 8; d) 7; e) 10; f) 12.

conditia ca punctele M si N sa satisfaca ecuatia dreptei, obtinem sistemul de ecuatii: {

. . 1| Taval] . . 1] 461 1
Solutie. Folosim formula Axapc = 35| |25 vs 1|| si obtinem Aaapc = 3| 1061 | =35 -|—36] =18.
zc yo 1

@

Altfel. Reprezentand punctele A, B, C relativ la sistemul de coordonate Oy din plan, se observa ca
triunghiul ABC' reprezinta jumatate dintr-un patrat de latura 6, deci aria sa este jumatate din aria
62 = 36 a patratului. Rezulta Aaapc = % - 36 = 18.

6. Valoarea sumei sin® Z + tg2Z este: (6 pct.)
a) 3;b) 0;¢) 1;d) 2;e) 2; f) 1.

Solutie. Deoarece sin 5 = 1 si tg 7 = 1, rezulta suma cdutata, sin? 5+ th% =12+12=2. (©®
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7. Se dau vectorii 4 =i+ j, v =3i —j w = j. Atunci vectorul 2&i — ¥ + w este: (6 pct.)
a) —i+j; b) —i+4j; ¢) 2i; d) 35; e) j; f) .
Solutie. D_esfécgmd parantezele si grupand coeficientii vectorilor 4 si j, obtinem 2ii — v + w = 2(i + j) —
Bi—j)+j=—i+4j. ®

8. Suma solutiilor ecuatiei sinz + cosxz = 1, = € [0,27] este: (6 pct.)

a) 45 b) 3 o) dm; d) s e) Tm; f) 3.

Solutie. Ridicand ecuatia la pitrat si folosind formula trigonometrics fundamentals sin? z + cos? z = 1,
ecuatia devine 2sinzcosx = 0, deci € {k7 | k € Z}. Dar singurele solutii care satisfac ecuatia initiala
sunt x € {2k7 | k € Z} U{2km + § | k € Z}. Dintre acestea, in intervalul [0, 27] din enunt se afla doar

solutiile {0, 7,27}, a caror suma este 0+ 5 + 27 = 57” @

Altfel. Dupa ridicarea ecuatiei la patrat, folosind formula 2sinx cosz = sin 2z, obtinem sin2z = 0 &
20 € {kn |k € Z} & x € {k% | k € Z}. Singurele solutii care satisfac ecuatia initiala sunt x € {2k7 | k €
7} U {2km + % | k € Z}. Dintre acestea, in intervalul dat se afla doar solutiile {0, 5,27}, a caror suma
este 0—|—%+277:57”. @

Altfel. Notand a = sinx, b = cos z si tinand cont de formula trigonometrici fundamentals sin? z +cos? z =

a+b=1 . .
a2 4 b2 — 0 care are solutiile (a,b) € {(1,0),(0,1)}. Deci,
tinand cont de conditiile impuse asupra lui z, rezulta (i) sinz = 1,cosz = 0, de unde x = 7, sau (ii)
sinz = 0,cosx = 1, de unde z € {0,27}. Suma celor trei valori obtinute pentru x este deci 5 +0+27 = 57”

1 < a? 4+ b%> = 1, obtinem sistemul

Altfel. Tmpiartim ecuatia, care este de forma asinz + bcosz = ¢, prin Va2 + b2 = V12 + 12 = /2.

A1 V2 ™ : :
Deoarece 75 = 3 =sing =cosj, ecuatia se rescrie
T . L ™ 2(:) in +7r) Lo
cos — sinx + sin — cosx = — < sin(z + —) = sin —.
4 4 2 4 4

Prin urmare, rezultd « + 2 € {kr + (-1)* - 2 |k € Z} & z € {kn + ((-1)* — 1) - Z | k € Z}. Pentru

k = 2m par, obtinem = € {2m | k € Z}, iar pentru k = 2m + 1 impar, rezulta x € {(2m + )7 — 5 | k €

7} = {2mm + 5 | k € Z}. Impunand conditia x € [0, 27], raman solutiile admisibile {0, 27}, respectiv {7.
51

Suma acestora este 0 + 2w + 5 = =F.

Altfel. Se observa ca valorile § € {(2k+1)F | k € Z} pentru care tg § nu are sens nu conduc la solutii ale
ecuatiei, deoarece pentru aceste valori ecuatia devine 0 — 1 = 1, fals. Cautam in continuare solutii pentru

. . . — 2 . .
care expresia tg § are sens. Folosind formulele sinz = cosT = %, unde t = tg 3, ecuatia devine

2t
1+t20

2t 1—1¢2

4 —lel+2%-=1+2=2t—-1)=0.
1+ﬁ+1+ﬂ + + ( )

Avem deci doud cazuri: fie
T

P
&35

O@%e{kﬂkeZ}@xe{QkﬂkeZ},

ori
t=1o tgg:()@ge{lmﬂrg|k€Z}<ﬁ>x€{2lm+g|k€Z}.

Dar dintre aceste solutii, cele care satisfac conditia = € [0.27] sunt {0, 27} si respectiv = Z. Suma celor

5
trei valori admisibile este deci 0 + 27 + g = 57“

9. Sa se determine valoarea parametrului m € R, pentru care punctul P(1,1) apartine dreptei de ecuatie
mz+y=2. (6 pct.)

a) 2; b) —2;¢) 0;d) —1;¢) 1; f) 3.

Solutie. Coordonatele punctului trebuie sa satisfaca ecuatia dreptei. Inlocuind z = 1 si y = 1 in ecuatjie,
obtinemm-1+1=2&m=1. (®
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10.

11.

12.

13.

14.

Catetele unui triunghi dreptunghic au lungimile 6 respectiv 8. Atunci raza cercului circumscris triunghiului
este: (6 pct.)

a) 7;b) 2;¢) 4;d) 31 ¢) 5:£) 5

Solutie. Raza ceruta este jumatate din ipotenuza. Din teorema lui Pitagora, lungimea ipotenuzei este
V6% 482 = /36 + 64 = 10; deci raza cautata este 22 =5. @

Altfel. Triunghiul fiind dreptunghic, din teorema lui Pitagora, lungimea ipotenuzei este ¢ = v/62 + 82 =

V36 + 64 = 10. Aria triunghiului este semiprodusul catetelor, S = 62%8 = 24, iar raza cautata este

_ abc _ 6-8:10
R=95 =" =95

Fie M punctul de intersectie al dreptelor d1 : z+y—2=0sidy: 2x 4y — 3 = 0. Atunci distanta de la
M la dreapta d3 :  +y =0 este: (6 pct.)

a) V2 b) 2v2; ¢) 1; d) 2 e) 05 ) .

Solutie. Deoarece M apartine ambelor drepte, coordonaltele sale (z,y) satisfac ambele ecuatii, deci

reprezintd solutia sistemului liniar { §x++yy_f23:*00 , adicd © = y = 1. Distanta de la punctul M(1,1)
la dreapta ds se obtine din formula d(M,A) = %, unde A : azx 4 by + ¢ = 0. Pentru A = dj,

. . 1-141.140
obtinem distanta ceruta |127\/712| V2. @

Altfel. Dupéa aflarea punctului de intersectie M(1, 1), ca solutie a sistemului de ecuatii ale dreptelor d; si
ds, distanta ceruta este cea dintre M si proiectia M’ a lui M pe dz. Punctul M’ se afld la intersectia dintre

ds si dreapta dy ce trece prin M si este perpendiculara pe ds. Panta lui d3 : y = (—1) - z este mg = —1,
deci panta dreptei d4 este my = —mis = —}1 = 1. Prin urmare avem dy : y—yy = my(z—2p) S y—1=
1-(z—1) & y = z. Atunci punctul My = d3Ndy este dat de sistemul liniar { Yy i =0 & x =y =0, deci

My are coordonatele (0,0). Distanta ceruta este deci d(M,d3) = d(M, My) = /(1 —0)2 + (1 —0)2 = V2.

Fie vectorii @ si U, unde |a| = 1, |9] = 2 gi produsul scalar @- o = 0. Atunci unghiul 6 € [0, ] format de
cei doi vectori este: (6 pct.)

) f=T:b)0="T:¢)0=0;d)f="T;0)0=7T;1) 0=

s

Solutie. Folosim relatia @-v = |@|-|0|-cos#. Obtinem 0 = 1-2-cos , deci cos @ = 0. Rezulta § = 7 < [0, 7].

®

in triunghiul ABC se daw: AB = 6, AC = 6 si m (@) — 60°. Atunci BC este: (6 pct.)

a) 5; b) 4; ¢) 2;d) 6;e) 3; f) 10

Solutie. Se aplica teorema cosinusului pentru latura BC. Avem BC? = AB? + AC? —2- AB - AC -

cosm(@),deciBCz\/62—|—62—2-6-6-cos%:,/72—72-%:\/3 =6. @

Altfel. Se observa ca triunghiul este isuscel cu un unghi de 60 de grade, deci echilateral. Prin urmare
BC =AB = AC =6.

Se di triunghiul ABC, unde AB =5, AC = 5, BC' = 5v/2. Atunci lungimea bisectoarei unghiului B este:
(6 pct.)
a) 2¥2: b) 55 ¢) 10(v2 +1); d)

e) 10v2; f) 10

10 .
V2+v2’
Solutie. Fie D piciorul perpendicularei unghiului B, D € AC si notdm BD = x, AD = y. Din teorema

bisectoarei si folosind proportii derivate, obtinem

BA AD AB AD 5 y 5

BC DC T AB+BC AD+DC “5+5vz 5 YT Va+1

Observam ca triunghiul ABC satisface Teorema lui Pitagora (deoarece AB?+AC? = BC?), deci triunghiul
este dreptunghic cu A = 90°. Deci triunghiul ABD este dreptunghic in A si aplicand in acest triunghi

Teorema li Pitagora, aflam ipotenuza BD (bisectoarea cerutd):
-V 2+1
A4+ 2V/2 = V2 ,
\[ 2+1 V2

2=y +AB2<:)£E—\/ (vm) > 452 —5”\/>+
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15.

deci BD =z = 20—

eci x Tar T @

Altfel. Triunghiul ABC satisface Teorema lui Pitagora (deoarece AB? + AC? = B(C?), deci triunghiul
este dreptunghic cu A = 90°. Dar AB = AC, deci triunghiul este dreptunghic isoscel, iar B = 45°.
Prin urmare ABD = (% )°. Dar in triunghil dreptunghic ABD are loc egalitatea xcos ABD = 5, deci

o W' Din formulela de arc pe jumatate, rezulta
cos(£)° = 1+ cos45° 1+§_ I
o 2 V2 T 2
deci z = 10

5 _
Vorval o Verv?

Determinati valoarea parametrului m € R pentru care vectorii % = i+27 si ¥ = mi— j sunt perpendiculari:
(6 pct.)

a)m=3;b)m=>5c)m=2;d)m=0;e) m=3;f) m=—1.

Solutie. Conditia din enunt revine la faptul ca produsul scalar al celor doi vectori este nul. Folosind

formula produsului scalar in raport cu baza ortonormatd {i,j}, @ - ¥ = uyv; + ugvq, obtinem @ - v =
1-m+2-(=1) =m — 2. Anularea produsului scalar conduce lam —2=0<m=2. (©
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