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1. S& se determine multimea valorilor lui a € R astfel incat ecuatia In(1 + 2z) — 22 = a si aibd o singurd
solutie strict negativa. (6 pct.)

a)a € (—e, e);b)ac (0, n2);¢c)ac(—1, In2);d) ac(—o0, 0);e)ac (0, n2—1);f) ac (3 ,1n3).
Solutie. Din conditiile de existenta pentru logaritm, obtinem 1+ 2x > 0 & x € (—%,oo). Studiem

i = —22 f (=1 Ng) = 2 _9p — —2@22°+a-1) 5 on
functia f(z) =In(1+2z) —2, f:(—3,00) = R. Avem f'(z) = 7, — 22 = ot 1 sl se observa ca

—-1++v9 1
flla) =022+ -1=0&2a¢c {f} S x e {—1,2}, convenind doar solutia § € (—4,00).

De asemenea, se observd cd f(1) =In2— 1, f(0) =0 si

lim f(z) = lim In(1+22)—2? = —00 — ~ = —0c0.
z\,‘f% z\,‘f% 4

Pe de alta parte,

T—00 T—00 2

L= lim f(z) = lim 2?2 <1n(1—|—2x)1>

si folosind pentru fractie regula lui 1'Hospital, cazul 22,

lim (ln(l—l—2:v)_1) = lim 22 <2/(1+2x) —1) =1,

T—00 xr2 T— 00 2

rezultd L = oo - (—1) = —c0. Pe baza acestor rezultate, putem construi tabelul de variatie al functiei f,
x — —32 0 3 00
f@) | — —o0o 2~ 0 2 In2-1 \, -
@ — + + + + 0 - -

Se observa ca In2 — % > 0 (inegalitatea revine, In urma exponentierii la 16 > e, adevirat), deci punctul
de maxim al functiei f se afld deasupra axei Oz. Folosind graficul functiei f, examinam ecuatia f(z) = a.
Distingem urmé&toarele trei cazuri: (i) pentru a > In 2—%, dreapta y = a nu intersecteaza graficul functiei f
deci a nu intrunegte conditia impusa de definitia multimii M; (ii) pentru a = In2— %, dreapta intersecteaza
graficul intr-un punct dublu de abscisd nenegativd z; = 2 = 1, deci a ¢ M; (iii) pentru a € (0,In2 — 1),
dreapta intersecteaza graficul in doud puncte de abscise strict pozitive z1,2 > 0, deci a ¢ M; (iv) pentru
a = 0, dreapta intersecteaza graficul in doua puncte de abscise z; = 0 respectiv zo > 0, deci a € M; (v)

pentru a < 0, dreapta intersecteaza graficul in doua puncte de abscise 1 € (—%, 0), respectiv x5 > 0, deci
a € M, singurul caz favorabil. In concluzie, M = (—00,0). @

0
—1
1

= O

2. Valoarea determinantului ’

a) —1;b) 0; ¢) 5;d) 1;e) —2; f) 2.

_ =N

‘ este: (6 pct.)

Solutie. Scazand prima coloana din celelalte doua si apoi dezvoltand determinantul dupa ultima linie,
obtinem

Altfel. Se observa ca dublul ultimei coloane este suma primelor doué, deci determinantul este nul.

Altfel. Prima linie este diferenta dintre ultima si penultioma linie, deci determinantul este nul.

Altfel. Folosind regula lui Sarrus, obtinem ‘ ? —(1)1 é ‘ =240+ (-1))—(14+0+0)=0.
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3. Pentrur > 0, fiemultimea M = {z € C; |z| =14i |z —3i| =r}. Fie A= {r > 0; M are un singur element}.
S& se determine suma S a elementelor multimii A. (6 pct.)

a) S=6;b) S=5;¢) S=4;d) S=2;e) S=8;f) S=12.

Solutie. Se observa ca pentru r < 0, multimea nu contine elemente (M = (J). Pentru r > 0, notand
z =z + iy, cele doua conditii din definitia multimii M se rescriu:

lz| =1 ol Vet =1 o 2?2 =1 - 24y =1
|z —3i| =r Vi +(y—3)2=r 2+ y? —6y+9=r2 6y +9=r2—-1"
2

2
de unde, eliminand y, obtinem x? + (% =1« 2% = E(r), unde am notat E(r) = 1 — (10;7«

6
Dar aceasta ecuatie are o singura solutie reald (dubla) doar dacd E(r) = 0, ceea ce revine la egalitatea
% =+1 12 =10F6 < r? € {4,16}, si deoarece r > 0, obtinem corespunzator valorile r € {2,4},

deci S=2+4=6, @

Altfel. Folosind reprezentarea grafica a celor dous conditii din definitia multimii M C C = R2, pentru
z =x + iy € M obtinem relatiile

lz| =1 - Vraz+y2=1
|Z—3i|:T 1/3;‘2—|—(y—3)2:7"
deci cautam punctele din planul complex care apartin simultan cercurilor I't = C(¢,(0,0),r,=1) §1 I'1 =
C(C5(0,3),r,=r)- Dar intersectia M = I'y NI’y consta dintr-un singur punct doar daca cele doua cercuri sunt
tangente. In aceste cazuri, avem fie d(C1,Cy)=r14+roe3=14+rsr=2fied(C,Cy) =|rs —m| &
3=|r— 1|; Pentru r > 1, rezulta solutia r =4 > 1, iar pentru r < 1, rezulta 3 =1 —r & r = —2, subcaz
imposibil. In concluzie, suma celor doua valori valide obtinute penrtru r este S = 2+ 4 = 6.
4. Stiind c& numerele z, x + 1, x + 3 sunt In progresie geometrica (in aceastd ordine), atunci: (6 pct.)
a)r=3b)z=—Lc)r=1d ar=-2e)r=41f)z=2.
Solutie. Patratul celui de-al doilea numir este produsul celorlalte doud, deci (x + 1)? = z(z + 3) <
2+2r+1=2>+3zx2=1 @©
5. Fie matricele A = (3 %) si B = (1 ). Dacd X = A+ 2B, si se calculeze determinantul matricei X.
(6 pct.)
a) —10; b) 14; ¢) —14; d) 10; e) 20; f) —20.

Solutie. Prin inlocuire directa, obtinem
jar det X = |§ %[ =3-(-4) - (2-4)=-12-8=-20. @
6. Fie P un polinom cu coeficienti reali astfel incat P(1) + P(2) + ...+ P(n) = n®, pentru orice numéar
natural n > 1. Si se calculeze P (2). (6 pct.)
a) 25 b) o) i d) fHie) ) B

Solutie. Folosim egalitatea din enunt, P(1) + ...+ P(n) = n®, ¥n € N, deci dand valori lui n € N si apoi
scazand relatiile succesive doua cate doua, obtinem

P(1) =1° PA)=1=15—0
P(1) + P(2) = 2° P2) =21

. = .

P(1)+ ...+ P(n)=n’ P(n) =n’—(n—1)°,

deci P(n) = n® — (n —1)% ¥n € N. Ardtam ci P(z) = 2° — (v — 1)%, Vo € R. Notand Q(z) =
P(x) — [2#° — (z — 1)%], observim c& polinomul @ are o infinitate de radicini reale distincte n € N,

deci este identic nul. Prin urmare Q = 0, iar P(x) = 2° — (z — 1)%, Vo € R. Prin inlocuire, obtinem

PO=@P-(3r=%1-% ©
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1 [ 1
7. Daca a, b si ¢ sunt determinate astfel incat sa aiba loc egalitatea lim — / (a +bcost + ccos2t)dt = R
T—
0

10.

0 x?
sa se calculeze S = |a| + |b| + |c¢|. (6 pct.)
a) S=16;b) S=18;¢c) S=14;d) S=24;e) S =20; f) S = 22.

Solutie. Prin integrare directa, obtinem

xT .
sin 2x

=ar+bsinx +c g

' in 2¢
I(x) :/ (a+ bcost + ccos2t)dt = <at+bsint+csn; )
0

0

Se observa ca lir% I(x) =0si lir% 2% = 0, deci limita din enunt se poate calcula cu regula 1'Hospital (cazul
z— z—
o)
1 bsi - (sin 2z)/2
L= lim L 1() = i Q2 ESMT A (Sn20)/2

a+bcosx + ¢-cos2z
z—0 z—0 x5 z—0 Y '

Daca limita a + b+ ¢ a expresiei de la numarator este nenula, atunci L = sign (a + b+ ¢) - 0o # 0, ceea ce

intra in contradictie cu cerintele problemei. Deci a + b+ ¢ = 0 si inlocuind a = —b — ¢ in expresia lui L,
obtinem:
I~ lim (=b—c¢)+bcosz + c-cos2x _1 lim b(cosx — 1) + ¢(cos 2z — 1)7
x—0 Y 5 z—0 x4

céreia i se poate aplica succesiv regula 1'Hospital (cazul %); obtinem

1 . —bsinx — 2csin2z 1 —bcosx — 4ccos2x
5 o 43 = 20 250 322 '

Daca limita —b — 4c¢ a expresiei de la numarator este nenuld, atunci L = sign (—b — 4¢) - co # 0, ceea

ce intra in contradictie cu cerintele problemei. Deci —b — 4¢ = 0 si inlocuind b = —4¢ in expresia lui L,
obtinem:
1 . 4ccosz —4ccos2x C .. COsxT —cos2x
L= —lim = — lim ——,
60 z—0 2 15 2—0 x2

limit& careia i se poate aplica succesiv regula 1'Hospital (cazul %); obtiem

—si 2sin2
L:%iii% smx;—x sin x:?%}?%(—cosx—i—ﬁlCOS?ﬂC):%’

Prin urmare egalitatea din enunt L = % se rescrie {5 = é, deci ¢ = 2. Din relatiile obtinute pe parcurs,

obtinem b = —4c=—-8gia=—-b—c=06,deci |a] + |b| +|c|] =6+8+2=16. @
Produsul solutiilor ecuatiei 1 — z + v/ = 1 este: (6 pct.)
a) 0; b) 2; ¢) =1;d) 1; e) %; f) %

< z € ]0,1]. Ridicand ecuatia la

. -~ . o A _— <1
Solutie. Conditiile de existenta pentru cei doi radicali sunt { ; >0

patrat, obtinem

l-z)+z+2vVz(l-2)=1eVe(l—2)=0s2(1—-2)<zec {01},

iar {0,1} C [0, 1], deci ambele solutii convin. Prin urmare produsul solutiilor este 0-1=0. @

Fie ecuatia 23 + 22 — 22 = 0. Suma S a solutiilor reale este: (6 pct.)
a) S=0;b) S=1;¢) S=-2;d) S=2;e) S=-1;1f) S=3.

Solutie. Ecuatia se rescrie 3 + 22 — 22 = 0 & z(2%2 + 2 — 2) = 0, iar 22 + 2 — 2 = 0 are solutiile
x € {%ﬂ} = {—2,1}, deci cele trei solutii ale ecuatiei date sunt 7 = 0,23 = —2,23 = 1, iar suma lor
este S=04+(-2)+1=-1. (@

Solutia ecuatiei 4*~! = 16 este: (6 pct.)
a)x=—-2;b)z=4;c)z=5d) x=2;e) x=0;f) x =3.

Solutie. Rescriem ecuatia si logaritim in baza 4 ecuatia. Obtinem 4* ' =42 & r—-1=2w2=3. @
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11.

12.

13.

14.

S& se rezolve ecuatia logs (z — 1) = 1. (6 pct.)
a)r=1L;b)x=0;c)z=4;d)z=1;¢) 2 =6;f) v =3.

Solutie. Conditia de existentd a logaritmului este x — 1 > 0 < z € (1,00). Aplicand ecuatiei functia
exponentiald de bazi 5, obtinem z —1=5' 2 =6. (@

Pe mutimea A = R\{1} se definegte legea de compozitie x x y = 2xy — 2(x + y) + ¢, unde ¢ este un numar
real. Stiind ca legea de compozitie 7 * 7 defineste pe A o structura de grup comutativ, sa se determine

simetricul elementului z = 4. (6 pct.)
a) 15 0) §i0) i d) Fie) 13 f) 7

Solutie. Deoarece (A, *) este grup, rezulta ca admite element neutru. Deci Je € A al. xxe=e*x =z,
Ve € A. Dar z xe = exx = 2ex — 2(x + €) + ¢, deci

rxe=exx=x2ex—2x+e)+c=x<x(2e —3)+ (c—2¢e) =0,

care are loc pentru orice x € A, deci polinomul obtinut este identic nul. Anularea coeficientilor sai revine

la egalitatile { ie—_QS :8 & { i i 2/ 2 Atunci, notand cu x’ € A simetricul lui z = 4, au loc relatiile

1
z*z’:x'*x:e<:>2zx'—2(x+x’)+3:g<:>833'—2(4—|—:1:’):—g<:>6x’:§<:>z’:E.@

Altfel. Asociativitatea grupului (A, ) revine la a afirma ci pentru orice x,y, z € A, are loc egalitatea

(zry)*xz—ax*x(yx2) & 2oy — 2@ +y)+c*xz=zx[2yz —2(y + 2) + (]
& 2Q2zy —2r—2y+c)z—2(22y —2x —2y+c+z2)+c¢
=2r(2yz — 2y —2z+c¢)—2(x+2yz -2y —2z+4+c¢)+c¢
< x(6 — 2¢) + z(2¢ — 6) = 0.

Dar egalitatea are loc pentru orice z, z € A, deci ambele paranteze se anuleaza, ceea ce revine la 2¢ — 6 =
0 < ¢ = 3. Pe de alta parte, notand cu e € A elementul neutru al grupului (A, x), acesta satisface pentru
orice x € A egalitatitile xxe =exr =2 < 2ex —2(e+2)+3 =< x(2e—3)+(3—2¢)=0,larz € A
fiind arbitrar, rezulta anularea coeficientilor polinomului in x obtinut, deci e = % € A. Pentru aflarea
simetricului elementului x = 4 € A, se continua ca in rezolvarea de mai sus.

{ r+y=4
Sa se rezolve sistemul de ecuatii . (6 pct.)

2z —y=-1

a)x:Q,y:Q,b)x:fl,y:5,c):c:72,y:—3,d)x:4,y:(),e)$:1,y:3,f)
z=0, y=4.

Solutie. AplicAim metoda reducerii: adunand cele doua ecuatii, obtinem 3z = 3 = x = 1, deci din prima
ecuatie rezultd y = 4 — x = 3, iar sistemul are solutia (x,y) = (1,3). (@

Altfel. Aplicam metoda substitutiei. Din prima ecuatie obtinem y = 4 — x. Inlocuind in a doua ecuatie,
rezultd 20 — (4 —z) = -1 3x =3 <z =1, deci y =4 — z = 3; in final avem solutia (x,y) = (1, 3).

Altfel. Determinantul sistemului liniar este A = |§ 4 | = —3 # 0, deci sistemul este Cramer, cu solutia
unica data de
A, -3
r= = Sla=5 =
_ Ay _ Loy — —9 —
v=x - gl

deciz=1,y=3.

Fie polinomul f = X2 +2X + 3. Si se calculeze S = f(z1) + f(22) + f(x3), unde 1, 72, 3 sunt solutiile
complexe ale ecuatiei 23 — 1 =0. (6 pct.)

a) S=1b)S=0;¢) S=—-1;d) S=9;¢) S=6;1) S =
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15.

Solutie. Ecuatia 3 — 1 = 0 se rescrie (z — 1)(z% + 4+ 1) = 0 si are solutiile complexe 71 = 1, x5 3 =

L 4£4¥3. Pe de altd parte S = f(x1) + f(22) + f(z3) = (23 + 23 + 22) + 2(x1 + @2 + x3) + 9. Prin
inlocuire directd, obtinem S=0+2-0+9=9. @

1 +x94+23=0
T1Xy + Toxg + 1321 =0
22+ 25 + 2% = (11 + 22 + 23)? — 2(2172 + Tox3 + 2371) =02 —2-0=0. Atunci S=0+2-0+9=09.

Altfel. Din relatiile Viete pentru ecuatia z® — 1 = 0, rezulta de unde rezulta

Dacd f: R — R, f(x) =z — e”, si se calculeze f/'(0). (6 pct.)
a) —1;b) 3;¢) 1;d) 0; e) 2; f) —2.

Solutie. Prin derivare termen cu termen, obtinem f’(z) = (z—e®) = 1—€®, deci f'(0) = 1—e® = 1-1 = 0,

@
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