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M2 * Varianta A

1. Fie polinomul f = X2+ 2X + 3. Si se calculeze S = f(z1) + f(x2) + f(x3), unde z1, z2, z3 sunt solutiile

complexe ale ecuatiei 23 — 1 =0. (6 pct.)
a) S=1i;b)S=0;¢) S=-1;d) S=9;e) S=6;1) S=1.

Solutie. Ecuatia 3 — 1 = 0 se rescrie (z — 1)(z% + 4+ 1) = 0 si are solutiile complexe 71 = 1, x5 3 =

—L 4£4¥3. Pe de altd parte S = f(x1) + f(22) + f(z3) = (22 + 22 + 22) + 2(x1 + @2 + x3) + 9. Prin
inlocuire directa, obtinem S=0+2-0+9=9. @

21+ 22 +23=0
T1Xo + Toxg + 1321 =0
22+ 25+ 2% = (11 + 22+ 23)? — 2(2172 + 1223 + 2371) =02 —2-0=0. Atunci S=0+2-0+9=09.

Altfel. Din relatiile Viete pentru ecuatia x® — 1 = 0, rezults { de unde rezulta

. Sa se determine multimea valorilor lui a € R astfel incat ecuatia In(1 + 2x) — 22

solutie strict negativa. (6 pct.)
a)a € (—e €);b)ac(0,n2);¢c)ae (-1, 1n2);d) a € (—o0, 0);e)ac (0, n2—1);f)ac (3, mn3).

Solutie. Din conditiile de existenta pentru logaritm, obtinem 1+ 2z > 0 < z € (—2,00). Studiem

2
functia f(z) =In(142z) —2?, f: (—3,00) = R. Avem f/(z) =

oy — —2(22°+2-1) si se observa, ca
—-1+V9
4

2
1+2x 2x+1
De asemenea, se observa ci f(3) =In2— 1, f(0) =0 si

= a sa aiba o singura

1
fllr)=0&222+r—-1=0&2z¢ { } Sx e {—1, 2}, convenind doar solutia % € (—%,oo).

lim f(z) = lim In(l1+22)—2? = —00 — ~ = —0c0.
1\7% z\“f% 4

Pe de alta parte,
In(1+2
L= lim f(z) = lim 2?2 (n(—l—x) — 1)

T—00 T—00 2
si folosind pentru fractie regula lui 'Hospital, cazul 22,

lim (M—1) = lim 2? (Q/(H%) —1> =1,

T—00 2 T—00 2x

rezultd L = 0o - (—1) = —oc0. Pe baza acestor rezultate, putem construi tabelul de variatie al functiei f,
x — —Z 0 3 oo
flz) | — -0 S 0 2 In2- i N —©0
flle) | — + + + + 0 — —

Se observa ca In2 — i > 0 (inegalitatea revine, in urma exponentierii la 16 > e, adevirat), deci punctul
de maxim al functiei f se afli deasupra axei Ozx. Folosind graficul functiei f, examindm ecuatia f(x) = a.
Distingem urmaétoarele trei cazuri: (i) pentrua > In in, dreapta y = a nu intersecteaza graficul functiei f
deci a nu intrunegte conditia impusa de definitia multimii M; (ii) pentrua = In2— %, dreapta intersecteaza
graficul Intr-un punct dublu de abscisa nenegativa x1 = 29 = %7 deci a ¢ M; (iii) pentru a € (0,ln2 — i)7
dreapta intersecteaza graficul in doud puncte de abscise strict pozitive 12 > 0, deci a ¢ M; (iv) pentru
a = 0, dreapta intersecteaza graficul in doud puncte de abscise x; = 0 respectiv x2 > 0, deci a € M; (v)
pentru a < 0, dreapta intersecteaza graficul in doua puncte de abscise x1 € (—%, 0), respectiv zo > 0, deci

a € M, singurul caz favorabil. In concluzie, M = (—00,0). @

. Dacd f: R — R, f(x) =x — €7, s se calculeze f'(0). (6 pct.)
a) —1;b) 3;¢) 1;d) 0; e) 2; f) —2.
Solutie. Prin derivare termen cu termen, obtinem f’(z) = (z—e®)’ = 1—e®, deci f/(0) = 1—¢? = 1-1 =0,

@
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4. S& se rezolve ecuatia logs (z — 1) = 1. (6 pct.)
a)x=11;b)z=0;c)r=4d)x=1;¢) z=6;f) z =3.

Solutie. Conditia de existentd a logaritmului este x — 1 > 0 < z € (1,00). Aplicand ecuatiei functia
exponentiald de bazi 5, obtinem z —1=5' 2 =6. (@

5. Pentrur > 0, fiemultimea M = {z € C; |z| =15i |z —3i| =r}. Fie A= {r > 0; M are un singur element}.
Sa se determine suma S a elementelor multimii A. (6 pct.)

a) S=6;b) S=5;¢) S=4;d) S=2;¢) S=8;f) S=12.

Solutie. Se observa ci pentru r < 0, multimea nu contine elemente (M = (). Pentru r > 0, notand
z = x + 1y, cele doua conditii din definitia multimii M se rescriu:

‘z|:1 /1.2+y2:1 x2+y2:1 $2+y2:1
= A 24 02 2 = 2 )
Vai+(y—3)2=r > +y —6y+9=r —6y+9=r*-1

2 2
de unde, eliminand y, obtinem 2% + (%) =14 2?2 = E(r), unde am notat E(r) = 1 — (%) )
Dar aceasta ecuatie are o singura solutie reald (dubld) doar dacd E(r) = 0, ceea ce revine la egalitatea
10-r _ 49 o 42 =10 F6 < r? € {4,16}, si deoarece r > 0, obtinem corespunzitor valorile r € {2, 4},
deci S=2+4=6, @

Altfel. Folosind reprezentarea grafica a celor dou# conditii din definitia multimii M C C = R2, pentru
z =x + iy € M obtinem relatiile

[z =1 \/W =1
{ |z = 3i[=r @{ Va4 (y—3)2 =,
deci cautam punctele din planul complex care apartin simultan cercurilor I't = C(¢,(0,0),r,=1) §1 I'1 =
C(C5(0,3),r,=r)- Dar intersectia M = I'y NIy consta dintr-un singur punct doar daca cele doua cercuri sunt
tangente. In aceste cazuri, avem fie d(C1,C)=r14+ree3=14+rsr=2fied(C,Cy) =|rs —m| &
3=|r— 1|; Pentru r > 1, rezulta solutia r =4 > 1, iar pentru r < 1, rezulta 3 =1 —r & r = —2, subcaz
imposibil. In concluzie, suma celor doua valori valide obtinute penrtru r este S = 2+ 4 = 6.

6. Valoarea determinantului
a) —1;b) 0;¢) 5;d) 1;¢) —2; ) 2.

Solutie. Scazand prima coloana din celelalte doud si apoi dezvoltand determinantul dupa ultima linie,
obtinem

20 1
1-10 : t.
111‘este (6 pct.)

2 01 2 —2 -1 5
Si1o|= |25 = =0.
‘111‘ }100’ [=25[=0.®

Altfel. Se observa ca dublul ultimei coloane este suma primelor doua, deci determinantul este nul.

Altfel. Prima linie este diferenta dintre ultima si penultioma linie, deci determinantul este nul.
Altfel. Folosind regula lui Sarrus, obtinem ‘ ? —(1)1 (1) ‘ =240+ (-1)—(14+0+0)=0.

r+y=4
7. Sa se rezolve sistemul de ecuatii . (6 pct.)
2z —y=-1
a)r=2 y=2b)zr=-1, y=5c)zx=-2 y=-3d)ax=4, y=0e xz=1 y=3;f)
z=0, y=4.

Solutie. Aplicam metoda reducerii: adunand cele doué ecuatii, obtinem 3z = 3 = x = 1, deci din prima
ecuatie rezultd y = 4 — x = 3, iar sistemul are solutia (z,y) = (1,3). (@

Altfel. Aplicam metoda substitutiei. Din prima ecuatie obtinem y = 4 — x. Inlocuind in a doua ecuatie,
rezultd 20 — (4 —2) = -1 3x =3 <z =1, deci y =4 — 2 = 3; In final avem solutia (z,y) = (1, 3).

Altfel. Determinantul sistemului liniar este A = ’% 4 | = —3 # 0, deci sistemul este Cramer, cu solutia
unica data de A ) 5
r=Rx=3lAahl=5=1
A, 1,y -9
= == = — - — = = 3
Y="A “gl2-1 3 )
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10.

11.

12.

13.

14.

deciz =1,y =3.

Stiind c& numerele x, x + 1, x + 3 sunt in progresie geometrica (in aceastd ordine), atunci: (6 pct.)
a)r=3b)r=—1c)e=5d) r=-2e)z=41f) z=2.

Solutie. Patratul celui de-al doilea numir este produsul celorlalte doud, deci (x + 1)? = z(z + 3) &
2+2r+1=2>+3zx<2=1 @©

Solutia ecuatiei 4°~1 = 16 este: (6 pct.)
a)r=—-2b)z=4c)x=5d) x=2;¢e)z=0;f) 2 =3.

Solutie. Rescriem ecuatia si logaritim in baza 4 ecuatia. Obtinem 4> ' =42 & r-1=22=3. @
1
Valoarea integralei / (322 + e")dx este: (6 pct.)
0
a) —1;b) 0;¢c) e—3;d) 1;¢) 2; f) e.

Solutie. Integrand termen cu termen, obtinem

1 23
/ (322 + e¥)dx = (3 -+ e“”)
0 3

Fie ecuatia 2% + 22 — 22 = 0. Suma S a solutiilor reale este: (6 pct.)

a) S=0;b) S=1;¢) S=-2;d) S=2;¢) S=—-1;f) §=3.

1

=@ +eNi=0+e) -0+ =14+e—1=e @
0

Solutie. Ecuatia se rescrie 3 + 22 — 22 = 0 & 2(22 + 2 — 2) = 0, iar 22 + 2 — 2 = 0 are solutiile
x € {%ﬂ} = {—2,1}, deci cele trei solutii ale ecuatiei date sunt 7 = 0,253 = —2,23 = 1, iar suma lor
este S=0+4+(-2)+1=-1. (@

Fie P un polinom cu coeficienti reali astfel incat P(1) + P(2) + ...+ P(n) = n®, pentru orice numar
natural n > 1. Si se calculeze P (2). (6 pct.)

a) £:b) o) B d) 1) T )

Solutie. Folosim egalitatea din enunt, P(1) + ...+ P(n) = n®, ¥n € N, deci dand valori lui n € N si apoi
scazand relatiile succesive doua cate doua, obtinem

P(1) =15 P1)=1=15—0°
P(1) +P(2) =2 P2)=2 —1

. A .

P(1)+ ...+ P(n) = n® P(n) = n® — (n—1)°,

deci P(n) = n® — (n — 1)% Vn € N. Aratam ca P(r) = 2° — (z — 1)%, Vo € R. Notand Q(z) =
P(x) — [2° — (z — 1)5], observdm c& polinomul @ are o infinitate de riadicini reale distincte n € N,
deci este identic nul. Prin urmare Q = 0, iar P(x) = 2° — (z — 1)°, Vo € R. Prin inlocuire, obtinem

PR =3P -Gr=% =% ®
Produsul solutiilor ecuatiei /1 — z + v/ = 1 este: (6 pct.)
a) 0;b) 2;¢) —1;d) 1 ¢) 3; ) 3.

<
Solutie. Conditiile de existenta pentru cei doi radicali sunt { ; sl < x € [0,1]. RidicAnd ecuatia la

>0

patrat, obtinem
l-z)+z+2v/z(l-2z)=1eVe(l-2)=0&2(1—-2)<zec {01},
iar {0,1} C [0,1], deci ambele solutii convin. Prin urmare produsul solutiilor este 0-1=0. @

Sa se determine x € R astfel Incat numerele z, x+1, 2z —1 si fie (In aceastd ordine) in progresie aritmetica.
(6 pct.)
a)r=—-2;b)z="7,¢)x=10;d) x =3; ¢) z = —10; f) = = 20.
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15.

z+(20—1)
2

Solutie. Al doilea numar trebuie sa fie semisuma celorlalte doua, deci x + 1 = & 2r4+2 =

r—1lex=3. @

Altfel. Fie a primul termen si r ratia progresiei. Atunci obtinem succesiv:

Tr=a a=2x
r+1l=a+r & r=1 = =23.
20 —1=a+2r 2e—1=x+2

Sa se determine multimea valorilor lui a € R astfel incat ecuatia In(1 + 2x) — 22

solutie strict negativd. (6 pct.)
a)a € (—e, e);b)ac (0, n2);c)ac(—1, n2);d)a€(—o0, 0);e)ac (0, n2—1);f)aec (3, m3).

= a sa aiba o singura

—21,00). Studiem

: _ 2 L1 / _ 2 _ —2(22%4ax—1) _. . o
functia f(z) = In(1+2z) — 22, f: (-3,00) = R. Avem f'(z) = 1775, — 22 = — 57— si se observa ca

Solutie. Din conditiile de existenta pentru logaritm, obtinem 1+ 2z > 0 & z € (

4 2

De asemenea, se observd cd f(3) =In2— 1, f(0) =0 si

—1++/9 1
fllz) =02 +r-1=0&2a¢ {\[} Sz e {—1,}, convenind doar solutia 1 € (—4,00).

lim f(z) = lim In(l+22) - 2% = —00 — ~ = —0c0.
TN\— % rN\— 1

2

Pe de alta parte,
In(1+2
L= lim f(x)= lim z? (n(—i—x) - 1)

T—00 T—00 2

si folosind pentru fractie regula lui I'Hospital, cazul 22,

lim (M—1) = lim z? (Q/(H%) —1) =1,

T—00 2 T—00 2x
rezultd L = oo - (—1) = —o0. Pe baza acestor rezultate, putem construi tabelul de variatie al functiei f,
x — —3Z 0 3 oo
f@) | — —oco S 0 2 In2—1 \, -
flx) | — + + + + 0 - -

Se observa ca In2 — i > 0 (inegalitatea revine, In urma exponentierii la 16 > e, adevérat), deci punctul
de maxim al functiei f se afli deasupra axei Oz. Folosind graficul functiei f, examinim ecuatia f(x) = a.
Distingem urmétoarele trei cazuri: (i) pentrua > In 2—%, dreapta y = a nu intersecteaza graficul functiei f
deci a nu intrunegte conditia impusa de definitia multimii M; (ii) pentru a = In2— %, dreapta intersecteaza
graficul intr-un punct dublu de abscisi nenegativa 1 = x5 = %, deci a ¢ M; (iii) pentru a € (0,ln2 — i),
dreapta intersecteaza graficul in doud puncte de abscise strict pozitive z1,2 > 0, deci a € M; (iv) pentru
a = 0, dreapta intersecteaza graficul in doud puncte de abscise x; = 0 respectiv xo > 0, deci a € M; (v)
pentru a < 0, dreapta intersecteaza graficul in doua puncte de abscise x1 € (—%, 0), respectiv x5 > 0, deci

a € M, singurul caz favorabil. In concluzie, M = (—o0,0). @
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