Universitatea Politehnica din Bucuresti 2019
Disciplina: Geometrie si Trigonometrie
G1 * Varianta A

1. Stiind cosz = % atunci sin® z este: (6 pct.)
a) 753 b) 33 ¢) 53

Solutie. Folosind prima formuld trigonometricsi fundamentals sin® z 4+ cos® z = 1, obtinem:

2
1
sinzle—cos2x:1—<\/§> :1—§:1.@

d) %3e) 5 1) 4.

2 4

ctg30°-cos 90°
sin 15°

a) ;b)) ¥3ic) Y2, d) 5e) 0;f) 1

Solutie. Se observa c& unul dintre factorii numaratorului este nul (cos90° = 0), deci E=0. (¢

2. Valoarea expresiei £ = este: (6 pct.)

Altfel. Aplicand formula sin(x — y) = sinz cosy — siny cos z pentru z = 60° si y = 45°, obtinem

V3 v2 o v2 1 V3-1 . V3.0

sin 15° = sin 60° cos 45° — sin 45° cos 60° = _—— —

22 22 2 PT WAy

1 —cos2x

5 pentru x = 15°, rezulta

Altfel. Aplicand formula sin® z =

1— cosBO° (\[/2) 2—\/§

sin? 15° =
9 _
deci sin 15° = T\/?; Folosind formula va + v/b =4/ a4 + C 1/ , unde ¢ = va? — b, pentru
a=2,b=3sivarianta cu ” — 7, obtinem ¢ = /4 — 3 =1 si

¢fﬁfffﬁww%%

deci E = m

3. Sa se determine valoarea parametrului m € R, gtiind cd punctul A(m,2) apartine dreptei de ecuatie
d:2zx+y=3. (6 pct.)
a) 23 b) 1;¢) 0;d) 1;e) 2; f) 3.

Solutie. Punctul A se afla pe dreapta d doar daca coordoatele sale satisfac ecuatia dreptei. Prin inlocuire
directa, obtinem: 2-m+2 =3 < 2m =1, deci m = % @

4. Se consideri triunghiul ABC in care AB =1, BC = /2, B = T- Atunci AC este: (6 pct.)
a) V2 b) 1i¢) 35d) 1y e) 5; f) 2

Solutie. Cunoastem unghiul B si laturile aferente din triunghi, AB si BC, deci aplicim teorema cosi-

nusului,
~  AB?+BC?*—-AC* V2 1+2-AC? V2 3-AC?
cos B = e =" " o ="
2-AB - BC 2 2.1-/2 2 2v/2
de unde rezultd AC? =1 si deoarece AC > 0, obtinem AC =1. @
Altfel. Consideram triunghiul dreptunghic isoscel AM NP cu unghiurile M = N P = T si laturile

MN = MP =1, NP = /2. Se observi ci triunghiurile AABC si AMNP sunt congruente (cazul LUL
cu BA = NM_l BC=NP=+2s B=N=1), deci AC=MP = 1.

Altfel. Indltimea BA’ dusi din B pe AC are lungimea BA" = AC cos B= \f = 1. Dar segmentul BA
are aceeasi lungime cu distanta minima BA’ de la B la AC si A’ € AC, deci A A’. Prin urmare ungh}ul
A coincide cu A si este de marime 7. Triunghiul dreptunghic ABC este isoscel (C A-B= = B),

deci AC = AB =1.
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5. In triunghiul ABC are loc relatia cos B 4 cos C' = sin B + sin C. Atunci sin A este: (6 pct.)
a) %P5 b) —Li¢) —§:d) 3ie) Lif) .
Solutie. Vom tine cont in cele ce urmeazé de inegalititile 0 < B+ C <, |[B—C|<ni0 < A <.
Ridicand la patrat relatia din enunt, aceasta se rescrie:
cos® B + sin® B — 2sin B cos B = cos® C + sin® €' — 2sin C cos C.
Aplicand formula trigonometrica fundamentald cos? z + sin® z = 1 si formula de arc dublu 2sinz cos z =

sin 2z pentru x = B $i pentru x = C’, relatia devine

1—sin2B =1 —sin2C & sin 2B — sin 20 = 0.

Folosind egalitatea sinx — siny = 2sin v ; Y cosE ; Y pentru z = 2B six = 20, obtinem:
2sin(B — C) cos(B + C) = 0. (1)

Exista doua posibilitati:
(i) sin(B — C) = 0, care conduce la
B-Ce{kr|keZy=B-C=0=B=C,
triunghi isoscel, ceea ce conduce folosind relatia din enunt, la
cos B —sin B = sin B — cos B < 2cos B = 2sin B— < cos B = sin B.

Dar cos B # 0 (altfel, cosB=0= B = 5 lar egalitatea cos B = sin B devine 0 = 1, fals). Deci

impartind egalitatea cos B =sin B prin cos B, obtinem tgB =1= B= T Insi deoarece B = C, rezult
B=C=3=A=r—(B+(C)=7n—-%5 =7%,decisinA=1.

(ii) Daci cos(B + C) = 0, folosind A = 7 — (B 4 (), obtinem cos A =0 = A = 5= sin A = 1. In final,
obtinem sinA=1, (@ .

zty pentru z = B

2

T—y
2

HY oog 22U

Altfel. Folosind formulele cos x + cosy = 2 cos 5 5

cos sisinx+siny = 2sin

siy= C, egalitatea din enunt devine

v BTC L B-C_, B+C B-C  (B-C B+C B+ C\
COS 9 COS 9 = 48 B COS 9 COS 72 COS 9 S 9 = U.

Distingem doué cazuri: (i) cos # =0< ’BT_C = 7, deci fie B=x+C, fie C =+ B, imposibil; (ii)
B+C  B+C

— Sln

COs

= 0. Folosind egalititile B+ C =7 — A si cos(§ — ) = sinx, sin(§ —x) = cosx

i A A
29

pentru z = rezultd cos 5 = sina si cum A € (0,7) = é € (0,%) = cosé # 0, putem Imparti

egalitatea prin cos g # 0, obtinand tg g =1, deci g =1% A= 5= sin A = 1.

Altfel. Folosind formula cosz = sin (g —x) pentru x = B gin x = C’, urmatad de sinz — siny =
x — x PN "

2sin Y cos ery si apoi de egalitatea B+ C = m — A, relatia din enunt, se rescrie:

sin (g—é) —sinB =sinC — sin (C’— g) < 2sin (%—B) cos% = 2sin (é_£> cosz

4
@sin(Z—B)—sin(C’—Z):O(:)Qsin(F—B+O>COS(C’—3)=0.

4 2

Distingem doud cazuri: (i)

B+C B+C .
m(”— + ):0@1— tC Ve BiC=

i
4 2 2 2
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si
B
Folosmd formulele sm( + ) = cosx si cos(§ + ) = —sinz pentru r = = B, obtinem cos B —sin B =

(ii) cos(C By=0& |C—B| =%, deci fie C = Z —|—E fie B = 7+ C. Daci C = g—kB (cazul
=z +C se trateaza similar), atunci egahtatea din enun§ devine cos B+cos( +B) = sinB+sin(§ +B).

sin B+ cosB < sinB = 0, 1mp081b11 deoarece B € 0,7) = sin B > 0. In concluzie, singurul caz care
produce solutii este (i), A=7T=sind=1.

. Aria triunghiului de varfuri A(0,0), B(2,0), C(1,1) este: (6 pct.)

a) 1;b) 11 ¢) 2d) Lse) 4 1)

Solutie. Folosind formula ariei A a triunghiului de varfuri A(xa,y4), B(zp,y5), C(xc,yc):

A Yya 1 110 01 1
A=§| rp yp 1 |=§| 2. 01 |:§|2|=1@
rc Yo 1 1 1 1

Altfel. Folosind formula distantei dintre doua puncte din plan, obtinem
AB=\/(zp —z4)2+ (yp —ya)2 = (0 —2)2+ (0 —0)2 = 2,

si similar, BC = V2, CA = /2. Este evident ci aceste laturl verifca egalitatea BC? 4+ C A2 = AB? deci
triunghiul este dreptunghic isoscel gi A = éAB BC = 2 V22 =1.

Altfel. Reprezentand grafic cele trei puncte in sistemul cartezian xOy, se observa ca acestea determing tri-

unghiul ABC in care inaltimea corespuzatoare bazei AB = 2 este de lungime h = 1, deci aria triunghiului
2-1
esteA:%:—2 =1

. Sa se calculeze sin 105°. (6 pct.)
a) YO5V3; b) YELVZ; o) ¥I; d) YORV2ye) 32 p) VO,

Solutie. Folosind formula sin(z + y) = sinx cosy + siny cos x pentru x = 60° gi y = 45°, obtinem

1
sin 105° = sin 60° cos 45° + sin 60° cos 45° = i £ + g 3= \[I V2

deci sin105° = Y62 @ .
Altfel. Folosind formula sin(z + y) = sinz cosy + siny cos x pentru 2 = 90° gi y = 15°, obtinem
sin 105° = sin 90° cos 15° + sin 15° cos 90° = cos 15°.

Din formula de arc pe jumatate cos® x = aplicata pentru x = 15°, obtinem

cos 15° — 1+ cos30° \f/2 \/2 +3
1/ 5 .

Rescriem numiritorul folosind formula va + vb = \/a ;— ¢ + \/a ; ¢ cu ¢ = vVa?—b, pentru a = 2,

b = 3 si obtinem ¢ =1 si

/ 3, /1 VB4+1 V6+2 o VB+V2
2+\/§—\/;+\/g— N R = cos15° = ~———.

In final, sin 105° = cos 15° = Y642,

2 14cos 2z
2

1— cos 2z

Altfel. Aplicand formula de unghi dublu sin? z = pentru z = 105° gi formula cos(m 4+ x) = — cosx

pentru x = 30°, obtinem

1—cos210°  1+4cos30° 1+ (v3/2) 2+3

2 o __
sin® 105° = > = 5 5 = 1

deci sin 105° = 7”2;\@ Se continua ca la primul raspuns.
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10.

11.

12.

13.

Aflati valoarea parametrului m € R\{0} astfel incat unghiul format de vectorii & = v/3i — j si © = i +mj
sa fie £. (6 pct.)

G
a) 1; b) v/5; ¢) 2v/3; d) 3; e) v2; f) —V/3.
Solutie. Unghiul a = ¢ format de cei doi vectori satisface egalitatea
(u, ) V3 V3 -—m
cosa=-——"t_ oY o3 .V/m2+1=v3-—m.
all - floll 2 2.v1+m?
Ridicand relatia obtinuta la patrat, rezulta
3m?>+1)=m? —2mV3+3em?>+mV3=0sm(m+V3)=0<me {0,-V3}.
Desi ambele valori obtinute pentru m satisfac egalitatea initiala, se observa ca din enunt avem conditia
m # 0, deci singura solutie acceptabild este m = —v/3.  (®
Dreapta ce trece prin punctele A(0,1) gi B(1,0) are ecuatia: (6 pct.)
a)rt+y=Lblz—y=Lc)a+y=0d)z—y=—-le)z—y=0;f) s +y=-1.
Solutie. Aplicam formula dreptei care trece prin punctele A si B:

T—TA Y —yYa -0 y—1

IB — XA YB — YA 1-0 0-—-1

Srt+y=1

Altfel. Folosim faptul c& problema are variante de raspuns de tip grild (cu o singura varianta corectd). Se
observa cd coordonatele celor doud puncte din enunt satisfac doar ecuatia dreptei indicate de varianta a).

Distanta de la punctul A(2,—1) la dreapta de ecuatie x — y + 1 = 0 este: (6 pct.)
a) 1;b) v2; ¢) 2 d) %25 ) 2v2; f) 4.
Solutie. Folosim formula distantei § de la punctul A(za,y4) la dreapta d : ax + by + c =0,

5:|axA+byA+C| L5 2+1+1] _ 4

N i oM@

Multimea solutiilor ecuatiei cos 2z 4 sinz = 1 din intervalul [O, g] este: (6 pct.)

) {5550 {055 {55 D {555 {0550 {05}
Solutie. Folosind formula de arc dublu cos 2z = 1 — 2sin? z si apoi notand y = sin z, ecuatia devine

1
(1—2y2)+y:1(:>y(2y—1):0<:>y€{0,2}.

Folosind ipoteza z € [0, 5], rezulta imediat ca y = sinx € [0, 1], deci ambele solutii convin. Din egalitatea
sinz = y, pentru solutiile obtinute, rezulta respectivz € {0, %}, (@

Determinati valoarea parametrului m € R astfel incat dreptele d; : ma+y—2=0side:z—y+2m =0
sa fie paralele. (6 pct.)

a) 0; b) v2; ¢) —1; d) v/3; e) 2; f) 3.

Solutie. Dreptele sunt paralele sau confundate doar dacé coeficientii lui = si y sunt corespunzator
proportionali, deci

m 1

T~ 1 & m=—1.
Dar pentru m = —1, proportionalitatea tuturor coeficientilor celor doua drepte revine la egalitatile %1 =
}1 = :—g Ultima egalitate fiind falsa, rezulta ca dreptele sunt distincte. In concluzie, pentru m = —1
dreptele din enunt, sunt paralele. (¢
Valoarea parametrului m € R pentru care vectorii % = mi + j si ¥ = —i + 45 sunt perpendiculari este:

(6 pct.)
a) —1;b) 2;¢) 1;d) 0; e) 4; f) —2.

Solutie. Cei doi vectori sunt perpendiculari daca gi numai daca produsul lor scalar este nul, deci:

(t,0) =0&m-(-1)+1-4=0-m+4=0&m=4.(¢9
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14. Lungimea razei cercului circumscris unui triunghi echilateral de latura 2v/3 este: (6 pct.)

15.

a) 1;b) 3:¢) 3;d) 25 e) 5 ) V3.

Solutie. Raza R a cercului circumseris triunghiului echilateral reprezintd 2/3 din inaltimea acestuia
(centrul cecului circumscris coincizand cu ortocentrul si cu centrul de greutate). Dar inaltimea triunghiului

echilateral de latura ¢ este h = %, deci pentru £ = /3, rezultd h = 3. Atunci R = %h = % 3=2. @
Se dau vectorii @ = 2i + 35 si ¥ = —2i + 35. Atunci vectorul 2 — 3v este: (6 pct.)
a) 3j; b) 245 ¢) i + j; d) 10i — 35; e) 8i; f) 41 + 65.

Solutie. Prin calcul direct, grupand coeficientii vectorilor i si j, obtinem

2t — 30 = 2(2i + 3j) — 3(—2i + 35) = 10i — 35.@
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