Universitatea Politehnica din Bucuresti 2021
Disciplina: Geometrie si Trigonometrie
G1 * Varianta A

1. Intr-un triunghi dreptunghic ABC avem m(fl) =90°, BC' =5 gi AB = 4. Atunci aria triunghiului ABC
este: (9 pct.)
a) 6; b) 12; ¢) 3; d) 10; e) 2; f) 5.
Solutie. Din Teorema lui Pitagora, rezulti a doua catetdi AC = /BC2 — AB?2 = /52 —42 = 3.

Triunghiul BAC poate fi privit ca una dintre ipostazele congruente ABAC = ACDDB determinate de
diagonala AC in dreptunghiul ABDC.
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Deci aria triunghiului ABC este jumatate din aria dreptunghiului, =55~ = 5> = 6. @

Altfel. (cale mailungd, pentru cei care nu observa cd o catetd poate fi considerata ca baza iar cealalta cateta
ca Indltime in triunghiul dreptunghic). Folosim doud teoreme din ciclul primar: Teorema lui Pitagora, de
unde a doua catetd, AC = v/ BC? — AB? = /52 — 42 = 3 si Teorema inaltimii, de unde inaltimea AD

(corespunzatoare ipotenuzei) este raportul dintre produsul catetelor gi ipotenuzi, AD = A%’é}c = 35—4 =
12
1—52. Aria este deci 1/2 din produsul dintre ipotenuza si indltimea aflats, w = 57“ = % =6. (@

Altfel. Din Teorema lui Pitagora, rezultd a doua catetd, AC = v/ BC? — AB? = /52 — 42 = 3, deci avem

lungimile laturilor triunghiului dat: 3,4,5. Putem aplica Teorema Heron: aria este \/p(p — a)(p — b)(p — ¢),
unde p este semiperimetrul p = 3+5 = 6. Aria ceruta este deci /6(6 —3)(6 —4)(6 —5) = v6-3-2-1=

V36=6. @

2. Daca sinz = @, atunci cos? x este: (9 pct.)

b) 3;¢) 3;:d) §;e) 1; 1) 0.

a) 75
3

Solutie. Din formula trigonometrica fundamentald, cos?z = 1 —sin’z =1 (%)2=1. @

|

3. Solutia ecuatjiei sin® 2 = cos® z din intervalul [0, 7] este: (9 pct.)

a)z=%;b)rz=%;c)z=F;d) z="7T;e)z=2;f) x =37

Solutie. Se observa ca x = 7 nu este solutie a ecuatiei (prin inlocuire se obtine 1 = 0, fals), deci
consideram z € D = [0,7]\{5} si impértind prin cos® z # 0, ecuatia devine tg3z =1 & tga =1, care
admite o unica solutie in D. Deci ecuatia data are solutie unica x = § € [0, 7]. @

4. Distanta de la punctul M(—1,2) la dreapta de ecuatie d : 3z + 4y — 3 = 0 este: (9 pct.)
a) 2:b) Lc) 5 d) £e) 2 1) 5.

Solutie. Folosim formula distantei de la un punct A(za,ya) la dreapta d : ax + by + ¢ = 0, data de

_ lazatbaptc| : _ [3:(=D+4-2-3 _ 2
d =222t Obtinem d = == = 5. (@

Altfel. Distanta cerutéa este egala cu distanta de la M la proiectia N, a acestui punct pe d. Aflam proiectia
intersectand dreapta d cu dreapta d’ perpendiculard pe d care trece prin M. Rescriem ecuatia dreptei

d: y= —%x + %, deci panta acesteia este m = —%, si deci dreapta normald d’ are ecuatia d’' : y — yy =
—L@-ay) e y-2=%@+1) &4z -3y +10 =0. Atunci {N.} =dnd : { Zifgziilo =

x=-31/25 . < _ _ [ 1 31y\2 _42y2 _ 2
{y:42/25 , deci dlstan§acerutaested—d(M,N*)—\/( I-(—-3)2+2-5)2=% @
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10.

Altfel. Notand x = t in ecuatie, obtinem punctul generic al dreptei N = (¢, 3(14_t) ), t € R. Aflam valoarea

parametrului ¢ € R pentru care distanta de la M la N igi atinge minimul. Avem d(M,N) = f(t) =

\/(t —(-1))2+ (@ —2)2. Pentru a evita calculele cu radicali, observim ci functiile f si g = f2 isi

ating minimul pentru aceeasi valoare t,. Calculam deci g(t) = f2(t) = (t—i—l)%—(@ -2)2 = %62“'417
iar pentru aflarea punctului siu de minim, avem ¢'(t) =0 &t =t, = —%. Pentru ¢t = t,, punctul mobil

N devine punctul N, piciorul perpendicularei duse din M pe d, deci distanta cidutatd este d = d(M, N,).

Obtinem succesiv N, = Nli—y, = (—3L 42) deci d = d(M,N.,) = \/(_1_(_%))2+(2_ 2y — 2

Observam c& d reprezintd valoarea minimé a functiei distanta f, d = f(t.) = f(-3) = 2. @

Fie M multimea valorilor parametrului m € R pentru care dreptele de ecuatii dy : max +y = 2 si
dy : x +my = 1 sunt paralele. Atunci: (9 pct.)

a) M={1};b) M ={-1};c) M=  ;d) M ={0});e) M ={-1,0,1}; f) M = {-1,1}.

Solutie. Conditia de paralelism revine la: 5 = 1 4 %, deci m € {—1,1} i —1 # 2. Prin urmare

M={-11. ® "

Se considera triunghiul ABC' de varfuri A(0,2), B(2,0) si C(4,0). Centrul cercului circumscris triunghiului
ABC are coordonatele: (9 pct.)

a) (2,3);b) (0,3): ¢) (3,0);d) (2,2)e) (3,3): 1) (0,2).

Solutie. Mijlocul segmentului AB este M(1,1), panta dreptei AB este m = % = ’72 = —1, deci
mediatoarea segmentului AB (perpendicularea pe AB care trece prin M) are ecuatia my : y — yy =
—%(x —xp) © y = x. Mijlocul segmentului BC' este N(3,0), deci mediatoarea segmentului BC' (per-

pendicularea pe BC' care trece prin N) are ecuatia mq : = 3. Centrul cautat se afla la intersectia celor

doua mediatoare, deci satisface sistemul: s { z=3 deci este punctul (z,y) = (3,3). (o

=3 y=3"

Altfel. Centrul ciutat (z,y) este egal departat de cele trei varfuri ale triunghiului. Egalitatea celor trei
distante se scrie:

VE =02+ (y-22=/(z-22+@y-02=/(z-42+{y-0?2«
(-0P2+(@y-2=@-2°+y-0°=(x-4)°+(y 07>+
224y —dy+d=a? 4+ —dx+4=2>+1y> -8z +16 =

—4y+4=—-4dr+4=-82+161l-y=1-or=4-20&2x=y=3,
deci s-a obtinut punctul de coordonate (3,3). (e

Sa se determine valoarea parametrului m € R pentru care vectorii @ = (2m + 1)i + 35 si ¥ = —i + j sunt
ortogonali. (9 pct.)

a)m=0;b)m=1;¢c)m=—-3;d) m=3;e)m=—-1;f) m=-2.
Solutie. Conditia de ortogonalitate se scrie (,0) =0« 2m+1)-(=1)+3-1=0&m=1. B
Valoarea expresiei E = 2cos60° - ctg 45° - tg30° - sin 90° este: (9 pct.)

A E=-Y ) E=Yc)E=0d E=Y;e) E=Y,{) E=1.

Solutie. Obtinem E = 2cos60° - ctg45° - tg30° - sin90° = 2 - % -1 % 1= ? ®

Se dau vectorii @ = /37 — j i v = —v/317 4 2j. Calculati ||a + o||. (9 pct.)

a) 0; b) 2; ¢) 1;d) 4; e) 3; f) V3.

Solutie. Obtinem @+ o = (V37 — j) + (—v3i +2j) = 0i + 17, deci ||a + 7| = V02 + 12 =1. (o)

Fie n numarul solutiilor ecuatiei sinz 4 cosz = /2 care apartin intervalului [%, 1%”] Atunci: (9 pct.)
a)n=3;b)n=5c)n=0;d)n=2¢e)n=4f)n=1.
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(x—12) = 2'§ cos(z— %) = v2cos(z—I),

= 2sin T cos a

Solutie. Deoarece sin z+4-cosx = sinz+sin(f§ —x) a

dupa simplificare prin v/2, ecuatia se rescrie:
cos(x—Z) zlﬁx—%E{WmUﬂEZ}@xe{2k7r+£|k€Z}.
9 17m1 sidecin =3. (@

£a4ﬂ+%}:{%vfa A

1T se afla doar solutiile {Z,2m + 7

Dar in intervalul dat [%, e
Altfel. Notam s = sinx, ¢ = cosx, iar ecuatia revine la sistemul

{s—&-c:\/i {s—l—c:\/i @{;;i;\/g+1:0 ﬁ{‘zc-l—gil\gg:o @{chl/:ff/i

s+t =1 (V2—c)+cf =1
deci cosz = sinz = v/2/2, de unde z € {2kr + T | k € Z}. Continuim ca in rezolvarea anterioars si

obtinem n = 3. (a
Altfel. impér‘gim ecuatia prin v/2 si prelucraim membrul stang,

sinx-@—}—cosx-g:I@Sinx-cos%—&—cosx-sin%:1<:)sin(:r+%)=1
sr+Te{2kn+I|keZ} e {2kr+Z|kel}.

Continuam ca in rezolvirile anterioare si obtinem n = 3. (a)
Altfel. Prin ridicare la patrat (deci introducand ”solutii suplimentare”), ecuatia devine
(sinz +cosz)? =2 2sinzcosz =1 & sin2z =1 € {kﬂ+ g | ke Z}.
Se observ ca valorile € {(2k+ 1)+ % | k € Z} nu verificd ecuaia initiald (prin inlocuire obtinem
-2 = \/i, fals). Deci ecuatia datd este satisfacuta doar de valorile x € {2k7r +7 | k€ Z}. Continuam

ca in rezolvirile anterioare si obtinem n = 3. (@
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