Admitere * Universitatea Politehnica din Bucuresti 2022
Disciplina: Algebra si Elemente de Analiza Matematica
Varianta A - admitere anticipata

1. Suma patratelor solutiilor reale ale ecuatiei % — 5x + 6 = 0 este: (9 pct.)
a) 13; b) 10; ¢) 14; d) 4; e) 8; f) 16.

Solutie. Rezolvand ecuatia, obtinem

5+v52—-4-1-6 5+1
x25x+60¢>x€{ }{ 5

5 }@x€{2,3},

T1+29 =295

T172 =6 , deci a 4 a3 =

deci 22 + 22 = 22 + 32 = 13. Altfel. Relatiile Viete asociate ecuatiei sunt {
(r1 + 22)? — 2m129 = 25 — 12 = 13.
2. Multimea solutiilor ecuatiei 9% — 8 - 3*+1 — 81 = 0 este: (9 pct.)
a) {3} b) {—1}¢) {2} d) {3} e) {2} ) &
Solutie. Efectuand substitutia y = 3% > 0, ecuatia data se rescrie

24 ++242+4-1-81
2

9“’8~3“’+1810@y224y810<i>y€{ }{12ﬁ:15}{3,27}.

Ridicina y = —3 nu convine (datoritd conditiei y = 3% > 0,Vz € R). Pentru y = 27 = 32, obtinem
y = 3% & 3% = 3% & r = 3. Deci ecuatia daté are o singura solutie, = = 3.

3. Multimea solutiilor ecuatiei 2z — 4 + x = 2 este: (9 pct.)
a) {2} b) {0,1}; ¢) {2,4}; d) {3}; ) {0,4}; f) {1,4}.
Solutie. Ecuatia data v/2x — 4+ x = 2 contine un radical. Din conditia de existenta a radicalului avem
2r—4>05 2 >2%& 1 € [2,00). Dar din pozitivitatea radicalului gi ecuatie, obtinem 0 < 2z — 4 =
2—x,deci2—z >0 x <2 & x € (—00,2]. Din cele doud relatii obtinute, rezultd x € (—oo, 2]N[2, c0) <
x = 2. Altfel. Din conditia de existentd a radicalului avem 22z —4 >0 < z > 2 < x € [2,00). Ridicand
la patrat ecuatia, obtinem

V2 —44+2=2V2r—4=2-220-4=02-2) e (x-2)(r—4) =0z c{2,4}.

Constatdm ci @ = 4 nu satisface ecuatia data (deci nu convine), pe cind = = 2 satisface ecuatia, deci este
singura solutie a acesteia.

4. Se di functia f: R — R, f(z) = 2% + 22 — 1. S& se calculeze f’(1). (9 pct.)
a) 5; b) 4; ¢) 3; d) 2; e) 11; f) 14.
Solutie. Derivata functiei f(x) = 23 + 22 — 1 este f/(x) = 322 + 2, deci f/(1) =3+ 2 =5.

2z +ay +az =1
5. Se considera sistemul x4+ (2a—1)y+az=a . Sa se afle a € R astfel incat sistemul sa fie
(a+3)z+ay+az=3a—2
compatibil nedeterminat. (9 pct.)

a)a=1;b)a=0;c)a=-1;d)a=4;e) a=2;f) a=-2.

20 +ay +az =1
Solutie.  Sistemul dat, 32+ (2a—1ly+az=a are discriminantul (determinantul matricei
(a+3)z+ay+az=3a—2

= —a(a — 1)(a + 1), iar conditia de sistem compatibil nedeterminat elimina
a a

cazul cand sistemul este Cramer (cazul determinantului nenul). Deci este necesard anularea determinan-
tului, care are loc doar daca a € {0,1,—1}. Examindm cele trei situatii posibile. (i) Dacd a = 0, pentru
rangul dat de minorul | 2y | = —5 # 0, determinantul caracteristic al ecuatiei secundare (a treia ecuatie),

. . 2 a a
coeficientilor) | 3 2a-1la
a+3
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2 1
este Acgr gz = ’? 10 ’ = 11 # 0, sistem incompatibil (conform teoremei Rouche), deci valoarea a = 0
é

1

0
nu convine. (ii) Daci a = 1, pentru rangul dat de minorul |3 1| = —1 # 0, determinantul caracteristic
al ecuatiei secundare (a treia ecuatie), este Aggprs = ‘3 1 1’ = 0, sistem compatibil (conform teoremei
Rouche), cu rangul 2 mai mic decit numarul de necunoscute 3, deci sistem compatibil nedeterminat, deci
valoarea a = 1 convine. (iii) Dacd a = —1, pentru rangul dat de minorul |6 =1 | = —2 # 0, determinantul
caracteristic al ecuatiei secundare (a treia ecuatie), este Acgr 3 = ’ 0 —1 —1 ’ = 12 # 0, sistem incompatibil

(conform teoremei Rouche), deci valoarea a = —1 nu convine. In conclume, singura valoare a parametrului
a care produce sistem compatibil nedeterminat este a = 1.

. Sa se determine numarul functiilor f : {0,1,2,...,9,10} — {0, 1,2}, care au proprietatea f(0) + f(1) +
.+ f(10) = 3. (9 pct.)
a) 275; b) 444; ¢) 317; d) 255; e) 257; f) 313.

Solutie. Examinidnd multimea valorilor posibile pentru functiile f : {0,1,...,10} — {0, 1,2}, constatdm
cd egalitatea f(0)+f(1)+...+f(10) = 3 se realizeaza doar in urmétoarele doua situatii: (i) 24+1404...0 =
3 (cu termenii sumei din stdnga ordonati arbitrar), numérul de cazuri favorabile fiind ngy1 = A3, =
11-10 = 110 = (numarul de selectari posibile ale cifrei 2 dintre alternativele { f(0), ..., f(10)}) X (numarul
de alternative distincte dintre cele 9 ramase dupa fixarea valorii 2, care contin valoarea 1 pe o singura
pozitie - restul fiind nule). (ii) 1+ 14+14+0+4...0 =3 (cu termenii sumei din stdnga ordonati arbitrar),

numairul de cazuri favorabile fiind ny4141 = C3; = W{S)' = 165 = (numdrul de selectari posibile ale
tripletelor de argumente care produc valorile 1,1,1 din multimea {f(0),..., f(10)}). Reuniunea situatiilor

favorabile descrise mai sus conduce la un numar total de noy1+n1414+1 = 1104165 = 275 cazuri favorabile.

. Dacd a = logy; 5, s& se calculeze log;;(1.8) in functie de a. (9 pct.)
a) 2 —3a; b) 3+ 2a;¢) 3—4a;d) 24 505 €) 3+ 4a; £) 1+ 20

log, b

Solutie. Folosim formula log, b = Tog. a

(pentru toate valorile numerelor a, b, ¢ pentru care logaritmii

~ _ . _ _ loggb logs 5
au sens). Notand T = log5 3 si convertind o In baza 5, obtinem a = log;55 = Tog. (35) — Tog.31log.5

1 o 1 . ~ . . .
g 311 = = +1, deci z = - — 1. Convertind in baza 5 expresia din enunf, obtinem

log.. 1.8 — logs 1.8 log; 18/10  logs9/5  logs3? —logs5  2logs3—1 2z—1  2(z—1)—1 — 9 34
815°° 7 Jog, 15 logy 15 logs(5-3)  logs5+logs3  l+log,3  1+x  1+L-1 '

. Fie f : R — R, functia continud care verifica relatia 3f(x) + 5f(—x) = 4z + 3, pentru orice x € R. S& se

determine numarul real a astfel incat [, fz(f_)zl dz = 37. (9 pct.)

a)a=2;b)a:4;c)a:—2;d)a:3;e)a-l;f)az?.

Solutie. Considerand relatia data si cea care se obtine prin inlocuirea lui z cu —z, obtinem sistemul
3f(z) +5f(—x) =4x + 3
5f(x)3f(—x) = -4+ 3

Obtinem f(z) = —z + %, iar integrala din enunt devine

a f(z)de _ pa —xz+3 _ ra 3/8 1 qa
ffa 224 *f a 2214 Fdr = f ax2+4dx+f ax2+4dx -3 ax2+4dx+ f ax2+4d

=—1-Infa? —|—4|‘_a+§~ %arctgg{_a:()—i-garctg?

, un sistem compatibil determinat Cramer in necunoscutele f(z) si f(—z).

Egalitatea din enunt devine deci 2 g arctg § = 72r = arctg § = 7, de unde rezultd § = tgf =1=a=2.

. Fie functia f: R\{1} = R, f(z) = 7l " Care dintre urmitoarele afirmatii este adeviratd ? (9 pct.)

et —e
a) [ are trei puncte de extrem local; b) f are doud puncte de extrem local; ¢) f are un punct de extrem
local; d) imaginea functiei f este R; e) f este derivabila in 0; f) graficul functiei f are doua asimptote
oblice.

Solutie. Pentru z < 0, avem f(z) = gffz, f este derivabila iar f’(z) = 0 are o solutie In intervalul
(—00,0), punct in care f’ este strict cresciitoare, deci punct de minim local. Pentru z > 0, avem f(z) =
effje iar f/'(z) = 0 are o solutie in intervalul (0, 00), punct in care f’ este strict crescitoare, deci punct de
minim local. Functia f este continud in z = 0, dar f/(0_) = i f/(04) = =% <0, deci z = 0 este
punct unghiular de maxim local. In ansamblu, f are trei puncte distincte de extrem local {1, 22,23} C R
(unde 27 < 22 =0 < 1 < x3). Un tabel simoptic sumar al variatiei functiei f este urmétorul:
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T —00 1 <0 To =0 1 x3 > 1 00

f@) ] 0 N fle) <0 7 flee) =0 ~ —ool+o0 N flazy)>1 7~ o0

Observatie. Variantele d), e), f) sunt false. Pentru d), putem verifica Im(f) # R; mai exact, avem
Im(f) 7 (0,1), deoarece f(z) < 0,Vz < 1si f(z) > 1,V > 1 (f(z) = =+ —%= > 1 fiind produs
de factori supraunitari). Pentru e), observim ca f’ este derivabild pe R\{0}, f este continui in in 0 dar
f1(0-) # f'(04) (x = 0 este punct unghiular pentru f, deci f nu este derivabild in = 0). Pentru f), avem
mgmoo f(x) = 0_, care nu este asimptota oblicd, deci f nu poate avea doud asimptote oblice (independent

de comportarea functiei citre +00). Constatam ca eliminand variantele false d), e), f), rAméan primele 3
variante, care toate necesitd aflarea numarului exact de puncte de extrem. Deci examinarea primelor trei
variante este esentiala.

Sa se afle x € R astfel incat numerele x4+ 1, + 7, £ +25 (in aceasta ordine) sa fie in progresie geometrica.
(9 pct.)
a)r=2;b)rx=4;c)z=—-4d) x=6;¢) x=0;f) z =11.

Solutie. Conditia de progresie geometrica petnru trei termeni succesivi revine la faptul ca patratul
termenului din mijloc este egal cu produsul celorlalti doi termeni, deci (z + 7)? = (z + 1)(z + 25) &
122 = 24 & x = 2. Altfel. Ratia r a progresiei geometrice este raportul dintre un termen al progresiei si
termenul precedent, deci r = £ = ££2. Din ultima egalitate, obtinem (z +7)% = (z 4+ 1)(z + 25) &
122 =24 & 2 = 2.
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