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1. Un patrat gi un romb au acelagi perimetru. Daca aria patratului este 16, iar unul dintre unghiurile
rombului are 30°, atunci suma patratelor diagonalelor rombului este: (7 pct.)

a) 10; b) 32; ¢) 16; d) 40; e) 36; f) 64.

Solutie. Atat patratul, cat si rombul ABCD, au laturi egale. Fie ¢ latura patratului si fie £ latura
rombului. Aria patratului fiind 16 = ¢2, rezultd ¢ = 4. Din egalitatea celor dou# perimetre, rezulti
4¢ = 4¢') deci ¢! = ¢ = 4. Fie O punctul de intersectie al diagonalelor rombului, {O} = AC N BD.
Folosind faptul cd punctul O injumatateste diagonalele rombului si aplicind teorema lui Pitagora in
triunghiul dreptunghic AOB (unde O este unghi drept), obtinem

2 2 2 AC ? BD 2 /2 2 2 2 2 2
AO? +OB* = AB® & - ) {5 =/(? s AC®+ BD?* =4-4° & AC?* + BD* = 64. (¥

Se observa ca pentru aflarea raspunsului corect nu este necesard cunoasterea unghiului A.

Altfel. Ca mai sus, aflam latura £’ = AB = 4 a rombului. Tinédnd cont cd AC este bisectoarea unghiului
A in triunghiul dreptunghic AOB (unde O este unghi drept) avem AO = AB - cos % si BO = AB -sin %,
deci

AC? + BD? = (2-AO)% + (2 BO)? = 4(AO? + BO?) = 4 [(AB ccos 2)? + (AB - sin gﬂ

=4-AB?(cos® 4 +sin®4) =4-AB%*-1=4-16 = 64.

2. Valoarea numarului P = sin 60° - tg30° - cos 90° este (7 pct.)
a) 13 b) i ) 5 d) 35¢) 0: £) L.
Solutie. Prin calcul direct, obtinem: P = sin60° - tg30° - cos 90° = @ . % 0=0. (¢
Altfel. Se observa ca avem cos 90° = 0, deci produsul P, avand un factor nul, este egal cu 0.
3. In triunghiul ABC se cunosc AB = 2, BC = /7 si m(A) = %. Lungimea laturii AC este: (7 pct.)
a) V7; b) 4; ¢) 2;d) 7; e) V35 f) 3.

Solutie. Aplicand teorema cosinusului in triunghiul ABC pentru latura BC' i notand z = AC, obtinem:
BC? :ABQ+AC’272-AB~AC~COSA<:>(\ﬁ)2:22+x272~2~x~cosg <z e{-1,3}.

Dar riadicina * = —1 < 0 nu convine, deci AB=2=3. ()

4. Tntr-un triunghi ABC in care AB = 6 are loc relatia 2(cos A 4 cos B) = 3 + 2cos(A + B). Atunci aria
triunghiului este: (7 pct.)

a) 6v/3; b) 18; ¢) 9v/3; d) 3v/3; e) 12; f) 36.
Solutie. Folosind egalitatea sumei unghiurilor unui triunghi, avem A + B = 7w — C', de unde obtinem
cos(A + B) = cos(mr — C) = —cos C, (1)
care permite rescrierea egalitatii din enunt;:
2(cos A+ cos B) = 3+ 2cos(A + B)
< 2(cos A+ cos B) =3 —2cosC
< 2(cos A+ cos B+ cosC) =3

< cosA+cosB+cosC = %,

1Subiecte date la Admiterea UPB/Sesiunea iulie 2022 la facultitile: ETTI, AC, FILS.
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sub forma 5
cos A+ cos B+ cosC = 3
Examinam membrul stang. Pentru inceput, observam ca

A+ B A—B
cos A + cos B = 2cos —5 cos 7

Pe de alta parte, din egalitatea A + B = 7 — C' rezulta

A+B T—C ™ C\_ . (C
cos —5— =cos —— =cos {5 — 5 | =sin|

si deci din inegalitatea

amplificind cu cos(2E£2) care este strict pozitiv in conformitate cu (4), obtinem

A+ B A-B A+ B
cos 5 cos 5 < cos .

Aceasta, folosind (3), conduce la inegalitatea

A+ B
cos A + cos B < 2cos ;r ,

cu egalitate doar in cazul cand cos(AzB) =1, deci cand
A=B
Observam ca din (5) si (4) rezulta
C
cos A+ cosB < 2Sin(§),

cu egalitate pentru (6). Adunind cos C la inegalitatea (7), obtinem
. C
cos A+ cos B + cosC' < 2sm(§) + cos C,

care se poate rescrie succesiv:
cos A + cos B + cos C
sin($) + cos C
sin($) + 1 —2sin*(%)
[ 2sin®($) + 2sin(§

) -
%) —sin(§) + 1]

<

I
W l\:\w w\w w\w l\D l\)
[\D

2l

IN

si deci
3
cos A+ cosB +cosC < 2

cu egalitate doar in cazul cand avem pe langa conditia precedentd (6) si conditia recenta sin

aceasta ultima egalitate avand loc pentru % = &, deci pentru

s
C=.
3

In concluzie, are loc (9), cu egalitate pentru (6) si (10) deci (tindnd cont ci A + B + C' = 7), pentru
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Deci inegalitatea (9) devine egalitate doar in cazul triunghiului echilateral. Din ipoteza rescrisd sub forma
egalitatii (2), observam ca inegalitatea (9) este in cazul nostru (prin ipoteza) chiar egalitate, deci ca
triunghiul este echilateral, deci are laturile egale AB = BC = CA. Folosind faptul cd s-a dat latura
BC = 6, rezulta ca avem AB = BC = C'A = 6, iar aria triunghiului echilateral este

(BC)Q\/§762~\/§:9\/§

A= =
4 4
Altfel. Folosind formulele
cos2r = 2cos’x — 1, pentru z = A+ B,
cosz + cosy = 2cos T cos THY, pentru x = A,y = B
COST — COSY = L ¥sin ¥ pentruz = 458y = A8
cos(§ —x) = sinz, pentru z = £,

egalitatea din enunt, se rescrie
2(cos A+ cos B) = 3+ 2cos(A + B)
& 2-2cos AL cos A58 = 3+ 2(2cos? 4HE — 1)

ALB (cos A58 — cos ALE) = 1

< 4 cos

2smésm§ 1

®8smf 85111%811’1% 1

A s B C 1
& sin 5 -sin g sin 5 = §.

Pe de alti parte, folosind relatia cosz = 1 — 2sin? 5 pentrux = A, v = B si © = C, egalitatea din enunt
se poate rescrie, alternativ,
2(cos A+ cos B) = 3+ 2cos(A + B)
< 2(cos A+ cos B) = 3+ 2cos(A + B)
2(cos A+ cos B) = 3+ 2cos(m — C)
2(cos A+ cos B+ cosC) =3 (12)
2(1—2sin® 4 +1-2sin* 2 +1—-2sin*$) =3
& 4(sin® 4 +sin® Z +sin®* §) =3
2 ¢

PN sin? g+sin2 %«ksm 3 _ 1
3 4

. . . .. tytz . . A ~
Folosim inegalitatea mediilor =%—= > ¥z -y -2z cu z,y,2z > 0, care devine egalitate doar in cazul cand
& =y = 2. Pentru valorile z = sin? g >0, y = sin? g > 0, z = sin? % > 0, aceasta inegalitate se rescrie

sub forma

S 2A | 2B, . 2C
sin® £ +sin” £ + sin” ¥ A B C
2 3 2 Z > i/sin2 3 sin? bl sin? 7 (13)
Dar, folosind (12), membrul stang este
sin? % + sin? g + sin? % 1
3 4

iar membrul drept este egal cu
, A B c . A B C s/ 1 1
\S/SiHQSiHQSiHQ\S/SinSinSiH =({/<)? =",
2 2 2 2 2 2 8 4

deci cei doi membri ai inegalitatii (13) sunt egali. Inegalitatea (13) fiind egalitate, rezulta ca cei trei
termeni ai acesteia z = sin’ 4 > 0, y = sin® 5 >0, z= sm2 C > 0, trebule sa fie egali (si egali cu media

lor Z) deci, cele trei sinusuri ﬁmd strict p021tlve si avand £ = g = 5 (0, %), obtinem:
sin2§:sin2§ sm2§:i & sing—smgzsm%:%
s4=8=-C=-2 & A=B=C
Rezulta ca triunghiul este echilateral cu o latura ¢ = AB = 6, deci are aria A = 224‘1/5 = 622/5 =9v/3.
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5. Fie z € (0, 5). Daca sinz =

a) 15b) £50) 4;d) s e) —

, atunci cosz este: (7 pct.)

; 1) 0.

AW e

Solutie. Metoda 1 (folosind formula trigonometricd fundamentald). Se observd cd din conditia x €
(0, %), rezulta cosz > 0. Atunci, folosind aceasta inegalitate si formula trigonometrica fundamentala
sin?z + cos? z = 1, obtinem: (7 pct.)

2
cosx:m: 1<3) :§©

5
Metoda 2 (folosind exprimarea functiilor sin gi cos functie de laturi in triunghiul dreptunghic si folosind
Teorema lui Pitagora). Folosind conditia = € (0, 5 ), putem construi un triunghi dreptunghic ABC, in
care unul dintre unghiurile ascutite este x, spre exemplu cu B,C, A de masuri ¥, § —x, 5, respectiv.
Notéand cu b, ¢, a respectiv laturile opuse varfurilor B, C, A, constatam ci relatia sin B = ¢/a si egalitatea
din enunt permit exprimarea catetei ¢ functie de ipotenuza a a triunghiului:
3 _ 3a

i 3@'3 @C &
SINTr = — Sin = - = C .
5 a b 5

5
Aflim cateta b folosind Teorema lui Pitagora: b = y/a? — (3a/5)? = 4a/5 si inlocuind expresia obtinuta
in relatia cos B = b/a, obtinem rezultatul dorit:

b 4 4
cosz =cosB=— = a/5 =-.
a a )
6. Valoarea parametrului m € R pentru care vectorii @ = mi + 5 §i U= —i+ 3; sunt ortogonali, este: (7
pct.)
a) —3;b) 1;¢) —1;d) 3;¢) 3; f) 0.
Solutie. Ortogonalitatea vectorilor u = mi + 5 siv= —i+ 3;’ revine la anularea produsului lor scalar,

decim-(-1)+1-3=0&m=3. @
7. Centrul de greutate al triunghiului ABC' de varfuri A(0,3), B(—1,0) si C(1,0) este: (7 pct.)
a) G(0,—1); b) G(0,1); ¢) G(1,1); d) G(-1,0); ) G(2,0); f) G(0,0).

Solutie. Coordonatele centrului de greutate sunt mediile aritmetice ale coordonatelor celor trei varfuri:
(7 pct.)

ra+xp+xoc Ya+ys+yc 0+(-1)+1 34+0+0
G($G7yc)=( 3 , 3 ):( <3) 3 =(0,1). ®

8. Se considera dreptele de ecuatii dy : max +y = 2 si dy : =+ 2y = —2. Valoarea parametrului real m
pentru care dreptele sunt paralele, este: (7 pct.)

a) —1; b) 2; ¢) %; d) —%; e) 1; 1) 0.

Solutie. Dreptele au aceeasi directie doar daca are loc proportionalitatea coeficientilor variabilelor x si
y din ecuatiile dreptelor:

Observam ca T =

dreptele sunt parale

#* %2 & % = % # 1, deci cele doua drepte nu coincid. Prin urmare, pentru m = %7

e ©

9. Se considerd vectorii @ = i + f, T=1i-— ; siw= 2 + ; Atunci vectorul sumé @ + ¢ 4+ o este: (7 pct.)
a) 73 b) i ¢) —27; d) 20+ J; ) 4i + 7; £) 4i — J.

N|—=

—

Solutie. Suma celor trei vectori se realizeaza sumand separat coeficientii versorilor ¢ si j:

G4+ T+T=+DN+T-D+Q+)=0+1+2i+ 1+ (1) +1)j=4i+]. @
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10. In planul zOy se considerd paralelogramul ABCE). Fie M punctul de intersectie al diagonalelor si P
mijlocul segmentului [C'D]. Daci AB =i+ j si AM = 2i — j, atunci vectorul AP este: (7 pct.)

a) $i+37;b) —i+j;¢) 23— 35,d) 20+ j5e) 51— 55 f) Ti+ .

Solutie. Folosind regula triunghiului de adunare a vectorilor (egalitatea Chasles, Q? = Cﬁ + ]ﬁ) si
faptul ca punctul M de intersectie a diagonalelor se afla la mijlocul acestora, obtinem:

AC =2 AM =2- (2 — ]) = 47 — 2],

De asemenea, avem

AD=BC =AC —AB = (4i —2)) — i+ ) = 37— 3].
Atunci, deoarece P se afld la mijlocul segmentului [C' D], obtinem:

AP = L(AC + AD) =

-, -, -,

1 g rd 1 - 7—» 5—;
Log s SPCTI P 7. 5=
541 =2)) + (3i =3))] = 5(Ti = 5j) = 51 = 5] ©

Enunturi U.P.B. 2022 * Ga- 5



