Differential Geometry - Dynamical Systems
=+ Monographs # 3 =

Cezar Oniciuc

Tangency and Harmonicity Properties

Geometry Balkan Press

Bucharest, Romania


Administrator
Placed Image


Tangency and Harmonicity Properties (Romanian)
Monographs # 3

Differential Geometry - Dynamical Systems * Monographs
Editor-in-Chief Prof.Dr. Constantin Udrigte

Managing Editor Prof.Dr. Vladimir Balan

Politehnica University of Bucharest

Tangency and Harmonicity Properties (Romanian)
Cezar Oniciuc. - Bucharest:
Differential Geometry - Dynamical Systems * Monographs, 2003

Includes bibliographical references.

(© Balkan Society of Geometers, Differential Geometry - Dynamical Systems
* Monographs, 2003

Neither the book nor any part may be reproduced or transmitted in any form
or by any means, electronic or mechanical, including photocopying, microfilming
or by any information storage and retrieval system, without the permission in
writing of the publisher.


Administrator
Placed Image


Universitatea “Al.l. Cuza” Tasi
Facultatea de Matematica

Teza de doctorat

TANGENTA SI PROPRIETATI
DE ARMONICITATE

Conducator stiintific: Candidat:

Prof.dr. Vasile Oproiu Asistent Cezar Oniciuc
Facultatea de Matematica Facultatea de Matematica
Universitatea “Al.l. Cuza” lasi Universitatea “Al.l. Cuza” lasi

2002



INTRODUCERE

Teoria aplicatiilor armonice intre varietati riemanniene este o teorie foarte
cunoscuta gi a avut o dezvoltare deosebita in ultimii 30 de ani. Primul articol
consacrat studiului aplicatiilor armonice [5] a fost publicat in 1964. De
atunci numerosi matematicieni si-au adus contributia la dezvoltarea acestui
domeniu, care astazi este clasic in geometria riemanniana.

Lucrarea prezenta este dedicata studiului unor aspecte ale aplicatiilor
armonice gi biarmonice intre varietati riemanniene. Ea este structurata in
doua parti.

Prima parte, alcatuitd din capitolele 2, 3, 4, este dedicata studiului ar-
monicitatii cAmpurilor vectoriale ale unei varietati riemanniene (M, g), cAm-
puri ce sunt privite ca aplicatii de la varietatea bazia M la fibratul ei tangent
TM. Apoi, invers, se studiazd armonicitatea proiectiei canonice 7 : TM —
M. Pe fibratul tangent se considera diverse metrici riemanniene si pseudo-
riemanniene legate de metrica de pe varietatea baza. Probleme de acest tip
au fost studiate in [6, 16, 18] unde pe fibratul tangent s-a considerat metrica
Sasaki, in [9] unde pe T'M s-a considerat liftul complet al metricii de pe
varietatea baza, in [15] unde pe fibratul cotangent T*M s-a considerat o
metrica de tip lift complet.

Partea a doua, alcatuita din capitolele 5, 6, 7, 8, 9, 10, este dedicata
studiului aplicatiilor biarmonice intre varietati riemanniene.

In general, in fiecare capitol sunt cuprinse rezultatele ce fac obiectul unei
lucrari stiintifice scrisa de autor singur sau in colaborare.

In Capitolul 1 se trec in revista principalele notiuni si rezultate din
teoria aplicatiilor armonice ce vor fi folosite de-a lungul prezentei lucrari.
S-a urmarit indeaproape lucrarea [4].

In Capitolul 2 se studiaza armonicitatea campurilor vectoriale £ : (M, g) —
(TM,G). Se demonstreaza ca daca £ : (M,g) — (T'M,G) este o imer-
sie riemanniana, atunci £ este o aplicatie armonica, unde G este o metrica
riemanniana pe TM astfel incat = : (TM,G) — (M, g) este o submersie
riemanniand. Se studiaza apoi o reciproca a acestui rezultat.

De asemeni se studiaza armonicitatea cAmpurilor vectoriale £ : (M, g) —
(TM,g°) si a proiectiei canonice 7 : (TM,g°) — (M,g), unde g° este o
metrica riemanniand de tip Sasaki construitd cu ajutorul unui anumit tip
de conexiune neliniara pe T'M.

Rezultatele mentionate sunt cuprinse in lucrarile autorului [11] si [12].

In Capitolul 3 este abordati aceeasi tematicd a studiului armonicititii
campurilor vectoriale si a proiectiei canonice. Pe TyM = {v € TM|v # 0} se
considerd acum o noud metricd riemanniand G care este un caz singular al
unei noi clase de metrici cu ajutorul carora se obtin noi structuri kahleriene
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2 INTRODUCERE

pe TM. Aceasta clasd a fost introdusa si studiata de V. Oproiu si N. Pa-
paghiuc. Se studiaza armonicitatea proiectiei w : (ToyM,G) — (M,g) si a
restrictiei sale la fibratul tangent unitar T/ M = {v € TM‘|v| = 1}. Notam
ca m : (TyM,G) — (M,g) nu mai este o submersie riemanniani. Apoi
se considera un caAmp vectorial unitar £ gi se studiaza armonicitatea lui ca
aplicatie £ : (M,g) — (ToM,G) si & : (M,g9) — (T1'M,G). Se obtine ci
dacd £ este un camp Killing unitar pe (M, g), atunci & : (M, g) = (ToM, G)
nu este o aplicatie armonica, dar £ : (M,g) — (T1M,G) este o aplicatie
armonica.

Aceste rezultate sunt cuprinse in lucrarea autorului [12].

In Capitolul 4 se continua cu studiul armonicitatii cAmpurilor vectoriale
si al proiectiei canonice. Spre deosebire de cele doud capitole anterioare,
pe T'M se considera o metrica pseudo-riemanniand construita cu ajutorul
unui cdmp tensorial ¢ pe M de tip (0, 2), simetric. Se obtine ca daca c este
tensorul Ricci al varietatii (M, g) si € este un camp Killing, atunci £ este o
aplicatie armonica.

Rezultatele din acest capitol fac obiectul lucrarii [10]. Ea este prima
lucrare stiintificad a autorului si urmareste indeaproape articolul [15].

Capitolele 2, 3 si 4 reprezinta rezultate obtinute de autor in primii 4 ani
de initiere in cercetarea matematicid. Acesti ani au inceput in 1994-1995
cand autorul era student in anul IV, sub indrumarea prof. dr. V. Oproiu.
In aceste capitole s-au folosit tehnici de lucru in coordonate locale, dar
rezultatele au fost interpretate global.

Celelalte capitole sunt dedicate studiului aplicatiilor biarmonice intre va-
rietati riemanniene.

Aga cum este cunoscut, aplicatiile armonice ¢ : (M,g) — (N,h) sunt
punctele critice ale functionalei energiei E(¢) = % [os |dB]?vg si deci ele sunt
solutiile ecuatiei Fuler-Lagrange corespunzitoare. Aceastd ecuatie este dati
de anularea campului de tensiune al lui ¢, 7(¢) = trace Vd¢. Dupa cum a
fost sugerat de J. Eells si J.H. Sampson in [5], definim bienergia aplicatiei ¢
prin

Bad) =5 [ Ir(@)Fv,

si spunem ca ¢ este biarmonica daca ea este punct critic pentru functionala
bienergiei.

In lucrarile [7, 8] G.Y. Jiang a obtinut ecuatia Euler-Lagrange pentru Es
aratand ca ¢ : (M, g) — (N, h) este biarmonica dacd gi numai daca

(0.1) 72(¢p) = —J(7(¢)) = —A7(¢) — trace RN (dg-, 7(¢))d¢p- = 0,

unde J este operatorul Jacobi asociat aplicatiei ¢, iar RY este tensorul
de curburd al lui (N,h). Aceastd formuld a fost data si de R. Caddeo si
V. Oproiu, dar rezultatul nu a fost publicat.

B.Y. Chen a definit subvarietitile biarmonice in spatiul euclidean R™ ca
fiind acelea care satisfac ecuatia AH = 0, unde H este campul vectorial
curbura medie al subvarietitii. Folosind formalismul nostru, se obtine c&
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M este o subvarietate biarmonica dacd 72(i) = 0, unde i : M — R" este
incluziunea canonica.

In cazul euclidian, aplicatiile biarmonice sunt solutii ale bi-laplacianului.
Bi-laplacianul impreuna cu solutiile sale a fost studiat si de M. Nicolescu
si alti matematicieni romani. Bi-laplacianul apare in mecanica clasica, in
teoria elasticitatii (deformarea plana, problema incovoierii placilor elastice,
problema torsiunii cilindrilor).

O problema variationald asemanatoare, dar pentru imersii riemanniene,
a fost studiata de B.Y. Chen, J.T. Willmore, J.L. Weiner. In acest caz se
considerd ¢ : (M, g) — (N, h) o imersie riemanniand si E» = 3 [, [7(#)[*vy,
dar variatia lui ¢ se face numai prin imersii riemanniene; odata cu aplicatia
¢ se schimba si metrica g de pe M. Desigur, formula de caracterizare pen-
tru aplicatiile critice ale acestei noi functionale este diferitd de acea pentru
aplicatiile biarmonice. Un studiu detaliat al acestei probleme a fost facut
in [17].

Din ecuatia biarmonica (0.1) rezulta ci orice aplicatie armonica este biar-
monica. Prin urmare suntem interesati de aplicatiile biarmonice care nu sunt
armonice. In lucrarile lui G.Y. Jiang apare un singur exemplu de aplicatie
biarmonica si non-armonica, torul lui Clifford generalizat, iar toate rezul-
tatele lui B.Y. Chen si ale colaboratorilor sai sunt rezultate de non-existenta
a subvarietatilor biarmonice §i non-armonice in R™. Astfel, una din prob-
lemele rezolvate de autor este aceea a gisirii de exemple semnificative de
aplicatii biarmonice si non-armonice.

Tehnicile de lucru folosite in aceasta parte a lucririi sunt cele de calcul
invariant.

In Capitolul 5 se demonstreaza formula de caracterizare pentru aplicatiile
biarmonice intre varietati riemanniene si se prezinta cateva rezultate de non-
existentd pentru aplicatiile biarmonice si non-armonice. De asemeni, se for-
muleaza gi o conjectura privind echivalenta dintre aplicatiile biarmonice gi
cele armonice, atunci cand spatiul de sosire are curbura sectionalad negativa.

Rezultatele prezentate in acest capitol sunt cunoscute, dar sunt si rezul-
tate originale. Acestea sunt cuprinse in lucrarea autorului [13].

Dupa cum a fost sugerat in Capitolul 5, in Capitolul 6 se incepe studiul
subvarietitilor biarmonice in spatii de curbura sectionali pozitiva. Se alege
cel mai simplu caz, i.e. studiul subvarietitilor biarmonice in S3, sfera euclid-
iana 3-dimensionala de raza 1, care are curbura sectionala constanta pozitiva
1.

Se obtine clasificarea tuturor subvarietatilor biarmonice si non-armonice
ale lui S3. Ele sunt

e daca m = 1, atunci M este fie un cerc de raza %, fie un anumit tip

de elice sferici;
e daca m = 2, atunci M este o hipersfera SQ(%) cS?.

Aceastd clasificare a fost datd in lucarea [1], scrisd de autor in colaborare cu
R. Caddeo si S. Montaldo.
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In prima parte a Capitolului 7 se demonstreaza ca o subvarietate in
N3(—1) este biarmonici daci si numai daci ea este armonicd (minimald),
unde N3(—1) este o varietate de dimensiune 3 si de curbura sectionald con-
stantd negativd —1. Aceasta reprezintd un raspuns pozitiv la conjectura
formulata in Capitolul 5.

Apoi se studiaza subvarietatile biarmonice si non-armonice in S”, unde
n > 3. In acest caz, familia acestor subvarietati este mult mai larga decat
in cazul precedent, S3. Se demonstreazi ci orice subvarietate minimals in
S”_l(%) C S™ este o subvarietate biarmonica si non-armonica in S". Deci,
folosind subvarietéti minimale cunoscute, putem obtine o clasa larga de sub-
varietdti biarmonice si non-armonice in S”. In particular, ca o consecinta
a unui cunoscut rezultat al lui Lawson, rezultii ci existii in S* suprafete
orientabile biarmonice gi non-armonice, de orice gen. Pe de alta parte, scu-
fundarea minimali Veronese a lui P?(R) in S induce in S® o suprafats
non-orientabila biarmonica gi non-minimala.

In continuare se da o teoremd de clasificare a subvarietatilor biarmonice
in S” de curburd medie constanta.

De asemeni se scrie si se rezolva ecuatia biarmonicd pentru curbe in S™.

Toate aceste rezultate sunt cuprinse in articolul [2], scris in colaborare cu
R. Caddeo si S. Montaldo.

In Capitolele 6 si 7 am studiat subvarietatile biarmonice in S®, n > 3, siin
N(—1), spatii de curbura sectionald constantd pozitiva, respectiv negativa.
Acum este natural s studiem subvarietatile biarmonice ale unei varietati
N ce nu are curbura sectionala constanta. Desigur, in acest caz va spori
complexitatea calculelor, anumite formule ne mai avand o forma simpla.

Astfel, in Capitolul 8 se alege ca varietate N grupul Heisenberg H3. S-a
facut aceasta alegere deoarece Hs are multe proprietati interesante. Grupul
izometriilor sale are dimensiunea 4, maximum posibil pentru o varietate 3-
dimensionala si de curbura sectionala non-constanta, ceea ce ne da speranta
ca ecuatia biarmonica va putea fi prelucrata. De asemeni, H3 a fost preferat
si de alti matematicieni pentru a studia cum se comporta anumite rezultate
atunci cand curbura sectionala nu mai este constanta.

In prima parte se studiaza curbele biarmonice in Hj si se obtine o familie
de elici biarmonice gi non-geodezice. Acest rezultat este aseménator cu cel
obtinut pentru curbele biarmonice in S3.

In partea a doua se studiaza suprafetele biarmonice in Hs. Se da o teoreméa
de non-existentd a suprafetelor biarmonice gi non-minimale. Acest rezultat
este adevirat pentru o clasa largd de suprafete si este asemanitor cu cel
obtinut pentru suprafetele biarmonice in R? sau in N3(—1).

Tehnicile de lucru folosite in Capitolul 8 difera de cele folosite in Capitolele
6 si 7, deoarece curbura sectionala a varietatii ambiante nu este constanta.
S-au folosit aici tehnici din teoria foliatiilor.

Rezultatele din acest capitol sunt cuprinse in lucrarea [3], scrisa in colab-
orare cu R. Caddeo gi P. Piu.
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Aplicatiile biarmonice provin dintr-un principiu variational, si atunci o
problema naturala este studiul variatiei a doua a bienergiei pentru a vedea
in ce situatii se obtine un minim.

In Capitolul 9 se studiaza variatia a doua a bienergiei pentru aplicatii
biarmonice cu valori in sfera S”. Mai intai se gaseste expresia hessianei
pentru o aplicatie biarmonica ¢ : (M, g) — S"

H(E2)o(V, W) = / < I(V),W > v,
M
Apoi se particularizeazi pentru cazul cel mai natural ¢ : (M, g) — S" imersie
riemanniand armonica, aratind ci ea este slab stabild gi gasind forma nu-
cleului operatorului I. In continuare se considera cele mai simple aplicatii
biarmonice cu valori in S”, gi anume: aplicatia identitate 1 : S* — S” gi
aplicatia incluziune i : S™ — S". Acestea fiind aplicatii total geodezice,
sunt armonice gi deci slab stabile, si se calculeaza nulitatea lor.

Aceste rezultate constituie obiectul lucrarii autorului [14].

In Capitolul 10, ultimul, se studiazd submersiile riemanniene biarmon-
ice. Mai intai se obtine formula de caracterizare a submersiilor rieman-
niene biarmonice ce au cAmpul de tensiune bazic. Folosind aceasta formula
se demonstreza cateva rezultate privind non-existenta submersiilor rieman-
niene biarmonice si non-armonice. Apoi se di o teorema ce furnizeazi ex-
emple de submersii riemanniene biarmonice §i non-armonice. Capitolul se
incheie cu studiul biarmonicitatii proiectiei canonice 7 : (T'M, g°) — (M, g),
care este o submersie riemanniani, unde ¢° este o metrici riemanniani de
tip Sasaki pe fibratul tangent T'M.

Aceste rezultate sunt cuprinse in articolul [13].

Lucrarea se incheie cu o bibliografie generala.

Multumiri. In incheiere doresc s multumesc domnului profesor Vasile
Oproiu pentru sprijinul constant acordat inca din perioada studentiei, pen-
tru numeroasele discutii si sfaturi, pentru atmosfera de seriozitate impusa.
De asemeni doresc sa multumesc pentru increderea acordata.

Doresc sa multumesc domnului profesor Renzo Caddeo pentru conditiile
bune de lucru oferite la Universitatea din Cagliari si pentru colaborare.

Doresc sa multumesc domnului profesor Izu Vaisman pentru observatiile
constructive aduse asupra unor lucrari gi pentru incurajare.

Doresc s& multumesc sotiei mele Carmen gi mamei mele pentru intelegerea
si sprijinul acordat.
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CAPITOLUL I

CAPITOLUL INTRODUCTIV

1. INTRODUCERE

In acest capitol vom trece in revista principalele notiuni si rezultate din
teoria aplicatiilor armonice ce au fost folosite de-a lungul lucrarii. In acest
scop vom urmari indeaproape lucrarea [2].

Vom presupune ca fiind cunoscute notiunile de varietate diferentiabila
neteda finit dimensionala, conexiune liniara, varietate riemanniand, imersie
riemanniand, submersie riemanniana, fibrat vectorial, etc. (de exemplu vezi
monografiile [1, 4, 5]).

Peste tot in aceastd lucrare vom nota cu (M,g) si (N,h) varietati rie-
manniene netede, fara bord, conexe, de dimensiune m si n respectiv. Toate
aplicatiile ¢ : M — N vor fi presupuse netede.

Vom nota cu & : V. — M un fibrat vectorial neted peste M de rang finit,
i.e. dimensiunea fibrei este finita.

2. OPERATORI PE FIBRATE VECTORIALE

2.1. Fie M o varietate riemanniana si £ : V — M un fibrat vectorial de
rang finit.

Vom nota cu C'(§) sau C (V') spatiul vectorial infinit dimensional al sectiunilor
netede in V, i.e. aplicatiile 0 : M — V ce satisfac £ o 0 = 1y, aplicatia
identitate a lui M.

2.2. Exemplu. Dacd T'M este fibratul tangent al varietatii M atunci C(T M)
este algebra Lie a campurilor vectoriale pe M, unde paranteza Lie (crogetul)
este definitd prin [X,Y]|f = XY f-YXf, VX, Y € C(TM) i f € C°(M).
Am notat cu C*°(M) spatiul functiilor netede pe M.

23. Dacaé:V - Mgin: W — M sunt doud fibrate vectoriale vom face
urmatoarele notatii:

V* dualul lui V,
V & W suma directd (Whitney) a lui V' cu W,
V ® W produsul tensorial al lui V cu W,
®FV puterea tensoriald k a lui V,
AEV puterea exterioard k a lui V,
OFV puterea simetrici k a lui V.

7



8 CAPITOLUL INTRODUCTIV

Daca ¢ : M — N este o aplicatie neteda si n : W — N este un fibrat
vectorial, notim cu ¢~!'W fibratul indus a cirui fibrd in 2 € M este We(a)s
i.e. fibra lui W in ¢(x).

2.4. Definitie. O metrica riemanniana pe un fibrat vectorial V' este o sectiune
a € C(®%V*) care induce in fiecare fibrd un produs scalar. Vom folosi notatia
a(o,p) =<0,p >.

2.5. Definitie. O conexiune liniara pe un fibrat vectorial £ : V. — M este
o aplicatie R-biliniard V definita de

V:C(TM)x C(V)—=C(V), (X,0)— Vxo,
astfel incat

o Vixo=fVxo
e Vx(fo)=(Xf)o+ fVxo.

V xo se numegte derivata covarianta a lui o in directia lui X.

2.6. Daca a si b sunt metrici pe V' si W respectiv, putem induce metrici
pe fibratele de la 2.3. astfel.

Pentru V* folosim in fiecare fibra V, si V;' izomorfismele muzicale b :
Ve = V¥, o’(p) =< o,p >, pentru o,p € Vg, si § : V¥ — V, definit prin
f =b ! Pentru o, 8 € V5 definim

<a,B>y-=<ad, Bl >y .
Pentru o,p € V; si A\, u € W, definim
<oBNpBu>=<o0,p>+ <\ u>,

<OoR/MNPAU>=<0,p>< A u>.

Acest produs induce unul si pe A*V si OFV.
Pentru ¢ : M — N gin: W — N un fibrat vectorial cu metrica b putem
identifica o,p € (¢ W), cu 0, p € Wy, si definim

< 0,0 >p-1w=<0,p>p -
2.7. Daci VY, V" sunt conexiuni pe V si W putem defini
e conexiunea duala V* pe V* prin
(Vx0)(0) = X(6(0)) — 0(Vx0),

unde § € C(V*) si o € C(V),
e conexiunea suma directa pe V & W prin

Vx(c®\) =Viod VYA,
e conexiunea produs tensorial pe V ® W prin

Vx(o @A) =(Vio) @A+ 0@ (VEN).
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Pentru o aplicatie ¢ : M — N si un fibrat vectorial W — N cu conexiunea
VW, definim conexiunea indusi pe ¢~ ' W astfel: ea este unica conexiune V
pe ¢~'W astfel incat Vo € M, VX € T, M si VA € C(W), avem

Vx(¢*) = Vi oA
unde doy @ TpyM — Ty, N este diferentiala lui ¢, iar ¢*"A = Ao ¢ €
C(p~'W).

2.8. Definitie. O structurd riemanniana pe fibratul V" este o pereche (V, a)
unde a este o metrica riemanniana, V este o conexiune, iar Va = 0, i.e.

(Va)(X,0,p) = (Vxa)(o,p)=X<o,p>—<Vxo,p>—<0,Vxp>
= 0.

Daci (VY. a) si (V,b) sunt structuri riemanniene pe V si W, respectiv,
atunci metricile gi conexiunile construite in 2.6. gi 2.7. formeaza structuri
riemanniene pe fibratele vectoriale in discutie.

2.9. Exemplu. Pe fibratul tangent T'M torsiunea unei conexiuni V este
definita de

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y], VX,Y € C(TM).

Daca g este o metricd riemanniana pe T'M, teorema fundamentald a geome-
triei riemanniene afirma, ca exista o unica conexiune, conexiunea Levi-Civita,
astfel incat

Vg=0siT =0.
Intr-adevir, V este definita de
29(VxY,Z) = Xg(Y,X)+Yy(Z,X) - Zg(X,Y)
_g(Xa [Ya Z]) +g(Y7 [Za X]) + g(Za [Xa Y])

VX,Y,Z € C(TM). Notam ci pe alte fibrate vectoriale torsiunea nu este
definita, si in general, o metrica nu determina o unica conexiune.

Pentru o aplicatie ¢ : M — N vom considera pe ¢~ 'T'N conexiunea
indusi V¢ TN de conexiunea Levi-Civita pe N. Avem urmatoarea formula

vy TNa(Y) - Ve TV Ag(X) = de(X,Y]),
VXY € C(TM); dp(X) € C(¢'TN), (d(X))(w) = dpo X

2.10. Curbura unei conexiuni este o aplicatie R : A?2C(TM) @ C(V) —
C (V) definita de

R(X,Y)O’ = VXVYO’ - VYVXO’ - V[X,Y}O—-
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2.11. Pentru diversele conexiuni construite in 2.7. se poate arata ca cur-
burilor lor sunt date de:
e pentru V*: (R*(X,Y)0)(0) = —0(R(X,Y)o), VX,Y € C(TM), 0 €
c(Vr), o e C(V);
e pentru V@ W: R(X,Y)(c ®\) = RV(X,Y)o ® R"(X,Y)), unde
A e C (W),
e pentru VO W: R(X,Y)(oc®\) = (RV(X,Y)o)@A+0 @RV (X,Y)\
o pentru ¢~ W Ro(X,Y)p = Bl (d62(X), o (V))plo).

2.12. Pe fibratul tangent T'M inzestrat cu o metrica riemanniand g si
conexiunea ei Levi-Civita V, vom considera curbura sectionalad si curbura
Ricci, abtinute astfel.

Curbura sectionald a unui 2-plan P a lui T, M este definita de

Riem,(P) =< R(Y, X)X,Y >,,

unde {X,Y} este o bazd ortonormata arbitrard a lui P. Vom spune cd M

are curbura sectionald nenegativi, si scriem Riem™ > 0, daci pentru orice
x €M si PCT,M, Riemg,(P) > 0.
Tensorul Ricci in x este o aplicatie biliniara simetrica definita de

Riccig : TueM x T, M — R, Ricciy(X,Y) = trace(Z — R(Z,X)Y),
sau
Ricciy : T,M — Ty M, < Riceiy(X),Y >= Riceiy(X,Y).

Vom spune ca curbura Ricci este nenegativa daca Ricciy (X, X) > 0, VX €
T, M.

2.13. Notim AF(¢) = C(AFT*M ® V) spatiul k-formelor pe M cu valori
in fibratul vectorial £ : V — M; A%(&) = C(V).

2.14. Definitie. Operatorul diferentiala exterioars d : A¥(¢) — AFF1(¢)
relativ la conexiunea VV este dat de
k+1 - e
do(X1,..., Xps1) = D ()Y (0(X1,.. Xy, X))
i=1
+ Z(_l)z+]g([XlaX]]7Xza ey Xy 7Xj7 s 7X/€+1)7
1<j
unde simbolul acoperit de ~ este omis.

Daci T'M este inzestrat cu o conexiune fird torsiune VM, atunci d poate
fi definit ca antisimetrizarea lui V definit pe C(A*T*M ® V):

2.15.
k+1

(da)(Xla s an+1) = Z(_l)i+1(inU)(X1a s aj(\ia s an+1)a
=1
unde
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2.16.
k

(Vxp) (X1, Xi) = Vi (p(X1,o o, Xp)) = D p(X1, o, VXG0, X),
=1

2.17. Presupunem cid M este compacta si orientabila.
Relativ la structurile riemanniene pe V' §i T"M definim operatorul codiferentiala
d* : Ak(¢) — AF=1(¢) prin

/ <da,p>vg:/ < o,d p > vy,
M M

unde o € A¥1(¢), p € AF(€), iar v, este elementul de volum determinat de
metrica g de pe T'M.
Vom folosi urmatoarea formula

2.18. Lemd&. Dacd {E,} este o bazd in T, M, X; € T, M, iar g°' este inversa
matricii g(Ey, E;), atunci pentru p € AF(€)

(d*p)(X1,..., Xpo1) = = Y ¢ (VE,p)(Bs, X1,..., Xp1).
s,t

In particular, dacd p € A'(€) atunci d*p = — trace Vp.

Notam ca putem defini operatorul d* direct prin formula de mai sus, fara
a cere ca M sa fie compacta si orientabila. Vom avea cad < do,p > — <
o,d*p > reprezinta divergenta unui cAmp vectorial pe M.

2.19. Laplacianul A ce actioneazd pe forme diferentiale V-valuate este
definit de

A =dd* 4 d*d: AK(V) — AF(V).
Observatia 2.1. Fie f € C*°(M). Atunci Af = d*df = — trace Vdf.

2.20. Propozitie. Presupunem ci M este compactd si orientabild. Atunci
A este un operator eliptic, autoadjunct si semi-pozitiv definit. Avem si

Aoc=0&do=0=d"o.
2.21. Definitie. O k-forma o se numeste armonica dacd Ao = 0.

2.22. Teorema de unici prelungire. Fie o € A¥(V) o k-forma armonica.
Daca o se anuleaza pe o submultime deschisa a lui M, atunci o = 0 pe M.

2.23. Formula lui Weitzenbo6ck. Vom prezenta aici formula lui Weitzenbock
doar pentru 0 si 1-forme V-valuate.

e Daci 0 € A%(¢), atunci

1
Ao = —trace Vdo = — trace Vo, §A|a|2 =< Ao,0 > —|Vo|?
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e Daci 0 € AY(¢) si X € C(TM), atunci

Ac(X) = —trace V2o(X) + YR (e5, X)o(es) = > o(RM(e5, X)e,),

S

unde {e;} este o baza ortonormata in T, M, iar
1
§A|0|2 = < Ao,0> —|Vo|?

- Z < RY (es,e1)0(es),0(ep) > — Z < o(Ricciey),o(ey) > .

3. APLICATII ARMONICE

3.1. Fie (M,g) si (N,h) doud varietati riemanniene de dimensiune m si n,
respectiv, iar ¢ : M — N o aplicatie neteda. Diferentiala ei poate fi privita
ca o sectiune in fibratul T*M ® ¢~'TN, i.e. dp € A'(¢p~'TN).

3.2. Definitie. Densitatea de energie a lui ¢ este data de

ol9) = ladf

iar daca M este compactd si orientabild, energia lui ¢ este definitd de
E@) = [ @,
M

Daci (z') si (u®) sunt coordonate locale in jurul lui z si ¢(z), atunci

e(6) = 507 hap(@)95 0%,

(a7
unde ¢ = %27

Notam ca E(¢) > 0 si E(¢) =0 < ¢ = constant.

3.3. Definitie. Presupunem ca M este compacta si orientabila. O aplicatie
¢:(M,g) — (N,h) se numeste armonicd daci ea este un punct critic pentru
energie, i.e. Yv € C(¢p 'TN) rezults D,E(¢p) = 0.

D,E(¢) este definit astfel: consideram o familie de aplicatii {¢;}; astfel
incit ¢g = ¢, iar %‘t:o = v (de exemplu ¢¢(z) = expy(,)tv). Atunci

DyE(p) = |,y {E($)}-

3.4. Teorema. Presupunem ci M este compacta si orientabild. O aplicatie
¢ : M — N este armonica daca gi numai dacd ea satisface ecuatia FEuler-
Lagrange 7(¢) = 0, unde 7(¢) = —d*d¢ = trace Vd¢ se numegte campul
tensiune al lui ¢.

Observatie. Daca M nu este compacta gi orientabild, atunci ¢ se numegte
armonica dacd satisface ecuatia 7(¢) = 0.
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3.5. Exprimarea in coordonate locale pentru Vde si 7(¢):

o (Vdp)g = b —M Thep +V T%,4] 6],
o 7($)* = g¥(Vde)3;,

o _ 0%"
unde ¢ = 57577

3.6. Exemplu. Daci M = S!, atunci o aplicatie ¢ : S' — (IV,h) este
armonica daca ea este geodezica.

3.7. Exemplu. Aplicatia identitate 1: (M, g) — (M, g) este armonica.

3.8. Exemplu. Daca M si N sunt doua varietati kahlerieneiar ¢ : M — N
este o aplicatie olomorfd, atunci ea este armonici.

3.9. Exemplu. Fie ¢ : S* — S? aplicatia Hopf, i.e.
b1 % = {(+,22) € Q|2 P+ = 1} — S, ¢(2),2) = (22122, |2 2= |22 P2).
Aplicatia ¢ este armonica.

3.10. Exemplu. Dacd (N,h) = R, atunci f : (M,g) — R este o aplicatie
armonica daca ea este o functie armonica in sens obignuit.

3.11. Definitie. O functie f : (M,g) — R se numegte subarmonica daca
Af <0.

3.12. Principiul de maxim. Dacd f : (M,g) — R este o functie subar-
monica gi Jzg € M astfel incat f(xg) > f(x), Vo € M, atunci f = constant.

3.13. Definitie. Pentru o aplicatie ¢ : (M,g) — (N,h) forma patratica
Vd¢ se numeste forma a doua fundamentala asociata.
3.14. Propozitie. Pentru X, Y € C(TM) avem

o Vdg(X,Y) = V§ TNdp(v) - dp(VAY),

e Vdp(X,Y) = Vdg(Y, X)

3.15. Observatie. O aplicatie ¢ este armonica daca si numai daca d¢ este o
1-forma co-exacta, iar daca M este compacta si orientabila, atunci ¢ este ar-
monics dacs si numai dacd d¢ este o 1-forma armonica (cu valori in ¢~ T'N).

3.16. Exemplu. Presupunem ci ¢ : (M,g) — (N,h) este o imersie rie-
manniani. Identificind X € C(TM) cu d$(X) € C(¢~'TN), avem

Vdp(X,Y) = VY - vy,

3.17. Propozitie. O imersie riemanniand este armonica daca si numai daca
ea este minimala.

3.18. Definitie. O aplicatie ¢ : (M, g) — (N, h) se numeste total geodezica
daca Vd¢ = 0.
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3.19. Propozitie. Daca (M,g), (N,h) si (P, k) sunt trei varietati rieman-
niene, iar ¢ € C(M, N), » € C(N, P), atunci

o Vd( 0 ¢) = dip(Vdg) + Vdip(dg, dp)
o 7(¢p o @) = dip(7(¢)) + trace Vdip(dg, dg).

Sa notam ca compunerea a doua aplicatii total geodezice este o aplicatie total
geodezica, dar compunerea a doua aplicatii armonice nu este, in general, o
aplicatie armonica.

3.20. Propozitie. Presupunem ca i este o imersie riemanniana. Atunci
() =0 7(po ) L N.
3.21. Propozitie. Fie i: S®™ — R™*"! incluziunea canonics si ¢ : (M,g) —
(N,h). Notam ® =1io ¢. Atunci
7(¢) =0 & AD = |dD|>D.

3.22. Propozitie. Fie ¢ : (M, g) — (N, h) o aplicatie neteda. Urmatoarele
trei afirmatii sunt echivalente

(a) ¢ este o aplicatie total geodezica,
(b) ¢ conserva conexiunile,
(c) ¢ aplica geodezicele lui M in geodezice ale lui N.

3.23. Propozitie. O aplicatie total geodezica are densitatea de energie con-
stanta si rang constant.

4. PROPRIETATI ALE APLICATIILOR ARMONICE

4.1. Teorema de unicd prelungire. Fie ¢ : (M, g) — (N, h) o aplicatie
armonicd care este constantd pe o submultime deschisa a lui M. Atunci ¢
este constanta pe M.

4.2. Propozitie. Dacd ¢ : (M, g) — (N, h) este armonica atunci
— trace V2dgp = — > RN (dg(e,), dp)dg(es) — dp(Ricci),
iar

%Aldﬁﬁl2 = —|Vdg]* =) < RN(dd(es), db(er)d(es), dpler) >

s,t

= < dp(Ricci (ey)), dp(es) >,

unde {e;} este o bazi ortonormata in punctul in discutie de pe M.
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4.3. Corolar. Fie ¢ : (M,g) — (N, h) o aplicatie armonica. Presupunem
ci M este compact si orientabild, Ricci™ > 0 si Riem” < 0. Atunci:
(a) ¢ este total geodezica.
(b) Daci Ju € N astfel incat Ricci™ (u) > 0, atunci ¢ = constant.
(c) Dacd Riem™ < 0, atunci ¢ este sau o constanti sau de rang 1, caz in
care imaginea ei este o geodezica inchisa.

5. A DOUA VARIATIE A ENERGIEI

5.1. Fie ¢: (M,g) — (N, h) o aplicatie armonici. In aceastd sectiune vom
presupunem ca M este compacta si orientabila.

Consideram o variatie neteda a sa {¢S:t}s,teR cu doi parametri s si £, i.e.
consideram aplicatia neteda ® data de

O:RxRxM— N7 (I)(Satap) = Qbs,t(p)a

unde (I)(Ov 0,p) = ¢0,U(p) = (]5(;0), Vp e M.
Campurile vectoriale corespunzatoare acestei variatii V' si W sunt date

de
d

V(p) = ds

0
|—o®s0(p) = d(I)(O,O,p)(%) € Typ) N,

d 9
W(p) = = | _gb04(p) = dP0,0,)(55;) € Ty N

V si W sunt sectiuni in ¢~'T'N, ie. VW € C(¢~'TN).
Hessiana energiei E in punctul sau critic ¢ este definita de

32
H(E)Qﬁ(w W) = m ‘(s,t):(oyo)E(qés,t)-

5.2. Propozitie. Hessiana unei aplicatii armonice ¢ este data de

H(E)y(V,W) = / < AV + trace RN (d¢-, V)dp-, W > v,
M

= / < J(V), W > vy,
M
unde A este laplacianul ce actioneaza pe C(¢~!TN).

5.3. Definitie.
J:C(¢p"'TN) = C(¢"'TN), J=A+trace RN (d¢-, )d¢-

se numeste operatorul Jacobi, iar elementele nucleului sau se numesc campuri
Jacobi.

5.4. Definitie. Indexul lui ¢ este dimensiunea celui mai amplu subspatiu
al lui C(¢~'TN) pe care H(E), este negativ definit. Nulitatea lui ¢ este
dimensiunea nucleului lui ¢.

Notam ca indexul si nulitatea sunt finite.

5.5. Definitie. O aplicatie armonici de index 0 se numegte slab stabila.
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5.6. Propozitie. Fie 1 :S" — S" aplicatia identitate. Atunci

index1l =n-+1.

5.7. Propozitie. Fie ¢ : S — (N,h) o aplicatie armonica neconstanta,
iar m > 3. Atunci index ¢ > 0.

5.8. Propozitie. Fie ¢ : (M, g) — S™ o aplicatie armonica neconstanta, iar
n > 3. Atunci index ¢ > 0.

6. MORFISME ARMONICE

6.1. Definitie. O aplicatie ¢ : (M, g) — (N, h) se numeste morfism armonic
daca pentru orice funtie armonica f definita pe un deschis V- C N, fo¢ este
armonici pe ¢~ 1(V).

Notam ca notiunea de morfism armonic este locala, iar compunerea a
doua morfisme armonice este un morfism armonic.

6.2. Definitie. O aplicatie ¢ : (M,g) — (N, h) se numeste orizontal con-
forméa daca pentru orice x € M cu d¢(z) # 0, restrictia lui d¢(z) la comple-
mentul ortogonal al lui ker d¢(x) este conforma si surjectiva.

Vom folosi notatiile: ker dg(z) = T M (spatiul vertical) iar (ker dg(z))* =
THM (spatiul orizontal).

6.3. Teoremd. O aplicatie ¢ : (M,g) — (N,h) este un morfism armonic
daca gi numai dacd ¢ este armonici si orizontal conforma. Daca ¢ este un
morfism armonic neconstant, atunci ¢ este o submersie pe o submultime
deschisa gi densa in M; daca intr-un punct € M, rank dé(z) < n, atunci
dp(z) = 0.

6.4. Corolar. Daca ¢ : (M,g) — (N,h) este o submersie riemanniana
atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente

(a) ¢ este o aplicatie armonica,
(b) ¢ este un morfism armonic,
(c) fibrele sunt minimale.

7. SUBMERSII RIEMANNIENE ARMONICE
7.1. Fie ¢:(M,g) = (N,h) o submersie riemanniand. Notam
.M =TEIM o T) M,

unde £ € M, TY M = kerd¢(x), iar THM = (T) M)+, i.e. complementul
ortogonal al lui T]\Yl in T, M in raport cu g.
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7.2.  Un camp vectorial X € C(TM) se numeste bazic daca este orizontal,
ie. X(z) € THM,Vz € M, si3X, € C(TN) astfel incat dp, X = X.(¢p(z)),
Vr € M. Aplicatia X — X, este o bijectie de la cdmpurile bazice pe M la
campurile vectoriale pe N; in plus

pentru orice cAmpuri bazice X si Y.

7.3. Lema. Daca X,Y sunt caAmpuri vectoriale bazice, atunci
(a) d¢([Xa Y]) = [X*,Y*], deci (H[X, Y])* = [X*,Y*],
(b) (H(VYY)). = VX.Yi,
unde cu H si V am notat proiectiile lui TM pe T M, respectiv TV M.

7.4. Lema. Fie ¢: (M, g) = (N, h) o submersie riemanniand. Avem
(a‘) Vdé‘THMXTHM = 07
(b) qub‘ VATV M 0 daca si numai daca fibrele lui ¢ sunt subvarietati

total geodezice in M,
(c) Vdé‘THMxTVM =0=Vdp| ., —u,, dacd si numai dacd distributia

orizontala este integrabila.

7.5. Corolar. Dacid ¢ : (M,g) — (N,h) este o submersie riemanniani
atunci urmatoarele doua afirmatii sunt echivalente:

e ¢ este o aplicatie total geodezica,
e fibrele lui ¢ sunt subvarietati total geodezice gi distributia orizontald
este integrabila.

7.6. Teorem&. O submersie riemanniana ¢ : (M,g) — (INV,h) are densi-

tatea de energie constantd e(¢) = 7, si este armonica daca si numai daca

fibrele sale sunt subvarietati minimale.
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CONEXIUNI NELINIARE PE FIBRATUL TANGENT SI
ARMONICITATE

1. INTRODUCERE

In acest capitol vom demonstra urméatorul rezultat: fie (M, g) o varietate
riemanniand, G o metrica riemanniana pe T'M astfel incat proiectia canonica
w: (TM,G) — (M,g) este o submersie riemanniana si fie £ un cAmp vec-
torial pe M; daca & : (M, g) — (T'M,G) este o imersie riemannian, atunci
¢ este o aplicatie armonica (Teorema (2.1)). De asemeni, vom prezenta si o
reciproca a acestui rezultat (Teorema (2.12)).

Vom studia apoi armonicitatea cAmpurilor vectoriale atunci cind pe fi-
bratul tangent se considerd o metrica de tip Sasaki (Teorema (2.9)).

Aceste rezultate sunt cuprinse in lucrarile Nonlinear connections on
tangent bundle and harmonicity, ltalian Journal of Pure and Applied
Mathematics, N.6, 1999, 109-122, si Harmonic sections in the unitary
tangent bundle, Demonstratio Mathematica, Vol. XXXIV (2001), No 3,
681-692, de C. Oniciuc.

2. CONEXIUNI NELINIARE PE FIBRATUL TANGENT 3I ARMONICITATEA
CAMPURILOR VECTORIALE

Fie (M,g) o varietate riemanniand m-dimensionala si 7 : TM — M
fibratul ei tangent. Reamintim ca T'M are o structura de varietate 2m-
dimensionald indusd de structura varietatii baza: o hartd locala (U;p) =
(U;2'),i=1,...,m, pe M induce o hartd locald (7~1(U); ®) = (z~1(U); 2%, 47),
i,j =1,...,m, pe TM, unde am notat prin abuz 2’ = z* o 7, iar y/ sunt
coordonatele vectorilor din 7=1(U) in baza naturali { % JLp

Pe TM avem distributia verticala VI'M definita de VI'M = ker dw. Re-
marcam cad VT M este o distributie integrabild. Consideram o conexiune
neliniard arbitrara pe T'M definita de distributia HT'M pe T M comple-

mentara distributiei VI'M, i.e.
HTM e VTM =TTM.

HTM se numeste distributia orizontala. o
Pe un domeniu de harts locald indusd (71 (U); 2, /) avem campul local
de baze adaptate pentru HT' M definit de

) 0 j .
W_B:pi_Ni(x’y)@’ i=1,...,m
19

(2.1)
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unde funtiile locale Nj (z,y) sunt coeficientii de conexiune al conexiunii
neliniare definite de HT'M. Campurile vectoriale ( 2), i = 1,...,m de-
finesc un camp local de repere pentru VI'M.

Fie £ = ¢£-2 un cAmp vectorial pe M. Definim liftul orizontal si vertical

oy*

ot
al lui &, respectiv, prin
-0
) Vi _ et
5 _5 6 7,’ 5 _5 8y7'
In particular avem (£i)H = W s (aii)v = 3?/“
Campul de 1-forme (dz', Dy’) defineste campul de baze duale pentru
(%, (%j), unde
(2.2) Dy' = dy" + N;dxj.
Notam
. ONj 0N} 5 . §
i %% 75 9 ariy 9 i
Se observi ca R}.c ;= —R;k si avem urmétoarele formule pentru crosete

5 4 .0 5§ 0 NI 9 o 0
(24) [5_5_]_3@ [a—@]—ﬁ@ [@@]—0

de unde rezulta ca distributia orizontala este integrabila daca si numai daca
i
R}, =0.

Teorema 2.1. Fie (M, g) o varietate riemanniand si G o metricd riemann-
iand pe TM astfel incit m : (TM,G) — (M, g) este o submersie riemann-
iana. Fie £ € C(TM) un camp vectorial pe M. Daca & : (M,g) — (T'M,G)
este imersie riemanniand, atunci & este o aplicatie total geodezica, $i deci
armonica.

Demonstratie. Avem distributia verticala VT M = kerdw si consideram
distributia orizontalda HT M ca fiind complementul ortogonal al distrubutiei
VTM in raport cu G. Notam cu N;(x,y) coeficientii conexiunii neliniare
definite de HT'M. In continuare vom folosi notatiile introduse la inceputul
acestei sectiuni.

Cum proiect;ia T : (TM,G) — (M, g) este o submersie riemanniand

rezulta ci G((S:r“ 53‘;) gij- Desigur G((S:r“ 3y]) =0.
Avem
0 0 ¢l
d ) =
g(axl) oz + (N o+ le)(?yﬂ
Aplicatia ¢ este imersie riemanniana daca si numai daca Nij ol + giji =0,

ie. dé(2) = 2.
ozt Szt

Fie ¢V conexiunea Levi-Civita a metricii G. Printr-un calcul direct se

obtine
) ) 1 0
G k k
Vs —=1I —RY —
527 O 0§k 3 2" Tt oyk’
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de unde rezulta

8 8 e 8
(5 1 0 0
— k k k
= Fz’jWJrg( jiog)a—yk_Fij(sx—k
| 0
= E(Rji °© f)a—yk-
Dar 0 o 0 o 0
k = e — =
REEW) ot = | | €00 = (| 5 ) =0
ceea ce implica Vd¢ = 0, i.e. £ este o aplicatie total geodezica. O

Observatia 2.2. Putem da o altd demonstratie acestui rezultat.
Fie t — 7(t) o geodezica pe M, i.e. Vd_yiii—z =0. Avem
dt

() : 2t = 2'(1)
si
F(t) = E(y(1) : 2" = 2'(1), ' () = ' (v(2))-

Cum ¢ este imersie riemanniana obtinem
R R
dt  dt 0x' = OxF dt Oyt dt ozt

Prin urmare, tinand cont de expresia

Gvsi Tk d le 0

527 0) u 5:17’“ 2oy Oyk’
obtinem
dvy ded § d2xj ) dat dx? )
G G G

Vsl = Oy, _ Al 0 drdieg 0
o dt Bl 5ad . di? ox) | dt df 5 oad

>zl o dat dx? ) N

- & 2 ok = (Vv
a7 o0 T ar ar Vg~ Ve dt)

= 0.
Prin urmare £ este o aplicatie total geodezica.

Observatia 2.3. In general, o imersie riemanniand nu este aplicatie to-
tal geodezica. Dupa cum vom vedea si in capitolul urmator, ipoteza m :
(TM,G) — (M, g) submersie riemanniana este esentiala.

2.1. O metrica de tip Sasaki pe T'M. Considerim acum o conexiune
neliniard arbitrari pe TM. Cu ajutorul ei vom defini o metrici ¢° de tip
Sasaki pe TM prin

(25) g (XN, YY) =g(X,Y) =g (X", YT, ¢* (X", YY) =0.
Daca g = gijdxidxj, atunci g° se scrie ca

9° = gijdz'da? + g;; Dy’ Dy’
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iar matricea lui ¢° este dati de

gij 0
0 g )
s

g° este o metrica riemanniana pe T'M, distributia verticala este ortogo-
nald pe cea orizontala, iar V,T'M si H,T'M sunt izometrice cu T, M, unde
p = m(v). Proiectia canonica 7 : (T'M,g°) — (M, g) este o submersie rie-
manniand si prin urmare ¢g° satisface ipotezele teoremei (2.1).

Propozitia 2.4. Coneziunea Levi-Civita NV a metricii g° este datd local

de
( o 1 39" aNl aNl 5
S Y i Ydy k_ k. \.kh_ 9
V2 oy 2( ok T oy T gy 915)9 b
o 5§ 1,0gy ON! ON! 3
s — kh i i kh
) Vanse T 5P 5 g(aﬂ- — 9 5 ,glk)g 57
9 1 dgjr aNl aN o 1 5
S —_— = = J kh_ Y -+ kh 9
( 521 0t Usgh T 27T gyh

In continuare vom considera N]’-(x,y) = F;U - B;-(x), unde B = (B;(x))
este un tensor de tip (1,1) pe M.

Notim ci daci B = 0 atunci g° este metrica Sasaki propriu-zisi.

Conexiunea Levi-Civita °V devine

(S 0 _ S 0 1
Vi? =0, vi_ QR]k;gllg (M.ha

E% By7 oxd
S 5 _1th 6 1ph 8
(2.6) Vs ozl Fij Sxh Rl] ayh

S _1h
L v 5 W Fz] ayh + Rzk;gl]g 5:Dh’

unde Rk] = le]y + (V]'B;c — VkB;-).

Din expresia de mai sus a conexiunii Levi-Civita rezulta

Propozitia 2.5. Proiectia canonicd w: (TM,g%) — (M, g) este o aplicatie
armonicad.

Diferentiala lui £ este datd acum de

0 d 0
Ae(50) = 5+ (Vi€ ~ B 5.

de unde obtinem

Propozitia 2.6. Aplicatia ¢ : (M, g) — (T M, g°) este imersie riemanniand
daca $1 numai daca ‘ '

V&) = Bl,i.e. V¢ = B.
Observatia 2.7. Dat un camp vectorial £ pe M, alegand B = V&, el devine
imersie riemanniana.
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Din (2.6) obtinem

(2.7) T(§) = {g ]Cj (Rik o f)glrgkh} S + {g ](VZC;L)} a—yh’

unde C’f = V;&k — Bf.

Propozitia 2.8. Pentru orice £ € C(TM) exista o metrica de tip (2.5)
astfel incdat € : (M, g) — (TM,g°) este o aplicatie armonicd.

Teorema 2.9. Daca M este compacta si orientabila iar VB = 0, atunci &
este armonica daca gi numai daca VE = 0.

Demonstratie. Rezultd din (2.7) si din urmatoarea formula

/M{gij(vivjf’“)gkhgh (V) (V1) g} g = 0.

O
Corolarul 2.10 ([2]). Presupunem ca M este compacta gi orientabila. Daca
B;-“ = 0, i.e. ¢° este metrica Sasaki, atunci urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

1. £:(M,g) — (TM,g°) este imersie riemanniand,
2. &£:(M,g) = (TM,g°) este aplicatie armonicd,
3. VE=0.

Observatia 2.11. Dacd M este compacta si orientabild iar V,B;-C =0sgi
B # 0, atunci £ aplicatie armonica nu implica & imersie riemanniana.

Vom incheia prezentand o reciproci a Teoremei (2.1).
Fie G o metrica riemanniani pe T'M satisficand

666 ~ 0 0

(2-8) (Wa@) = Gij, G(@’a—yﬂ'

):07

unde

) 0 .0 0 ; 0
oxt Ozt Yoy Ox h Oy
i.e. conexiunea neliniard este cea determinatd de conexiunea Levi-Civita de
pe varietatea M. N
Proiectia canonica 7 : (TM,G) — (M, g) este o submersie riemanniana,

iar conexiunea Levi-Civita “V a metricii G, conform [4], se poate scrie sub
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forma
(G O _p O L7l o
Vamag = Vinos + TGy o)
G O _ A(b. O o 4
vaii 507 = Al 3 i)+T(8yi’6xj)
(2.10) 4
G 0 A(L Dy yG 0
V% oyl (51:” ayf) + V% oyl ?
G b _1mk 6 _ 1pk
L Véi oI FZ] ok RUU oYk

unde R?j ;. sunt componenetele campului tensorial de curburad R al lui V, PV

este conexiune indusi de “V pe T,M, iar A si T sunt tensorii lui O’Neill
din teoria submersiilor riemanniene.

Din (2.9) si (2.10) obtinem partea vertivald V7(¢) a cimpului tensiune al
unui camp vectorial & pe M

VT©) = a7V 5 + 2T (Vi) o 5y ) 06+
y ~ D)
(211) +g”(vif’f>(vjfh)[V(Gv% o) ° b

unde 7(§) = HT(&) + V7 (£), V(&) e VIM si Hr(§) € HTM.
Presupunem ca T' = 0, i.e. fibrele lui m sunt subvarietati total geodezice
in (TM,G). In aceasta ipoteza (2.11) devine

1] 7 .¢h z] k hy\ (G
(212) V() = gV (ViViEh) g +gY (Ve ViEN OV o g ot
Notim ¢V 2 W = Ql] BT . Atunci Q¢ = ( f] o £) este un tensor de tip

(1,2) pe M snnetrlc ie. Qe(X,Y) = Qe(Y,X),VX,Y € C(TM) si definim
tensorul simetric Pr de tip (0,2) pe M prin P¢(X,Y) = g(Q¢(X,Y),¢).
Putem acum enunta

Teorema 2.12. Fie G o metricd riemanniand pe TM ce satisface (2.8) i
presupunem cd fibrele submersiei riemanniene 7 : (TM,G) — (M,g) sunt
subvarietats total geodezice. Presupunem ca M este compacta gi orientabila
gt ca una din urmdatoarele condifii este satisfacuta

1. P =0,

2. P(X,X)<0,VYX € C(TM),

3. trace P¢(VE,VE) = f|VE]?, unde f € C®°(M) si f <1, sau f > 1.

Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente

e ¢ este aplicajie armonica,
e & este imersie riemanniand,
o VE=0.
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Demonstratie. Rezultd din (2.12) si urméatoarea formuld integrala

| fotiracev2.6) + 9P, = 0.
M

Observatia 2.13. Referitor la viabilitatea ipotezelor avem

e daci G este metrica Sasaki, atunci ipoteza (1) este satisficuta;
e daci G este metrica Cheeger-Gromoll i € este un cAmp unitar, atunci
ipoteza 3) este satisficutd cu f = 2 (vezi [6]).

Observatia 2.14. In ipotezele teoremei, dacé caracteristica Euler-Poincaré
a lui M nu se anuleaza, sau daci (M,g) are curbura sectionald constanta
nenula, atunci £ este o aplicatia armonica daca gi numai daca £ = 0.

Observatia 2.15. Notam ca daca 5‘; nu este datd de (2.9), atunci Teo-

rema (2.12) nu mai este adevarata. Intr-adevar, presupunem ca
) 0 ; ; 0
2 v _pJ —
6£Ei - a(IIZ {Fz[] Bz (IL‘) (9y]’

si VB =0 iar B # 0. Daca G = g° atunci 7 este o submersie riemanniani
cuT =0, P =0, iar  aplicatie armonicd, care este echivalent cu V¢ = 0,
nu implicd ¢ imersie riemanniana (Observatia (2.11)).
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CAPITOLUL III

SECTIUNI ARMONICE IN FIBRATUL TANGENT UNITAR

1. INTRODUCERE

In acest capitol vom studia armonicitatea proiectiei canonice 7 : (ToyM, G) —
(M, g) si a restrictiei sale la Ty M (Propozitia 3.1 si Teorema 3.2), unde
ToM = {v € TM|v # 0}, T\M = {v € TM||v| = 1}, G este o noua metrici
riemanniand pe ToM, iar (M, g) este o varietate riemanniand de curburad
sectionald constantd pozitiva. Spre deosebire de capitolul precedent, 7 :
(ToM,G) — (M, g) nu mai este o submersie riemanniand. De asemeni, vom
studia armonicitatea cAmpurilor vectoriale unitare ¢ : (M, g) — (TyM, G) si
¢€:(M,g) = (T1M,G) (Teorema 4.8) si vom obtine ca daci ¢ este un cAmp
Killing unitar, atunci £ : (M, g) — (T1 M, G) este o aplicatie armonica.

Aceste rezultate sunt cuprinse in lucrarea Harmonic sections in the
unitary tangent bundle, de C. Oniciuc, Demonstratio Mathematica, Vol.
XXXIV (2001), No. 3, 681-692.

2. O NOUA STRUCTURA RIEMANNIANA PE ToM

Fie (M,g) o varietate riemanniana m-dimensionald i 7 : TM — M
fibratul ei tangent. Reamintim ca T'M are o structurd de varietate 2m-
dimensionald indusd de structura varietatii baza: o harta locala (U;p) =
(U;2'),i=1,...,m, pe M induce o hartd locald (71 (U); ®) = (x~1(U); 2%, 37),
i,j = 1,...,m, pe TM, unde am notat prin abuz =’ = z* o , iar ¢/ sunt
coordonatele vectorilor din 7~ 1(U) in baza natural { 8%- m

Reamintim c& conexiunea Levi-Civita a metricii g defineste o descom-
punere in suma directa a lui TTM

TTM =VTM & HT M,

unde VI'M = kerdm este distributia verticala, iar HT' M este distributia
orizontala. Campurile {aiyi } | definesc un camp local de baze pentru VT M,

iar pentru HT M avem cdmpul de baze {%}Z@l, unde

50, 0

i v
iar I'? () sunt simbolii lui Christoffel.
Sistemul de 1-forme (dz*, Dy') defineste cAmpul de baze duale campului

(Mik, aiyl)’ unde

ho_phok
Lo = Liky™,

Dyt = dy* + F;dej.
26
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Fie £ = fl -7 un camp vectorial pe M. Lifturile orizontale si verticale ale
lui € sunt deﬁnite, respectiv, de

H _ ¢t 7 Vi ¢l
In particular avem (agl ) = 6951 si (6?51 ) = _621"

In cele ce vor urma vom considera o noua metricd riemanniand G pe
ToM. Aceasta este un caz singular al unei noi clase de metrici riemanniene
cu ajutorul carora se obtin noi structuri kihleriene pe Ty M. Aceasta clasa a
fost introdusa si studiata de V. Oproiu ( [5, 6, 7, 8]). De asemeni, contributii
in aceasta directie a avut si N. Papaghiuc ( [9, 5]).

Peste tot in acest capitol vom considera (M, g) o varietate riemannian
de curburd sectionald constantd pozitiva c. Metrica G este definita de

(2.1) G= Gi]’dfl,‘idxj + Hi]’DyiDyj,

unde

c 1 1
Gij = V2ctgij + (| 5;9i0950, Hij = 109505
ij Gij 2tgz g ij = \/%gz] 4t\/ﬁgl g;j
iar
e Lo b o — gy
= 2900, 9i0 = gikY > goo = GijY'Y- -
S& notdm ca proiectia canonica w : (TyM,G) — (M, g) nu este submersie
riemanniand. _
Notam cu (G7%) matricea inversi matricii (Gy;) si cu (H’*) matricea in-
versa matricii (H;;). Ele sunt date de
, 1 : 1
Gk = ——— gk — HI% = \2ctg? + | | =yiyF.
Y, 2ctg 4t/ 2¢ ty y g 2
Sa notam ca avem relatia H;; = gy G Gkj-
In [5] autorii au demonstrat ci (ToM, J,G) este o varietate kihleriani,
unde

1 4]
I = (V34| S T ) = =t g 50,

iar conexiunea Levi-Civita ©V a lui G este dati de

2 g5y7 = {= 2908 — 5190001 + g giogioy" 5y

G § _ g1l . h 1, sh_ 1 hy_ b
Voo 5z ={59iy" + 3:9i00] — 52909509 } 5.7

oy

(22) o
BAY 5 W = FZ By + {4,591]?/ + 4,59]06 #giogjoyh}(;%m

GV W = F?J =2 — c{giy" + 5?93'0}%-

\

Notam ca TpM — {0} este o subvarietate total geodezica a lui (ToM, G).
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3. ARMONICITATEA PROIECTIEI CANONICE 7

Printr-un calcul direct, din (2.2) rezulta ca forma a doua fundamentala a
lui 7 este data de

Vdn (50, 507) = 0, Vin(5k, 527) =0,
(3.1) ) 1 h 4 1 h 1 hy_0
Vdﬂ-(aym W) = _{Ztgijy + 4_tgi05j — g2 9i0950Y }W'

Propozitia 3.1. Avem urmdtoarele
a) Aplicatia ©: (ToM,G) — (M, g) nu este total geodezica.
b) Aplicatia 7 : (ToM,G) — (M, g) este armonicd.

Demonstratie. Punctul b) este imediat. Pentru a demonstra punctul a),
presupunem ca 7 este total geodezicd. Atunci pentru orice v € TyM avem
Vdr, = 0 si din ultima relatie din (3.1) rezulta

|v|29ij’0h + |’U|2Uz‘5§b = Uin’Uh.
Ficand acum contractia cu g¥ obtinem
Pt + o0t = [of?o,

[v]?mo” + |v

ceea ce reprezinta o contradictie. O

| = 1}. T1 M este o subvarietate a lui ToM
orientabild gi de dimensiune 2m —1. Notam ca daca M este compacta atunci
si T M este compactd. Campurile vectoriale (Y; ) genereaza 111 M, unde

19 5 i
0
Y, = ﬁ - 9i0C,
iar C' = yt7 - este campul vectorial Liouville. Pe T7 M avem
0 1
Y; =G(— =
G(Y;, C) G(éxl C)=0, G(C,C) = 2\/_

Notdm cu V conexiunea Levi-Civita pe T1M indusi de conexiunea “V si
cu ™ = mr, . Calculand Vy Vy ST v £ 55], cu ajutorul proiectiei

ortogonale, obtinem expresia formel a doua fundamentale pentru 7

(3.2)
Vdr(Yi, 525) = —3{g9i;y" — giogioy"} 525
Teorema 3.2. Avem urmatoarele

a) Aplicatia ™: TyM — M nu este total geodezica.
b) Aplicatia 7 : TyM — M este armonicd.

Obervatia 3.3. 1. Expresia lui Vdr poate fi gasita si altfel, fara a folosi
proiectia ortogonald. Pentru aceasta facem observatia ci m poate fi
scrisdy sub forma m = woi, unde i : T'M — TM este incluziunea
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canonicd. Avem formula cunoscutd pentru compunerea aplicatiilor
(vezi de exemplu [2])

Vdr(X,Y) = dn(Vdi(X,Y)) + Vdr(X,Y),

VX,Y € C(TyM). Cum Vdi(X,Y) este coliniar cu C, formula de mai
sus devine

Vdrn(X,Y) = Vdrn(X,Y),
ceea ce permite calcularea lui Vd.

2. Aplicatiile 7 gi 7 fiind submersii armonice, intrebarea naturala care se
pune este daci ele sunt gi morfisme armonice. Raspunsul este negativ
deoarece aceste aplicatii nu sunt orizontal conforme. Intr-adevar, daca
m, sau 7, ar fi orizontal conforme, atunci

c
V2ctgij + [ 5, 90950 = ANz, Y)gis,
adica
c
2t
Dar rangul matricii (y/5;9i09j0) este 1, in timp ce rangul matricii
((M(z,y) — V2ct)g;j) este 0 sau m.
Obervatia 3.4. Clasa de metrici introdusa si studiata de V. Oproiu se

obtine astfel.
Fie u,v : [0,00) — R doud functii netede si consideram

gingjo = Mz, y)gij — V2ctgij.

Gij = u(t)gij + v(t)giogjo-

Notim cu (G%) inversa matricii (CN}U) i presupunem ca u > 0 si u(t) +
2tv(t) > 0. Atunci
G = éijdxidxj + gikéklglijiDyj
este o metrica riemanniana pe T'M. N
Metrica G folosita in acest capitol se obtine din metrica G' pentru v = u'.
Integrabilitatea structurii aproape complexe este echivalenta, in acest caz,
cu faptul cd (M, g) este de curburd sectionald constanta c si u(t) = v/2ct,
iar cum u este o functie neteda, eliminam sectiunea nula, i.e. se considera
ToM. B
Se observa ca m : (TM,G) — (M,g) este orizontal conforma daca si
numai daca v = 0. Acest caz, v = 0, a fost studiat separat de N. Papaghiuc
in [9]. Notam cu Gy metrica obtinutd pentru v = 0. Printr-un calcul direct
se obtine
2 0 G d d
Go — Go 1k __
H Va%ayj 0, H V#(W F”ém’f’
de unde rezulti ci 7 : (TM,Go) — (M, g) este armonicd, si cum este si
orizontal conforma, ea este un morfism armonic.
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4. ARMONICITATEA CAMPURILOR VECTORIALE UNITARE

Fie £ € C(TM) un camp vectorial pe M fara singularitati, i.e. £(p) # 0,
Vp € M. Astfel de campuri existd dacd M nu este compactd, iar daca
M este compacta gi orientabild atunci existenta unui caAmp vectorial fara
singularitati este echivalenta cu anularea caracteristicii Euler-Poincaré a va-
rietatii.

Avem urmaitorul rezultat privind dimensiunea lui M.

Propozitia 4.1. Fie (M,g) o varietate riemanniand compacta, orientabild,

gt de curburd sectionald constanta ¢ > 0. Atunci caracteristica sa FEuler-
Poincaré se anuleaza daca st numai daca dim M = m este impara.

Demonstratie. Este cunoscut faptul ca dacd dimensiunea lui M este impara,
atunci caracteristica Euler-Poincaré se anuleaza (de exemplu vezi [3]).
Reciproc, presupunem prin reducere la absurd ca dimensiunea lui M este
para. Atunci se stie cad M este izometrica cu sfera S™ (de exemplu vezi [1]).
Dar in acest caz caracteristica Euler-Poincaré este 2, ceea ce reprezinta o
contradictie. O

In continuare vom presupune ca dimensiunea lui M este impara si || = 1.
Notam ca, deoarece curbura sectionald a lui (M, g) este constanta nenul,
|€| = 1 implica V& # 0.

Pentru inceput vom studia in ce conditii & : (M, g) — (ToM,G) este o
imersie riemanniana. Tindnd cont de relatia

a., 0 .hi
df(%) =57 (Vi€ )ayh

obtinem

Propozitia 4.2. Aplicatia & : (M, g) — (ToM, G) este imersie riemanniand
daca $1 numai daca

(4.1) cgij + il + (Vi€ gn(V;€') = Vegi;.
Obervatia 4.3. Daca ¢ este imersie riemanniana, atunci facand contracgia
cu g¥, iar apoi cu £ si &7, obtinem

Ve[ = Vem — c(m +1), [Veg]® = ve -2,

care implica
1
) Z] .

Deci, daca ¢ = 1, atunci £ nu poate fi o imersie riemanniana.

ce (0

Propozitia 4.4. Fie ¢ € C(TM) un camp Killing unitar. Atunci & :

(M, g) = (ToM, G) este o imersie riemanniand dacd si numai dacd ¢ = 3.

Demonstratie. Ipoteza |€| = 1 implica

(Vi€"&n = (Vign)e" =0,
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iar ipoteza ¢ camp Killing implica
V;Vi&" = c(gud) — gi;0,")¢"
Apoi, din relatia (V;£")&, = 0 rezulta
(Vig")gn (Vi€") = =(V;Vi€") .
Tinand cont de cele de mai sus, rezulta ca relatia (4.1) este echivalenta cu
cgij + il — (Vi VM), = Vegi;
(c = VO)gij + c&i&5 — {c(gad] — 9150 Men =0 &
(2¢ = Ve)gij =0 &
1

C= —.

4
O

Obervatia 4.5. Exemple de cAmpuri Killing unitare pot fi construite astfel.
Fie S?**1(r) sfera euclidiani de razi r si fie A € O(2k +2) cu A = —*A.
Atunci campul vectorial definit prin é(p) = LAp, Vp € S* T (r) C R*+2

este tangent la S?**1(r) si este Killing si unitar pe S?**1(r).
In continuare vom presupune ci ¢ = i.

Propozitia 4.6. Daca M este compacta gi orientabild, iar divE = 0, atunci
& este o imersie riemanniand daca st numai daca £ este Killing.

Demonstratie. Presupunem cd £ este Killing. Atunci din Propozitia 4.4
rezulta ca £ este imersie riemanniana.
Presupunem acum ca £ este imersie riemanniana. Ipoteza |{| = 1 implica

g(trace V2£,¢) + |VE|? =0,

iar ipoteza ¢ imersie riemanniand implica

VP = m— 1), ie. [VEP = g(Ricei(c), €).

Demonstratia se incheie folosind formula,
. 1 .
/M{—g(trace V2¢ + Ricci(€), £) — §|L§g|2 + (div 5)2}1)9 =0,

care este valabila pentru orice camp vectorial (de exemplu vezi [10]). O

Vom studia acum in ce conditii ¢ : (M, g) — (ToM,G), sau & : (M,g) —
(Th' M, G) este o aplicatie total geodezicd, sau armonica. Printr-un calcul
direct se obtine

o 0 1 0
Vdf(@a @) = {V,V;¢" - Z(gijfh + 5?5‘7)}8—3/’1 +
1 )
(4.2) +§{Vj€i + Vz’ﬁj%"m,
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si
g 1 0 b}
7(€) = {g7 (Vi V;£") - Zm+ 1)5h}3—yh + (divf)fh(%—h,
sau
(4.3) T@yzummv%—i@n+nQV+mwogﬁ

Se stie ca £ : (M,g) — (T1M, Q) este o aplicatie total geodezica daca si
numai dacd Vd¢(X,Y') este coliniar cu campul vectorial Liouville C' pentru
orice X,Y € C(TM), iar £ : (M,g) — (T1M,G) este armonica daca si
numai dacd 7(§) este coliniar cu C' (de exemplu vezi [2]). Din (4.2) obtinem
Propozitia 4.7. Pentru aplicatia & avem

a) £€:(M,g) = (ToM, G) nu este total geodezica.
b) £: (M,g) — (T1'M,G) este total geodezica daca gi numai daca & este
Killing.

Din (4.3) rezulta

Teorema 4.8. Pentru aplicatia £ avem

a) £:(M,g) = (ToM,G) nu este armonica.
b) £:(M,g9) = (T M, G) este armonica daca si numai dacd

dive =0
(4.4)
trace V2 + |VE|%¢ = 0.

Obervatia 4.9. Daca ¢ este Killing, atunci ¢ : (M, g) — (T1 M, G) este o
aplicatie armonica.

Obervatia 4.10. Proiectia canonicd nu este submersie riemanniand, gi am
vazut ca exista campuri € : M — Ty M care sunt imersii riemanniene dar nu
sunt aplicatii armonice (vezi Observatia 2.3., capitolul precedent).

Propozitia 4.11. Dacd M este compactd si orientabild, iar |VE|? < i(m—
1), atunci & nu este Killing gi £ : (M, g) — (T1 M, G) nu este armonicd.

Demonstratie. Daci ¢ este Killing, atunci |[V¢|? = 2(m — 1). Presupunem
ca & este aplicatie armonica. Atunci, din formula

1
/ {—g(trace V*¢ + Ricci(€),£) — §|L§g|2 + (div €)?}v, = 0,
M
obtinem

1 1
[ a19e = on =10, = 5 [ el 20
M M

ceea ce reprezinta o contradictie. O
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CAPITOLUL IV

SECTIUNI ARMONICE IN FIBRATUL TANGENT

1. INTRODUCERE

In acest capitol vom continua cu studiul armonicitatii cAampurilor vectori-
ale si al proiectiei canonice. Spre deosebire de cele doua capitole anterioare,
pe fibratul tangent 7'M al unei varietdti riemanniene (M, g) se va considera
acum o metricd pseudo-riemanniana construita cu ajutorul unui camp ten-
sorial ¢ de tip (0,2) pe M, simetric. Se obtine ci daca ¢ este tensorul Ricci
al varietatii (M, g) si £ este un camp Killing pe M, atunci £ este o aplicatie
armonica.

Rezultatele prezentate aici sunt cuprinse in lucrarea On the harmonic
sections of tangent bundles, de C. Oniciuc, An. Univ. Buc., 1, 1998,
67-72.

2. O METRICA PSEUDO-RIEMANNIANA PE T'M

Fie (M, g) o varietate riemanniand m-dimensionala gi T'M fibratul ei tan-
gent. Pe T'M consideram distributia orizontala si cea verticald definitd in
capitolul precedent.

Fie ¢ un camp tensorial simetric de tip (0,2) pe M. Cu ajutorul acestuia
putem defini o metrica pseudo-riemanniana G pe T'M astfel

(2.1) GXH,YH)=¢(X,Y), GXT YV)=¢(X,Y), GXV,YV)=0.

Dacd ¢ = 0, atunci metrica G este liftul complet al lui g, i.e. G = ¢©.
Armonicitatea cAmpurilor vectoriale ¢ : (M, g) — (T'M,g®) a fost studiati
in [7]. De asemeni, metrica ¢¢ a fost consideratd in [4, 6, 10] pentru a
se studia armonicitatea campurilor tensoriale de tip (1,1) pe M, campuri
privite ca aplicatii de la (T'M, ¢%) in (T M, g%), cu diverse aplicatii.

Daca ¢ = cijdacidxj este exprimarea in coordonate locale pentru ¢, atunci
G este dat de

G = cz-jdxidwj + 2giijid:1:j.

Matricea asociatia lui G este data de

Cij  Gij
gi; 0 )’
iar signatura ei este (n,n).
Printr-un calcul direct obtinem
34
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Propozitia 2.1. Coneziunea Levi-Civita ©V a lui G este datd de

VYV =0, OV YT =0, OV r YV = (VxY)V
(2.2)
OV nYH = (VxY)H + AXH YH),

unde A este o aplicatie biliniara de la HTM la VT M ce are are exprimarea
in coordonate locale data de
6o o0, ., 0

1
(@, @) = i gy Al = E(Vic? + Vi — V) + y Rl

Am notat C’Z = cz-lglj, thij = gkhvkcij, ar Réjk sunt componentele locale
ale tensorului de curburd R ol lui V.

Propozitia 2.2. Tensorul de curburd K al lui @V este dat de
(2.3)
KXV,Y"zZV =KXV, YV)ZzH = K(XxV,YH)ZV =0,

KXV, Y zH = (R(X,Y)2Z)V, K( X", Y" 7V = (R(X,Y)Z)V

KX, y"z" =(R(X,Y)Z2)" + B(X",Y", Z"),
unde B este o aplicatie 3-liniara de la HTM la VT M cu exprimarea in
coordonate locale data de
( 6 0 6 )= ;0
Szt §xd’ k! T Tk gyl
ar
! s ! 1 ! ! ! ! hpl I ph
Rezultd cid “V este plati daci si numai dacid V este platd si ¢ satisface
conditia
(2.4) Vi(Vicji — Vicjg) — Vi(Viey — Vicy,) = 0.
Tensorul ¢ se numeste tensor Codazzi daca
(Vxo)(Y,Z) = (Vye)(X,Z2), VX,Y,Z € C(TM).
Prin urmare, daca c este paralel, i.e. V¢ = 0, sau daca c este un tensor

Codazzi pe M, atunci conditia (2.4) este indeplinita.

3. ARMONICAITATEA PROIECTIEI CANONICE §I
A CAMPURILOR VECTORIALE
Din (2.1) si (2.2) obtinem
Vdr(XV,YV) = Vdr(XV,YH) = Vdr (X", YH) =0,
de unde rezulta

Teorema 3.1. Proiectia canonica w : (TM,G) — (M,g) este total geo-
dezica si deci armonica.
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Fie £ € C(T'M). In continuare vom gandi acest camp ca o aplicatie de la
M la T M si vom studia proprietatile acestuia legate de armonicitate.

Propozitia 3.2. Un camp vectorial £ : (M, g) — (TM,G) defineste o imer-
sie riemanniand daca §t numat daca

(3.1) 9(Vx&Y) +9(VyE, X) = g(X,Y) — c(X,Y).
Demonstrafie. Demonstratia rezulta din
0 0 0
dé(5 ) = = + (Vie)) 5= sau dg(X) = X+ (V)"
oxt oxt oy’

O

Observatia 3.3. Daci ¢ = g, atunci £ : (M,g) — (TM,G) este o imersie
riemanniand daca si numai daca £ este camp Killing.

Din (3.1), prin derivare covariantd, se obtine

1
(3.2) ViVt = —&" Ry + 5(Vieij — Vick = V).

Considerand conditia de completd integrabilitate a sistemului de ecuatii cu
derivate partiale (3.1) cu consecinta (3.2), obtinem

(Vagi = Vign) Rjy — (Va&; = V) Rigy + (Vik — Vién) Bijj—
— (V& — Vign) Rl = 26"V Rijry + 2Rijr—
—cinRlly + cin Rl + Vi(Vicjk — Viej) — Vi(Vici, — Viea),
unde & = &/ Gij» 1ar R;jg; sunt componentele locale ale tensorului Riemann-
Christoffel.
Rezultd ca, sub conditia de completa integrabilitate, (M,g) trebuie si

aibd curbura sectionala constantd si tensorul ¢ trebuie sa satisfaca urmétorul
sistem de ecuatii cu derivate partiale

Vi(Vicji — Vicje) — Vi(Vica — Vicir) + cinRliyy — ¢jnRiyy = 2Riju.

Notam ca ¢ = g satisface acest sistem.
Daca consideram c dat de

C(va) = g(va) - g(ngay) - g(vaaX)a
obtinem
Propozitia 3.4. Pentru orice £ € C(TM) exista G o metrica pseudo-

Riemanniana de tip (2.1) astfel incat & : (M,g) — (T'M,G) este o imersie
riemanniandg.

Pentru forma a doua fundamentala a lui £ : M — T'M obtinem expresia

0 9 9
o'’ OxI dyh”
Din (3.2) rezulta

1
(3.3) Vde( ) ={ViV;e" + Rl + S (Vid) + Ve — VViey)}

2
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Teorema 3.5. Daca & : (M,g) — (T'M,G) este o imersie riemanniand
atunci & este o aplicafie total geodezica.

Observatia 3.6. Am obtinut acelasi tip de rezultat ca in cazul riemannian
(vezi Capitolul 2, Teorema 2.1.)

Corolarul 3.7. Daca ¢ =g i & este un camp Killing, atunci & : (M, g) —
(TM,G) este o aplicatie total geodezica, si deci armonicd.

Campul de tensiune al lui £ : (M, g) — (T'M,G) este dat de

(3.4) (&) = {g"V,V;&" + Rl 4 ¢" (Ve — %Vk(trace c)}i.

oyl

Se stie ca un camp tensorial de tip (0,2) simetric pe M este armonic in
raport cu metrica g daca

|
—Vic, + §Vk(trace c)=0

(de exemplu vezi [2]), iar £ € C(T'M) este un cAmp geodezic dacad

gIViVieh + RiEF =o0.

Desigur, orice camp Killing este geodezic.
Cum tensorul Ricci este armonic in raport cu g, din (3.4) rezulta

Teorema 3.8. Daca ¢ este un camp tensorial armonic de tip (0,2) pe M,
atunci & : (M, g) — (TM,G) este armonica daca i numai daca & este un
camp geodezic.

Corolarul 3.9. Avem

[1]

e daca c = Ricci, atunci & este armonicd daca gi numai dacd & este camp
geodezic,
e daca c = Ricci g1 & este camp Killing, atunci £ este armonica.
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CAPITOLUL V

APLICATII BIARMONICE. GENERALITATI

1. INTRODUCERE

In acest capitol vom demonstra formula de caracterizare a aplicatiilor biar-
monice intre varietati riemanniene (Teorema 2.2) si vom prezenta cateva teo-
reme de non-existenta pentru aplicatiile biarmonice si non-armonice. De ase-
meni, vom formula si o conjectura privind echivalenta dintre aplicatiile biar-
monice si cele armonice atunci cand spatiul de sosire are curbura sectionala
negativa.

2. FORMULA DE CARACTERIZARE PENTRU APLICATII BIARMONICE

Fie ¢ : (M,g) — (N, h) o aplicatie intre doud varietati riemanniene. In
aceasta sectiune vom presupune cd M este compacta si orientabila.

Campul de tensiune al lui ¢ este dat de 7(¢p) = trace Vde, iar bienergia
lui ¢ este definita de

Definitia 2.1. O aplicatie ¢ este biarmonica dacad ea este un punct critic
al functionalei bienergiei Fs.

Teorema 2.2. O aplicatie ¢ este biarmonica daca §i numai dacd
(2.1) 72(¢) = —A7(¢) — trace RV (d¢-, 7(¢))d¢- = 0.

Aceasta teorema a fost datd R. Caddeo si V. Oproiu, rezultat nepublicat,
si de G.Y. Jiang in [10, 11], 1986. Vom prezenta aici o varianta mai scurta a
demonstratiei lui Jiang, urmarind demonstratia data de D.M. Duc gi J. Eells
in [8].
Demonstratie. Fie {¢;}, g o variatie unu-parametricd a lui ¢, i.e. fie aplicatia

®:Rx M — N, ®(t,p) = ¢u(p) = dp(t),

®(0,p) = ¢o(p) = ¢(p), Vp € M. Variatiei {¢;}, g 1i corespunde campul
variational V = %—T(O) € C(¢~'TN) dat de

d 0
V) = 5| Lo 0) (52 s € Torw N, Vo € M.
Reciproc, dat V € C(¢~!TN), lui ii corespunde variatia
Q(pat) = ¢t(p) = ¢p(t) = eXp(b(p) tV(p),

a carei camp variational este tocmai V.
39
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Data o variatie unu-parametrica a lui ¢ vom demonstra ca

1
dt‘t . 2(¢pt) = /M<Tz(¢),V>Ug,

si teorema va fi astfel demonstrata. Intr-adevar, avem

0
FlooBe0 = 5 [ {GH< 00,700 )} v
= [ <IE )60 > | ot
M t

]

Fie acum {X;}", o baza geodezica in p € M. Pe domeniul de definitie al
acestui cAmp de repere avem

VNG = ¥ TNV, X))

at ot ;
=1

_ Z{vé TN [(V'i) 1TNd(I))( )]}

=1

- Z{vngNv;’;;lTNd@(Xi) —v% ' TNIB(Vx, X;) ).
N ot ot

Reamintim cd dat Z € C(TM) avem relatia

vy TNae(z) = VI ITqu>(a)+dq>[8, A
ot ot ot

_ @*1TN8_¢

= Vz ot

deci, in p, obtinem
m

) o 0
v Nrg) = (VY TV TV ae (X)) - vE R de ()

ot =1
m
-1 -1
- Zv‘% NS TNAD(X;)

- Z{VX NG NS (X) + Vi,
=1

FROS X0)de(X,))

08(X))

o
ot

_ Z{vx NG ITN%¢+RN(38—T dd(X;))d®(X;)}
=1
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Folosind acum simetria operatorului A si a tensorului Riemann-Christoffel,
incheiem

4 Es(¢y) = / < trace VAV — trace RN (d¢-, V)de-, 7(¢) > v,
dt lt=0 M

— / < —AV — trace RN (d¢-, V)dg-, 7(¢) > v,
M

= / < V,—Ar(¢) — trace RN (d¢-, 7(¢))dop- > v,.
M

O

Observatia 2.3. Din formula de caracterizare putem face cateva observatii
imediate asupra aplicatiilor biarmonice:

(A) ¢ este biarmonica dacd gi numai dacid 7(¢) € ker J, unde J este oper-
atorul Jacobi corespunzator lui ¢;

(B) o aplicatie armonica este biarmonic;

(C) o aplicatie armonica este un minim absolut pentru functionala bi-
energiei.

Observatia 2.4. Dacid M nu este compactd gi orientabila, spunem ca ¢
este biarmonicd daci ea satisface (2.1).

3. REZULTATE DE NON-EXISTENTA

In continuare vom prezenta cateva rezultate privind non-existenta aplicatiilor
biarmonice gi non-armonice. Vom incepe cu un rezultat de unica prelungire.

Teorema 3.1 ([1]). Fie¢: (M,g) — (N, h) o aplicatie biarmonica. Daca ¢
este armonica pe o submulfime deschisa U a lui M, atunci ¢ este armonica.

Demonstrafie. Demonstratia va rezulta din urmatorul rezultat general privind
operatorii tari eliptici:

Teorema 3.2 ([13]). Fie V(M) un fibrat vectorial riemannian peste M gi
fie L o sectiune in Hom(V (M), V (M)). Presupunem ca L este simetric in
fiecare punct. Atunci —A + L este un operator tare eliptic si are unicitate
in problema Cauchy in fiecare punct p € M; i.e. daca o satisface —A(o) +
L(c) =0 si oy =0, unde U este o submultime deschisa, atunci o = 0.
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In cazul nostru L(p) = — trace RY (d¢-, p)d¢- si 0 = 7(¢), iar L este un
operator simetric:

<L(p1),p2 > = <traceR"(py,dp)dpr pr >= < RY(p1,dp(X:))dp(X), p2 >
1=1

= D RN(p1, dp(X), p2, dp( X)) = > RN (p2, dp(X:), p1, dp(Xi))

=1 i=1
= 37 < RY(p2, dp(X:))db(X,), p1 >
i=1
= < L(PZ)aPI >

O

Corolarul 3.3. Fie ¢ : (M,g) — (N,h) o aplicatie biarmonica. Dacd ¢
este constantd pe o submulfime deschisa U a lui M, atunci ¢ este constanta.

Teorema 3.4 ([10, 11]). Fie ¢: (M, g) = (N,h). Presupunem ca M com-
pactd si orientabild, iar Riem”™ < 0. Atunci ¢ este biarmonicd dacd si
numai dacd ea este armonica.

Demonstratie. Presupunem cia ¢ este biarmonica, i.e. 73(¢) = 0. Din

T2(¢) = 0 obtinem

<AT(),m(9) > = D < RN(7(¢), dp(X;))dp(X;), T(¢) >
=1

= ijN(T(sb),d¢(Xi),T(¢>,d¢(Xi)>
<o
Inlocuind in formula lui Weitzenbock
SAIB)? =< Ar($),7(9) > ~ldr($)

obtinem %A|T(¢)|2 < 0 si cum M este compacta, din principiul de maxim,
rezulta ca d7(¢) = 0. Integrand obtinem

0 = /M <dt(¢),dp > vy = /M < 7(¢),d*dep > v,

=~ [ @),

si deci ¢ este armonica. O
Renuntand la ipoteza M compacta si orientabila putem enunta

Propozitia 3.5 ([12]). Fie ¢ : (M,g) — (N, h) o imersie riemanniand cu
|7(¢)| = constant. Presupunem cd Riem™ < 0. Atunci ¢ este biarmonicd
daca st numai dacd ea este armonica.
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Demonstratie. Presupunem ca 75(¢) = 0. Din formula lui Weitzenbock,
cum |7(4)| = constant si Riem” < 0, rezulti ci d7(¢p) = 0. Demonstratia
se incheie folosind urmatorul rezultat

Lema 3.6. Daca ¢: (M,g) — (N, h) este o imersie riemanniand, atunci
—|7(P) =< do,dr() > .

Vom da o demonstratie directd a acestei leme. Deoarece ¢ este o imersie
riemannianna, avem

<dp(X),7(p) >=0, VX € C(TM),
si derivand obtinem
0 = <Vydp(X),7(p) >+ < dp(X),VyT(d) >
<Vdp(Y, X) +dp(Vy X),7(p) > + < dp(X),Vy1(d) >
= <Vdop(Y,X),7(¢) >+ < dop(X),dr(¢)(Y) > .

Consideram Y = X = X; si prin sumare se obtine

—|r(@) =D < dp(Xy), dr(¢)(X;) >=< dp,dr(¢) > .
=1

O

Observatia 3.7. Lema de mai sus poate fi dedusa si din urmatoarea relatie.
Fie ¢ : (M,g) — (N, h) si consideram 1-forma o cu valori reale definita
de
o(X) =< dp(X),7(¢) > .

Printr-un calcul direct se arata ca
—d*o = |7(§)|*+ < d¢, dr(¢) >
(vezi [6]). Daci ¢ este o imersie riemanniand, atunci o = 0 si obtinem relatia
dorita.
Slibind conditia Riem”™ < 0 putem formula

Teorema 3.8 ([12]). Fie ¢ : (M,g) — (N, h) o imersie riemanniand. Pre-
supunem c¢d M este compactd si orientabild, Ricci™ < 0 iar m = n — 1.
Atunci ¢ este biarmonica daca si numai daca ¢ este armonicd.

Demonstratie. Deoarece ¢ este o imersie riemanniana si m = n — 1, obtinem

trace R (g, 7(¢))d¢ = Y R (dp(X;), 7(¢)), dp(X;) = — Ricci™ (7(9)).
i=1
Teorema rezulta urmand acelasi rationament ca demonstratia Teoremei 3.4.

O

Propozitia 3.9 ([12]). Fie ¢ : (M,g) — (N,h) o imersie riemanniand cu
|7(¢)| = constant. Presupunem ci m =n — 1 gi Ricci™ < 0. Atunci ¢ este
btarmonica daca st numai daca ea este armonica.
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Propozitia 3.10 ([12]). Fie ¢: (M,g) — (N, h) o aplicatie cu proprietatea
ca exista p € M astfel incat rank ¢p(p) > 2 si |7($)| = constant. Pre-
supunem cd Riem”™ < 0. Atunci ¢ este biarmonicd dacd si numai dacd ea
este armonicd.

Demonstratie. Presupunem ca ¢ este biarmonicd. Din nou, folosind formula
lui Weitzenbock, obtinem

RN(7(¢),dp(Xi), 7($), dp(X;)) = 0, Vi=1,...,m,

unde {X;}™, este o bazd geodezica in p € M. Preupunem ca 7(¢)(p) # 0;
atunci, cum Riem” < 0, rezulta 7(¢)(p) || dop(X;), Vi, i.e. rank p(p) < 1.
Deci 7(¢)(p) = 0 si cum |7(¢)| = constant, demonstratia se incheie. O

Vom incheia acest capitol prezentind cazul subvarietitilor in R"™.
Fie M o subvarietate a lui R” si i : M — R" incluziunea canonica.
Distingem doua cazuri:

(A) M este compacta si orientabila. In acest caz M nu poate fi biarmonica,
(B) M nu este compacta si orientabila. In acest caz 7(i) = mH, unde H
este vectorul curbura medie si avem doua subcazuri:
e |H| = constant si atunci, conform Propozitiei 3.5, M este biar-
monica daca si numai daca este minimal3, i.e. H = 0,
e |H| # constant. Scriem H = H'e; + ... + H",, unde H® €
C*®(M),¥Yi =1,...,n,si cum Vxe; =0, Vi =1,...,n 51 VX €
C(TM), obtinem

(i) =0 AH =0, Vi=1,...,n.

Vom prezenta acum cateva rezultate de non-existenta a subvarietatilor
biarmonice si non-armonice in R” date de B.Y. Chen, I. Dimitric, T. Hasanis
si T. Vlachos.

Teorema 3.11 ([3]). Fie M o suprafatd in R®. Atunci ea este biarmonicd
daca $1 numai dacd este minimala.

Teorema 3.12 ([4]). Fie M o subvarietate pseudo-umbilicala in R", cu
m # 4. Atunci M este biarmonica daca gi numai dacd este minimald.

Teorema 3.13 ([9]). Fie M o hipersuprafatd in R*. Atunci ea este biar-
monica dacd si numai daca este minimald.

Teorema 3.14 ([2]). Fie M o subvarietate in R™ astfel incit M C S" L.
Atunci M nu poate fi biarmonica in R™.

Observatia 3.15. Acest rezultat arata ca este mai interesant sa cercetim
subvarietitile biarmonice in "' si nu in R™.

Observatia 3.16. Rezultatele de mai sus sugereaz:

Conjectura lui Chen Generalizata: Singurele subvarietafi biarmonice
ale unei varietiti N cu Riem™ < 0 sunt cele armonice.

Deci pentru a studia subvarietitile biarmonice si non armonice vom con-
sidera spatii ambiante de curburi sectionald pozitiva.
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CAPITOLUL VI

SUBVARIETATI BIARMONICE IN §°

1. INTRODUCERE

Dupa cum a fost sugerat in capitolul precedent, vom incepe studiul subva-
rietatilor biarmonice in spatii de curbura sectionala pozitiva. Vom alege cel
mai simplu caz, i.e. studiul subvarietitilor biarmonice in S, sfera euclidiani
3-dimensionala de raza 1, care are curbura sectionala pozitiva constanta 1.

In acest capitol vom da clasificarea tuturor subvarietitilor biarmonice gi
non-armonice ale lui S®. Ele sunt

e daca m = 1, atunci M este fie un cerc de raza LZ, fie un anumit tip
de elice sferica (Theorem 2.3);
e dacd m = 2, atunci M este o hipersfera SQ(%) C S? (Theorem 3.9).

Aceasta clasificare a fost data in lucarea Biharmonic submanifolds of
S3, International Journal of Mathematics, Vol. 12 (2001), no. 8, 867-876,
scrisa in colaborare cu R. Caddeo si S. Montaldo.

2. CURBE BIARMONICE iN S3

Fie (N3,h) o varietate riemanniani 3-dimensionald, orientabild, de cur-
buri sectionald constanta K sifiey : I — (N3, h) o curbi parametrizata prin
lungimea de arc. Consideram {7, N, B} reperul lui Frenet asociat curbei 7
si avem urmatoarele ecuatii ale lui Frenet

VT = k,N
(2.1) ViN = —k,T +7,B
VrB = —TgN
unde T' =7/, kg = |7(y)| = |V T| este curbura geodezicd, 7, este torsiunea

geodezica, iar {T', N, B} este pozitiv orientat. Folosind ecuatiile lui Frenet
scriem ecuatia Euler-Lagrange pentru bienergie:

ma(y) = V4T — R(T,k,N)T
= (=3kgkl)T + (kI — k3 — ky72 + kyK)N + (2K}, 74 + k7)) B

am folosit R(T,kqN)T = —kyKN. Rezultd ca y este biarmonica daca si
numai daca

kgk! =0
" I 3 2
ki — k3 — kg2 + koK =0
2k Ty + kygTy = 0,
46
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si deci «y este biarmonica si non-geodezica, i.e. k, # 0, daca si numai daca
kg = constant # 0

2 2 _
(2.2) kg +715 =K
Tg = constant.

In functie de semnul curburii sectionale K concluzionam

Propozitia 2.1. Fie y: I — (N3,h) o curbd parametrizatd prin lungimea

de arc, unde (N3, h) este o varietate riemanniand orientabild, 3-dimensionald,

de curbura sectionald constanta K. Avem

(A) daca K < 0, atunci vy este biarmonica dacd $i numai dacd este geo-
dezica;

(B) daca K > 0 gi vy este biarmonica si non-geodezicd, atunci ea este o
elice, i.e. ky = constant si 7y = constant, iar kg € (0, K].

Vom clasifica acum curbele biarmonice si non-geodezice in S?. Pentru
aceasta vom obtine mai intai ecuatia de caracterizare pentru astfel de curbe.

Propozitia 2.2. Fiey:I — S* C R* o curbd parametrizatd prin lungimea
de arc. Atunci ea este biarmonicd in S® dacd gi numai dacd, privitd ca o
curbd in R*, satisface ecuatia

(2.3) Y29+ (1= kp)y =0,
unde k4 este curbura geodezica a lui vy in S3.

Demonstratie. Din ecuatia lui Gauss pentru S* € R?* rezultd ci pentru orice
camp vectorial X in lungul lui 7, tangent la S?, avem

VX =X'+<T,X > 1.

Prin urmare obtinem

T(y) =VeT =+" 47, Vor(y) =" ++'+ <T,7(y) >v=7"++/,
iar
VrVrr(y) =4V + 4"+ < T,Vrr(y) >y =9V +9" — kg'y.
Inlocuind acum in ecuatia biarmonica obtinem (2.3). O

Din Propozitia 2.1 B) si din Propozitia 2.2, prin integrarea ecuatiei (2.3)
obtinem

Teorema 2.3. Fie v : I — S* C R* o curbd biarmonicd non-geodezicd
parametrizata prin lungimea de arc. Atunci ky este constanta, kg € (0,1],
st avem doud cazuri:

1.

V2’

(B) 0 < ky <1, sivy este o elice sferica; mai exact, ea este o geodezicd in

torul lui Clifford Sl(%) X Sl(%) c S3.

(A) kg =1, iy este un cerc de razd
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Demonstratie. Daca kg = 1, atunci solutia generald a ecuatiei (2.3) este
v(t) = ¢1 cos(V2t) + ¢ sin(V2t) + e3t + .

Cum |y|2 = 15i |y/|> = 1, obtinem c3 = 0, ¢1, ¢, ¢4 sunt vectori constanti si
ortogonali intre ei, iar |c1]? = |e2|? = |es|> = 1 . Deci, pana la o izometrie a
lui S3, curba ~y este datd de

() = (cos\(/\gﬁt)’ sinf/\gﬁt),dl’(b) ’
1

2 g2 1 : <
unde di + d3 = 5. Prin urmare vy este un cerc de raza 7

Daca 0 < k; < 1, solutia generala a ecuatiei (2.3) este
~v(t) = ¢1 cos(at) + co sin(at) + c3 cos(bt) + ¢4 sin(bt),
unde

o= IThy; b=I—h,

Din nou, cum |y|? = 1 si |[y'|? = 1, rezultd ci vectorii ¢;,4 = 1,...,4 sunt

ortogonali intre ei, iar |c1|? = |ea|* = |3 = |ca|? = 3. Solutia este atunci
Y (t) = (cos(at) sin(at) cos(bt) Sin(bt)>

care reprezintd o geodezica in torul lui Clifford Sl(%) X Sl(%) cSs: O

3. SUPRAFETE BIARMONICE IN S?

In aceastd sectiune vom studia suprafetele biarmonice in S*. Primele
rezultate sunt valabile gi pentru dimensiuni mai mari, aga ci vom pastra
generalitatea.

Fie M o subvarietate a lui S” de dimensiune m si fiei : M — S” in-
cluziunea canonicd. Notidm cu B forma a doua fundamentala a subvarietaii
M C S", cu A operatorul Weingarten, cu H campul vectorial curbura medie
al lui M, cu V+ conexiunea normals si cu A+ laplacianul in fibratul normal
al lui M C S".

Atunci avem

Teorema 3.1 ([9]). Aplicatia i este biarmonica daca gi numai dacd

—~AYH —trace B(-, Ag-) +mH = 0
(3.1)
2 trace AV(L.)H(‘) + 5 grad(|[H[?) = 0.

Demonstratie. Cum
trace R%" (di, 7(i))di = —m (i),
aplicatia i este biarmonica daci si numai daca

(3.2) 12(i) = trace Vdr (i) + m7(i) = m{trace VdH + mH} = 0.
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Pentru a demonstra teorema, fie {*}", un sistem de coordonate normale

in jurul unui punct arbitrar p € M. Notam e; = %, si in p avem
m m
trace VAH = Y Vg Vo H=>Y {Vi[V.H— An(e)]}
i=1 i=1
= Y {VEVEH - Agsy(ei) — Ve, Ar(er) — Blei, An(ei))}
i=1
m
= —A"H —trace B(, Ag-) — Y [AgL (i) + Ve, An(e)].
i=1 '

Mai mult, un calcul direct arata ca in p se obtine

m m

m
Z[AvgiH(ei) + Ve An(e))] = 2 ZAv-eLiH(ei) + E(GHHF)ﬂ
i=1 =1

= 2trace AV(L)H(-) + % grad(|H|?),

unde f| : T*M — TM este izomorfismul muzical care identificd, prin inter-
mediul metricii, 1-formele cu vectorii. Deci, inlocuind expresia lui trace VdH
in (3.2), rezultd ca i este biarmonica daca si numai daca

(3.3) —ALH — trace B(-, Ayr-) + mH = 2 trace AV(L)H(-) + % grad(|H|?).
Cum partea stanga a lui (3.3) este normald la M, iar partea dreapta este
tangenta la M, demonstratia se incheie. ]

Corolarul 3.2. Fie M o subvarietate a lui S cu V*H = 0. Atunci incluz-
iunea canonicd i este biarmonica daca gi numai daca mH = trace B(-, Ap-).

Daca M este o hipersuprafata, conditia (3.1) ia o forma mai simpla.

Propozitia 3.3. Fie M o hipersuprafaja a lui S™ non-minimala. Atunci
aplicatia de incluziune i este biarmonica daca $i numai daca

(3.4) { A+*H = (m— |B>)H

2A(grad(|H|)) + m|H|grad(|H|) = 0.

Demonstratie. Fie {X;}7™, C C(T'M) un camp de repere ortonormate si
n€ C(NM) cu |n| = 1. Avem H = L(trace A)n, Ay = L (trace A)A iar

1
m

trace B(-, Ag:) = (trace A) trace B(+, A-)

Sl

(trace A) ¥ B(X;, A(X;)).
i=1
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Dar

B(X;, A(X;)) = > B(X;,<B(X:,X;),n> X))
7j=1
: P

7j=1
= > |B(X:, X;)*n.
j=1

Deci trace B(-, Ay-) = = (trace A)|B|*n = |B|*H.
Printr-un calcul direct se arata ca dacd M este o hipersuprafati si H # 0,
atunci

2trace Ay, () + % grad(|H[?) = 2A(grad(|H|)) + m|H| grad(|H]).
U
Acum, fie M = S™(a) x {b} = {p = (z',..., 2™, 0),|(z")? + ... +
(zmt1)?2 =a?, a2+ 1% =1, 0 < a < 1} o hipersferd in S, Atunci avem
Propozitia 3.4. M = S™(a) x {b} este o subvarietate biarmonicd a lui
S™ ! dacd si numai dacd a = %, iar b = :I:%.
Demonstratie. Multimea sectiunilor in fibratul tangent al lui M este

C(TM) ={X = (X',...,X™" 0) e R™" 2|z X' + ... + 27T X" = 0.

Consideram ¢ = (z!,... 2™ —%). Atunci ¢ satisface
2 o a 2
<X >=0, <&p>=0, [{°=a +§:c , ¢ >0,

si deci € este o sectiune in fibratul normal NM al lui M in S™*!. Daci
notam n = %f avem

Sm+1

V¥ n = Vxn—A(X)
1 _om 1 m
= VRTE= VR <6 X > )

1 m+2 1 1 a
— EV]FXI,.“,XW+170)($ gooe s ’xm‘i‘ ’_?)
1
= —-X.
c
Aceasta implicd A = —%I si V7 = 0. Campul vectorial curburi medie este
1 1
H = —(trace A)np = ——n,
m c
si prin urmare
1
Ap=A_, = —=1I.

U c2
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Folosind acum Corolarul 3.2 obtinem ca M este biarmonica daca si numai

daci ¢® =1, i.e. dacd si numai dacd a = =, jar b= +-L. O
’ s \/i? \/5

Ne intoarcem acum la cazul suprafetelor in S®. Din ultima propozitie

vedem cd M = SQ(%) X {:l:%} este o subvarietate biarmonica si non-

armonicd a lui S®. Vom ariita ci, de fapt, ea reprezinti unicul tip de astfel
de subvarietate.

In cazul curbelor in S* am viazut ci curbele biarmonice si non-geodezice
au curbura geodezica constantd. Urmatoare teorema arata ca acest rezultat
ramane adevarat si pentru curbura medie a suprafetelor biarmonice i non-
armonice in S°.

Teorema 3.5. Fie M o suprafatd in S®. Atunci M este biarmonicd si non-
armonica dacd si numai daca |H| este constant si |B|? = 2.

Demonstratie. Vom urmari indeaproape demonstratia datd de B.Y. Chen,
in [3], pentru suprafete biarmonice in R3.

Presupunem c& M este biarmonica si non-armonica. Fie {X;,X>} un
camp local de repere ortonormate i fie n un cadmp vectorial local, normal
i unitar. Presupunem cid H = fn, unde f € C°(M) gi f > 0. In aceste
conditii (3.4) devine

(3.5) Af=(2-14P)f,

(3.6) A(grad f) + fgrad f = 0.

Fie U = {p € M|(grad f?)(p) # 0}. Vom arata ca U = 0.
Presupunem ci U # 0 si fie X7 = ‘—g%. Avem

(3.7) Xof =0, grad f = (X1f)Xq,

iar a doua forma fundamentald B a lui M este data de

(3.8) B(Xy,X1)=—fn, B(X1,X3) =0, B(Xg,X3)=23fn,

deci

(3.9) |A|? = 10£2.

Cum S? are curbura sectionali constant3 si M este o hipersuprafati, ecuatiile
lui Codazzi dau

(3.10) Xof = —4fwl(X1), 3X1f = —4fwi(Xa),

unde {w',w?} sunt 1-formele duale lui {X;, X5}, iar w{ sunt 1-formele de

conexiune date de VX; = w/X;. Acum, (3.7) si (3.10) implicd wj(X1) =0
si dw' = 0. Deci Xof = 0 si vom demonstra ci si X;f = 0, i.e. f este
constanta de a lungul curbelor integrale ale lui X;. Desigur, aceasta va
implica ca f este constantd. Consideram deci o curba integrala arbitrara a
lui X si vom nota cu f’ si f” prima si a doua derivata a lui f in lungul
acestei curbe. Prin urmare, a doua formuld a lui (3.10) implica

(3.11) 4fw? = =3f'w?.
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Din nou, (3.7) si (3.10) dau

(3.12) AfAf =3(f')2 —aff",

si, din (3.5) si (3.9), obtinem

(3.13) Af " =3(f)2 +8f2 —40ft = 0.
Daci notam (f')? =y, conditia (3.13) da

(3.14) 2fill—jf — 3y =40f* - 8%,

care implica
(3.15) (f)2 =8f" —8f2+Cf3,

unde C' este o constanta.
Pe de alta parte, ecuatia lui Gauss

K=1+detA
da
K=1-3f?

(3.16) { dw? = —Kw' A w?
unde K este curbura gaussiana a lui M. Din (3.8), (3.11) si (3.16), obtinem

16
(3.7) AFS" = T(F)? + 1651~ 2 =0,
Dar (3.13) si (3.17) implica

1

(3.18) (f =1apt - 2

In sfarsit, conditiile (3.15) gi (3.18) implica ca f trebuie s satisfacd o ecuatie
polinomiald cu coeficienti constanti, deci f este constanta.
Prin urmare M are curbura medie constanti si |A|? = |B|? = 2.
Reciproca este imediata. ]

Pentru a obtine clasificarea suprafetelor biarmonice si non-armonice in S?
avem nevoie de urmatorul rezultat

Teorema 3.6. Fie M o suprafatd in S® de curburd medie constantd si cu
|B|? =2. Avem

a) daca M nu este compactd, atunci ea este a subvarietate deschisa a

hipersferei SQ(%) sau a torului SI(%) X SI(%).
b) daca M este compacta si orientabila, atunci ea este fie SZ(%), fie
() < 8' (%)
Demonstratie. Din conditiile |H| = constant si |B| = 2 rezulta ca valorile
proprii ale operatorului Weingarten al lui M C S? sunt fie A\; = Xy = %1,
fie Ay = —Xg = £1. Primul caz este satisficut de SZ(%), iar cel de al

doilea este satisficut de Sl(%) X Sl(\%). Folosind teorema fundamentala
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a lui Bonnet pentru suprafete in spatii de curbura sectionald constanta (de
exemplu vezi [5]), demonstratia se incheie. O

Observatia 3.7. Se observa ca in cazul A\{ = Ay = £1 rezulta cd M este
pseudo-umbilicald si de curbura medie constanta 1, ceea ce, conform unui
rezultat al lui B.Y. Chen si K. Yano ([4]), va implica M = SQ(%). In cazul

A1 = —Ag = *1 rezultd cad M este armonica.

Observatia 3.8. Folosind o metoda diferitd, Teorema 3.6 a fost de aseme-
nea demonstratd de Z.H. Hou in [6].

Cum torul lui Clifford S'(2=) xS* (%) este armonic in S3, din Teorema 3.5

V2

si Teorema 3.6, putem enunta
Teorema 3.9. Fie M o suprafatd biarmonicd si non-armonicd a lui S3.
a) Daca M nu este compacta, atunci ea este o subvarietate deschisa a lui

%) C §*.

b) Dacd M este compactd si orientabild, atunci M = S?(=-).

S
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CAPITOLUL VII

SUBVARIETATI BIARMONICE IN §”

1. INTRODUCERE

In prima parte a acestui capitol vom da un rezultat de non-existenta a
subvarietitilor biarmonice si non-armonice in N3(—1), varietate de dimen-
siune 3 gi de curburd sectionala constantd —1 (Teorema 2.6).

Apoi vom continua cu studiul subvarietatilor biarmonice si non-armonice
in S”, unde n > 3. In acest caz, familia acestor subvarietati este mult mai
largs, decat in cazul precedent, S>. Vom demonstra ci orice subvarietate
minimald in Sn_l(%) C S™ este o subvarietate biarmonica si non-armonica

in S" (Theorem 3.5). Deci, folosind subvarietati minimale cunoscute, putem
obtine o clasd larga de subvarietati biarmonice gi non-armonice in S”. In
particular, ca o consecintid a unui cunoscut rezultat al lui Lawson ([11]),
rezultd ci existi in S* suprafete orientabile biarmonice si non-armonice, de
orice gen. Pe de alti parte, scufundarea minimald Veronese a lui P?(R) in
S* induce in S® o suprafatii non-orientabili biarmonici si non-minimali.

Vom da o teoremé de clasificare a subvarietatilor biarmonice in S” ce au
curbura medie constanta.

De asemeni vom scrie si rezolva ecuatia biarmonicé pentru curbe in S”.

Toate aceste rezultate sunt cuprinse in articolul Biharmonic submani-
folds in spheres, acceptat spre publicare in Israel Journal of Mathematics,
scris in colaborare cu R. Caddeo si S. Montaldo.

2. TEOREME DE NON-EXISTENTA

Vom incepe cu prezentarea unor rezultate privind non-existenta subva-
rietatilor biarmonice gi non-armonice in spatii de curbura sectionala con-
stanta negativa —1.

Fie deci N(—1) o varietate de curbura sectionald constantda —1, M o
subvarietate a sa, gi fie i: M — N(—1) incluziunea canonici. Atunci avem

Teorema 2.1. Aplicatia de incluziune i : M — N(—1) este biarmonica
daca $1 numai daca

—~A+H —trace B(-,Ag-) —mH = 0

(2.1)
2traceAv(L_)H(-)+%grad(|H|2) = 0.

Demonstrafie. Demonstratia este analoaga celei de la Teorema 3.1, capitolul
precedent. O
54
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In Capitolul 5 am demonstrat ca dacd ¢ : (M,g) — (N, h) este o imersie
riemanniana cu |7(¢)| = constant, iar Riem" < 0, atunci ¢ este biarmonica
daca si numai daca este minimala. Vom redemonstra acest rezultat, pentru
situatia de acum.

Teorema 2.2. Fie M o subvarietate a lui N(—1) de curburda medie con-
stantda. Atunci ea este biarmonicd daca si numai dacd este minimald.

Demonstrafie. Presupunem ca M este biarmonica si rezulta

ALH = —mH — trace B(-, Ag-),

de unde
<A'H,H> = —m|HP’- < trace B(-, Ay-), H >
1
= —m|H]’- < EZ(traCe Aa)B(Xi, Aa(Xi)), H >
i,
9 1
= —m|H[*- < Z — (trace An) < 1o, B(X;, X;) > B(X;,X;),H >
iga"
= —m|H]” =) (< H,B(X;, X;) >)*.
i7j
Sau
<A*H,H> = —m|H|? - Z < B(X;, Ap(X;)), H >
i

= —m|HP =) < Ap(X,), Ap(X;) >

= —m|H[* —|An|*.
Deci, daca M este biarmonica si de curbura medie constanta, din formula
lui Weitzenbock .
5A|H|2 =< ATH,H > —|V+H|?
rezulta H = 0.
O

Vom considera acum subvarietatile pseudo-umbilicale, i.e. acele subva-
rietati ce satisfac Ay = |[H|?T. Avem

Teorema 2.3. Fie M o subvarietate a lui N(—1), m-dimensionald, pseudo-
umbilicald st cu m # 4. Atunci ea este biarmonicd daca i numai dacd este
minimald.

Demonstragie. Fie {z'}™, un sistem de coordonate normale in jurul unui

punct arbitrar p € M, si fie {e;}]”; campurile vectoriale de coordonate
corespunzatoare. In p avem

_ AL 2
tra..ceAv(L.)H( ) — ;veZAH(el) 2 gra‘d(|H| )



56 SUBVARIETATI BIARMONICE IN s»

Cum M este pseudo-umbilicala, primul termen din partea dreapta a ecuatiei
de mai sus devine

Y Vednle) = Y Ve, (HPPe:) =D eilHe;

2

= grad(|H ),
si deci
m
(2.2) trace AV(%)H(') =(1- 5) grad(|H|?).

Presupunem ci M este biarmonicd. Substituind (2.2) in a doua ecuatie a
lui (2.1) rezulta

(4 — m) grad(|H ) = 0,
si prin urmare, pentru m # 4, curbura medie |H| este constanta. Folosind
acum Teorema 2.2 demonstratia se incheie. ]

In particular avem

Corolarul 2.4. Fie v : I — N(—1) o curba parametrizata prin lungimea
de arc. Atunci vy este biarmonica dacd $i numai dacd este armonicd.

In [4], B.Y. Chen and S. Ishikawa au demonstrat ca orice suprafati biar-
monici in spatiul euclidean 3-dimensional R? este minimals. Urmitoarea
teoremi aratii ci acest rezultat rimane adevirat si dacii substituim R? cu

N3(-1).

Teorema 2.5. Fie M o suprafatd a lui N3(—1). Atunci M este biarmonicd
daca $i numai daca este minimala.

Demonstratie. Presupunem ca M este biarmonica si non-minimala. La fel
ca la Teorema 3.5, capitolul precedent, se demonstreaza ca M are curbura
medie constanta, ceea ce conduce la o contradictie. O

Din Teorema 2.5 si Corolarul 2.4 obtinem

Teorema 2.6. Fie M o subvarietate a lui N3>(—1). Atunci M este biar-
monica dacd st numai daca eq este armonica.

3. SUBVARIETATI BIARMONICE IN S"

Urmatorul exemplu netrivial de subvarietate biarmonica a lui S™ a fost dat
de G.Y. Jiang in primele sale doud lucrari de teoria aplicatiilor biarmonice.

Exemplul 3.1 ([8, 9]). Fie m;, my doud numere intregi strict pozitive cu
m = mq + mo si fie r1, ro doud numere reale strict pozitive cu 7’% + r% = 1.
Avem doud cazuri:
1. my # mo si atunci S™ (r1) x S"2(ry) este o subvarietate biarmonica gi
non-minimald a lui S™*! daci si numai daci r; =ry = %;
2. m1 = mo = ¢ §i atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
e S%(ry) x S9(ry) este o subvarietate biarmonics a lui S,
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e S%(ry) x S9(ry) este o subvarietate minimals a lui S?T!,
1

® 7' =T = ﬁ
Notam ca in cazul m = 2, asa cum am vazut in capitolul precedent,
singurele suprafete biarmonice §i non-armonice sunt SQ(L).

V2

Reamintim urmatorul exemplu dat in capitolul anterior.

Exemplul 3.2. Fie M = S™(a) x {b} = {p = (z',..., 2™, b),|(z")? +

A (@E™)2 =62, a2+ 0% =1, 0 < a < 1} o hipersfera a lui S, Atunci
M = S™(a) x {b} este o subvarietate biarmonic si non-minimals a lui S™*!
daca si numai daca a = % iar b= :I:LZ.

7

Notam ca Sml(%) X sz(%), my # meo nu este o subvarietate pseudo-

umbilicald a lui S™*!, in timp ce S™(a) x {b} este pseudo-umbilical.

In aceasta sectiune vom da doud metode de a construi noi exemple de
subvarietati biarmonice gi non-minimale in S”. Vom incepe reamintind
urmatorul rezultat

Teorema 3.3 ([12]). Fie M o subvarietate a lui S" si fiei : M — S"
incluziunea canonica. Atunci aplicatia i este biarmonica dacd si numai dacd

~ATH —trace B(-, Ag-) + mH = 0

(3.1)
2traceAv(L_)H(-)+%grad(|H|2) = 0.

Din Teorema 3.3, care este analoaga cu Teorema 2.1, rezulta ca o subva-
rietate a lui S™ care are campul vectorial curburd medie paralel si de norma,
1 este biarmonica. Notam faptul ca o astfel de subvarietate este armonica
intr-o hipersfera a lui S”, aga cum aratd urmatorul rezultat

Teorema 3.4. Fie M o subvarietate pseudo-umbilicald a lui S™ avind campul
vectorial curburd medie paralel si de norma 1. Atunci

1. M este biarmonica in S™;

2. M este o subvarietate minimald in hipersfera S™1( 12) c S".

Sl

Demonstratie. Vom folosi o idee a lui B.Y. Chen si K. Yano (vezi [5]). Notam
cu H campul vectorial curbura medie al lui M in R™!. Pentru orice p € M
avem H(p) = H(p) — p, iar pentru orice camp vectorial X tangent la M
avem
ntl ~ ~ | ~
Vi H = VxH-Az(X)
= (VXH-<X,H>p) -V p
= V%H - Ap(X) - X.

Deci, folosind ipoteza, rezulta

VIH=V'*H=0 s A

= =2L
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Consideram acum aplicatia U € C°(M;R"*") dati de ¥(p) = p + %ITNI(p)
Avem
RH!

Rn+1 Rn+1

X(0) =VEN o =vE 4 v H=0,
deci W este un vector constant.
Deoarece
2 Lli=o 1
p— P = JIHP =2,
2
rezultd M C S" (¥ \/—) Cum |¥| = \}—, fara a pierde generalitatea, putem
presupune ca ¥ = (0,...,0, 12) € R"; deci M C S™(¥ \/—) Nns* =
n—1
57 1(L) x {4}

In ﬁnal cum pentru orice p € M, vectorul (p — W) este paralel cu
H(p), rezultd cd M este armonica in S" (¥ \/—) si deci, este armonicd in

(L) x {2). O

Teorema anterioara ne sugereaza sa cautam subvarietatile biarmonice

§i non-armonice printre subvarietatile armonice in hipersfere. Intr-adevir,
avem

Teorema 3.5. Fie M o subvarietate armonicd a lui S"(a) x {b}, unde a®+

> =1,0 < a < 1. Atunci M este o subvarietate biarmonicd si non-
armonicd a lui S"' dacd si numai dacd a = % st b= :\:%.

Demonstratie. Inraport cu produsul scalar euclidean <, > pe R"™2, multimea
sectiunilor in fibratul tangent al lui S"(a) x {b} este

{X = (XY, X" 0) e RV X 4. 4 "X = o).

1 n+1

Fie acum ¢ = (z!,... 2 ,—%) sip=(z',..., 2", b). Atunci avem

o
<EX >=0, <&p>=0, [¢(P=a +§:c2, ¢ >0,
si deci ¢ este o sectiune in fibratul normal al lui S"(a) x {b} in S"™!. Notim
n= %f si avem

vty = Vin- A(X)
1 n+1 n—+2
= -Vx 6——{V]R £+ <& X >p}
1 n+2 1 1 a2
= Ev]? XTH’I 0)( ,..,’xn+ ,_?)
1

= -X.
c

Aceasta implica A = ——I si V4ing =0.
Notdm i : M — S”(a) x {b} si iy : S"(a) x {b} — S"™! aplicatiile de
incluziune. Fie {X;}/”, o bazi geodezma intr-un punct arbitrar p € M. In
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p avem

m

1
r(izod) = Vi (Xi, X)) = Y —— < Xi, Xi > = —%n £0,

i=1 i
si

7(iz0i) = —Ar(igoi)+mr(ipoi)

m m2

_ VSTL%IVSnfl _m o m
Z X; X; ( 077) c n

)
2

m n m
= -7 > VT Ve — AX))] - 7

m ntl m
i
2
m* 1
= —(—= -1
c(c2 n

Deci i1 oi nu poate fi armonic, si este biarmonici daci si numai daci a = =
p )8 $ 7
ih =+ L
sib= iﬁ' ]
Observatia 3.6. Notiam ci dacid M este armonici in S?(-L), atunci ea este
V27
pseudo-umbilicald in S**1; in plus, V47 (iy o i) = 0 si |7(iy 0 1)| = m.
Cum proiectia radiala
S*" = S"r) z—rz, r>0,

este o omotetie, o subvarietate minimala in S™ dupa compunerea cu proiectia
radiald devine o subvarietate minimala in S”(%) Deci, combindnd Teo-
rema 3.5 cu un rezultat binecunoscut al lui H.B. Lawson, care afirma ca

existd suprafete orientabile, inchise, scufundate minimal in S®, de orice gen
(vezi [11]), obtinem

Teorema 3.7. Ezista suprafete orientabile, inchise, scufundate biarmonic

st non-minimal in S*, de orice gen.

Aceasta teorema aratd existenta unei largi clase de suprafete biarmonice
in S*, spre deosebire de cazul S?.

Exemplul 3.8. Pentru a obtine un exemplu non-orientabil consideram suprafata
Veronese in S*. Aplicatia ¢ : R* — R® dats de

1 2 3 _ Lx2$3 ixlxi% LIL‘IZBQ
¢($ L, T ) - (\/6 ’ 6 ’\/6 ’
1 $12_$22 1 IL‘12 $22_ IL‘32

—2\/6(( )" = ( )),—6\/5(( )"+ (27)7 = 2(27)7),

defineste o scufundare biarmonici si non-minimald a lui P?(R) in S°.

Sl
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O intrebare naturala este daca s-ar putea obtine subvarietati biarmon-
ice in S"*! pornind de la subvarietiti non-minimale in S”(T) x {£ f}
Rezultatul de mai jos raspunde la aceasta intrebare

Teorema 3.9. Presupunem ca M este o subvarietate in S”( 5) ¥ {if}
Atuncz M este biarmonicd in S"T' dacd si numai dacd este armonicd in
s1(L) x {£1}.

Demonstratie. Dacd M C S™(a) x {b}, avem T(il oi) =7(i) — Zn #0si
.. 1 m?

(32)  m(izod) =n(l) +m(l——)7(i) + - {|T()| (@ =Dn.

Daci a = T sib= :l:\}— ecuatia (3.2) se reduce la

7o(iz 0 i) = 1a(i) — mr (i) + |7 (1)*n,
ceea ce incheie demonstratia. O

Acelasi rationament ca la Teorema 3.5 conduce la

Propozitia 3.10. Fie M o subvarietate armonica o lui S™ (r1), cu 0 <
m < ny, sau M = S" (1), si fieb € S™*(rs), unde r?+r3 = 1 jarn = ni+ns.
Atunci M x {b} este armonica in S"'(r1) x S"*(rq), i este biarmonica i
non-armonicd in S* dacd st numai dacad 71 =19 = %

Observatia 3.11. Fie M o subvarietate armonici a lui S”l(%), cu 0 <
m < ni, sau M = Sm(\/—) sifiebe Sm(\/—) n = ny + ng, Atunci M x {b}
este armonica in S (A, \/—) C S"! unde A = (0,b) € R"*2, jar S"(A,
{z eR"™2| <2 — A, A >=0}.

1)

Putem da acum un citeriu de clasificare pentru subvarietitile biarmonice
in S" ce au curbura medie constanti.

Teorema 3.12. Fie M o subvarietate a lui S” cu |H| = constant. Avem
e daca |H| > 1, atunci M nu poate fi biarmonica;
e daca |H| = 1, atunci M este biarmonicd daca gi numai daca M este
pseudo-umbilicald si V+H = 0, i.e. M este minimald in hipersfera
S*H () C S
In particular, daca M este o hipersuprafatd a lui S™ cu |H| =1, atunci M
este biarmonicd dacd si numai dacd M = S" 1 ().

V2

Demonstratie. Fie M o subvarietate biarmonica a lui S®. Am vazut anterior
ca aceasta implica

< AtH H >=m|H|? — |Ag]?,
iar din formula lui Weitzenbock, cum |H| = constant, obtinem

(3.3) m|H|? = |Ay|? + VT H|?
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Fie {X;} o baza ortonormata astfel incat Ag(X;) = A\;X;. Rezulta
>\i =< AH(XZ),Xl >=< B(Xi,Xi),H >,

S xi=mlHP, |Au? =) ()

Prin urmare, inlociund in (3.3) obtinem
doAi=) () +|VEHP.
i i

Mai departe avem

34) D A=> (N +|VH>

i

2

si deci
m|H|? > m|H|* +|VtH.

Prin urmare, daca |H| > 1 atunci ultima inegalitate conduce la o contradictie.

Dacs |H| = 1, atunci ultima inegalitate implici V*H = 0 si inlocuind
in (3.4) obtinem egalitate, ceea ce implicd A\; = ... = Ay, i.e. M este
pseudo-umbilicala. O

Observatia 3.13. Un rezultat asemanator a fost dat in [12].

Toate subvarietatile construite anterior sunt pseudo-umbilicale. Dorim
acum s construim subvarietiati biarmonice in S” care nu sunt de acest tip.

Pentru aceasta, fie ni, ns doud numere intregi strict pozitive astfel incat
n = ny + no, si fie r1, ro doud numere reale strict pozitive astfel incat
r? + 73 = 1. Fie M; o subvarietate minimali a lui S"'(r;) de dimensiune
my, cu 0 < my < ny, gi fie My o subvarietate minimala a lui S™?(ry) de
dimensiune mg, cu 0 < mg < n9. Atunci avem

Teorema 3.14. Varietatea My x My este o subvarietate biarmonica i non-
armonicd a lui ™ dacd st numai daca 1 =1ro = % iar my # meo.

Demonstratie. Demonstratia este asemanatoare celei de la Teorema 3.5. [
Observatia 3.15. Daci r1 = ry = % si m1 # me, atunci |7(j)| = |ma —
mi| < mq + mg, unde j : My x My — S™*! este incluziunea canonici.

Observatia 3.16. Cand r = rp =

pseudo-umbilical in ™.

% si my # mo, My x My nu este

In finalul acestei sectiuni, la fel ca in Teorema 3.9, dam

Teorema 3.17. Fie ni, ny doud numere intregi pozitive astfel incat n =

ny + no. Fie My o subvarietate a lui Sm(%) de dimensiune my, cu 0 <
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5) de dimensiune ma, cu
Sn—i—l

my < ny, si fie My o subvarietate a lui S™*(

34

0 < mg < ng. Atunci My x My este biarmonicd daca $i numai daca

T(i1) + (mg —m1)7(i1) =0
TQ(iz) + (m1 m2) (12) = 0
|7(i1)] = |7(i2)],

unde iy : My — S™( st iy : Moy — S"Q(ﬁ) sunt incluziunile canonice.

\/2)
Desigur, daca M; este armonica in S”l(%), atunci M; x M este biar-

monici in S"! daci si numai daci M, este armonica in S™ (%)

4. CURBE BIARMONICE IN S"

In aceastd ultima sectiune vom studia curbele biarmonice in S”. Pentru a
obtine ecuatia curbelor biarmonice vom demonstra urmatorul rezultat mai
general

Propozitia 4.1. Fie ¢: (M,g) — S" o imersie riemnniand si fie p =1io ¢,
unde i: S™ — R este incluziunea canonicd. Atunci avem

(4.1) 72(9) = 12(p) + 2m7 () + {2m” — |7(0)|*}p.

Demonstratie. Consideram un sistem de coordonate normale intr-un punct
arbitrar p € M. In p avem

(4.2) () = Z Viaoten VisenT™(#) +mr(8).

Cum 7(¢) = 7(¢) — myp, obtinem
VisenT(®) = Vi,

Rn+l

= Vdc,a(ez) (¢) an

e T(®) — B(dg(e:), 7(¢))

do(en) (T(P) +ma),

si deci, in p, avem
va e VisenT(®) = Z{VS;: Voen (T(9) +ma) — B(dd(e;), Vigen ()}
= 7(p) +mt(p) + Z < dqb(ei),Vi;(ei)T(qb) > .
Dar
D <ddlei) VigeyT(9) > = —Ir(@)* = ~I7(p) + mepl”

= —|r(p)]> +m’.
Prin urmare

ZV de(e )quﬁ(ez) 7(¢) = 12(p) + m7(p) + (_|7-((10)|2 + m2)<p,
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Inlocuim acum expresia lui ), Vi’;(ei)V%(ei)T(qb) in (4.2) si obtinem (4.15

In cazul particular caind M este o curba, i.e. m = 1, ecuatia biarmonica
data de anularea lui (4.1) reprezinta ecuatia ciutata.

Corolarul 4.2. Fiey: I — S" C R"! o curbd parametrizatd prin lungimea
de arc. Atunci vy este biarmonica in S™ dacd $i numai daca

(4.3) Y+ 2"+ (1= k)y =0,
unde kg = |V§7'y'| este curbura geodezica a lui vy in S™.

Observatia 4.3. Ecuatia (4.3) poate fi obtinuta direct, analog ca in cazul
S3.

Vom demonstra acum cad curbura geodezica a unei curbe biarmonice este
constanta i atunci ecuatia (4.3) va putea fi integrata.

Propozitia 4.4. Fie v : I — S" o curba biarmonica non-geodezica para-
metrizata prin lungimea de arc. Atunci kg este constanta s1 0 < kg < 1.

Demonstratie. Din a doua ecuatie a lui (3.1) obtinem ca k, este constanta.

Pentru a demonstra ci 0 < k, < 1, fie T =+ si 7(y) = V5T = k,N.
Avem |T| = 1 si < N,T >= 0. De asemeni, fie V5. N = fT + W, unde
W este un cadmp vectorial in lungul lui v astfel incat < W, T >= 0, iar
f € C®(I). Rezulta ca f = —k,. In continuare, din

V%RT('Y) = _kST + kg W,

rezulta ca A.(,)(T) = k;T, unde A este operatorul Weingarten, si V&7 (y) =
k,W. Cum 7y este biarmonica, rezulta

ALT(’}/) = 7—(’7) - B(Ta AT('y) (T)) = kg(l - k?))N

Acum, din formula lui Weitzenbock
1
§ALIT(W)I2 =< At7(y),7(v) > Vi ()P,

obtinem 1 — kg = |W|?, iar aceasta incheie demonstratia. O

Observatia 4.5. Propozitia anterioard admite si o demonstatie directi, ca
in cazul S3, folosind reperul Frenet generalizat.

Astfel, fie v : I — N(K) o curba parametrizatd prin lungimea de arc,
unde N este o varietate riemanniana de curbura sectionalad constanta K.
Consideram pentru 7 reperul lui Frenet generalizat {Ni}?z_ol, unde Ng =T,
N; = N si ecuatiile lui Frenet generalizate

VrN; = =kiNi—1 + kit1Nit1, i =0,...,n—1,
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unde kgyN_1 = k,N,, = 0, iar k1 = k,. Prin calcul direct se obtine ca - este
biarmonica daca si numai daca

koK, =

K kK — kyk2 =0
2k ko + Kbk =0

k1koks = 0.

Prin urmare putem formula

(A) daca K < 0, atunci vy este biarmonica dacd i numai este geodezica

(vezi Corolarul 2.4),

(B) daca K > 0, iar -y este biarmonica si non-geodezica, atunci ky = kg =

constant i 0 < k; < K.

Integrand acum (4.3) concluziondm

Propozitia 4.6. Fie v : I — S" C R"™ o curbd parametrizatd prin
lungimea de arc si de curbura geodezica ky. Avem

1. daca ky =1, atunci cercul

[1]

Y(t) = cos(V2t)ey + sin(V2t)cy + ¢4

este o curba biarmonica si non-geodezica, unde c1, c2, cq4 sunt vectori
constanti, ortogonali intre ei, iar |c1|? = |c2|? = |ca|? = 3;
daca 0 < k4 < 1, atunci

v(t) = cos(at)cy + sin(at)ca + cos(bt)cs + sin(bt)cy

este o curba biarmonica si non-geodezica, unde ci, c2, c3, cq4 Sunt vec—

tori constan;z ortogonali intre ei, iar |cl|2 |co|? = Jesf? = |ea]? = 1,
sia+b2=2,a% £b% In acest caz k; =1-a%? € (0,1).
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CAPITOLUL VIII

SUBVARIETATI BIARMONICE IN GRUPUL HEISENBERG

1. INTRODUCERE

In capitolele precedente am studiat subvarietdtile biarmonice in S", n >
3, si in N(—1), spatii de curbura sectionald constantd pozitiva, respectiv
negativd. Acum este natural si studiem subvarietitile biarmonice ale unei
varietati N ce nu are curbura sectionala constanta. Desigur, in acest caz
va spori complexitatea calculelor, anumite formule ne mai avand o forma
simpla.

Am ales ca varietate N grupul Heisenberg Hs. Am facut aceasta alegere
deoarece Hs are multe proprietati interesante. Grupul izometriilor sale are
dimensiunea 4, maximum posibil pentru o varietate 3-dimensionala si de
curbura sectionala non-constanta, ceea ce ne da speranta ca ecuatia biar-
monicd va putea fi prelucratd. De asemeni, H3 a fost preferat si de alti
matematicieni pentru a studia cum se comportd anumite rezultate atunci
cand curbura sectionald nu mai este constanta (de exemplu vezi [5]).

In prima parte vom studia curbele biarmonice in Hj3 gi vom obtine o
familie de elici biarmonice gi non-geodezice (Teorema 3.2). Acest rezultat
este aseminitor cu cel obtinut pentru curbele biarmonice in S3.

In partea a doua vom studia suprafetele biarmonice in H3. Vom da o
teoremd de non-existentd a suprafetelor biarmonice gi non-minimale (Teo-
rema 4.11). Acest rezultat este adevarat pentru o clasi largd de suprafete
si este aseminitor cu cel obtinut pentru suprafetele biarmonice in R? sau in
N3(—1).

Rezultatele din acest capitol sunt cuprinse in lucrarea On biharmonic
submanifolds of the Heisenberg group, de R. Caddeo, C. Oniciuc si
P. Piu, preprint.

2. STRUCTURA RIEMANNIANNA A LUI Hj3

Fie H; = (R3, g) grupul Heisenberg inzestrat cu metrica riemannianns g
data de

(2.1) g = dz? + dy* + (dz + %d:z: - gdy)Q.
Metrica g este invarianta in raport cu translatiile la stanga si cu rotatiile in

jurul axei Oz.
Produsul pe Hj este dat de

o~ ~ ~ ~ ~ 1. 1.
(xayag)(xayaz) = (w+x,y+y,z+z+§xy— §y$)
66
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Vom folosi campul de repere ortonormate global definit, dat de
0\ = de, 0°=dy, 0°=dz+ gdw - ;dy,

si cAmpul corespunzator de repere duale

o 1 0 o 1 0 0
€3 — —.

T Yo T a2V 0z

Conexiunea Levi-Civita a metricii g este data de

_ _ 1 _ 1
Velel - 03 veleQ - §€3a Vele?) - _5623
1 1
(2.2) Ve,e1 = —3e3, Ve,ea =0, Ve =je,
Veser = —3€3, Veer = 5e1, Vezez3 =0
e3€1 = 2623 e3€2 = 2613 e3€3 = U.

De asemeni, crogetele cAmpurilor eq, es si e3 sunt date de
[e1,e2] = e3, [es,e1] = [e2,e3] = 0.
Reamintim acum conventia de semn pentru cAmpul tensorului de curbura
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ —VxyZ,

iar campul tensorului Riemann-Christoffel si cAmpul tensorului Ricci sunt
date de

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)W, Z), Ricci(X,Y) = (trace Z — R(Z, X)Y),

unde X, Y, Z, W sunt campuri vectoriale pe R?. In aceast capitol vom folosi
notatiile din lucrdrile [4] si [5], si anume

Rope = R(eqsep)ec, Rapea = R(eq, e, €c,eq), Riccigy = Ricci(eq, €p),

unde indicii a, b, ¢, d iau valorile 1,2, 3. Componentele nenule ale cAmpurilor
tensoriale de curbura, Riemann-Christoffel si Ricci sunt, respectiv

Rig = 262’ Rz = _%6:% Ri9s = —%el, Ra3o = —%63”
(2.3)
Rizs = teir, Ross = 1eo,
3 1
(2'4) R1212 - _Z, R1313 = R2323 = Z’

1 1
(25) RiCCiH = RiCCi22 = —5, RiCCigg = 5
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3. ELICI BIARMONICE IN Hj

Fie v : I — Hj3 o curba parametrizata prin lungimea de arc. Consideram
campul de baze ortonormate {T, N, B} in Hj definit in lungul lui v, unde
T = v este cAmpul vectorial unitar tangent la v, N este campul vector-
ial unitar normal, de aceeasi directie cu V7T, iar B este ales astfel incat
{T, N, B} sa fie o baza ortonormati pozitiv orientata. Avem ecuatiile lui
Frenet

VT = kqN
(3.1) VoeN = —k,T —714B
VrB = 4N
unde k, = |7(y)| = |V7T| este curbura geodezica a lui v, iar 74 este torsiunea

ei geodezica. Folosind ecuatiile lui Frenet (3.1) si expresia tensorului de
curburd (2.3) obtinem ecuatia biarmonica a lui :

m9(y) = V3T — R(T,k,N)T
k
= (=Bkyky)T + (ky — kg — g7y + - = kyB5)N
+(—2I€Ig7'g — kgT; + k'gNng)B
= 0’
unde N = Njey + Noes + Nses, iar B = Biey + Boes + Bses. Putem deci
formula

Teorema 3.1. Fiey: I — Hs o curba parametrizata prin lungimea de arc.
Atunci vy este o curba biarmonicd §i non-geodezicd dacd gt numai dacd
kg = constant # 0
2 2_1_pRp2
(32) kg + Tg =7z D3
Té = Nng
Notam ca daca 7y este biarmonica si N3 = 0 atunci y este o elice in Hs, i.e.
kg = constant si 7, = constant; in plus rezulta ca si B3 = constant. Aceasta
observatie ne sugereaza ca pentru a gasi exemple de curbe biarmonice si non-

armonice este indicat sa cautam printre elicile din Hs.
Pentru aceasta vom considera familia de elici din R?

v(s) = (r cos(as),r sin(as), c(as)),
unde 7 > 0, ¢ # 0, a # 0. Campul vectorial unitar tangent la v este
T(s) =v'(s) = —rasin(as)e; + racos(as)ey + Aaes,

r?. Din conditia |y/(s)| = 1 rezultd & = r? + A%. Folosind

undeA:c—%

(2.2) obtinem
VT = a®r(A — 1) cos(as)e; + a’r(A — 1) sin(as)es.
Presupunem acum ca A > 1. Rezulta

ky = a’r(A—1), N =cos(as)e; + sin(as)es.
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Sa notam ca N3 = 0. Mai departe obtinem

2
VN +k, T = %(AQ — 24 —r?){aAsin(as)er — aAcos(as)es + raes }
= —714B,
unde
2
Ty = %(AQ —24—7r%), B=TxN = —aAsin(as)e; + aA cos(as)es — raes.

Prin urmare elicile v din R*® au curbura geodezici si torsiunea geodezici
constante in Hs, deci ele sunt elici si in H3. Acum din Teorema 3.1 obtinem

Teorema 3.2. Fie v elicea
v(s) = (r cos(as),rsin(as), c(as)),

unde r > 0, ¢ = % +1 g a% =12 + (1 +r?)2. Atunci ea este biarmonicd
§t non-geodezicad.

Observatia 3.3. Dacia r = 1"’—2‘/5, atunci v este o curba biarmonica si

non-geodezica cu 74 = 0.
In continuare vom considera cazul cercurilor si al dreptelor.
Propozitia 3.4. Fie v cercul
v(s) = (r cos(as), r sin(as), c),

unde r > 0, a% =r2(1+ irz). Atunci vy nu este o curba biarmonica si nici
geodezica.

Demonstratie. Printr-un calcul direct obtinem
1
T(s) =v'(s) = —rasin(as)e; + racos(as)ey — §r2a63,
si |7/ (s)]? = 1. Atunci

2
VT = —ra?(1 + %){cos(as)el + sin(as)es },

deci ky, = ra®(1 + ’"2—2) si N = —cos(as)e; — sin(as)ez. Cum k4 # 0, curba
v nu este geodezica. Pentru a obtine expresia torsiunii geodezice a lui y
calculam

2 r2 rz
VN + kT = _r_2(1 + T kgr)(—ga sin(as)er )
2 r? r? 1
_r_2(1 + v kgr)(Ea cos(as)ez) + 5(1 — kgr)(raes)

= —714B,
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2 . 2 . .
unde B = T x N = —Fasin(as)e; + %acos(as)ez + raes si deci 7, =

—2(1 = kgr) = 2(#2?2). Acum avem relatia

k§+T§+B§:% > i,
i prin urmare y nu este biarmonica. O
Propozitia 3.5. Fie v dreapta
~v(s) = (as, bs, cs) = exp(sX),

unde X = ae1(0) + bea(0) + ce3(0) si a®> + b2 +c® = 1. Atunci v este
biarmonica daca si numai daca este armonicad.

Demonstratie. Avem
T(s) =7'(s) = aey +bea +ces, |T| =1, ViT = c(be; — aes).

Presupunem acum ci -y nu este armonica si ¢ € (0,1). Atunci

. be1 — aeqy
ko =cvVa?2+b i N=—no-—.
g va? + b?

Calculand V17N obtinem

a’® + b% — 2 ac bc
_ _ 2 1 p2
VN + kT = 5 ( =0t T Va2 + b2es)
= —714B,

b . 2 b2_ 2
unde B = —=fse1 + tmer — Va? + bles si 7y = “2 =< Cum

1.
kZ+T§=Z§1B37§0,
rezulta ca v nu este biarmonica. U

Observatia 3.6. Spre deosebire de cazul S", obtinerea ecuatiei de carac-
terizare a curbelor biarmonice in H3 presupune calcule lungi si oricum nu
se mai obtine o ecuatie diferentiala cu coeficienti constanti care s poata fi
integrata cu ugurinta.

4. SUPRAFETE BIARMONICE IN H3

Deoarece curbura sectionala a lui H3 nu este constantd, nu mai putem
folosi aceleagi tehnici pentru studiul suprafetelor biarmonice in H3 ca in
cazul S”, n > 3. Vom studia aceste suprafete prin intermediul foliatiilor
2-dimensionale.

O foliatie 2-dimensionald poate fi datd de o 1-formé integrabila

w=g10" + g20* + g36°,

unde g1, g2, g3 sunt functii netede pe U, U fiind un deschis din R?.
In cele ce urmeaza vom studia 3 cazuri.
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A) Fie 1-forma w data de
w=0"+ gb?

unde g este o functie neteda definitd pe un deschis din R?. Campurile vec-
toriale u = ge; —eo §i v = e3 formeaza un caAmp de repere ortogonale pentru

distributia ker w, iar N = % este un camp vectorial unitar normal la
9
foile distributiei.

Distributia este integrabild daca si numai daca esg = 0, i.e. ¢ = g(z,y).
Notam cu g, = e1g = %, gy = €29 = g—z, gi cu F o foaie arbitrara a
distributiei. Printr-un calcul direct obtinem

([ Vuu = (ug)er, VEu = 9(ug),,, B(u,u) = b(u,u)N = —2L=N,

1+g /1+92

Voo =0, VEv=0 B(v,v)=b(v,v)N =0,
(4.1)

Vv =Vyu=—~ 1;92N,

_ VAR _ 1
\ VuN = —fu+Y=5—v, V,N = 2m’u,,

unde V' este conexiunea indusi pe foaia F, iar B este a doua forms fun-
damentala a lui F'.

Propozitia 4.1. Foile sunt armonice daca gi numai daca ug = 0.

Demonstratie. Din (4.1) obtinem

. 1 ug
7(i) = ——=blu,uyN = ——=N = fN,
L+g° (1+4g2)
unde i : F — Hj este aplicatia de incluziune, iar f = ﬁ. Deci 7(1) =
1+¢%)2
0 & ug =0. ]

Observatia 4.2. Solutii ale ecuatiei ug = 0 sunt g = constant si g(x,y) =

__ax+b
aytes unde a,b,c € R.

Teorema 4.3. Foile sunt biarmonice daca st numai daca ele sunt armonice.

Demonstratie. Presupunem ci foile sunt biarmonice. Avem

1
TZ(i) = TQZ{VUVUT(i) - Vvﬁ‘uT(i)}‘i‘vvva(i) - vavT(i)
+ Ricci(i)
= 7m(i)yu+ i)y + R(i)NN

= 0.
Din (2.5) rezultd ci Ricci(7(i)) = —37(i), si folosind (4.1) obtinem
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( TQ(i)u = _ﬁf(uf) =0,

(42) { i = g { @HVIF @+ (/T T ¢7)] - LG —,

ra(i)y = ) — £+ £2) - YD — o,

Acum, din prima si a treia ecuatie a sistemului (4.2) rezulta ca i este
biarmonica daca si numai daca f =0, i.e. i este armonica. U

\

Observatia 4.4. Cazul

w = gb' + 6?
este similar, i.e. foile foliatiei determinate de w sunt biarmonice daci si
numai daca ele sunt armonice.

B) Fie 1-forma w integrabild data de
w = gb? — 3.

Campurile vectoriale u = e; §i v = ey + ges formeazi un camp de repere
ortogonale pentru distributia ker w, iar N = £222 este un caAmp vectorial
vV 1+g2

unitar normal la foile distributiei.

Distributia este integrabila daca si numai daca e;g = —1. Printr-un calcul
direct obtinem
(4.3)
(Vou=0, VPu=0, B(u,u)=0bu,u)N =0,
Voo = gu + (vg)es, Vv = gu + g{fgz)v,B(v,v) = b(v,v)N = —\/%N,

_ _ _ 9 1—¢°
Vo = Vyu = gV T+ 2\/1+92N’

271 271
VuN =42 —_9, V,N=-"2—u— fo.
L VN = et VN T et

Propozitia 4.5. Foile sunt armonice daca i numai daca vg = 0.

Demonstratie. Din (4.3) rezulta

. 1 vg
)= — bw,o)N=——"9 _N— N,
)= b N = - = g
unde f = ——*.—. Prin urmare 7(i) = 0 < vg = 0. O
(1+9%)2

Observatia 4.6. O solutie a sistemului
e1g=—1sivg=0

este g = —u.
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Propozitia 4.7. Foile au curbura medie constanta daca si numai dacd sunt
minimale.

Demonstratie. Foile au curbura medie constanta daca si numai daca uf =

vf=0. Cum f = —M obtinem
(1+9%)2
{[e1(e20)] + (e19)(ea9) + gler(esg)] F(1+9%)% = 3(vg) (1 + 67) g (erg)
—uf = .
(1+g°)°

Folosind e1g = —1 si e1(e29) = [e1, e2]g+e2(e1g) = e3g, e1(e3g) = [e1, e3]g+
es(erg) = 0, obtinem

3gf
uf = T+ g%
Cum e1g = —1, functia ¢ nu poate fi constanta. Deci uf = 0 implicd f = 0,
i.e. fibrele sunt minimale. O

Observatia 4.8. Propozitia 4.7 nu este adevirata in cazul A). De exemplu,

dacd g = — \/1?’_7 atunci 7(i) = N si deci foile foliatiei determinate de

w = 0! + ¢gh? au curbura medie constanti %
Teorema 4.9. Foile sunt biarmonice daca st numai daca ele sunt armonice.

Demonstratie. Avem
1
() = VuVur(i) — Vor,7(i) + W{vvvvf(i) — Vyr,7(i)}
+ Ricci7(i)
= Tg(i)u’u, + TQ(i)UU + TQ(i)NN.

Printr-un calcul direct obtinem

2 9> -1 2
(1+g)m(i)e = —= vf —3gf
V1+g?
1—g¢°
= m”(vg) —391%(2 - ¢%),
iar
. (1-4°)?
i)y = u(uf) - mf
1 (1-g°)? Vg (vg)(vf)
+——ww0f) - 5+t —f"—guf) - 5"
1+92{ GO Tiat) Wf 9(uf) = 9}
1-— 92
to— f.
2+
Presupunem acum ca i este biarmonica si non-armonica. Deoarece
3g _12¢% -3

Uf:Tnga U(Uf)—m )
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folosind
B \/1 +g 2 99 —l— 1 3
obtinem
—g*+10g%2 =3 2¢* +26¢% + 2
4.4 0=
A0 0=y =G e )
Din 7(i), = 0 rezulta ca
1-— 92
m“(“g) —3g9f*(2—¢%) =0,
deci obtinem
1+g¢2%)2
(4.5 vg=C0 -t 4gt)t, 2= UEO
(1-g%)2

unde C este o constantd, pozitiva. Acum, din (4.4) si din a doua ecuatia a
lui (4.5) rezultd ca g satisface o ecuatie polinomiald cu coeficienti constanti,
deci g este constanta. Dar aceasta este o contradictie deoarece e;g = —1. [J

C) Fie 1-forma w data de

—(sinp)gf' + (cos p)gh? — 63,
unde ¢ € R. Consideram rotatia in jurul axei Oz
R, : R? — R3, R,(z,y,2) = ((cos )z — (sinp)y, (sinp)x + (cos )y, z),
si 1-forma w data de
0 =gb* —6°,
unde g = goR,,. Deoarece R, este o izometrie, iar dR,(ker @) = ker w, avem
acelasi tip de rezultat pentru w ca si pentru w. Notam ca pentru ¢ = —7%
obtinem w = gf' — 3.
Incheiem aceasta sectiune reamintind urmatorul rezultat

Teorema 4.10 ([2]). Fie ¢: (M,g) — (N, h) o aplicatie biarmonica. Dacd
¢ este armonica pe o submulfime deschisa V a lui M, atunci ea este ar-
monica.

Acum, folosind rezultatul de mai sus, din cazurile A), B), C), rezulta

Teorema 4.11. Fie M o suprafata in Hs. Presupunem cd existd o submulfime
deschisa V a lui M astfel incat campul normal N = Nle; + N2%ey + N3es
la M in Hj satisface pe V una din urmdatoarele ipoteze

(A) N' =0,
(B) N2=0,
(C) N3 =0,

(D) N = age; + bges — e3, unde a,b € R, a® + b =1, iar g € C®(V).
Atunci M este biarmonica daca i numai daca este armonicd.
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CAPITOLUL IX

A DOUA FORMULA VARIATIONALA
PENTRU APLICATII BIARMONICE

1. INTRODUCERE

In acest capitol vom studia variatia a doua a bienergiei pentru aplicatii
biarmonice cu valori in sfera S™. Mali intai vom gési expresia hessianei pentru
o aplicatie biarmonicd ¢ : (M,g) — S™ (Teorema 2.1), apoi vom particu-
lariza pentru cazul cel mai natural ¢ : (M,g) — S" imersie riemannianad
armonica, aratand cd ea este slab stabild si gasind forma nucleului (Coro-
larul 2.2). In continuare vom considera cele mai simple aplicatii biarmonice
cu valori in S”, si anume: aplicatia identitate 1 : S® — S™ si aplicatia
incluziune i : S™ — S". Acestea fiind aplicatii total geodezice, ele sunt
armonice gi deci sunt slab stabile, si vom calcula nulitatea lor (Teorema 2.4
si Teorema 2.5).

Aceste rezultate constituie obiectul lucririi On the second variation
formula for biharmonic maps to a sphere, de C. Oniciuc, acceptata
spre publicare in Publicationes Mathematicae Debrecen.

2. A DOUA FORMULA VARIATIONALA PENTRU BIENERGIE

Fie ¢ : (M,g) — (N,h) o aplicatie neteda intre douad varietati rieman-
niene. Presupunem ci M este compacta si orientabild. Reamintim ca bi-
energia este data de

Bad) =5 [ Ir(@)Fv,
iar 79(¢) este dat de
(2.1) To($) = —AT(p) — trace RN (d¢-,7(¢))d - .

Presupunem acum ca ¢ : (M, g) — S™ este o aplicatie biarmonica. Con-
sideram o variatie neteda a sa {¢s;},, g cu doi parametri s si ¢, i.e. con-
sideram aplicatia ® data de

O:RxRxM—=S", ®(s,t,p) = ¢s+(p),
unde ‘I)(0,0,p) = ¢0,0(p) = ¢(p), Vpe M.

Campurile vectoriale variationale corespunzitoare acestei variatii, V si
W, sunt date de

s,te

d

0 n
Vp) = 7s s:0¢s,0(p) = d(I)(O,O,p)(%) € Typ)S™,
76
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W(p) = % t:0¢0,t(10) = d(I)(O,O,p)(%) € Ty(p)S™.
V si W sunt sectiuni in ¢~'TS"™, i.e. V,W € C(¢~'TS").
Hessiana lui F9 in punctul sau critic ¢ este definita de
92
080t |(s,t)=(0,0

H(Ez)(V,W) = )E2(¢s,t)'

Urmatorul rezultat ne di forma explicita a hessianei.

e

Teorema 2.1. Fie ¢: (M,g) — S" o aplicatie biarmonicd. Atunci hessiana

bienergiei Es in ¢ este data de

H(Ey)o(V, W) = /M <I(V), W >0,

I(V) = A(AV) + Aftrace < V,d¢- > d¢ - —|dp|*V'}
+2 < dr(¢),d¢p >V + |7(9)|*V
—2trace < V,d71(¢p)- > d¢ - —2trace < 7(¢),dV- > dep -
— < 7(9),V > 7(¢) + trace < d¢-, AV > d¢p -
+ trace < d¢-, trace < V,d¢p- > dop- > dop -
—2|d¢|? trace < dé-,V > de -
(2.2) +2 < dV,d¢ > 1(¢p) — |dp|* AV + |dg|*V.
Demonstragie. Vom incepe prin a calcula % ‘tiOEQ((ﬁs’t). Avem
0

0 1
a. E s = 5, N s 2
Ot lt=0 2(¢s.1) 8t‘t:02 /M I7(@s.0)"vg

= / < VBQT(Qés,t)aT(és,t) > ‘t:[]vg'
M t

Pentru a calcula Vo 7(¢s;), fie {X;}", o bazd geodezicd intr-un punct
ot

arbitrar p € M. Obtinem
m
V%T(%,t) = V%{Zl(vxidsﬁs,t()(i) — dps 1 (Vx, Xi)) }

= Vo {D (Vx,d2(X;) - d®(Vx, X))},
i=1

unde P, (¢, p) = P(s,t,p). Mai departe folosim formula

V £d®,(Y) — Ved®,(X) = doy([X,Y]), VX,Y € C(®;'TS"),
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si obtinem, in p si pentru t=20
Vot(pes) = Z{v Vx,d®s(X;) = V o d®,(Vx, X;)}

0 0

= Z{V%ind@s( i) = Vox, xd®s( ) — dy([5, VX X)) }
=1

= ngvxid@s(xi)
€ t

= S (D)., (X)), () +

=1

- i{RSn(Ws,dq)s(Xi))d‘I)s(Xi)+
=1

PV (Vo) + 42, (1 1))

m

= YRS (W, d®,(X))dd, (X +ZVXVXW
i=1 i=1

= AW, =Y RV (d,(X;), W,)dd, (X;),
=1
unde

0 — n
Ws(p ¢st ) d® ,(O,p)(&)v W, e C(¢s,éTS )7 Wo=W.

dt‘t 0
Deci %‘tngz(gbs,t) este dat de

at‘t 0Ea(psy) = / < —AW; — trace RS (deps,0-s Ws)dbs o, T(hs,0) > vg
M

= / < _AT(¢3,0) — trace RS (d¢s,0'a7(¢s,0))d¢8,0'a Wy > Vg-
M

Cum ¢ este biarmonica, din (2.1) rezulta
0

5l o [ < = Ar(u) = trace B (@, 7(600) e W > v,
Sls=0 Jpr

= / < Vai{_AT(¢s,0) — trace RS (d¢s,0'a T(¢s,0))d¢s,0'}‘ o’ W > Vg
M El S—

H(Ey)y(V, W) =

= / <I(V),W >y,
M
unde

(23)  1(V) =V o {~A7(ds0) — trace B (dy0r7($s0))dbsor}|
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In continuare, cum

Vo r(peo)| = —AV - trace RS (d¢-, V)dgp-

si
trace RS (dgr, V)de- = trace < V,dp > d - —|dg|2V,

obtinem
va@{—m(@,o)}‘ = AQV)+ Aftrace < V,dg- > dp - —|dg[*V}
s s=

+2 < dr(¢p),dp >V + |7(9)|*V
+trace < 7(),dgp- > dV - —2trace < V,dr(¢)- > d¢p -
(2.4) —trace < 7(¢),dV- > dop-— < 7(¢),V > 7(¢),

si

Vo {— trace B (dpuor, 7(puo)dpsor}| _ =

—trace < 7(¢),dV- > d¢ - + trace < dop-, AV > d¢ -

+ trace < d¢-, trace < V,d¢p- > dep- > dop -

—|do|? trace < d¢p-,V > d¢ - — trace < 7(p),d¢p- > dV -

+2 < dV,dp > 7(¢) — |dp|? AV — |dé|* trace < V, dp- > d¢ - +|dg|*V.
(2.5)

Inlocuind acum (2.4) si (2.5) in (2.3), obtinem (2.2). O

Vom particulariza rezultatul de mai sus pentru cea mai naturala situatie.

Corolarul 2.2. Fie ¢ : (M,g) — S" o imersie riemanniand armonicd.
Atunci operatorul I corespunzator lui ¢ este simetric, semi-pozitiv, iar

(2.6) ker I = {V € C(¢ 'TS")|AV =mV —VT},
unde V=VT 4+ VN VT € C(TM) s VN € C(NM).
Demonstratie. Din (2.2) rezulta
I(V) = A(AV) —2mAV +m?V

+AVT 4+ (AV)T + (1 —2m)VT.
Prima oard aratam ci I este simetric, i.e. (I(V),W) = (V,I(W)), VV,W €
C(¢~'TS"), unde (V,W) = [, < V,W > v, este produsul scalar uzual
pe spatiul vectorial real C(¢~'TS"). Cum A este un operator simetric si

< VI W >=< WT,V >, pentru a arita ci I este simetric trebuie si
demonstram ca

/ <AVT - (AV)E, W > v, = / < AWT + (AW, V > v,.
M M



80 A DOUA FORMULA VARIATIONALA PENTRU APLICATII BIARMONICE
Dar

/<AVT,W>vg = / <VT,AW>vg:/ <V (AW)T > v,
M M M

= [ <v@awT >,
M
si
/<(AV)T,W>Ug = /<(AV)T,WT>Ug:/ <AV, W' > v,
M M M
= /<V,AWT>UQ.
M

Deci I este un operator simetric.
Pentru a ardta ca J este semi-pozitiv, i.e. (I(V),V) > 0, vom face mai
intii urmatoarele observatii

/<AVT,V>Ug:/ < (AV)T,V > vy,
M M

si
I(V) = AAVT £ AAVY —2mAVT —2mAVY + m2v T 4 m2v Y
+AVT +(AV)T + (1 —2m) V7,
Prin urmare avem
(I(V),V) = / (< AAVT),V > 20 —m) < AV V > +(m -1 <V, V >
M
+ < AAVY),V > —2m < AVNV > 4m? < VYV >,
= / {< AV, VT > 1201 —m) < AVT, VT > +(m — 1)?|VT?
M
+ < AAVY), VN > —om < AV VN > 4m?| VN2
+ <AV, VY > 420 —m) < AVT, VY >
+ < AAVY), VT > —2m < AVY VT S,
+(

- / NG

2(< AVTAVY > (1 —2m) < AVE VN )y,

1—m)VI2 AV —mV N2

= AV + 1 =m)VT + AVY — vV %y
g
M

= / AV —mV + VT2,
M

Din relatia de mai sus rezulta ca I este semi-pozitiv, iar ker I este dat de
(2.6). O

Observatia 2.3. Cum o aplicatie armonica este un minim absolut pentru
E5, rezultatul de mai sus este firesc.
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In continuare vom considera cele mai simple dou cazuri de aplicatii biar-
monice ¢ : (M, g) — S". Aceste aplicatii sunt imersii riemanniene armonice,
deci ele sunt slab stabile, i.e. operatorul I este semi-pozitiv. Va raméane
atunci de calculat nulitatea lor.

Teorema 2.4. Aplicafia identitate 1 : S — S" este slab stabila si

a) daca n =2 atunci nullity(1) = 6,
o . . +1
b) daca n > 2 atunci nullity(1) = %
Demonstratie. In acest caz C(17'TS") = C(TS") si AV = —trace V2V.
Vom folosi X pentru a nota un camp vectorial tangent la S”. Din Coro-
larul 2.2, operatorul I este dat de

I(X) = A(AX) —2(n — 1)AX + (n—1)2X,
si
I(X)=0&AX =(n—-1)X.
Teorema de descompunere a lui Hodge pentru C'(T'S") afirma c&
C(TS") ={X € C(TS")|divX =0} & {grad f|f € C(S")}.
Aceasta descompunere a lui C(T'S") este ortogonald in raport cu produsul

scalar de pe spatiul vectorial real C(T'S™), iar Ay conserva invariant aceste
subspatii, unde, folosind izomorfismele muzicale,

Ap(X) = (AX"),
A fiind laplacianul ce actioneaza pe A'(S™).
Se stie ca
AX =Apg(X)—(n—-1)X
(vezi [1, 6]), deci
I(X)=0& Apg(X)=2(n—-1)X.

Din teorema de descompunere a lui Hodge putem scrie X = Y + grad f,
divY =0, si obtinem

Ap(Y) =2(n—1)Y

Prin urmare
Yeste un camp Killing

J(X) —0‘1’{ Af =2(n—1)f.
Se gtie ca primele valori proprii ale lui A ce actioneaza pe C°°(S") sunt 0, n,
2(n 4 1), iar valoarea proprie n are multiplicitatea n 4+ 1. Deci 2(n — 1) este
valoare proprie daca gi numai daca n = 2, si in acest caz, multiplicitatea ei
este 3.
Este bine cunoscut faptul ci

nin+1)
5 .
Cu aceasta demonstratia se incheie. O

dim{Y € C(TS")|Yeste un camp Killing} =
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Teorema 2.5. Aplicatia de incluziune i: S™ — S™ este slab stabild $i

a) daca m =2 atunci nullity(i) = 3n,

b) dacd m > 2 atunci nullity(i) = (n —m)(m + 1) +
Demonstratie. Fie V€ C(NS™) si X, Y € C(TS™). Deoarece i este o
aplicatie total geodezica, rezulta ca

ViV = VLV, AV = ALY, VY =57 VY, AX = —trace® V2X.
Din nou, din Corolarul 2.2, operatorul I este dat de
I(V) = AYALY) = 2mALV + m?V € C(NS™)
I(X) = A(AX) —2(m — 1)AX + (m — 1)2X € C(TS™),

m(m+1)
—5

iar
IV)=0& AtV =mV
I(X)=0& AX=(m—-1)X.
Fie acum {F,,;+1,...,E,} campurile vectoriale care dau trivializarea lui
NS™. Avem
(2.7) VxE,1=---=VxE, =0, VX € C(TS™).

Cum orice V € C(NS™) poate fi scris ca
V=Ff"Enq1 4+ [P Ey,
unde f1,..., f*~™ € C*®(S™), din (2.7) obtinem
ATV =mV e Aft=mfh, . AT = m ™,
Prin urmare obtinem
dim{V € C(NS™)|I(V) =0} = (n —m)(m + 1).

Folosind acum Teorema 2.4 obtinem concluzia dorita. O
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CAPITOLUL X

SUBMERSII RIEMANNIENE BIARMONICE

1. INTRODUCERE

In acest capitol vom studia submersiile riemanniene biarmonice. Mai intai
vom da formula de caracterizare a submersiilor riemanniene biarmonice ce
au campul de tensiune bazic (Teorema 2.1). Apoi vom da cateva rezultate
privind non-existenta submersiilor riemanniene biarmonice i non-armonice.
Rezultatul principal al acestui capitol este o teorema ce da exemple de sub-
mersii riemanniene biarmonice gi non-armonice (Teorema 2.9). Vom incheia
cu studiul biarmonicitatii proiectiei canonice « : (T'M,¢%) — (M, g), care
este o submersie riemanniani, unde g° este o metrici riemanniani de tip
Sasaki pe fibratul tangent.

Aceste rezultate sunt cuprinse in lucrarea Biharmonic maps between
Riemannian manifolds, de C. Oniciuc, va aparea in An. Stiint. Al L
Cuza” lasi.

2. SUBMERSII RIEMANNIENE BIARMONICE
Fie ¢ : (M,g9) — (N,h) o submersie riemannian si fie p € M; avem
oM = Tf M® T;Y M, unde T;Y M = kerd¢,, iar TPH M este complementul
ortogonal al lui T;Y M in raport cu metrica g. Fie W o submultime deschisa
in N astfel incat ¢(p) € W. Notdm U = ¢~ (W) si fie {X,} un cAmp
de repere ortonormate pe W. Considerim X, = (Xo)¥ si {Xa}gt,iq un

cAmp de repere ortonormate in 7V U. Avem relatia cunoscutd (de exemplu
vezi [3])

T(@)(p) =— > ddp(Vx,Xa) = —(m —n)dg,(H(p)),

a=n+1

unde H (p) cAmpul vectorial curbura medie, in p, al subvarietatii ¢~ (4(p)) C
M.

In tot acest capitol vom presupune ca ¢ are cimpul de tensiune bazic, i.e.

7(¢)(p) = 7(¢)(q) ori de cate ori ¢(p) = ¢(q). Deci 7(¢) poate fi gandit ca
un camp vectorial pe N.

Teorema 2.1. Fie ¢ : (M,g9) — (N,h) o submersie riemanniand avind
campul de tensiune bazic. Atunci

(2.1) To(¢) = trace™ V27 (¢) +V Vo) T(9) + Ricci® 7(¢p).
83
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Demonstratie. Folosind cAmpurile de baze ortonormate definite anterior {X;}"
si {Xo}0_,, obtinem
n
“YT'N) ¢~ (TN “YTN
trace V2r(p) = Y {v% TVVE TVr(¢) - Ve r(e)}

a=1

n
-YTN -y TN -YTN
+ 3 Vs TV M) - ve ()
a=n-+1

= S {("Vg "V 7(6) N Vagwy, xa)7(@)}
a=1

+ Z {Nv—d¢(vxaxa)7(¢)}

a=n-+1
= trace™ V27 (¢) +V Vo)7(9),
si
trace RY (d¢-, 7(¢))d¢p- = — Riccil (7(¢)).
Prin urmare, inlocuind valorile lui trace V27 (¢) si trace RY (d¢-, 7(¢))d¢- in
expresia lui 75(¢), obtinem relatia dorita. O

In continuare vom da caiteva rezultate privind non-existenta submersiilor
riemanniene biarmonice.

Teorema 2.2. Presupunem cd M este compactd si orientabild, iar Ricci¥ <
0. Atunci ¢ este biarmonica dacd gi numai dacd este armonicd.

Demonstratie. Dacid ¢ este biarmonicé, atunci din formula lui Weitzenb6ck
obtinem

A = < Ar(),(6) > —lar()P
= < Ricci™ 7(¢), 7(¢) > —|d7(¢)|* < 0.

Cum M este compacti, iar Ricci’¥ < 0, aplicand principiul de maxim rezulti
dr(¢) = 0. Incheiem prin

0= /M < dr(¢),dp > vy = /M <7(¢),d"dep > vy = — /M I7(¢)*vg,
O

Propozitia 2.3. Presupunem cd Ricci™ < 0. Dacd |17(¢)| = constant,
atunci ¢ este biarmonica daca st numai daca este armonica.

Propozitia 2.4. Presupunem ci N este compactd, iar Ricci’™ < 0. Atunci
¢ este biarmonica daca g1 numai dacd este armonicd.

Demonstratie. Presupunem ci ¢ este biarmonici. Din nou, din formula lui
Weitzenbock, rezulta

1
SAI@ <0,
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unde A actioneaza pe C*°(M). Cum 7(¢) poate fi gandit ca un camp
vectorial pe N, iar N este compacta, atunci dpy € M astfel incat |7(¢)|(po) >
I7(¢)|(p), Vp € M. Deci folosind principiul de maxim si faptul ca RicciV < 0,
din formula lui Weitzenbock rezulta ca ¢ este armonica. O

Vom da acum doud rezultate privind existenta submersiilor riemanniene
biarmonice.

Propozitia 2.5. Presupunem cd Ricci™ = 0. Dacd 7(¢) # 0 si VV7($) =
0, atunct ¢ este o submersie riemanniand biarmonicd §i non-armonica.

Observatia 2.6. Daci YV7(¢) = 0 si 7(¢) # 0, atunci 7(¢) este un cAmp
vectorial pe IV fara singularitati. Sunt bine cunoscute urmatoarele rezultate
(de exemplu vezi [4]). Dacd M este compacta si orientabild, existenta unui
camp vectorial fara singularitati este echivalentd cu anularea caracteristicii
sale Euler-Poincaré. Daca M este compacta, orientabila si de dimensiune
impara, atunci caracteristica sa Euler-Poincaré se anuleaza.

Observatia 2.7. Referitor la existenta campurilor vectoriale paralele pe
varietati Ricci-plate avem urmatorul rezultat cunoscut (de exemplu vezi [1]).

Teorema 2.8. Fie (M,g) o varietate riemanniand orientabild, compacta gi
Ricci-plata, i.e. Ricci = 0. Atunci dim{X € C(TM)|VX = 0} = (M),
unde by (M) este primul numar al lui Betti. Mai mult, by(M) < m gi avem
egalitate daca gi numai daca (M, g) este izometrica cu un tor plat.

Teorema 2.9. Presupunem cd Ricci™ > 0. Dacd |7(¢)| = constant si 7(¢p)
este un camp Killing pe N, atunci ¢ este biarmonica.

Demonstratie. Ipoteza 7(¢) camp Killing implica
trace’ V27 (¢) + Ricci (1(¢)) = 0,

iar daca, in plus, 7(¢) are norma constanta, obtinem NVT(¢)T(¢) =0. Cu
aceasta demonstratia se incheie. O

Observatia 2.10. Pe sfera unitate euclidiana de dimensiune impara se pot
construi campuri Killing unitare.

3. BIARMONICITATEA PROIECTIEI CANONICE 7 : (T M, g°) — (M, g)

In aceasta sectiune vom studia biarmonicitatea proiectiei canonice 7 :
(TM,g%) — (M, g) obtinind exemple ce verifici ipotezele Propozitiei 2.5 si
Teoremei 2.9.

Fie (M, g) o varietate riemanniana m-dimensionald si fie 7 : TM — M
fibratul ei tangent. In Capitolul 2, subsectiunea 2.1., am definit, prin inter-
mediul unei conexiuni neliniare arbitrare pe fibratul tangent, o metrici g°
de tip Sasaki pe T'M prin

P (xV,YV)=¢ (X", Y") =g(X)Y), ¢°(XV,Y")=0.
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Notam ci proiectia canonicd 7 : (T'M,g°) — (M, g) este o submersie rie-
manniana. Din Propozitia 2.4., Capitolul 2, avem

s 8 _ 1, 0gi , ON} ON, kh_§
Vo g7 = 3(=5.F + 395 + 55909 55m

—= Oy’ oxk Oy dxh
8 7
(3.1) Sy, 0 —rh 6 L lph 0

sop0nd T Tagaah T 27Yigyh

unde F; i sunt simbolii Christoffel, IV, ]’(m, y) sunt coeficientii de conexiune ai

VR . . ; SNi  ON;
conexiunii neliniare considerate, iar R;- Sl il o o

In continuare vom considera urmatoarele trei cazuri

A) N]lf = F;kyk — B;:(:E), unde B;(x) sunt componentele unui tensor pe M
de tip (1,1). Din Propozitia 2.5., Capitolul 2, obtinem

Corolarul 3.1. Aplicatia 7 este armonicad si deci biarmonica.

B) N; = (F;k + 5;-& + (5li£j)yk, unde £ este un camp vectorial pe M si
& = gi]fj (o schimbare proiectivd a conexiunii Levi-Civita V). Aplicand
Teorema 2.1, obtinem

7(m) = —(m + 1)¢,
B2 o o e 2% ¢ Rieit) — 0n 5 1)

Prin urmare avem

Propozitia 3.2. a) Daca & este un camp vectorial Killing de normd con-
stanta, atunci m este biarmonica §i non-armonica.

b) Daca V& = 0 g1 &€ # 0, atunci w este o aplicatie biarmonicd i non-
armonica.

0) N]i = (I‘;,c + 5§ak + 5,icozj — gjkozi)yk, unde o = % si feC®M),

f # constant (o schimbare conformé a conexiunii V). Din nou, aplicAnd
Teorem 2.1, obtinem

(3.3) 7(7) = —mgrad f,
' To(m) = —m{trace V2 grad f + Ricci(grad f) — mVgaa s grad f}.
Deci concluzionam

Propozitia 3.3. Daca M nu este compacta gi orientabild, iar f este un
potential Killing, atunci 7 este o aplicatie biarmonica si non-armonica.
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