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Einleitung

Den Ausgangspunkt fiir diese Arbeit bildet eine Methode von J. Dorfmeister, F. Pe-
dit und H. Wu (DPW-Methode) zur Konstruktion aller Flachen konstanter, mittlerer
Kriimmung H # 0. Diese Methode wurde in der Arbeit [DPW] erstmals publiziert
und in mehreren Arbeiten fortgesetzt, zum Beispiel in [DoHa].

Es sei hier kurz das Prinzip dieser Methode beschrieben: Es bezeichne D die offene
Einheitskreisscheibe in €. Nach einem bekannten Satz von Ruh und Vilms beschreibt
eine glatte Immersion f : D — IR® genau dann eine Fliche konstanter, mittlerer
Kriimmung, wenn die zugehdrige GauB-Abbildung N : D — 5% eine harmonische
Abbildung ist, wobei N(z) ein Normalenvektor an die Flache im Punkt f(z) ist.
Die Sphére S? ist isomorph zum kompakten, symmetrischen Raum SU(2)/U(1)
mit der einfachen, reellen Lie Gruppe SU(2). Die Untergruppe U(1) ist die Fix-
punktgruppe eines involutorischen Automorphismus der SU(2). Das Problem wurde
also darauf reduziert, alle harmonischen Abbildungen in den symmetrischen Raum

SU(2)/U(1) zu konstruieren.

Allgemein 148t sich die Harmonizitat einer glatten Abbildung w von D in einen
symmetrischen Raum G/H (u(0) = H) mit einer kompakten, halbeinfachen Lie
Gruppe G und der Fixpunktgruppe H einer Involution ¢ von G wie folgt charak-
terisieren:

Die glatte Abbildung u besitzt einen Lift F' : D — G, das heifit, v = ¢o F' mit
der Surjektion ¢ : G — G/H, da das Gebiet D einfach zusammenhéangend ist. Das
g = Lie(G)-wertige Differential o := F~!-dF, zerlegt sich in die Summe o = ap+ay,
wobei oy Werte in der Fixpunktalgebra h und oy Werte im (—1)-Eigenraum q der
Involution ¢ annimmt, das heifit, ap ist eine h-wertige und «; eine g-wertige Eins-
Form. Komplexifiziert man die Lie Algebra g = b 4 q, so erhilt man g¥ = §v + g¥.
Geht man zu den komplexen Fins-Formen dz = de+:-dy, dz = dx —1-dy iiber, so
wird a; = o}dz + o//dz mit einer glatten Abbildung o} : D — q¥ und of = ().
Dabei bezeichnet 7 die Komplexkonjugation der Lie Algebra g¥ beziiglich der re-
ellen Form g.

Dann ist die Harmonizitit der Abbildung u &quivalent dazu, dafl die Formen
ag, oydz und ofdz der Differentialgleichung d(odz) + [ao A ojdz] = 0 geniigen
(Yang-Mills-Higgs Gleichung). Ferner gilt die Integrabilitatsbedingung

dag + Laghao] = —[afdz Aol dz] fiir die Gleichung F~'-dF = ojdz + ao + ofdz.



Dies ist die bekannte Maurer-Cartan Gleichung. Da das Gebiet D einfach zusam-
menhingend ist, hat die Differentialgleichung F=!'-dF = ofdz + ap + afdz auch
stets eine Losung auf D, wenn die Integrabilitdtsbedingungen erfiillt sind.

Der entscheidende Punkt ist nun das ,,Verloopen” des Problems, das heifit, die Yang-
Mills-Higgs Gleichung und die Maurer-Cartan Gleichung werden zu einer zusammen-
gefaBt: Zu jedem X im Einheitskreis S' betrachtet man die g-wertige Eins-Form
A(z,2,)) := A7 taldz + ag + Aafdz. Dann sind die Yang-Mills-Higgs und Maurer-
Cartan Gleichung dquivalent dazu, daB die Gleichung dA + L[AA A] = 0 fiir alle
A erfiillt ist.

Dies bedeutet: Zu jeder Losung A dieser Gleichung hat die Differentialgleichung
F~'-dF = A eine Losung auf D, und v :=co0 F : D — G/H ist harmonisch fiir
jedes fixierte A in S*.

Die Eins-Form A hat Werte in der getwisteten Loop Algebra Agl. Dies ist die
Lie Algebra aller stetigen Abbildungen X der S! nach g%, die der Bedingung
o(X(\)) = X(=)) und einer Normbedingung geniigen. Es bezeichne F* eine
Losung der Differentialgleichung (F*)™1-dF* = A in der zugehdrigen, getwisteten
Loop Gruppe AGY.

Ziel des Verfahrens ist es nun, eine Parametrisierung all dieser Abbildungen F'* von
D nach AGY zu finden, deren Differential A* obiger Gleichung geniigt.

In [DPW] wurde gezeigt, daBl eine solche Parametrisierung gegeben ist durch alle
meromorphen Abbildungen & : D — q¥, & holomorph in 0, fiir welche die Dif-
ferentialgleichung (¢g_)"'-dg = & = X' & -dz, g_(0,)) = eVA € S! eine
Loésung ¢g_ auf D besitzt. Dies ist dann eine meromorphe Abbildung von D in die
getwistete Loop Gruppe A~GE. Weiterhin wurde in [DPW] gezeigt, daf - sofern die
Lie Gruppe (¢ kompakt und halbeinfach ist - die getwistete Loop Gruppe AGY eine
globale Twasawa Zerlegung der Gestalt AG, - AFGY besitzt. Hierbei ist AG, die
Untergruppe aller G-wertigen Loops in AGY und AFGY ist die Untergruppe aller
Loops h(A), die eine holomorphe Fortsetzung nach D besitzen, derart, daf £(0)
Werte in einer geeignet gewihlten Untergruppe B von GU hat.

Nimmt man diese Zerlegung fiir die oben gewonnene Abbildung ¢g_ : D — A~GY
punktweise vor, das heifit g_ = F' -V, so erfiillt das Differential A = F~!. dF die
oben konstruierte, verschmolzene Gleichung, folglich ist die Abbildung v := to F':
D — G/H fiir jedes A in S* harmonisch. Auf diese Weise entstehen auch alle har-
monischen Abbildungen, wie in [DPW] gezeigt wurde.

Das Konstruktionsverfahren hat fiir beliebige, halbeinfache, symmetrische Rdume
Giltigkeit. Das heifit, es konnen mit diesem Verfahren alle harmonischen Abbildun-
gen von D in einen halbeinfachen, symmetrischen Raum G/H konstruiert werden.
Das Problem, das in der vorliegenden Arbeit untersucht wird, ist die Iwasawa Zer-
legung in Loop Gruppen fiir nicht kompakte, zugrundeliegende Lie Gruppen G.

Eine kurze Zusammenfassung der Frgebnisse aus [DPW] findet sich in der Vortrags-
sammlung des 20. Kolloquiums {iber Differentialgeometrie an der TUM ([Dorfm.95]).



In jingster Zeit wurde die DPW-Methode auch zur Konstruktion anderer geome-
trischer Objekte modifiziert: In [Hel] wird sie zur Erzeugung von Willmore Flachen
benutzt. In einer neueren Arbeit von [Bal] wird unter Zuhilfenahme der auch hier
zu entwickelnden Iwasawa Zerlegung fiir ungetwistete Loop Gruppen die DPW-
Methode verallgemeinert zur Konstruktion harmonischer Abbildungen in die Tan-
gentialgruppe einer reduktiven Lie Gruppe.

Zusammenfassung

Das Ziel der Arbeit ist es, eine Verallgemeinerung der Iwasawa Zerlegung in unge-
twisteten und getwisteten Loop Gruppen zu entwickeln. Weiterhin wird eine analoge
Zerlegung in den zugehérigen Loop Algebren vorgestellt. Diese Zerlegung nennen wir
lokale Iwasawa Zerlegung. Als Vorbereitung dieser dienen die ersten beiden Kapitel,
in welchen ausschliefflich in endlichdimensionalen, halbeinfachen Lie Algebren gear-
beitet wird. Im ersten Kapitel werden die theoretischen Grundlagen bereitgestellt,
kompementare Unteralgebren zu konstruieren. In Kapitel 2 wird diese Konstruktion
an ausgewihlten Beispielen durchgefiihrt.

Im dritten Kapitel werden die Loop Algebren iiber halbeinfachen, endlichdimen-
sionalen Lie Algebren eingefiihrt mittels der Kac-Moody-Algebren und deren Ver-
vollstandigungen. Mit den Ergebnissen aus den ersten beiden Kapiteln wird dann
eine lokale Version der Iwasawa Zerlegung erstellt.

Im vierten Kapitel schliellich wird die Iwasawa Zerlegung in Loop Gruppen durch-
gefiihrt, das heifit, es wird ein Algorithmus entwickelt, der ein diskretes Vertretersy-
stem der Doppelnebenklassen in der Loop Gruppe AGT beziiglich der Untergruppen
AG und ATGP liefert. Mit diesem Algorithmus wird auch jedem Loop ¢ in AGY
der Vertreter s zugeordnet, fiir welchen ¢ in der Doppelnebenklasse AG - s - ATGY
liegt. Ausgehend von dieser [wasawa Zerlegung in ungetwisteten Loop Gruppen wird
fiir den Spezialfall innerer Involutionen o die analoge Zerlegung in der getwisteten
Loop Gruppe AGY erzeugt.

Im folgenden wird die Arbeit detailliert beschrieben:

Der Gegenstand des ersten Kapitels ist folgende Fragestellung: Es ist eine reelle,
halbeinfache Lie Algebra g zusammen mit einem involutorischen Automorpismus
o gegeben. Wann und wie 1a8t sich zur Unteralgebra § aller von o fixierten Ele-
mente eine Unteralgebra s von g ermitteln, so daBl g = h + s und hNs = {0}
gilt. Das wichtigste Hilfsmittel zur Beantwortung dieser Frage ist ein Ergebnis von
Matsuki [Mat] und Rossmann [Ros]. In [Mat] wird das folgende Problem gelost. In
der Lie Gruppe G mit Lie Algebra g wird eine Untergruppe H, deren Lie Algebra
h = Fix(o) ist, und eine minimal parabolische Untergruppe P betrachtet. Man
finde ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen in G beziiglich der Untergruppen
H und P. Es wird gezeigt, dafl die Anzahl der Doppelnebenklassen stets endlich ist,



und es werden die (im topologischen Sinne) offenen und abgeschlossenen Doppelne-
benklassen charakterisiert. Dazu werden Bedingungen fiir die zugehérige, minimal
parabolische Unteralgebra P(a,X1) angegeben. Unser Interesse gilt den Féllen, fir
welche auf der Algebrenseite g = 4+ P(a,X1) gilt. In diesem Fall ist der Schnitt
der Unteralgebren fj und P stets nicht trivial.

In den Abschitten 1.1 bis 1.3 werden zunichst die notwendigen Grundlagen aus
der allgemeinen Lie Theorie zusammengestellt und die Ergebnisse von Matsuki und
Rossmann aufgearbeitet. Im Abschnitt 2.5 werden wir klaren, in welchen Féllen die
minimal parabolische Unteralgebra P eine Unteralgebra s enthilt, so dafl g=h & s
gilt, das heifit, 5 ist eine zu ) komplementare Unteralgebra von g.

Die entscheidenden Ergebnisse sind hierbei (in Satz 1.75 und Korollar 1.77): Kom-
plementére Unteralgebren lassen sich stets konstruieren, wenn g eine normale, reelle
Form ist oder eine komplexe, halbeinfache Lie Algebra, betrachtet als reelle Algebra
unter Einschrdnkung der Skalarmultiplikation auf IR. Bekannt ist (siehe [Oni]), daf
komlementédre Unteralgebren zur Fixpunktalgebra von Involutionen nie existieren,
wenn g eine einfache, kompakte Lie Algebra ist.

Im ersten Abschnitt des zweiten Kapitels wird zundchst das Problem, komple-
mentdre Unteralgebren zu konstruieren, zuriickgefithrt auf einfache Lie Algebren.
Dabei wird schlicht davon Gebrauch gemacht, daff ein Automorphismus einer halb-
einfachen Lie Algebra jedes einfache Ideal entweder invariant 1afit oder zwei (isomor-
phe) einfache Ideale austauscht. Im zweiten Fall (o(i) = j, i, j zwei verschiedene,
einfache Ideale von g) ist im o-invarianten Ideal i+ j stets i eine zu h N (i +j)
komplementére Unteralgebra.

Um schlieilich zu konkreten Beispielen zu kommen, wird in Abschnitt 2.2 das be-
kannte Verfahren zur Erzeugung aller reellen Formen einer einfachen, komplexen
Lie Algebra [ aus der Kenntnis aller Konjugiertenklassen von involutorischen Auto-
morphismen von [ vorgestellt, wie es sich zum Beispiel in dem Standardwerk [Helg]
findet.

Im Abschnitt 2.3 wird dann die Konstruktion von komplementéren Unteralgebren
an ausgewahlten Beispielen durchgefiihrt. Die Beispiele sind dabei so gewahlt, dafl
alle in Satz 1.75 und Korollar 1.77 aufgefithrten Félle abgedeckt sind. Es wird auch
ein schnelles Verfahren zur Konstruktion von Komplementen angegeben, wenn [ ei-
ne komplexe, einfache Lie Algebra ist und b eine reelle Form (siehe Lemma 2.18,
Korollar 2.19 und Proposition 2.20 sowie Bemerkung 2.21 und Satz 2.24)

Im dritten Kapitel werden zunachst aus der Literatur ([Kac] und [Wan]) die Grund-
lagen der Theorie der Kac-Moody-Algebren zusammengestellt. Dies geschieht, um
die Struktur der in Abschnitt 3.2 einzufithrenden, polynomialen Loop Algebren zu
verstehen. Dabei sind die im ersten Abschnitt {iber verallgemeinerte Cartan Ma-
trizen abstrakt eingefithrten Kac-Moody-Algebren zweidimensionale Erweiterungen
von polynomialen Loop Algebren. Die Kac-Moody-Algebren besitzen - dhnlich wie
endlichdimensionale, halbeinfache, komplexe Lie Algebren - eine Wurzelraumzerle-
gung und eine zugehorige Weyl Gruppe. Diese Struktur wird im Abschnitt 3.2 auf



die polynomialen Loop Algebren iibertragen.

Um zu einer Iwasawa Zerlegung in getwisteten Loop Algebren in Abschnitt 3.3 zu
gelangen, geben wir uns eine Involution o der reellen, einfachen Lie Algebra g vor.
Diese wird C-linear fortgesetzt auf die Komplexifizierung [ := gU. Die getwistete
Loop Algebra AP, ist dann die Fixpunktalgebra der Involution & der polyno-
mialen Loop Algebra AP'[ = {X(\) = Y.ez A, - M : A; € [, fast alle A; = 0}.
Dabei operiert ¢ durch Twistung, das heifit 6(X)(A) = o(X(=A)). Dann ist die
Summe der Lie Algebren AP°'g, aller g-wertigen Loops aus AP°[, und der Unteral-
gebra, ATP![, aller Loops mit holomorpher Fortsetzung in die Einheitskreisscheibe
gleich der vollen, getwisteten Loop Algebra AP?[,. Unser Ziel ist es, die Unteralge-
bra A*TPl[, zu einer Unteralgebra ¢ zu verkleinern, so daBf AP?'l, = AP°lg, &1 gilt.
Dies geschieht unter Verwendung der Ergebnisse des ersten Kapitels in Satz 3.35.

Die polynomialen Loop Algebren sind allerdings nicht die Lie Algebren der Loop
Gruppen, fiir welche in Kapitel 4 die globale Iwasawa Zerlegung entwickelt wird.
Um diese sogenannten Banach Lie Gruppen und Algebren definieren zu kénnen,
werden die gewichteten Wiener Algebren A, in Abschnitt 3.4.1 eingefithrt (sie-
he [GoWal]). Dies sind vollstindige Rdume von stetigen Funktionen der S' nach
C, deren Fourier Reihe einer gewichteten Einsnorm geniigt. Die Matrizenalgebra
Mat,(A,) tber A, wird dann zu einer Banach Lie Algebra gemacht. Wenn die
Lie Algebra | beziehungsweise die zugehérige Lie Gruppe GU in eine geeignete Ma-
trizenalgebra €"*" eingebettet wird, so sind die polynomiale Loop Algebra sowie
die Loop Gruppe AP?'GY dichte Untergruppen in den hier zu betrachtenden Banach
Loop Algebren und Banach Loop Gruppen.

In Abschnitt 3.4.3 schliellich wird die in Abschnitt 3.3 entwickelte Iwasawa Zerle-
gung auf die vervollstandigte, getwistete Loop Algebra Al, iibertragen (siehe Satz
3.49).

Im ersten Abschnitt von Kapitel 4 wird zunédchst das Auftreten der Loop Grup-
pen in einen grofleren Zusammenhang gestellt. Es ist dies die Theorie der Kac-
Moody-Gruppen: Zu den Kac-Moody-Algebren vom endlichen und affinen Typ las-
sen sich Gruppen definieren sowie eine Exponentialabbildung auf der zugrundelie-
genden Kac-Moody-Algebra. Diese ist jedoch nicht auf der ganzen Algebra erklart.
Die Kac-Moody-Gruppen sind eindimensionale Erweiterungen unserer polynomialen
Loop Gruppen. Die Kac-Moody-Gruppen werden hier vorgestellt, da fiir diese eini-
ge, fiir unsere Zwecke wichtige Strukturaussagen bekannt sind (siehe [PetKac]), die
sich auf die Banach Loop Gruppen iibertragen lassen. Dies geschieht im Abschnitt
4.2. unter Zuhilfenahme einiger wichtiger Resultate aus [DoGrSzm].

Die Strukturaussagen umfassen unter anderem die Birkhoff Zerlegung in den Banach
Loop Gruppen (siehe Proposition 4.20, Lemma 4.22 und Proposition 4.23).

Bei der Konstruktion eines Vertretersystems der Doppelnebenklassen in der unge-
twisteten Loop Gruppe AGYU beziiglich der Untergruppen AG und ATGY wird wie
folgt vorgegangen:



Zu einem beliebigen Loop g()\) aus AGY betrachtet man den 7-symmetrischen
Loop =z = 7(g9)~' - g, wobei 7 die Konjugation der komplexen Lie Gruppe G%
beziiglich ¢ bezeichnet. Die Untergruppe A*GY operiert auf der Menge aller 7-

“L. g - v, Mit dieser

symmetrischen Elemente (z = 7(x)™!) vermége (v,z) — 7(v)
Operation wird die Menge aller 7-symmetrischen Elemente auf eine diskrete Menge
reduziert. Dies vollzieht sich im wesentlichen in zwei Schritten: Im ersten Schritt
wird ein Element v in ATGY bestimmt, so dal 7(v)™' -z - v = n ein Element des
Normalisators einer Cartan Untergruppe in AGY ist (siehe Proposition 4.36).

Im zweiten Schritt wird wiederum mittels der Operation von ATGY das Element n
reduziert auf einen 7-symmetrischen Homomorphismus ¢ der S! in einen maxima-
len Torus, der in einer kompakten, reellen Form U der Lie Gruppe GV liegt (sieche
Proposition 4.41 und Satz 4.42).

Dieser Homomorphismus 148t sich unter obiger Operation nicht mehr reduzieren.
In Satz 4.46 wird gezeigt, wie man eine 7T-symmetrische Splittung von ¢ mit einem
Loop s in AGY konstruiert, das heifit ¢+ = 7(s)7! - s. Dann folgt sofort, daff der
Loop ¢, mit dem gestartet wurde, in der Doppelnebenklasse AG - s - ATGE liegt.
Das ganze Verfahren wird im Laufe des Abschnitts 4.3 an ausgewdhlten Beispielen

illustriert.

In Abschnitt 4.4 schliellich werden die Kodimensionen der nicht trivialen Doppel-
nebenklassen berechnet. Es konnte in Satz 4.57 und Satz 4.58 gezeigt werden, daf3
diese Kodimensionen stets positiv sind, sofern die kompakte, reelle Form U von Gv
einfach zusammenhéngend ist. Dies hat in diesem Fall die Konsequenz, daf} das Pro-

dukt AG - AGY eine offene und dichte Teilmenge der Loop Gruppe AGT ist.

Im letzten Abschnitt wird die mit einer inneren Involution o getwistete Loop Grup-
pe AGY in die Loop Gruppe AGY eingebettet, und das Verfahren aus Abschnitt
4.3 auf den getwisteten Fall angepafit.
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Kapitel 1

Komplementiare Unteralgebren in
halbeinfachen Lie Algebren

In diesem Kapitel werden zunéchst einige grundlegende Definitionen und Sétze iiber
reelle, halbeinfache Lie Algebren eingefithrt, vor allem im Hinblick auf symmetri-
sche Raume. Im Abschnitt 1.2 wird ein Ergebnis von Matsuki vorgestellt, welches im
nachsten Abschnitt zur Konstruktion von komplementéren Unteralgebren benutzt
wird.

Dieses Ergebnis von Matsuki klart folgende Frage: In einer reellen, halbeinfachen Lie
Gruppe G sind ein involutorischer Automorphismus ¢ und eine minimal paraboli-
sche Untergruppe P vorgegeben. Gefragt ist nun ein geeignetes Vertretersystem der
Doppelnebenklassen in G beziiglich der Untergruppen P und der Fixpunktgruppe
H der Involution o, sowie die topologischen Eigenschaften der Doppelnebenklassen.
Das wichtigste Resultat ist die Endlichkeit der Anzahl der Doppelnebenklassen und
eine Anzahlformel mittels Weyl-Gruppen fiir die offenen sowie die abgeschlossenen
Doppelnebenklassen.

Das Interesse an dieser Fragestellung kommt unter anderem aus der Geometrie. Das
bekannteste und wohl einfachste Beispiel dafiir ist das folgende: Wir betrachten
die (transitive) Operation von G := SL(2,C) auf der Riemannschen Zahlenkugel
S? = C U {cc} via Moebiustransformationen. Die Fixpunktgruppe der 0 in S?
besteht aus allen unteren Dreiecksmatrizen in (5. Dies ist eine minimal parabolische
Untergruppe von G, die wir P nennen.

Dann sind G//P und S? diffeomorphe Mannigfaltigkeiten mittels der iiblichen alge-
braischen Identifikation. Die Komplexkonjugation auf G ist nun ein involutorischer
Automorphismus von G, betrachtet als reelle, halbeinfache Lie Gruppe. Man sieht
leicht, daB die Orbits der Fixpunktgruppe H := SL(2,R) auf S* die obere Halb-
ebene, die untere Halbebene sowie RU {oc} sind. Diese Orbitstruktur spiegelt sich
wider als zwei offene und eine abgeschlossene Doppelnebenklasse in der Zerlegung
von G beziiglich H und P. Als Vertreter dieser Doppelnebenklassen kann man
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Kapitel 1. Komplementére Unteralgebren in halbeinfachen Lie Algebren 11

etwa wahlen

i) G) (o)

Wir wollen dieses Beispiel in gewisser Hinsicht komplettieren: Lassen wir die Grup-
pe H :={X € G: X' = X1} = SO(2,C) auf S? operieren, so haben wir zwei
abgeschlossene Bahnen {i} und {—:i} und eine offene Bahn S*\ {#i}. Dies liefert
wieder eine Zerlegung von (' in Doppelnebenklassen beziiglich H' und P mit zwei
abgeschlossenen und einer offenen Doppelnebenklasse. Diese Zerlegung von G ist in
einem Sinne dual zu ersterer; diese Dualitdt wird in Abschnitt 1.4 erklart.

Wihlen wir schlieBlich K = {z € G : X7! = XT} = SU(2) als Fixpunktgruppe
der kanonischen Cartan Involution, so ist bereits K - P gleich . Wir haben also
nur eine (offene) Doppelnebenklasse.

Betrachten wir in P die Untergruppe A - N aller unteren Dreiecksmatrizen mit
reellen Diagonaleintrdgen in G. Hierbei sei A die Untergruppe aller reellen Diagonal-
matrizen in &G, und N die Untergruppe der unteren Dreiecksmatrizen mit Einsen in
der Diagonalen. Dann ist die Multiplikationsabbildung K x A x N nach (G sogar ein
Diffeomorphismus von Lie Gruppen, das ist die bekannte Iwasawa Zerlegung (siehe
zum Beispiel [HilNe], Kapitel 111, Satz 6.32). Bei der Konstruktion komplementarer
Unteralgebren in Abschnitt 1.5 werden wir einen &hnlichen Trick der geeigneten
Verkleinerung von Lie Algebren verwenden.

Der weit wichtigere geometrische Aspekt der Arbeit von Matsuki ist in gewisser
Weise die Umkehrung des obigen Beispiels: Der Faktorraum G/H ist ein affiner,
symmetrischer Raum, und gesucht ist hierin die Struktur der Orbits der Operation

einer minimal parabolischen Untergruppe, wenn diese durch Linksmultiplikation auf
G//H operiert.

Doch wir verwenden die Frgebnisse dieser Arbeit in einer anderen Hinsicht: Ist
H - - P eine offene Bahn in G, soist H-a- P -2~ " eine offene Teilmenge von
und Produkt zweier abgeschlossener Untergruppen. Die Summe der zugehorigen Lie
Algebren in der Lie Algebra g von G ergibt ganz g.

Die Frage ist nun, wann man zur Lie Algebra § von H eine komplementéire Lie
Unteralgebra in g konstruieren kann. Dies ist nicht in allen Féllen moglich. Die Re-
sultate von Matsuki werden das wesentliche Hilfsmittel bei der Klassifikation sein.

Im Unterabschnitt 1.5.3 wird die Konstruktion komplementarer Unteralgebren vor-
gefiithrt und gekléart, wann es stets moglich ist, Komplemente zu konstruieren. Fiir die
spatere Anwendung dieser komplementaren Unteralgebren in Loop Algebren werden
die Resultate dieses Kapitels nicht in der Allgemeinheit verwendet, wie sie hier ent-
wickelt werden. Sie sind jedoch fiir die Strukturtheorie halbeinfacher Lie Algebren
von unabhéngigem Interesse.
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1.1 Grundlegende Definitionen und Resultate

In diesem Abschnitt werden zunéchst die wesentlichen und fiir uns wichtigen Tatsa-
chen aus der Theorie der halbeinfachen Lie Algebren und Lie Gruppen ohne Beweise
zusammengestellt. Dies geschieht nicht zuletzt um die in diesem Kapitel gebrauchten
Schreibweisen und Notationen einzufiihren. Nachzulesen sind die Satze in einschlégi-

gen Biichern iiber Lie’sche Theorie wie [Helg], [Kn], [War] und [Koo].

1.1.1 Reelle und komplexe, halbeinfache Lie Algebren

In diesem Kapitel bezeichne stets g eine reelle Lie Algebra. Mit ad wird wie tiblich
die adjungierte Darstellung ad : g — End(g) = ¢gl(g), adX(Y)=[XY], X,Y €
g einer Lie Algebra bezeichnet.

Mit & werde stets die Killing Form einer Lie Algebra benannt:

k(X,Y) = Spur(adX o adY), X,Y € g. Sie ist eine assoziative, symmetrische
Bilinearform, d.h. «([XY],Z) = «(X,[Y Z]), bzw. k(adX(Y),Z)+ £(Y,adX (7)) =
0 fir alle X,Y, 7 € g.

Definition 1.1 Fine Lie Algebra (iber IR oder €) heifst halbeinfach, wenn ihre Kil-

ling Form nicht ausgeartet ist.

Uber Korpern der Charakteristik 0 ist die Halbeinfachheit bekanntlich dquivalent
dazu, dafl die Lie Algebra in die direkte Summe einfacher, nicht abelscher Ideale
zerfallt. Dabei heifit eine Lie Algebra einfach, wenn nur {0} und die ganze Algebra
Ideale sind. Abelsche, einfach Lie Algebren sind eindimensional oder gleich {0}.

Ist g eine reelle Lie Algebra, so bezeichne g die Komplexifizierung von g, d.h. wir
fithren auf der Lie Algebra g@ g die komplexe Struktur J: (X,Y) — (=Y, X)) ein,
womit g@ g zu einer komplexen Lie Algebra wird. Es ist dann dimg g¥ = dimp g.

Ist umgekehrt [ eine komplexe Lie Algebra, so bezeichne ™ die , Reellifizierung”
von [, also die Algebra, welche entsteht durch Einschrénkung der Skalare von € auf
IR. Die reelle Dimension von [® ist zwei mal der € -Dimension von .

Nun kommen wir zum wichtigen Konzept der reellen Formen:

Definition 1.2 FEs sei [ eine komplexe Lie Algebra und g C 1. g heifit reelle Form
von [, wenn g unter der Kinschrinkung der Skalarmultiplikation auf IR eine reelle
Lie Algebra ist, und (M =g & i-g gill.

Der reelle Automorphismus 7(X) = X, 7(1X) = —iX, X € g von M heift die
Konjugation von [ beziiglich g.

In der Situation von Definition 1.2 lassen sich natiirlich die Komplexifizierung g¥
von g und [ identifizieren. Der folgende Satz gibt die entscheidenden Aussagen iiber
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Halbeinfachheit und Einfachheit von Lie Algebren sowie die Killing Form: (siehe
[Helg], Chapter II, § 6 und Chapter X, Proposition 1.5)

Satz 1.3 (i) Fs sei g eine reelle Form der komplexen Lie Algebra [, und &
die Killing Form von [. Dann ist die Kiling Form von g die FEinschrinkung
von r auf g x g. Die Killing Form kg von ™ ist gegeben durch rr(X,Y) =
2-Rer(X,)Y), X,V € &

Insbesondere gilt: Wenn g, | oder ™ halbeinfach ist, so sind alle drei Lie Algebren
halbeinfach.

(ii)  Die Killing Form eines Ideals i einer jeden Lie Algebra g ist die Fin-
schrinkung der Kiling Form von g auf i x i.

(iii) Ist g eine einfache, reelle Lie Algebra, so ist entweder g¥ einfache, komplexe
Lie Algebra, oder es gibt eine einfache, komplexe Lie Algebra |, so dass g = ! ist.
In diesem Fall ist g¥ isomorph zur direkten Summe zweier Kopien von |.

Die Reellifizierung einer einfachen, komplexen Lie Algebra ist stets einfach.

Das wesentliche Hilfsmittel in der Strukturtheorie halbeinfacher Lie Algebren bilden
Cartan Zerlegung:

Definition 1.4 FEin involutorischer Automorphismus 0 einer halbeinfachen, reel-
len Lie Algebra g heifst Cartan Involution, wenn fir die Figenriume € = Fix(0)
und p = ERg(—1) gilt: klexe ist negativ definit und k|ypxy ist positiv definit. Die
Zerlegung g = €+ p heiffit dann Cartan Zerlegung von g.

Gleichwertig zu dieser Definition ist die Forderung, daff die Bilinearform xg(X,Y) :=
—k(X,0Y), X,Y € g ein Skalarprodukt ist, wegen der Invarianz der Killing Form
beziiglich Automorphismen.

Ist umgekehrt g gleich der direkten Summe g = € & p mit einer Unteralgebra &,
einem Unterraum p, derart dafl [&,p] C p, [p,p] C € und « negativ definit ist auf
£ x ¢ und positiv definit auf p x p, so ist der durch §(X) = X und (V) = -V, X €
£, YV € p definierte Endomorphismus eine Cartan Involution.

Jetzt konnen wir endlich die wichtigen kompakten reellen Formen einfithren:

Definition 1.5 FEine reelle Form u der komplexen, halbeinfachen Lie Algebra |

heifit kompakt, wenn ™ =u+ u eine Cartan Zerlegung von [® ist.

Genau die reellen Formen von [ mit negativ definiter Killing Form sind damit die
kompakten reellen Formen.

Die Kompaktheit von Unteralgebren wird im folgenden noch allgemein eingefiihrt,
doch wir brauchen noch etwas Theorie {iber Automorphismen:

Definition 1.6 [st g eine reelle Lie Algebra, so bezeichne Int(g) die von der Menge
{exp(ad(X)) : X € g} erzeugte Untergruppe von GL(g). Diese heifit die Gruppe
der inneren Automorphismen.

FEs sei G eine Lie Gruppe mit Lie Algebra g. Dann werde mit 1, € Aut(G), g €
G der analytische, innere Automorphismus I,(h) = ghg™' bezeichnet sowie mit
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Ad(g) € Aut(g) die Ableitung von I, beim neutralen Element e € G, d.h. der
Automorphismus Ad(g)X = d1,(e)X wvon g.
Ad : G — Aut(g) heifit die adjungierte Darstellung der Lie Gruppe G.

Der folgende Satz klért nun den Zusammenhang zwischen der adjungierten Darstel-
lung und der Gruppe der inneren Automorphismen:

(siehe [Helg], Chapter II, § 5)

Satz 1.7 (i) Die Gruppe Int(g) ist Normalteiler von Aut(g).

(ii) Fir jede Lie Gruppe G ist die Abbildung Ad ein analytischer Homomorphismus
von G auf Int(g), dessen Kern das Zentrum von G ist.

(iii) Die Lie Algebra von Int(g) in End(g) ist ad(g) Wenn das Zentrum von g

trivial ist, so ist ad(g) isomorph zu g, und das Zentrum von Int(g) ist trivial.

Definition 1.8 FEs sei s eine Unteralgebra der Lie Algebra g, sowie G eine Lie
Gruppe mit Lie Algebra g mit zugehdriger Frponentialabbildung exp. Die von der
Menge {exp(S): S € s} erzeugte Untergruppe S von G heifit die analytische Un-
tergruppe von G mit Lie Algebra s.

FEine Unteralgebra w einer reellen Lie Algebra g heifit kompakt eingebettet, wenn die
analytische Untergruppe U := Inty (u) von Int(g) mit Lie Algebra ad(u) (C ad(g))
kompakt ist.

g selbst heifst kompakt, wenn Int(g) kompakt ist.

Die analytischen Untergruppen einer Lie Gruppe (' sind genau die bogenzusam-
menhédngenden Untergruppen; sie sind aber nicht notwendig Untermannigfaltigkei-
ten. Sie tragen aber mittels der Exponentialabbildung die Struktur einer analyti-
schen Mannigfaltigkeit und sind mit dieser eine Lie Gruppe, deren Topologie im
allgemeinen feiner ist als die Relativtopologie, welche von G auf die Untergruppe
gesetzt wird. Ist eine analytische Untergruppe jedoch abgeschlossen, so stimmen
beide Topologien iiberein.

Die folgenden Aussagen setzen nun Definition 1.5 und 1.8 zueinander in Beziehung:

Proposition 1.9 (i) Fine reelle Lie Algebra g ist genau dann kompakt, wenn ein
assoziatives Skalarprodukt auf g existiert, beziehungsweise, wenn eine kompakte Lie
Gruppe existiert mit Lie Algebra g.

(ii) Die kompakten, halbeinfachen Lie Algebren sind genau die mit negativ definiter
Killing Form.

(iii) Ist | eine komplexe, halbeinfache Lie Algebra, so besitzt eine Unteralgebra
u, die kompakt ist (und kompakt eingebettet), so dafy ™ = uci-u. Dies ist dann eine
Cartan Zerlegung; alle Cartan Zerlegungen gehen unter der Wirkung von Int (™)
inetnander tiber.

[IR

(iv) Ist T die Konjugation von [ beziglich einer reellen Form g, so existiert eine

kompakte reelle Form von |, derart, daf} die zugehiorige Cartan Involution 0 von [

mit T vertauscht, das heifit, g invariant lift. 8|y ist dann auch Cartan Involution
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von .
(v) Ist umgekehrt g =€+ p eine Cartan Zerlegung der reellen, halbeinfachen Lie
Algebra g, so liefert u:=%€+1¢-p eine kompakte reelle Form der Komplezifizierung
von .

Der letzte Punkt in diesem Abschnitt betrifft die ., Liftbarkeit” von Cartan Involu-
tionen auf Lie Gruppen. Im allgemeinen lassen sich Automorphismen (auch invo-
lutorische) von halbeinfachen Lie Algebren nicht auf die Lie Gruppen liften, es sei
denn die Lie Gruppe ist einfach zusammenhéangend (siehe [Helg], Chapter VI, § 1):

Proposition 1.10 FEs sei g eine halbeinfache, nicht kompakte Lie Algebra und G
eine zusammenhdngende Lie Gruppe mit Lie (G) = g, sowie 8 eine Cartan Involu-
tion von g. Dann gilt:

(i) Es existiert ein involutorischer Automorphismus © wvon (i, dessen Ableitung
dO bei e gleich 6 ist.

(i) Die Fizpunktgruppe Fiz(©) in G ist eine abgeschlossene, zusammenhdngende
Untergruppe K mit Lie Algebra € = Fiz(0). K enthdlt das das Zentrum 7 (G) von
(. Dieses ist diskret in G.

(iii) Jede kompakte Untergruppe von G lifit sich unter Aut(G) in eine Untergruppe
von K konjugieren.

(iv) K ist genau dann kompakt, wenn das Zentrum von G endlich ist.

Bemerkung 1.11 Das Zentrum einer zusammenhédngenden Lie Gruppe mit halb-
einfacher Lie Algebra ist zumindest fiir alle linearen Lie Gruppen endlich, d.h. fiir
alle Lie Gruppen, die eine treue Darstellung in einer GL (n,IR) zulassen. Dies ist
z.B. nicht der Fall fiir die einfach zusammenhéngende Uberlagerungsgruppe der

SL(2,IR).

1.1.2 Wurzelraumzerlegungen

Die Bedeutung der im letzten Abschnitt eingefiihrten Cartan Involutionen be-
steht unter anderem in der Konstruktion von Wurzelraumzerlegungen iiber IR. Ist
g = £+ p eine Cartan Zerlegung der reellen, halbeinfachen, nicht kompakten Lie
Algebra g mit zugehoriger Involution 6, so sind die Endomorphismen ad(X) fiir
X aus p selbstadjungiert beziiglich des Skalarprodukts kg auf g, und die Endomor-
phismen ad(Y') fir Y aus € schiefsymmetrisch. Insbesondere ist fiir jeden abelschen
Unterraum a von p die Menge {ad(X): X € a} ein Vektorraum paarweise vertau-
schender Endomorphismen von g, welche (wegen der Selbstadjungiertheit) iiber R
simultan diagonalisierbar sind.

Fixieren wir nun eine maximal abelsche Unteralgebra a von p. Fiir jede Linearform
a € a* bezeichne g den Wurzelraum in g zur Wurzel « beziiglich a, d.h. g* =
{Xeg:[H,X]=a(H)- X VH € a}. Wir setzen ¥ := {a € a*\ {0} | g* # {0}}.

Dies ist ein Wurzelsystem, welches i.a. nicht reduziert ist, d.h. mit einer Wurzel
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a € Y kann auch %oz oder 2-« eine Wurzel sein. ¥ heifit das auf a eingeschréankte

Wurzelsystem.
g zerlegt sich nun wie folgt in die direkte Summe
g=a+gz(a)+ g (1.1)
€L

Hierbei bezeichnet 3¢(a) = {Y € €:[Y,a] = 0} den Zentralisator von a in €. Es ist
also g° = a+ 3¢(a), und g° ist der Zentralisator von a in g.

Fiir eine Wurzel o wird dimpg® die Vielfachheit von « genannt.

Da die Einschriankung der Killing Form von g auf € x £ eine assoziative, negativ
definite Bilinearform liefert, ist € eine kompakte Lie Algebra, damit auch z¢(a) als
Unteralgebra nach Proposition 1.9 Teil (i). Insbesondere ist 3¢(a) eine reduktive Lie
Algebra, das heifit gleich der direkten Summe seines Zentrums und eines halbein-
fachen Ideals (siehe [HilNe], Lemma III. 5. 2). Dieses ist eindeutig bestimmt und
kompakt.

Die Struktur von j¢(a) wird fiir unsere Konstruktion komplementéarer Unteralge-
bren von grofler Wichtigkeit sein. Zum Abschlufy dieses Abschnitts seien noch einige
wichtige Tatsachen tiber maximal abelsche Unteralgebren von p erwéhnt:

Proposition 1.12 (i) FEs sei G eine Lie Gruppe mit Lie Algebra g = €+ p in
Cartan Zerlegung Weiter sei K die analytische Untergruppe von G mit Lie Algebra
€. Dann sind je zwei maximal abelsche Unteralgebren von p zueinander konjugiert
unter der Wirkung von Adg (K) = Inty(€).

(i) Fir jede mazimal abelsche Unteralgebra a von p ist p die Vereinigung aller
Ad(k)(a) ke K.

(iii) Ist a eine maximal abelsche Unteralgebra von p und ae eine maximal abelsche
Unteralgebra von 3¢(a) soist atae eine maximal abelsche Unteralgebra von g, deren
Elemente unter ad halbeinfach auf g operieren. Insbesondere ist der von a + ag
erzeugte @-Unterraum ¢ von g¥ eine Cartan Unteralgebra ¢, das heifft ¢ operiert
halbeinfach auf g¥ wund ist maximal abelsch.

(iv) Die Einschrinkung auf a der Wurzeln von g¥ beziiglich ¢, welche auf a nicht
verschwinden, liefert das eingeschrinkte Wurzelsystem ..

Bemerkung 1.13 Teil (i) und (ii) der Proposition verallgemeinern den bekannten
Satz aus der linearen Algebra, dafl kommutierende, reelle, symmetrische beziehungs-
weise hermitsche Matrizen simultan durch orthogonale (bzw. unitare) Matrizen auf
reelle Diagonalmatrizen transformiert werden kénnen.

(ii) folgt aus (i), da jedes X € p in einer maximal abelschen Unteralgebra von p
liegt.
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1.1.3 Die Weyl Gruppe

Die Weyl Gruppe einer reellen, halbeinfachen, nicht kompakten Lie Algebra g
beziiglich einer Cartan Involution von g wird eine sehr wichtige Rolle spielen bei
der Bestimmung der offenen und abgeschlossenen Doppelnebenklassen.

Wir fixieren eine Cartan Involution der reellen, halbeinfachen, nicht kompakten Lie
Algebra g sowie eine maximal abelsche Unteralgebra a des —1-Eigenraums p von

0.

Definition 1.14 Fine Teilmenge 11 = {aq,...,a;} von ¥ heifit Basis des Wur-
zelsystems, wenn Il eine Vektorraumbasis von a* ist, und fir jede Wurzel o die
Koeffizienten k; in der Linearkombination o = Y\_ ki - «; in Z liegen und alle

entweder nicht negativ oder nicht positiv sind.

Bekanntlich existieren stets Basen (siehe zum Beispiel [Helg], Chapter X, Theorem
3.6); zu ihrer Konstruktion kommen wir spéter.

Proposition 1.15 (i) Zu jeder Linearform X € a* existiert genau ein Ay € a, so
daff M(H) = r(H, A)) gilt fir alle H € a.

(ii) Die Abbildung ¢ :a* — a, @ : A— Ay ist ein Isomorphismus. Wenn Il eine
Basis des Wurzelsystems Y ist, so ist insbesondere {A, : « € I} eine IR-Basis
von a.

(iii) FEs gill a(A,) = k(Aa, As) #0 fir alle a € ¥

(itv) Durch (A, p) = k(Ax, A,) wird auf a* ein Skalarprodukt definiert, und ¢ ist

(nach Konstruktion) eine Isometrie.

Die Beweise dieser Proposition basieren fast ausschlieBlich darauf, daf3 die Killing
Form eingeschréankt auf a ein Skalarprodukt ist.

Definition 1.16 (i) Zu jedem A € a* bezeichne s, € Aut(a*) die Reflexion

an X beziglich des Skalarprodukts (-,-) aus obiger Proposition, das heifit sy (p) =

201,
B

(ii) Die von der Menge {s, : a € ¥} in Aut(a*) erzeugte Gruppe W heifit die
Weyl Gruppe des Wurzelsystems .

Alle Cartan Involutionen sind unter Int(g) zueinander konjugiert, d.h. zu je zwei
Cartan Involutionen 6, ' existiert ein ¢ € Int (g) mit §' = ¢~ 00 o ¢. Wegen der
Invarianz der Killing Form beziiglich Aut(g) bilden die Cartan Involutionen also
eine volle Konjugationsklasse in Aut (g).

Damit ist wegen Proposition 1.12 (i) die oben definierte Weyl Gruppe nur von der
reellen, halbeinfachen Lie Algeba g abhangig.

Die Weyl Gruppe a3t das Wurzelsystem Y invariant, und weil ¥ ein Erzeugenden-
system von a* ist, liegt ein Weyl Gruppenelement fest durch seine Bilder auf .
Insbesondere ist die Ordnung der Weyl Gruppe ein Teiler der Ordnung der Gruppe
der Permutationen von ¥, also endlich.
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Fiir diese Arbeit wird noch ein anderes Modell der Weyl Gruppe von Bedeutung
sein. In diesem wird die Weyl Gruppe W als Faktorgruppe zweier Untergruppen in
einer Lie Gruppe mit Lie Algebra g dargestellt. Doch zunéchst klaren wir noch, wie
obige Weyl Gruppe auf der Unteralgebra a operiert:

Zu jedem « € Y definieren wir die lineare Involution

S (H):=H — Z?,flf))Aa fur alle H aus a.

Mit dem Isomorphismus ¢ aus Proposition 1.15 (ii) gilt dann: ¢ 0 s, = 3, 0 ¢.

Fiir die Gruppe W C Aut (a), welche von den 3,, a € ¥ erzeugt wird, gilt dann
W = oWyt Dies erlaubt uns W mit W zu identifizieren.

Definition 1.17 FEs sei G eine zusammenhdngende Lie Gruppe mit Lie Algebra g.
Es sei g =%¥+p eine Cartan Zerlegung von g sowie K die analytische Untergruppe
von G mit Lie Algebra €.

Dann werde mit M der Zentralisator einer maximal abelschen Unteralgebra a von

p in K bezeichnet, d.h.
M={g€ K:Ad(g)(H)=H firale H € a}
sowie mit M* der Normalisator:

M*={ge K : Ad(¢)(a) = a}

Hier folgen die ersten wichtigen Eigenschaften iiber M* und M: (siehe [Helg], Chap-
ter VII, § 2)

Proposition 1.18 (i) M ist eine normale Untergruppe von M*

(it) M und M* haben dieselbe Lie Algebra, ndmlich 3¢(a). Die Gruppe M ist eine
abgeschlossene Untergruppe von G, und ist im allgemeinen nicht zusammenhdngend.
(iii) Die Faktorgruppe M*/M ist endlich.

(iv) Die Abbildung m* — Ad(m*)|q, m* € M* ist eine Darstellung von M*
in GL(a), deren Kern genau M ist. Insbesondere induziert die Abbildung m* +—
Ad(m*)|q eine treue Darstellung von M*/M auf a.

Teil (ii) dieser Proposition folgt im wesentlichen aus der Tatsache, dafi der Norma-
lisator von a in € (!) gleich ze(a) ist.

Der folgende Satz besagt, daf} die Faktorgruppe M*/M genau die Weyl Gruppe von
g ist, wenn wir diese wie oben beschrieben auf a operieren lassen: (siehe z.B. [Koo]

11, 5.4 ff)

Satz 1.19 (i) Ist a € ¥ eine Wurzel beziiglich der mazimal abelschen Unteral-
gebra a von p, und X, € g% normiert, so daff kg (X., Xo) = (a?a),
Zo = Xo +0(X,):

Zy liegt in €, exp(%ﬂ'Za) ist in M* und Ad(%ﬂ'Zaﬂa = 3,.

(i) Das Bild von M*/M in GL(a) wird von {Ad(37Z,)|a : o € X} erzeugt.
(iii) Die NAbbildung 3, (€ W) — Ad (37 Z,)|a induziert einen Gruppenisomorphis-
mus von W auf M*/M.

so gilt mit
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1.1.4 Minimal parabolische Untergruppen

In diesem Abschnitt werden einzelne Aussagen nicht nur zitiert, sondern zum Teil
auch bewiesen, da dies das Verstdndnis und die Darstellung der restlichen Abschnit-
te erleichtert. Bevor die Definition der minimal parabolischen Unteralgebren und
Untergruppen gegeben werden kann, miissen noch einige zusitzliche Konzepte ein-
gefithrt werden. Wenn wir den Dualraum a* einer maximal abelschen Unteralgebra a
von p zu einem geordneten, reellen Vektorraum machen, so bezeichnet man fiir jede
solche fixierte Ordnung mit %% die Menge der positiven Wurzeln in Y. Dann ist die
Vereinigung ¥ = Xt U(—X%) disjunkt, und es gelten die bekannten, fundamentalen
Aussagen (siehe [HilNe], Kapitel III, Satz 6.32):

Satz 1.20 Es sei g eine reelle, halbeinfache Lie Algebra und g = € 4+ p eine
Cartan Zerlegung und a eine mazimal abelsche Unteralgebra von p. Weiterhin sei
Y das Wurzelsystem von g beziiglich a und YT positive Wurzeln. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

(i) n:=3_cx+ @ ist eine nilpotente Unteralgebra von g.

(ii) a4+ n ist eine auflosbare Unteralgebra von g.

(tii) @ zerlegt sich in die direkte Summe g =t+a+n  (lokale lwasawa Zerlegung)
(iv) Ist G eine zusammenhdngende Lie Gruppe mit Lie Algebra g, sowie A und N
die analytischen Untergruppen von G mit Lie Algebra a und n, so sind A und N
einfach zusammenhdingend, und die (Produkt-) Abbildung K x Ax N — G ist ein
Diffeomorphismus. (globale Twasawa Zerlegung)

Wichtig in diesem Zusammenhang ist die sogenannte Polarzerlegung einer Lie Grup-

pe (siehe [Helg], Chapter VI, Theorem 1.1 (iii) und Proposition 5.3)

Proposition 1.21 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 1.20. Dann gilt:

(i) Die FEinschrinkung der Exponentialabbildung der Lie Gruppe G auf p ist in-
jektiv.

(ii) Die Abbildung K xp — G, (k,X)— k-exp(X) ist ein Diffeomorphismus.
(Polarzerlegung)

(tii) FEs sei © der Lift auf G der auf g gegebenen Cartan Involution. Dann liefert
die Abbildung

p: AN — exp(p), v:s 0O(s)-s™! einen Diffeomorphismus von Mannigfal-
tigkeiten.

Die folgende Proposition fiithrt direkt zur Definition minimal parabolischer Unteral-
gebren von g und minimal parabolischer Untergruppen in einer Lie Gruppe G. (siehe
[Koo|, Chapter I, Lemma 5.7 und Corollar 5.8, sowie [War], Proposition 1.2.1.12)

Proposition 1.22 FEs gelten wieder die Voraussetzungen von Satz 1.20. Dann gilt:
(i) Die Unteralgebra 3e¢(a) operiert via der adjungierten Darstellung ad fir jede
Wurzel a € ¥ irreduzibel auf dem Wurzelraum g°.

(it) Pla,X%) := ze(a) + a+ n ist fir jede Wahl eines Systems positiver Wurzeln
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Yt in X eine Unteralgebra von g, die selbstnormalisierend ist. Diese Unteralgebren
heiffen minimal parabolisch.

(iii) FEs sei M der Zentralisator von a in K. Dann ist die Produktabbildung M x
AXxX N — G ein Diffeomorphismus auf eine abgeschlossene, selbstnormalisierende
Untergruppe P von G, deren Lie Algebra P(a,X7) ist. Diese Untergruppen heifien
minimal parabolische Untergruppen von G.

Bemerkung 1.23 Es sei ¢ ein Automorphismus von g, der mit der Cartan In-
volution € vertauscht, das heifit, er bildet die Summanden & und p der Cartan
Zerlegung g = € + p jeweils in sich ab. Wenn ¢ auch die Unteralgebra a in-
variant 1aBt, so operiert ¢ auf der Menge der Wurzelrdume {g® : o« € X}, da
[H, (X)) = o([67 (), X] = (6™ (H)) - 6(X), VX € g* und ¥H € .

Definiert man ¢-a durch é-a(-) := a(¢71(+)), so gilt #(g®) = g**, und ¢ permu-
tiert die Satze positiver Wurzeln von .

Offensichtlich gilt ¢(A,) = Ap.a, wegen der Invarianz der Killing Form.

Dies kann man auf die Cartan Involution 6 anwenden. Sie wirkt auf a als die nega-
tive Identitdt, und bildet damit jede Wurzel « in die Wurzel —a ab.

Auch die Automorphismen Ad(m*), m* € M* geniigen den obigen Voraussetzun-
gen. Die zugehorige Operation der Weyl Gruppe M*/M auf X liefert eine scharf,
einfach transitive Operation auf allen Sdtzen positiver Wurzeln von 3.

Wegen der Konjugiertheit aller Cartan Zerlegungen von g unter Int(g) und Pro-
position 1.12 (i) liefert die letzte Bemerkung den folgenden ,,Konjugationssatz”:

Satz 1.24 (i) Je zwei minimalparabolische Unteralgebren von g lassen sich unter
einem Automorphismus aus Int (@) ineinander dberfihren.

(ii) Die minimal parabolischen Untergruppen der Lie Gruppe G bilden eine Konju-
gationsklasse von G.

Kléren wir noch das Aussehen der minimal parabolischen Unteralgebren der kom-
plexen, halbeinfachen Lie Algebren.

Definition 1.25 FEs sei [ eine halbeinfache, komplexe Lie Algebra mit Cartan Un-
teralgebra ¢ und zugehdrigem Wurzelsystem A.

(i) Der von der Menge {T, : o € A} erzeugte reelle Untervektorraum cp heifit
die kanonische, reelle Form von c¢. Hier bei werden die T, wie die Elemente A,
iber die Finschrinkung der Killing Form auf ¢ definiert.

(i) Fir jedes System positiver Wurzeln AT in A heifit die Unteralgebra b :=
¢+ > gea+ [ eine Borel Unteralgebra von [.

Es gelten nun die folgenden Aussagen (siehe [Helg], Chapter VI, Lemma 3.2):

Proposition 1.26 (i) Die Cartan Unteralgebra ¢ zerlegt sich in die direkte Summe
¢ =1-cr+ CRr, und die Killing Form von | eingeschrinkt auf ¢r x cgr st positiv
definit. Insbesondere liegt cr stets in p fir jede Cartan Involution, die ¢ invariant
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lafst.

(ii) Es existiert eine Cartan Involution 0 von ) so daff cr < ERg(—1).
(iii) Fliir jede Cartan Zerlegung ™ = u+1i-u von B
Unterraum a von 1 -u gilt: zy(a) = ¢-a und ¢ := 3y(a) + a ist eine Cartan
Unteralgebra von [ mit kanonischer, reeller Form a.

(iv) Die minimal parabolischen Unteralgebren von ™ beziiglich der Zerlegung u+1-u

und einen mazximal abelschen

und der Unteralgebra a sind genau die Borel Unteralgebren beziiglich ¢. Diese sind
stets auflosbar.

Bemerkung 1.27 Die Kommutatorunteralgebra [P,P] einer minimal paraboli-
schen Unteralgebra P := P(a,Xt) einer reellen, halbeinfachen, Lie Algebra ist
gleich [3e(a),3e(a)] + n. Da 3¢e(a) eine reduktive Algebra ist, ist der Kommutator
von P genau dann nilpotent, wenn j¢(a) abelsch ist. Dies ist aber genau dann der
Fall, wenn P auflésbar ist.

Nun kommen wir zu einem wesentlichen Satz in der Strukturtheorie halbeinfacher
Lie Algebren, den wir spéater auch benétigen werden, die Bruhat Zerlegung ei-
ner Lie Gruppe beziiglich einer minimal parabolischen Unteralgebra (siehe [Helg],

Chapter IX, Theorem 1.4 ff):

Satz 1.28 FEs sei G eine Lie Gruppe mit halbeinfach, reeller Lie Algebra g und P =
M- A-N eine minimal parabolische Untergruppe von G. Zu jedem w € M*/M = W
set my, ein Vertreter in M*. Dann gilt

(i) Die Nebenklasse m?, - P hingt nur von w ab.

(ii) G st die disjunkte Vereinigung aus Doppelnebenklassen

G=|JP-m}-P

weW

Es bezeichne wo € W das (eindeutig bestimmte) Weyl Gruppenelement, welches
den gewdhlten Satz positiver Wurzeln X7 auf —X%1 abbildet. Dann gilt:

P-mj, - P st offen dichte Untermannigfaltigkeit von G.

Unter den Doppelnebenklassen beziiglich P hat genau eine minimale Dimension,
ndmlich dimi(3e(a) + a4 n); sie ist auch die einzige abgeschlossene Doppelneben-
klasse.

Bemerkung 1.29 (i) Das Weyl Gruppenelement wq existiert, da die Weyl Grup-
pe transitiv auf der Menge aller Systeme positiver Wurzeln operiert. Es ist auch
eindeutig, da die Operation scharf ist.

(ii) Das Produkt M- A-N der Untergruppen M, A und N kommutiert, weil A die
Gruppe N normalisiert und M die Gruppen A und N normalisiert.

(iii) Die Gruppe M* normalisiert M und A. Damit 148t sich jede Doppelneben-
klasse P -m? - P auch schreiben als N -m} - P.

(iv) Fiir die offen dichte Doppelnebenklasse N -m7, - P gilt:

Die Abbildung N x P — G, (n,p) — n-mj, -p ist ein Diffeomorphismus auf
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die offen dichte Untermannigfaltigkeit von G.

(v) Wegen (iv) ist (m3 )~' - N -m}, - P Produkt zweier abgeschlossener Unter-
gruppen mit trivialem Schnitt. Daher kann man die Lie Algebra g als ein direkte
Summe schreiben:

g = n" @ (3e(a) + a+n). Dabei ist n™ := Ad(m, )(n) = 2 ,c_s+ 8%

Multiplizieren wir in der Bruhat Zerlegung von ' die disjunkte Vereinigung von
links mit mj, und indizieren die Vereinigung iiber die Weyl Gruppe W um, so
erhalten wir
G = U N™-m; - P,
weW

Fir G = SL(n,IR) erhalt man die aus der linearen Algebra bekannte Aussage, daf
jede Matrix in SL (n,R) Produkt einer unteren Dreiecksmatrix mit Einsen auf der
Diagonalen, einer Permutationsmatrix und einer oberen Dreiecksmatrix ist.

Auch in einer beliebigen Doppelnebenklasse N -m? - P, w € W kann man eine
Eindeutigkeit erreichen. Dies geschieht indem man N zu einer (von w) abhéngigen
analytischen Untergruppe N, von N verkleinert. Dies dndert nicht die urspriingli-
che Doppelnebenklasse, aber die Abbildung

Nyx P — P-ml P (nyg,p) — ny,-mi-p wird ein Diffeomorphismus.

Es wird hier nicht ndher auf dieses ,,Zuriickschneiden” eingegangen, da uns die-
ses Phdnomen auch bei den Kac-Moody-Gruppen wieder begegnen wird, wo es im
Detaill diskutiert wird.

1.1.5 Normale, reelle Formen

Unter den reellen Formen von halbeinfachen, komplexen Lie Algebren sind manche
durch besondere Eigenschaften ausgezeichnet. Die normalen, reellen Formen bilden
eine solche, besonders ausgezeichnete Klasse. In gewissem Sinne sind kompakte,
reelle Formen und normale, reelle Formen die entgegengesetzten Extreme unter den
reellen Formen.

Definition 1.30 Eine reelle Form g einer halbeinfachen, komplexen Lie Algebra
heifit normale reelle Form , wenn g eine Cartan Zerlegung g = €+ besitzt derart,
dafl ein mazimal abelscher Unterraum a von p schon maximal abelsch in ganz g ist.

Diese Definition hiangt wegen Proposition 1.9 Teil (iii) und (iv) und Proposition
1.12 (i) nicht von der zu w&hlenden Unteralgebra a von p ab und auch nicht von der
gewahlten Cartan Zerlegung von g, folglich nur von g selbst.

Wir tragen im folgenden einige, wesentliche Eigenschaften von normalen reellen
Formen zusammen (siehe [Helg] Chapter IX, Theorem 5.10 und Theorems 6.1 und
6.2 ff):
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Proposition 1.31 Es sei g eine normale, reelle Form der komplexen, halbeinfachen
Lie Algebra | und a eine mazimal abelsche Unteralgebra von p. Dann gilt:

(i) Die Komplexifizierung ¢ von a in | ist eine Cartan Unteralgebra von | mit
kanonischer, reeller Form c¢r = a.

(i) FEs seien wieder ¥ die Wurzel von g beziglich a. Dann sind die Wurzelrdume
g%, a € X in g beziglich a reell-eindimensional, und die Menge der Wurzeln A
von | beziiglich ¢ sind die C-linearen Fortsetzungen der Wurzeln aus ¥ auf c.
(tii) Fir jede Cartan Zerlegung g = €+ p von g gilt: dimpp — dimpt = dimpa =
dim@c.

(iv) Die Differenz der IR-Dimensionen von p und € ist maximal fiir die normalen
reellen Formen, und wird nur von diesen angenommen fiir eine fixierte, komplexe,
halbeinfache Lie Algebra [.

(v) Jede komplexe, halbeinfache Lie Algebra | besitzt normale, reelle Formen. Diese
sind alle zueinander konjugiert unter Int([).

Bemerkung 1.32 (i) Geben wir uns eine beliebige, halbeinfache, reelle Lie Alge-
bra g vor mit Cartan Zerlegung g = € + p zur Cartan Involution # mit maximal
abelschem Unterraum a in p, sowie einer maximal abelschen Unteralgebra ay von
ge(a).

Dann ist nach Proposition 1.9 (v) €4 ¢-p eine kompakte, reelle Form der Komplexi-
fizierung g% von g. Die zugehorige Cartan Involution von (g¥)® ist die C-antilineare
Fortsetzung von 8 auf gv.

Die Komplexifizierung ¢ von ag + a ist eine Cartan Unteralgebra von g¥, deren
kanonische, reelle Form ¢ genau 2 - ap 4+ a ist. Im Fall normaler, reeller Formen ist
3e(a) trivial. Dies klart den Teil (i) der Proposition.

(ii) In der allgemeinen Situation in Teil (i) dieser Bemerkung sei ¥ das Wurzelsy-
stem beziiglich a. Dann ist fiir jedes o € ¥ die Summe g*+ g~ direkt. Da 6 diese
beiden Wurzelraume austauscht, 18t 6§ die Summe invariant, und diese zertallt in
die Summe aus den Schnitten mit € und p, welche gleiche Dimension haben. Daher
gilt angesichts der Wurzelraumzerlegung in Gleichung (1.1) von g stets

dim (p) — dim (8) = dim (a) — dim (3¢(a))

Fiir die normalen, reellen Formen ist dim (a) maximal, namlich gleich dem Rang
(das ist die Dimension einer Cartan Unteralgebra) von g¥ und dim (3¢(a)) ist mi-
nimal, ndmlich gleich 0. Dies illustriert Punkt (iii) der Proposition.

Wegen ihrer Wichtigkeit werden wir hier kurz das iibliche Konstruktionsverfahren fiir
kompakte und normalen, reellen Formen skizzieren: (siehe z.B. [Hum] Proposition

25.2, oder [Helg], Ch. I1I, Th. 5.5)

Satz 1.33 Es sei [ eine komplexe, halbeinfach Lie Algebra und ¢ eine Cartan Un-
teralgebra von [, sowie A das Wurzelsystem beziiglich c. Weiterhin seien T, a € A

so gewdhlt, dafy x(H,T,) = «a(H) gilt fir alle H € c.
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Dann existiert fiir jedes a € A ein X, € ¥\ {0} so, daff [X,, X_.] =T, gilt, und
[Xo, Xg] = Nog - Xoys, falls o, B,a+ 3 Wurzeln sind, wobei N, 5 reelle Konstan-
ten sind, fir die N,g=—N_, _g gl

Ist B eine Basis von A, so ist {T, : o € B} U{X, : a € A} eine Basis von .
Diese heifit eine Weyl Basis.

Bemerkung 1.34 (i) Die Konstanten N, sind notwendigerweise reell. Es folgt
namlich aus den anderen, geforderten FEigenschaften an die X,, dafl Nzﬁ =
MQ(TQ) gilt, wobei sich die ganzen Zahlen p und ¢ aus der a-Reihe durch
bestimmen: S+ n-a € A, p < n < q. Insbesondere ist also N, g fiir linear
unabhéangige Wurzeln «, 3 reell, da p <0 < g und o(T,) > 0 gilt.

(ii) Die Konstruktion einer Weyl Basis ist der erste Schritt zur Konstruktion einer
Chevalley Basis. Dies ist eine Weyl Basis, die unter Einschrankung der Skalare auf
Z. eine Lie Algebra tiber Z erzeugt, welche als Z-Modul frei ist mit Rang demgl.
Kurzum, alle Kommutatoren von FElementen einer Chevalley Basis sind Linearkom-
binationen iiber Z von Basiselementen. Wir werden in dieser Arbeit aber mit Weyl
Basen auskommen.

Jetzt kénnen wir die Konstruktion sowohl von normalen als auch von kompakten,
reellen Formen beschreiben:

Satz 1.35 FEs sei {1, :a € By U{X, :a € A} eine Weyl Basis der komplexen,
halbeinfachen Lie Algebra I. Dann gilt:

(i) 4= Yaep R-(T.) + Yacar Be(Xo = X_o) + Socar Bei- (Xo+X_0)

ist eine kompakte, reelle Form von [.

(”) g = ZaEB R-T, + ZaEA R-X,
ist eine normale, reelle Form von [.
Die durch 0(T,) = =T, a € B, 0(X,) = —X_., (a € A) definierte, IR-lineare

Selbstabbildung von g ist eine Cartan Involution.

Tatsachlich ist Teil (i) der in der Literatur ibliche Weg, die Existenz kompakter,
reeller Formen beziehungsweise von Cartan Involutionen halbeinfacher, komplexer
Lie Algebren zu zeigen.

1.2 Symmetrische Raume

In der klassischen Theorie werden global symmetrische Raume definiert als zusam-
menhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeiten M mit der Eigenschaft, daf} zu jedem
Punkt p in M eine Isometrie s, von M existiert, welche involutorisch ist und p als
isolierten Fixpunkt hat. Diese Involution ist dann eindeutig und in einer Umgebung
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von p die geoditische Spiegelung an p. Setzt man auf die Gruppe I (M) aller Isome-
trien von M die kompakt offene Topologie, so besitzt diese Gruppe genau eine ana-
lytische Struktur mit dieser Topologie, so dafl I (M) eine Lie Transformationsgruppe
von M wird. Betrachten wir nun die Zusammenhangskomponente G := Io(M) des
neutralen Elements in [ (M) sowie die Fixpunktgruppe K eines fixierten Punktes
po- Dann operiert (¢ transitiv auf M, K ist eine kompakte Untergruppe von ¢, und
die algebraische Bijektion von G/ K auf M wird ein analytischer Diffeomorpismus.
Mittels dieses Diffeomorphismus wird G/K zu einer Riemannschen Mannigfaltig-
keit, auf der (¢ als Gruppe von Isometrien durch Linksmultiplikation operiert.

Die Abbildung o: G — G, 0 : g9~ s,,-¢g-5,, ist ein involutorischer Automorphis-
mus von G, und die Untergruppe K liegt zwischen der Fixpunktgruppe von ¢ und
ihrer Zusammenhangskomponente des neutralen Elements e von G.

Die Ableitung do von o, welche wir stets auch mit o bezeichnen werden, ist ein
involutorischer Automorphismus der Lie Algebra g von (&, dessen Fixpunktalgebra
bh eine kompakt eingebettete Unteralgebra ist.

Ein solches Tupel (g, o) wird eine orthogonale, symmetrische Lie Algebra genannt.

Es folgen einige Beispiele solcher Lie Algebren (siehe [Helg], Chapter V, § 1):

e (u, o) mit einer kompakten, halbeinfachen Lie Algebra und einem beliebigen
involutorischen Automorphismus o.

e (g, f) mit einer nicht kompakten, halbeinfachen Lie Algebra und einer Cartan
Involution 4.

o (un< e, p) wobei ¢ ein R" ist, betrachtet als abelsche Lie Algebra, u die
Lie Algebra einer kompakten Untergruppe von GL (n,R), welche kanonisch
auf ¢ operiert. Dies liefert das semidirekte Produkt u < e¢. Die Abbildung
pU)=U, U €eu, p(X)=-X, X €c¢ ist dann ein involutorischer Auto-
morphismus von u < ¢, mit Fixpunktalgebra 1.

Die so konstruierten, orthogonalen symmetrischen Lie Algebren sind alle effektiv,
das heifit der Schnitt des Zentrums der ganzen Lie Algebra mit der Fixpunktalgebra
der Involution ist trivial.

Die Algebren in dieser Liste heiflen in dieser Reihenfolge

orthogonale, symmetrische Lie Algebren von kompaktem Typ, von nicht kompaktem
Typ und von euklidischem Typ.

Dann gilt der folgende Zerlegungssatz (siehe letztes Zitat):

Satz 1.36 Jede effektive, orthogonale, symmetrische Lie Algebra (g, o) zerfdllt in
die direkte Summe dreier Ideale go, g- und g4, welche invariant sind unter o, der-
art, daf$ die Finschrinkung von o auf go, g— und gy effektive, orthogonale, symme-
trische Lie Algebren von euklidischem beziehungsweise kompaktem beziehungsweise
nicht kompaktem Typ sind.
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Die ersten beiden Typen aus obiger Liste heiflen halbeinfache, orthogonale symme-
trische Raume.

Definition 1.37 Fine orthogonale, symmetrische Lie Algebra (g,o) heifit irredu-
zibel, wenn die Fixpunkalgebra von o kein nicht triviales Ideal von g enthdlt und
der h-Modul q irreduzibel ist, wobei §) und q die +1- und —1-Eigenrdume von o
bezeichnet.

1.2.1 Halbeinfache, symmetrische Riume

Im allgemeinen existieren auf halbeinfachen, symmetrischen Raumen M verschie-
dene, nicht proportionale Riemannsche Strukturen, die G-invariant sind. Fiir jede
solche Riemannsche Struktur ist aber der zugehérige Riemannsche Zusammenhang
derselbe.

Eine Riemannsche, G-invariante Struktur auf M ist fiir halbeinfache, symmetrische
Réaume stets mittels der Killing Form gegeben: Sei g = h + q die Zerlegung der Lie
Algebra g von G in die +1-Eigenrdume beziiglich der Involution ¢; so sind fh und
g orthogonal beziiglich der Killing Form von g wegen ihrer Invarianz unter Auto-
morphismen, und die Finschrankung der Killing Form auf h und q ist jeweils nicht
ausgeartet. Wenn (g, o) von kompaktem Typ ist, so ist #|qxq negativ definit, und
wenn (g, o) von nicht kompaktem Typ ist, positiv definit.

Wir bezeichnen mit 7 : ¢ — M, 7 : ¢+ g-po die Projektion von G auf M. Dann
bildet die Ableitung (dx). die Unteralgebra h auf {0} und den Unterraum ¢ iso-
morph auf M, ab, den Tangentialraum von M im Punkt po. Dann liefert —&|qxq,
falls (G, o) von kompaktem Typ ist, und &|qxq, falls (G, o) von nicht kompaktem
Typ ist, eine G invariante Riemannsche Struktur auf M, wenn das so definierte Ska-
larprodukt auf M, mittels der Wirkung von G transportiert wird.

Die Geodéatischen von M (diese sind bereits durch den Riemannschen Zusammen-
hang eindeutig bestimmt) sind durch die Einschrankung der Exponentialabbildung
von G auf q gegeben: (g, x(t) = exp(tX)-po, X €q.

In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit einer etwas allgemeineren Version sym-
metrischer Raume, den sogenannten pseudo-Riemannschen, halbeinfachen, symme-
trischen Rdumen. Allgemein werden diese eingefiihrt, indem schlicht die positive
Definitheit der G-invarianten Bilinearform auf den Tangentialrdumen der Mannig-
faltigkeit M ersetzt wird durch Nichtausgeartetheit.

Definition 1.38 FEs sei G eine zusammenhdngende, halbeinfache Lie Gruppe mit
Lie Algebra g, und o (# id) ein involutorischer Automorphismus von G. Weiterhin
set H eine Untergruppe von G, welche zwischen der Fixpunktgruppe von o und deren
Zusammenhangskomponente des neutralen Flements von G liegt.

Dann heifit der Faktorraum G/H halbeinfacher, symmetrischer Raum zur Involu-
tion o. Das Tupel (g, o) heifit der zugehdrige lokale, halbeinfache, symmetrische
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Raum.

Bemerkung 1.39 (i) Die volle Fixpunktgruppe von o ist wegen der Stetigkeit
von o stets eine abgeschlossene Untergruppe. Diese hat nur endlich viele Zusam-
menhangskomponenten. Daher ist eine Untergruppe H zwischen Fix (o) und de-
ren Zusammenhangskomponente des neutralen Elements stets abgeschlossen. (siehe
[Schl], Ch 7.1, Prop 7.1.2)

(ii) Die Unteralgebra h = Fix (o) von g ist im allgemeinen nicht kompakt einge-
bettet, da die Einschrénkung der Killing Form von g auf § nicht negativ definit ist.
(iii) Die Fixpunktalgebra jedes Automorphismus endlicher Ordnung ist reduktiv
und nichttrivial.

Zum Beweis von Teil (iii) zitieren wir [Bourll], Chapter 7, § 1.5, Proposition 13.
Wir benétigen aber fiir die folgenden Abschnitte noch weitere Aussagen tiber die
Fixpunktalgebra von o (siehe z.B. [Helg], Chapter X, Lemma 5.2 und 5.3):

Proposition 1.40 FEs sei | eine komplexe, halbeinfache Lie Algebra und o ein Au-
tomorphismus endlicher Ordnung von [ und ly die Fizpunktalgebra von o. Dann gilt:
(i) [ besitzt eine kompakte, reelle Form u, welche invariant unter o ist. Dann ist
g :=uNly die Fizpunktalgebra von ol,.

(ii) ug ist reduktiv, zerfdlll also in die direkte Summe aus dem halbeinfachen Ideal
[Ug, Ug] und seinem Zentrum 3y, .

(iii) Sei ty maximal abelsch in [ug,uo], dann ist ay, := to + ju, maximal abelsch in
Ug, und die Komplexifizierung ¢y von ay, operiert via ad halbeinfach auf ly.

(iv) Der Zentralisator von ¢ (C lo) in | ist eine Cartan Unteralgebra von (. Ins-
besondere ist [y nicht trivial.

Die Kassifikation aller halbeinfachen, symmetrischen Raume findet sich zum Bei-
spiel in [Ber]. Die Schwierigkeit bei dieser Kassifikation besteht darin, dafi zu einem
halbeinfachen, lokal symmetrischen Raum (g,c) im allgemeinen mehrere, symme-
trische Raume G/ H existieren wegen Bemerkung 1.39 Teil (i). So ist beispielswei-
se (siehe [Guest], Chapter 18) in der Gruppe ' = SO(n + 1) aller orthogona-
len (n 4 1) x (n + 1)-Matrizen mit der Involution o(g) = E,19F.1, FE.1 :=
diag(l,...,1,—1), die Fixpunktgruppe H := Fix(o) gleich S(O(n) x O(1)). Diese
hat zwei Zusammenhangskomponenten. Der symmetrische Raum G/H ist kano-
nisch isomorph zum reellen, projektiven Raum der Dimension n, indem wir ' auf
der Menge aller Ursprungsgeraden des IR"*! operieren lassen.

Die Zusammenhangskomponente H. des neutralen Elements von H ist isomorph
zu SO(n), und der symmetrische Raum G/H. wird die ganze Sphare S™.
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1.2.2 Struktur lokaler, nicht kompakter, symmetrischer
Raume

Das erste, wichtige Hilfsmittel bei der Strukturtheorie halbeinfacher, symmetrischer
Réaume ist die analoge Aussage von Teil (i) der letzten Proposition fiir reelle, halb-

einfache Lie Algebren: (siehe z.B. [Helg], Chapter VI, Exercise A 8 (i))

Lemma 1.41 FEs sei g eine reelle, halbeinfache Lie Algebra und o ein Automor-
phismus endlicher Ordnung, so wie 6 eine Cartan Involution. Dann existiert ein
Automorphismus ¢ € Int(g), so daff oo ™" mit o vertauscht.

Aquivalent zur Forderung der Vertauschbarkeit einer Cartan Involution 6 mit o ist,
daBl o die +1-Eigenrdume € und p von 6 invariant 1at.

Ab jetzt sei g stets eine reelle, nicht kompakte, halbeinfache Lie Algebra, und 6 eine
Cartan Involution von g mit zugehodriger Cartan Zerlegung g = € 4 p, die mit der
Involution o vertauscht.

Die Zerlegung von g in die +1-Eigenrdume beziiglich o sei stets g =§ + q.

Um Wurzelraumzerlegungen von g in Beziehung setzen zu kénnen zur Wirkung der
Involution o, benétigen wir die im folgenden definierten Unteralgebren:

Definition 1.42 (i)  FEine mazimal abelsche Unteralgebra a wvon p heifit o-
invariant, wenn o(a) = a gilt.

(ii) Fine maximal abelsche Unteralgebra a von p heifit h-mazimal beziehungswei-
se g-maxvimal, wenn at = a N maximal abelsch in h N p ist beziehungsweise
a” :=anq mazrimal abelsch in qNp st

Bemerkung 1.43 (i) Die g-maximalen und die h-maximalen, maximal abelschen
Unteralgebren von p werden die entscheidende Rolle bei der Konstruktion der offenen
und der abgeschlossenen Doppelnebenklassen spielen.

(ii) Die Unteralgebren in Teil (ii) der Definition lassen sich leicht konstruieren und
sind stets o invariant.

(iii) Die h-maximalen und g-maximalen, maximal abelschen Unteralgebren bilden je
eine Bahn unter der Wirkung von Ad (HNK) (siehe [Schl], Lemma 7.1.5). Bemerkt
sei, dafl nur die Transitivitat der Operation von Ad(K N H) auf den g-maximalen
beziehungsweise h-maximalen, maximal abelschen Unteralgebren von p zu zeigen ist,
da pN g b.zw pN bk invariant sind unter Ad(K N H).

Der Teil (ii) soll hier wegen seiner Bedeutung fiir die Konstruktion komplementérer
Unteralgebren ausgefiithrt werden:

Beweis von Teil (ii):

Es sei a” eine maximal abelsche Unteralgebra von pMq und a; eine maximal abel-
sche Unteralgebra im Zentralisator 3ynp(a™) von a™ in p N bh.

Der Unterraum 3pnp(a~) ist natiirlich im allgemeinen keine Unteralgebra.

Dann ist a:=a~ + ay maximal abelsch in p:
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Nach Konstruktion ist a ein abelscher Unterraum von p.

Sei X € p mit [X,a] = 0, und sei X = XT + X~ die Zerlegung von X in die
Eigenrdume beziiglich o. Wegen der Voraussetzung #o = o6 liegen X+ und X~ in
p. Es gilt fir alle Y aus a™: 0 = [X,Y] = [XT,Y] 4+ [X,Y] € q @b, also ist
[X7,Y] = 0 fir alle Y € a7, und wegen der Maximalitat von a~ in p N q folgt
X" €a.

Damit vertauscht X~ auch mit a elementweise, und es folgt [X*,a] = 0. Insbe-
sondere gilt [XT,a7]=0=[XT, aa]. Weil Xt in pN b liegt, folgt: XT € 3pap(a™).
Nach Wahl von ai liegt X7 selbst in ay, da Xt mit diesem Raum elementweise
vertauscht. Zusammen folgt X € a.

Jede g-maximale, maximal abelsche Unteralgebra a von p ist o-invariant; denn fiir
jedes Y € a mit Zerlegung Y = Y + Y~ beziiglich o gilt Y+, Y~ liegen in p, und
firalle Zina~ gilt 0=[Y,Z]=[Y*,Z]+[Y",Z] € qD b, also [Y~,a"] = 0, womit
wegen der Maximalitidt von a~ folgt Y~ € a= C a. Folglich haben wir auch Y+t in
a. Damit ist gezeigt, daBl a in die direkte Summe aus seinem Schnitt mit § und q
zerfallt, der Schnitt mit q ist a™.

Dies zeigt auch, dafl obige Konstruktion alle g-maximalen, maximal abelschen Un-
teralgebren von p liefert, da der Schnitt anb (C p) eine Unteralgebra in 3pqp(a™)
sein muf}, welche wiederum in diesem Unterraum maximal abelsch ist.

Die Beweise fiir die h-maximalen Unteralgebren von p sind véllig analog. &

Ab jetzt sei stets a eine maximal abelsche Unteralgebra von p, die o-invariant ist.
Mit at beziehungsweise a~ werde der Schnitt von a mit § beziehungsweise der
Schnitt mit g bezeichnet, es gilt also a = a* +a~.

Lemma 1.44 Der Zentralisator ze(a) von a in € ist mit a ebenfalls o-invariant.

Beweis: Der Zentralisator von a in g ist der Wurzelraum g° = a+ 3¢(a). Dieser ist
nach Bemerkung 1.22 o-invariant. Da € ebenfalls o-invariant ist, folgt die Behaup-
tung. &

Bezeichnungen:

Mit X(a*) werde die Menge aller Wurzeln o aus X bezeichnet, fiir die A, in at
liegt; und fiir jede Wahl X% positiver Wurzeln von ¥ sei Y(at)t := Y(at) N XF
gesetzt.

Analog wird X(a”):= {3 € X: Ag € a”} gesetzt, und X(a™)T :=X(a”)N T,
Die Schnitte mit ¥~ = —X* werden analog bezeichnet.

Dann gelten die folgenden dquivalenten Beschreibungen:

(i) aeX(at) <= oc-a=a < al,- =0 (C (a7)*)

(i) peX(a7) &= o-f=-5 &= Plo+ =0 (C (a¥))

Beweis: Da die Elemente A, iiber die Killing Form definiert sind (x(A, Ay) =
a(A) VA € a) und a o-invariant ist, folgt o(A,) = As.n. Dies zeigt die beiden
ersten Aquivalenzen, da stets A_g = Ap fir alle Wurzeln g aus X gilt.
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Wenn o-a = a gilt, so gilt fiir alle A aus a™: —a(A) = a(c7(A)) =0 a(4) =

a(A), und es folgt die zweite Aquivalenz in (i). Die zweite Aquivalenz in (i) zeigt
man analog. &

Nun haben wir die folgende Zerlegung des Wurzelsystems ¥ (Fiir einen sehr knappen

Beweis siehe [Mat]):

Proposition 1.45 Fiir jedes System positiver Wurzeln ¥ in ¥ hat man die fol-
gende Zerlegung von X1 und X~ in disjunkte Teilmengen:

Y¥to= YhH)tu (Etne X))\ X(h) U (Xtne-XT) (12)
¥ o= X)) U ((Ene- )\ Eah) U (X Nne-Xt) '
Hierin besteht jeweils die mittlere Teilmenge aus den Wurzeln in X beziehungsweise
Y7, die von o ohne Fizpunkte permutiert werden, und die jeweils dritten Teilmengen
der rechten Seiten werden von o bijektiv aufeinander abgebildet. Die jeweils ersten
Teilmengen bestehen aus den von o fizierten Wurzeln.

0 bildet die tbereinanderstehenden Teilmengen bijektiv aufeinander ab.

Beweis:

Esseia € ¥ und f € ¥ mit a =0+ f. Ist o = f3, so gilt a € X(a™)T, ist a £ 3,
und 3 € ¥F so gilt a, B € (Xt No-XT)\ X(at), weil o Involution ist; und wenn
feX,soistac Xt No-Y" und € ¥~ No-XT. Dies zeigt den ersten Teil der
Behauptung.

Nun sei a € Y(at)*, dann ist § - « € ¥~ nach Bemerkung 1.23, und o - (0 - o) =
0 -(c-a)=0-a,also 0 -a€ X(at)".

Fir a € ¥ No-Y” und S € ¥ " No-Xt mita =c-Fgiltf-a € X und
og-(0-a)=0-(c-a)=0-F€XT damitist - a € (c-XT)NE".

Da |X*| = |X7] ist, und - nach dem Gezeigten - 0 die ersten und dritten Teilmengen
bijektiv aufeinander abbildet, folgt der Rest. &

Nun folgt ein einfaches, aber wichtiges Korollar:

Korollar 1.46 Fira € X\ X(a't) gilt g°No(g*) = {0}, und fir den o-invarianten
Unterraum g* + o(g®) hat man die Zerlegung
g +o@)={X+o(X): X eg'}a{Y —0oY):Y €g*} in die Eigenrdume von

o; diese haben die gleiche Dimension.

Jetzt kénnen wir in Termen von Wurzelrdumen beschreiben, wie die Summe der Fix-
punktalgebra h und der minimal parabolischen Unteralgebra P(a, ¥1), gebildet zu
einer o-invarianten, maximal abelschen Unteralgebra a von p, aussieht. Der Beweis
wird hier geliefert, da er zum einen in [Mat], Lemma 13 sehr knapp gefafit ist, und
zum anderen fiir das Verstindnis der weiteren Uberlegungen von Bedeutung ist:

Proposition 1.47 Fir jede Wahl der o-invarianten, maximal abelschen Unteralge-
bra a von p und jedes System positiver Wurzeln Xt des Wurzelsystems Y beziiglich
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a git die folgende Zerlegung:
b+ Pla, 5t =

= 5e(a) + @ + Yoentuost 87+
+ Yoe@-nes-ns@h (@ +0(8) Nh + Xaoes@h- 970D

Beweis: ,,27: Zu zeigen ist nur, da fir o € ¥T stets o(g®) = g°* C h +

Pa,XF) gilt: Sei X € g%, dann ist X € P(a,XT) und X + o(X) € b, also
o(X)ebh + Pla,XT).

,,C7:  Es geniigt zu zeigen, dafl f in der rechten Seite der behaupteten Gleichung
enthalten ist: Nach Gleichung (1.2) gilt fiir ¥ die Zerlegung
Y=X"Uo- X)) U (2" No-X7)\ X(at)) U X(at)".

Damit zerlegt sich g wie folgt in o-invariante Unterrdume:

g=s@+a+ > @+ > (6" +o(g) + > o

aeXtue. ot a€(Z—No-Z7)\Z(at) a€X(at)—
Daher gilt die Gleichung
h=bhng=
= (3e(a)Nbh) + (anh) + (Toestuos+ 89N H+

+ YaeE-ros-ns@h) (87 +0(87)) Nh + Faes@r)- (87 NH).

Diese Summe ist offensichtlich in der rechten Seite der behaupteten Gleichung ent-

halten. &
Nach Proposition 1.44 permutiert o die Teilmenge (X~ No-X7)\X(at) fixpunktfrei.
Daher existieren r (> 0) verschiedene Wurzeln aq,...a, in X7, so daf} o-«o; # «;

fir alle 1 <12,5 <r, und
{ag,...ap0-a,...0-a,} = (X" No-Y7)\ X(at) (1.3)
gilt. Damit haben wir das folgende Korollar (siehe [Mat], Proposition 1):
Korollar 1.48 h + P(a,X%) zerlegt sich in die direkte Summe
je(a) & ad Z g @@ g +o(g™)Nh) & Z (g* Nh).
a€XtUo T+ aeS(at)-

Fin Vektorraumkomplement zu h + P(a,X1) in g ist gegeben durch

r

BDg* +o(@)nag) & > (g°Na) (1.4)

=1 OZEE(CI-I')_
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Die Kodimension von h + P(a,X1) in g ist

idim(ga") + ) dim(g"Nq) (1.5)

oS (at)—

Beweis: Die Zerlegung von § + P(a,Xt) ist klar, da in der Zerlegung dieses
Unterraums in Proposition 1.46 die Wurzeln in den drei Summanden aus Teilmengen
von X mit paarweise leerem Schnitt kommen. Die Zerlegung des zweiten Summanden
als direkte Summe folgt aus Gleichung (1.3).

Es zerfallt der Unterraum g +o(g®) in die direkte Summe aus seinem Schnitt mit
und q fiir jedes 7 € {1,...,r}, ebenso der o-invariante Wurzelraum g fiir jedes o €
Y(at)™. Weil das Wurzelsystem ¥ die disjunkte Vereinigung aus (YUo-X), X(at)”
und der Teilmenge aus Gleichung (1.3) ist, liefert (1.4) ein Vekorraumkomplement.
Die Dimensionsformel folgt aus dann aus Gleichung (1.4) und Korollar 1.45. &

Charakterisierungen fiir ) + P(a,X7) = g

Fiir die Konstruktion komplementérer Unteralgebren zu k) in Abschnitt 1.5 wird es
sich als niitzlich erweisen, verschiedene Charakterisierungen zu kennen, wann b in
der Summe mit einer minimal parabolischen Unteralgebra ganz g ergibt. Wir stellen
diese Ergebnisse hier mit Beweisen vor, da dies bei der konkreten Konstruktion
hilfreich sein wird. (siehe wieder [Mat], Prop. 1):

Satz 1.49 Aquivalent fir die Wahl eines o-invarianten Unterraums a in p und
eines Systems positiver Wurzeln X7 sind die folgenden Bedingungen:

e h+ Pla,Xt)=g

o Fir alle o € X(at)™ liegt g in b, und (S~ No-S7)\ N(at) = 0.

o Piralle a € X(at) liegt g* in b, und (S* No-¥+)\ S(at) = 0.

e aist g-mazimal und fir alle o in X\ X(at) ist —o-a wieder in X7\ X(at).

Definition 1.50 Ein System positiver Wurzeln ¥ mit der Eigenschaft im letzten
Punkt der dquivalenten Bedingungen tm Satz 1.49 heifit q-kompatibel.

Zunéchst zeigen wir ein einfaches Lemma:

Lemma 1.51 Flir jeden o-invarianten, mazimal abelschen Unterraum a von p gilt

a(a7) = ge(a) +a+ > g (1.6)
aex(at)
Beweis:
Der Zentralisator von a~ = anNq in g ist z(a) + a in der Summe mit vollen

Wurzelraumen beziiglich a, da er invariant ist unter ad(a). Ein Wurzelraum g* liegt
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genau dann in dem fraglichen Zentralisator, wenn a|,— = 0 gilt. Dies ist dquivalent
zu a € Y(at). Das zeigt die behauptete Gleichheit. &

Beweis (von Satz 1.49):
Die Aquivalenz der ersten beiden Bedingungen ist klar mit der Dimensionsformel
(1.5) fiir ein Vektorraumkomplement von § + P(a, £1).

Fiir die Aquivalenz der zweiten und dritten Bedingung ist wegen Proposition 1.46 nur
zu zeigen: Wenn a € Y(at)™ und g® Ch,sogilt g7 Ch:  Ist X € g* Ch, so
gilt o(0(X)) =0(c(X)) =0(X), also ist 9(X) € g~ N, folglich g=* = 0(g*) C h.

7Zur entscheidenden Aquivalenz der dritten und vierten Bedingung:

Nach Proposition 1.46 ist die Bedingung (Xt No - Y1)\ X(at) = @ dquivalent zu
YtNo X7 = X\ E(at). Ist in diesem Fall o € ¥\ X(at), so gilt —a € ¥~ No- X
und folglich —o-a=0-(—a) €c-(¥7)N Yt =X\ X(a't).

Ist umgekehrt o € (YT No- X\ E(at) £ 0, s0ist —a=0-a € (X" No-X7)\X(a™)
wiederum nach Proposition 1.43, und damit o - (—a) ¢ (Xt No - XT)\ X(at), die
zweite Bedingung im vierten Punkt ist also verletzt.

Nun miissen wir nur noch die folgende Aquivalenz zeigen:
e g° Ch fiir alle o € X(a™)
e a ist g-maximal, d.h. a= = a N g ist maximal abelsch in p N g.

Sei die erste Bedingung vorausgesetzt. Die drei Summanden auf der rechten Sei-
te der Gleichung (1.6) sind invariant unter o und . Daher gilt die Gleichung
dpng(a7) = 3g(a7)NpNg = {0} +a” + (Caex@n) 8°) NPpNg = a”, also ist a
g-maximal.

Ist umgekehrt 0 # Y € g® Nq fiir ein o« € X(at), so ist ¥V # O(Y) € g=*, und
a” + R (Y —6(Y)) ist abelscher Unterraum von p N g, der a~ echt umfafit:

Da Y in q liegt, ist Y —0(Y) € p N gq; weiterhin ist 0 # Y — (V) € g* + g7°,
insbesondere liegt Y — #(Y") nicht in a. Schlielich vertauscht ¥ — 0(Y) mit a~,
weil alq- = (—a)|q- = 0, nach Wahl von a. &

Die entscheidende Aussage in der Arbeit von Matsuki ([Mat], Prop.1) ist die folgen-
de: Ist H eine abgeschlossene Untergruppe der Lie Gruppe G mit Lie Algebra f und
Py irgendeine minimal parabolische Untergruppe von G, so existiert eine endliche
Teilmenge {1,...,2,} von G, derart, daB H -y - Py,..., H -z, - Py alle offenen
Doppelnebenklassen in der Doppelnebenklassenzerlegung von &' beziiglich der Un-
tergruppen H und Fy sind.

Dabei hangt die Zahl r nur von der reellen Lie Algebra g von G ab.

Dies besagt, da} zu jeder minimal parabolischen Untergruppe P von (G, fiir welche
H - P eine offene Teilmenge von G ist, ein h € H und ein ¢ € {1,...,r} existieren,
sodall P = h-a;- Py~ (x;)7"-h™" gilt; der Index ¢ ist dabei eindeutig.

Beweis:

Minimal parabolische Untergruppen sind alle zueinander konjugiert in (. Damit
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existiert ein ¢ in G, so da} P = ¢g-Py-¢~! gilt; mit H - P ist dann auch H-g- Py
offen in G, und es existiert ein j € {l,...,r},sodaB H-g-F = H-z;-F
gilt. Das heiit, ¢ = h-a2;-p fiir ein p € P und h € H. Insgesamt haben wir
P = hl’]‘PO(l’]‘)_lh_l.

Nun zur Eindeutigkeit: — Seien 4,7 € {1,...,r}, h € H und x;Py(z;)”" =
ha;jPy(x;)"'h~'. Dann wird P, normalisiert von (z;)~'-%-x;, welches damit in P,
liegt, da minimal parabolische Untergruppen selbstnormalisierend sind; es existiert
also ein p in P, so dal z;-p = h-xz;. Dies heifit nach Wahl der Doppelnebenklas-
senvertreter ¢ = j. &

Insbesondere existiert eine minimal parabolisch Untergruppe P von (G derart, dafl
H - P offene Teilmenge von G ist.
Es gilt der folgende, wichtige Satz (siehe [Mat], Theorem 1, (i)):

Satz 1.52 Zu jeder minimal parabolischen Unteralgebra P der Lie Algebra g von
G existiert zur vorgegebenen Cartan Involution 0, beziiglich der g zerlegt wird in
t+ p, und die mit o vertauscht, eine maximal abelsche Unteralgebra a von p und
ein System positiver Wurzeln X beziiglich a, so daff P unter Ad(H) konjugiert
ist zur minimal parabolischen Unteralgebra P(a, L) &

Wenn in obiger Situation (H - P offen in ) P die Lie Algebra der minimal para-
bolischen Untergruppe P ist, so gilt §j + P = g. Nehmen wir die Konjugation aus
dem Satz hier vor, das heifit wir konjugieren diese Summe mit einem 2 € H mit den
im Satz erklarten Eigenschaften, so bleibt f invariant, und wir haben die Zerlegung
g="bh+PlaXt).

Satz 1.49 besagt fiir diese Gleichung, dafi a g-maximal ist, und £t g-kompatibel.

1.3 Konstruktion g-kompatibler, positiver Wur-
zeln

In diesem Abschnitt entwickeln wir ein Verfahren zur Konstruktion g-kompatibler
Wurzeln. Mit diesem Verfahren werden wir in Abschnitt 1.5 komplementéare Unteral-
gebren zur Fixpunktalgebra von ¢ in g, konstruieren. Wie wir im letzten Abschnitt
gesehen haben, spielen die g-maximalen, maximal abelschen Unteralgebren von p
eine wichtige Rolle. Wir wollen uns daher zunédchst mit dem Fall beschéiftigen, in
dem die abelsche Unteralgebra a= = a N q stets trivial ist. Da eindimensionale Un-
terrdume stets abelsch sind, ist dies &quivalent zu gNp = {0}. Um diese Situation
zu klaren, brauchen wir zunachst eine Definition und ein Lemma:

Definition 1.53 Fin halbeinfacher, lokal symmetrischer Raum (g,0) heift semi-
irreduzibel, wenn die Fixpunktalgebra by von o kein Ideal der ganzen Lie Algebra g
enthdlt.
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Jetzt konnen wir das folgende, einfache Lemma zeigen (siehe auch [Helg], Chapter
V, Theorem 4.1 nebst Beweis):

Lemma 1.54 Fin halbeinfacher, lokal symmetrischer Raum (g,0) mit der reellen,
halbeinfachen Lie Algebra g ist genau dann semi-irreduzibel, wenn [q,q] = b, gilt,
wobei b und q die £1 Figenrdume von o sind.

Beweis: Sei i # {0} ein Ideal von g, welches in § liegt. Dann ist das orthogonale
Komplement j von i in g beziiglich der Killing Form ein Ideal von g. Wegen der
Halbeinfachheit von g gilt ¢ = 1 j, und j ist mit i wieder o-invariant. Da i in k
liegt, folgt q C j, und wir haben [q,q] C Fix(o|j). Dies ist eine echte Unteralgebra
von h = i+ Fix(ol;).

Sei umgekehrt [q, q] echt in h enthalten. Der Unterraum g+ [q, g ist stets ein Ideal
von g: Fir X € q ist [X,q+ [q,q] Teilmenge von [q,q] + g, und fiir Y € § ist
[Y,q+ [q,q] wieder in g+ [q,q] enthalten.

Das orthogonale Komplement dieses Ideals in g ist wieder ein Ideal von g, welches
in b liegt, da g+ [q,q] den Unterraum q enthélt, und es ist nicht trivial, weil nach
Voraussetzung [q, q] nicht ganz b ist. &

Jetzt konnen wir die folgende Aussage {iber g-maximale Unteralgebren von p be-
welsen:

Proposition 1.55 [Ist einer der halbeinfachen, lokal symmetrischen Riume (g,0)
oder (g,0) semi-irreduzibel, dann ist fir jede q-mazximale, maximal abelsche Unter-
algebra a von p der Unterraum a~ = anq nicht trivial.

Beweis: Wir zeigen die Aussage durch Widerspruch: Der Unterraum a~ einer g-
maximalen Unteralgebra a ist genau dann trivial, wenn pNq trivialist. In diesem Fall
zerfallt g in die direkte Summe g = (hNE)B(hNp)B(ENg) = hB(ENg) = B (hNp).
Dies zeigt die Inklusionen g C € und p C §.

Insbesondere haben wir [p,p] C hNE sowie [q,q] C hNE

Ist nun der symmetrische Raum (g,6) semi-irreduzibel, so folgt mit Lemma 1.52
die Inklusion € = [p,p] C h NE, also & C h, was den Widerspruch q C & C b, also
q= {0} bzw. o =id liefert.

Wenn der symmetrische Raum (g, o) semi-irreduzibel ist, so ergibt sich analog 6 =
i1d, was ausgeschlossen ist, da g als nicht kompakte Lie Algebra vorausgesetzt war.

Bemerkung 1.56 (i) Betrachten wir nocheinmal die Situation in der Proposition
1.55, um zu sehen, wie man Beispiele konstruieren kann, in welchen beide sym-
metrischen Rdume nicht semi-irreduzibel sind und a~ trivial ist: Ist (g,#) nicht
semi-irreduzibel und p N g trivial, so ist wegen der Invarianz von € und p unter
o, p ein Unterraum von f. Weiterhin bezeichne i(# {0}) das maximale Ideal von
g in € Dann ist o(i) wieder Ideal von g in € gleicher Dimension, also ist i o-
invariant; damit ist auch das orthogonale Komplement it o- invariant, und wir

haben it = p+ [p,p], sowie &€ = i+ [p,p], weil 6 semi-irreduzibel ist auf i+ (Ma-
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ximalitdt von i). Mit p ist auch [p,p] in b enthalten, folglich liegt das nicht triviale
(p # {0}) Ideal i+ in b. o operiert also als die Identitit auf it und als Involution
nur auf dem halbeinfachen, kompakten Ideal i.

(i) Wenn (g,0) nicht semi-irreduzibel ist, so bezeichne j(# {0}) das maximale
Ideal von g in f. Dann ist - wie gehabt - g = j+jt, und o operiert semi-irreduzibel
auf j*. Wie eben in Teil (i) 1aBt 6 beide Ideale invariant, folglich vertauschen o|;.
und 0|;.. Das Problem, komplementére Unteralgebren zu b in g zu finden, ist damit
auf den semi-irreduzibelen, symmetrischen Raum (j*, o|;1) zuriickgefiihrt.

(iii) Ab jetzt beschranken wir uns fiir den Rest dieses Kapitels auf semi-irreduzibele,
symmetrische Raume (g, o) mit nicht kompakter, halbeinfacher Lie Algebra g mit
Cartan Involution 6, die mit o vertauscht. Nach Proposition 1.55 und Bemerkung
1.43 (iii) sind dann die Unterrdume a~ nicht trivial fiir jeden g-maximalen, maximal
abelschen Unterraum a von p.

Um die g-kompatiblen Systeme positiver Wurzeln in ¥ besser zu verstehen und
sie auch konstruieren zu kénnen, miissen wir unseren Begriffsapparat noch etwas
ausbauen:

Definition 1.57 FEs sei ¥ ein (nicht notwendig reduziertes) Wurzelsystem auf dem
reellen, euklidischen Raum v.

(i) Es sei XF ein System positiver Wurzeln in ¥. Dann heifst C := {X € v :
a(X) >0 Va e Xt} die Weyl Kammer zu X% in v.

Der topologische Abschluf$ von C in v heifit die abgeschlossene Weyl Kammer zu X
inv.

(it) Ein X in v heifst requlir, wenn o(X) # 0 git fir alle o in X.

(tii) Ist w ein Unterraum von v, u # {0}, so heifit ein Y € w in u regulir, wenn
fir alle o in ¥ mit o|y # {0} stets a(Y) #£0 gilt.

Es gelten die folgenden, bekannten Tatsachen:

o Ist {ai,...,a;} eine Basis fiir X7, so liefert der Schnitt iiber die positiven
Halbraume {X € v: o;(X) >0} (1 <i<k) die Weyl Kammer C zu X7;
da k = dim(v) gilt, ist C nicht leer.

e Mit der in Abschnitt 1.1.3 definierten Operation der Weyl Gruppe des Wur-
zelsystems X auf v gilt: Die Weyl Gruppe operiert simultan und scharf einfach
transitiv auf der Menge aller Systeme positiver Wurzeln und deren Weyl Kam-
mern, das heift, fiir jedes w € W und fiir jedes System positiver Wurzeln ¥+

mit Weyl Kammer C ist w - Xt System positiver Wurzeln mit Weyl Kammer
w(C).

e 7Zu jedem regularen X € v existiert genau ein System positiver Wurzeln, so
daBl X in der zugehdrigen Weyl Kammer liegt. Da die reguléren Elemente eine
offen dichte Teilmenge von v bilden, wird insbesondere v von den abgeschlos-
senen Weyl Kammern iiberdeckt.
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e Fssei u# {0} ein Unterraum von v und ¥, = {a € ¥ : al, # 0}, so ist
Yy im allgemeinen kein Wurzelsystem auf .

e Die in u reguldren Elemente eines Unterraums u # {0} von v bilden eine
offen dichte Teilmenge von u, da die Einschrdnkung der Linearformen der
(endlichen) Menge ¥ auf u den Dualraum von u erzeugt.

Die folgenden Ergebnisse sind nun das entscheidende Hilfsmittel fiir die Konstruktion
der g-kompatiblen Wurzeln. Die Beweise sind am besten nachzulesen bei [Ros], p.161
- p-165, insbesondere Theorem 5:

Proposition 1.58 FEs sei a eine q-maximale, mazimal abelsche Unteralgebra von p
und Y das zugehorige Wurzelsystem von g beziiglich a mit Weyl Gruppe W. Dann
qilt:

(i) Die Einschrinkung von {a € ¥ : a|- # 0} = X\ X(at) auf a” ist ein
Wurzelsystem R auf a=, wenn man a~ mit dem durch durch die Einschrinkung
der Killing Form von g gegebenen Skalarprodukt versieht. Die Weyl Gruppe von R
werde mit Wg bezeichnet.

(ii) W7 = {wée W :wla")=a"} ist die Untergruppe von W aller Weyl Grup-
penelemente, die a~ und at invariant lassen; W ist die Untergruppe aller w € W,
die mit der Wirkung von o auf das Wurzelsystem ¥ vertauschen.

(iii) Es bezeichne W*  die Untergruppe aller w € W, die a~ punktweise festlas-
sen. Dann ist W*  die Weyl Gruppe des Wurzelsystems Y(at) auf at. Die Weyl
Gruppe Wr des Wurzelsystems R auf a~ ist isomorph zur Faktorgruppe W7 /W%
vermoge w- W — wl,-. &

Bemerkung 1.59 (i) Die Ordnung der Untergruppe W7 von W héangt von der
Wahl des o-invarianten, maximal abelschen Unterraums a von p ab. W7 ist aber
eindeutig bis auf Isomorphie, wenn a g-maximal (beziehungsweise h-maximal) ist,
wie in diesem Abschnitt stets vorausgesetzt ist.

(i1) Die in Teil (iii) enthaltene Behauptung, daf ¥(at) ein Wurzelsystem auf a* ist
(genauer gesagt die Einschrankung auf a*), erkennt man direkt aus der Definition
von X(at): o« € X(at) & A, € a'. Damit ist die Einschrankungsabbildung
a € X(at) — alg+ € (at)” eine Isometrie.

(ili) Wenn a® trivial ist, so ist X(a™) leer und W*  trivial. &

Offenbar sind die in a~ reguldren Elemente von a genau die regularen Elemente von
a~ beziiglich des Wurzelsystems R.

Die Konstruktion g-kompatibler Systeme positiver Wurzeln in ¥ werden wir iiber
die in a~ reguldren Elemente erzielen. Der folgende Satz klart zunéchst den Zu-
sammenhang zwischen positiven Wurzeln in R und in ¥ (siehe [Schl], Lemma 7.2.3,

7.2.4, p.123 fiir den Teil (i) des Satzes):

Satz 1.60 Esset a eine g-mazimale, mazimal abelsche Unteralgebra von p. Fir die
Wurzelsysteme Y und R aus Proposition 1.58 gelten dann die folgenden Aussagen:
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(i) Sei ¥ ein System positiver Wurzeln in X. Dann ist {alq- 1 a € X\ X(at)} C

R ein System positiver Wurzeln in R genau dann, wenn Xt q-kompatibel ist.

ii) Zu jedem System positiver Wurzeln R in R gibt es ein q-kompatibles System
J Y p g q p Y

positiver Wurzeln X7 in ¥ derart, dafy R* aus den Einschrinkungen uf a~ der
Wurzeln in X1\ X(at) besteht.

Beweis: (i) Essei RT = {afs- : @ € ¥T\X(aT)} System positiver Wurzeln des
Wurzelsystems R auf a= und Hy € a~ in der zugehdrigen offenen Weyl Kammer.
Die g-Kompatibilitdt von ¥t bedeutet nach Definition 1.50, dafi (XtNo-X+)\X(a™)
leer ist. Seien also o, € X, a# 3 und a = o 3, dann ist o, 3 ¢ E(a™) und
0 < alg-(Ho) = a(Hy) = o - B(Hy) = (o7 (Ho)) = —(Hp). Da aber Hy in der
Weyl Kammer zu X7 liegt, und o, in Xt liegen gilt auch 3(Hy) > 0. Dieser
Widerspruch liefert, dafl ¥ g-kompatibel ist.

Die Umkehrung ist gut lesbar in [Schl], Lemma 7.2.3, 7.2.4, p.123 bewiesen, indem
aus der Basis von ¥ zu ¥ 7 eine Basis des Wurzelsystems R konstruiert wird, welche
Rt erzeugt.

(ii) Es sei Hy ein regulares Element in a~ beziiglich R, welche das vorgegebene
System positiver Wurzeln R* festlegt. Hy liegt im Abschlufl (mindestens) einer
Weyl Kammer von a beziiglich . Fixieren wir eine solche Weyl Kammer C mit
zugehdrigen positiven Wurzeln X7, Es ist a(Hg) # 0 fir alle a € ¥\ X(at), da
R die Einschrinkung der Wurzeln von X\ X(at) auf a~ ist; da Hy im Abschluf
von C liegt, gilt a(Hy) > 0 fir alle « in X7, also ist a(Hy) > 0 fir alle o in
Y\ X(at). Daher ist (Xt No-X%)\ X(a’) - wie im Beweis von Teil (i) - leer, da
o(Hy) = —Hp. Damit ist ©* g-kompatibel. Dies zeigt die Existenz g-kompatibler
positiver Wurzeln in X, derart, da die Einschrinkung der Wurzeln aus X7\ X(a™)
auf a~ gleich Rt liefert: Zu zeigen bleibt nur das folgende: Wenn a|,- in RT
liegt, so ist « auch in ¥*. Nach Voraussetzung an Hy ist a(Hg) > 0. Da Hp in
der abgeschlossenen Weyl Kammer zu %t liegt, folgt o € XF. &

Konstruktion: Die Konstruktion von g-maximalen, maximal abelschen Unteralge-
bren von p haben wir bereits in Bemerkung 1.43 (ii) nebst Beweis beschrieben. Nun
sei a eine solche Unteralgebra.

Der Beweis von Satz 1.60 zeigt dann die folgende einfache Aquivalenz:

FEin System positiver Wurzeln ¥ in X ist genau dann q-kompatibel, wenn ein in
a~ requlires Element existiert, welches in der abgeschlossenen Weyl Kammer zu X
in a liegt.

Die Konstruktion von g-kompatiblen X% erhalten wir nun wie folgt:

Wir betrachten das auf a~ eingeschrankte Wurzelsystem R des Wurzelsystems 3,
und fixieren ein reguléres Element Hy in a= beziiglich R. Dann liegt Hy in der abge-
schlossenen Weyl Kammer beziiglich (mindestens) eines Systems positiver Wurzeln
Y*: jedes solche System X7t ist g-kompatibel.
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1.4 Assoziierte, symmetrische Raume

Bevor wir schlielich zur Konstruktion der komplementiren Unteralgebren kommen,
wollen wir noch einen wichtigen Punkt kldren, der in der Einleitung dieses Kapitels
anhand eines Beispiels angedeutet wurde, ndmlich die Assoziiertheit von symmetri-
schen Rdumen und der Zusammenhang mit abgeschlossenen und offenen Doppelne-
benklassen beziiglich der Untergruppen P und H der Lie Gruppe G. Zunichst die
Definition:

Definition 1.61 FEs sei (g,0) ein lokal symmetrischer Raum vom nicht kompak-
ten Typ mat halbeinfacher Lie Algebra g, und 0 eine Cartan Involution, die mit o
vertauscht. Dann heifit (g, 0 00) der zu (g,0) assoziierte, symmetrische Raum.

Wenn die Involution o eine Cartan Involution ist, dann ist o selbst die einzige Cartan
Involution, die mit o vertauscht, wie man direkt an der Definition 1.4 erkennt. Nach
unserer Konvention ist aber (g,¢d) kein symmetrischer Raum. Wir kénnen jedoch
jede halbeinfache Lie Algebra selbst als lokal symmetrischen Raum betrachten:

Es sei (¢ eine halbeinfache Lie Gruppe mit Lie Algebra g. Dann wird auf der Lie
Gruppe G xG durch o : (g,h) — (h,g) eine Involution definiert mit Fixpunktgrup-
pe D :={(g,9) : g € G}, und der symmetrische Raum (G x )/ D ist als pseudo-
Riemannsche Mannigfaltigkeit isomorph zu G vermége (g, h)- D — ¢g-h™' € G,
wenn wir (G mit der links-invarianten pseudo-Riemannschen Struktur versehen, wel-
che wir via der Killing Form x von g mittels der Exponentialabbildung auf G
definieren konnen. (siehe [Helg], Chapter II, Exercise A 5 und Chapter 1V, § 6)
Der zugehorige, lokal symmetrische Raum ist (g x g, o).

Der in der Definition eingefiihrte, assoziierte, symmetrische Raum ist nicht eindeu-
tig, wie das folgende Lemma zeigt (siehe [Mat], Lemma 4).

Lemma 1.62 Sind 6; und 6y Cartan Involutionen von g, die mit der Involution

o vertauschen, dann existiert ein hg in der Untergruppe H von G, (Lie(H) =4 =
Fiz(0)), so dafp Ad(ho) o0y 0 Ad(hy') = 0, gilt. &

Da oo Ad(h) = Ad(o(h))oo = Ad(h)oo gilt fiir alle h € H, folgt mit dem Lemma,
daf assoziierte, symmetrische Raume unter der Wirkung von Ad(H) stets zuein-
ander konjugiert sind, da Ad(ho) o (6 0 8;) 0 Ad(hy') = o 08, fiir je zwei mit o
vertauschende Cartan Involutionen 6y, #, gilt mit dem Element hg in H aus dem
Lemma.

Damit ist der zu (g, o) assoziierte, symmetrische Raum wohldefiniert.

Kehren wir zuriick zu einer g-maximalen, maximal abelschen Unteralgebra a von p
und einem q kompatiblen System positiver Wurzeln ¥ von ¥ beziiglich des sym-
metrischen Raums (g, o) und einer Cartan Involution 6, die mit o vertauscht.

Es sei g =b§'+ ¢ die Zerlegung von g in die +1 Eigenrdume von p := o 0 §. Dann
ist B = hNE+ gnp. Damit ist die Unteralgebra a h’-maximal, da sie g-maximal
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gewahlt war.

Weiterhin bezeichne ¥(a™’) die Menge aller Wurzeln « in ¥, fiir welche H, in
g’ liegt. Dies sind also genau die Wurzeln, fiir welche p-a = —a gilt, das heifit
o+ a = a. Wir haben also die Gleichheit X(a™) = Y(a%t). Die g-Kompatibilitéit
von XF heifit nach Satz 1.49, daB fiir alle a in Xt \ X(at) wieder —o - a in X7F
liegt. Da p-a = —o -« gilt fiir alle Wurzeln «, ergibt dies fiir £t die disjunk-
te Zerlegung ¥t = (X7 N p(X1)) U Y(a™’). Ein System positiver Wurzeln mit
dieser Figenschaft heifit §’-kompatibel. Der folgende Satz von Matsuki klart nun
den Zusammenhang zwischen den abgeschlossenen und den offenen Doppelneben-
klassen beziiglich der Untergruppe H und P von ( beim Ubergang zu assoziierten,
symmetrischen R&umen: (siehe [Mat], Prop. 2 und folgendes Korollar)

Proposition 1.63 FEs sei (g, p) ein nicht kompakter, halbeinfacher, lokal symme-
trischer Raum und 0 eine Cartan Involution, die mit p vertauscht. Weilerhin sei a
eine p-invariante, mazimal abelsche Unteralgebra von p und P(a,Xt) die minimal
parabolische Unteralgebra beziiglich a und eines Systems positiver Wurzeln £t von
Y. P sei die zugehdrige minimal parabolische Untergruppe in G, und H' eine Un-
tergruppe von G mit Lie Algebra Fix(p) =Y. Dann gilt:

(i) Das Produkt P-H' ist genau dann eine abgeschlossene Teilmenge von G, wenn
a b-mazimal ist, und Xt b -kompatibel ist.

(ii) Die Bedingungen in Teil (i) an a und X% sind dquivalent dazu, dafi a im as-
soziierten, symmetrischen Raum (g, p o 0) q-mazimal ist, und Xt g-kompatibel,
wobei q der (—1) Figenraum der assoziierten Involution o := po 8 ist.

(iii) Die Anzahl der offenen Doppelnebenklassen beziiglich H und einer minimal
parabolischen Untergruppe P in G ist gleich der Anzahl der abgeschlossenen Dop-
pelnebenklassen beziglich H' und P. &

Betrachten wir zuletzt noch einmal den einfachen Fall, dafl unsere Involution o selbst
eine Cartan Involution ist:

Wie eingangs in diesem Abschnitt erklart, gilt in diesem Fall h = € und q = p. Damit
ist jede maximal abelsche Unteralgebra von p bereits o-invariant und zugleich g-
und h-maximal, weil h Np = {0} ist. Weiterhin ist jedes System positiver Wurzeln
¥t g- und h-kompatibel.

Ist P(a,X") eine minimal parabolische Unteralgebra von g zu einer maximal abel-
schen Unteralgebra a von p, so gilt also nach Satz 1.49 stets g = h+P(a,X71). Das
Produkt der beiden zugehorigen Untergruppen H und P ist in diesem Fall bereits
ganz G, da hier H-P=K-P 2 K-A-N = G (Iwasawa Zerlegung von (7) gilt.
Es existiert also genau eine Doppelnebenklasse beziiglich H und P. Dies entspricht
fiir allgemeine Lie Gruppen dem dritten Fall in der in der Einleitung dieses Kapitels
beschriebenen Situation.

Jetzt kommen wir schlielich zu den komplementéren Unteralgebren:
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1.5 Komplementire Unteralgebren zu Fix (o)

In diesem Abschnitt werden wir diskutieren, wie, ausgehend von der Zerlegung
g = b+ P(a,X) bei geeigneter Wahl von a und X*, die minimal parabolische
Unteralgebra zu einer Unteralgebra v verkleinert werden kann, welche in der Sum-
me mit der Fixpunktalgebra fj der Involution ¢ immer noch g ergibt, wobei Schnitt
von v und kh méglichst klein sein soll.

Weiterhin wird das urspriingliche Problem, komplementéare Unteralgebren zu b zu
finden, auf die analoge Frage in halbeinfachen, kompakten, symmetrischen Radumen
reduziert.

Zuletzt werden die halbeinfachen Lie Algebren klassifiziert, fiir welche zur Fixpunkt-
algebra jeder Involution komplementéire Unteralgebren existieren. Diese Frage wurde
unseres Wissens bisher in der Literatur noch nicht behandelt.

1.5.1 Verkleinerung minimal parabolischer Unteralgebren

Satz 1.64 Wir ibernehmen die Voraussetzungen von Satz 1.49 und nehmen an, dafs
eine der dquivalenten Bedingungen an die Wahl der mazimal abelschen Unteralgebra
a und das System positiver Wurzeln X% aus Satz 1.49 erfillt ist.

Dann st

v =je(a)+at D g (1.7)

aE€XH\S(at)

eine Unteralgebra von P(a,X71), fir die h+v = g gilt.
Der Schnitt ist die Unteralgebra hNo = (ge(a)Nh) + (anbh).

Beweis:

Wir zeigen zunéchst, dal 3-,cx+\xat) 8 unter den Voraussetzungen des Satzes ei-
ne nilpotente Unteralgebra ist. Zu zeigen ist hierfiir: Sind «, # in X+ \ X(at), und
ist a4+ 3 wieder eine Wurzel, so ist auch a+ § in X\ X(a't).

Es gilt jedenfalls a + 38 € X7,

Wenn o+ € X(at)t wire, so folgte 0-a+o-8=0-(a+5)=a+3 € . Nach
Voraussetzung (sieche Satz 1.49) ist (XTNo-X+)\ X(at) = 0, und nach Proposition
145 14st o a,0- 0 in (X" No-Xt) = X7\ X(at) € X7, was den Widerspruch
o-a+o-f € X ergibt. Also ist ¥\ X(a™) additiv abgeschlossen.

Damit ist v eine Unteralgebra, da j¢(a) + a eine Unteralgebra ist, die unter ad
jeden Wurzelraum g® invariant 148t nach Proposition 1.22 Teil (i).

Nun zeigen wir die Gleichung b+ v = g:
Nach Voraussetzung ist h+P(a,XF) = g, und es gilt 0B ex(qr)+ §° = Pla,T7).
Wegen der Voraussetzung (Satz 1.49, Punkt 3) ist 3, cxq+)8” C b, folglich gilt
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h+v =g

Wir haben noch zu zeigen, dafi der Schnitt von h und v gleich (3e(a) N h) + (aNb)
ist. Diese Unteralgebra ist offensichtlich in § N v enthalten.

Das Wurzelsystem ¥ zerlegt sich nach Gleichung (1.2) in Proposition 1.45 und un-
seren Voraussetzungen wie folgt:

Y =Y@hH)uXt\ X)) ux\ Xt

Nach Voraussetzung und Proposition 1.45 vertauscht o die beiden letzten Teilmen-
gen. Da - wiederum nach Voraussetzung - g* in § liegt fiir alle « in X(a™), besitzt
b die folgende Zerlegung:

h=G@nh)@@nh)a Y g@ > (¢"@g™)Nh (1.8)

aeX(at) a€Xt\E(at)

Nach Korollar 1.46 gilt fiir alle o in X7 \ X(at) die Gleichung (g* & g”*)Nh =
{X 4+ 0(X)| X € g*}. Dieser Unterraum hat die Dimension dimg®. Damit ist die
Dimension von h gleich

dimb = dim((ze(a) N h) + (a0 h)) + Xoes(ar) dim(g?) + Laest\s(a+) dim(g?).
Die Dimension von v ist dim(v) = dim(3e(a) + a) + ZaEE"‘\E(u"‘) dim(g®).

Zusammen ergibt dies dim(g) = dim(3e(a) + a) + Xoex dem(g®) = dim(v) +
dim(h) — dim((ze(a)Nh) + (anh)). Weil h+v = g gilt, folgt die Behauptung. ¢

Sehen wir uns nun die Situation auf der Gruppenseite an. Zunéchst noch brauchen
wir noch eine Hilfsaussage, die wir hier zwar nicht in dieser Allgemeinheit ben&tigen,
welche aber spater wichtig wird:

Lemma 1.65 Der Unlerraum n(a®) = Y ,cx@+)+ 8% ist eine Unteralgebra. Fs
sei N(at) die analytische Untergruppe von G mit Lie Algebra n(a®). Weiterhin sei
unter den Voraussetzungen von Satz 1.64 N° die analytische Untergruppe von G
mit Lie Algebra 0 := 3 cxvi\y(a+) 8°- Dann gilt fir die Untergruppe N von G mit
Lie Algebra n := Y cx+ g% N = N° - N(a™).

Beweis: Die additive Abgeschlossenheit von Y(at)t ist klar. Damit ist n(a™)
eine Unteralgebra. n” ist unter den Voraussetzungen von Satz 1.64 ebenfalls eine
Unteralgebra, wie im Beweis des Satzes gezeit wurde. Beide Unteralgebren sind
Summen von vollen Wurzelrdumen. Thre Summe ergibt die nilpotente Unteralgebra
n, und ihr Schnitt ist trivial. Damit folgt mit [War], Lemma 1.1.4.1 die Aussage: Die
Abbildung

n(at)xn® — N
(X,Y) — exp(X)-exp(Y)

ist ein analytischer Diffeomorphismus auf N.
Die nilpotenten Untergruppen N(at) und N° sind als analytische Untergruppen
zusammenhangend; daher sind die zugehérigen Exponentialabbildungen surjektiv
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(sieche z.B. [HilNe], Korollar 111, 3.2.4. Es gilt also N = N(at)- N°. &

Jetzt erhalten wir sehr einfach die folgende Aussage:

Proposition 1.66 FEs gelten die Voraussetzungen des Satzes 1.64. Es sei V' die
Untergruppe V.= M - A- N°, und P = M - A- N die minimal parabolische
Untergruppe von G mit Lie Algbera P(a,X%). Dann ist H -V = H - P; dies ist

eine offene Umgebung des neutralen Flements in G.

Beweis:

Die Untergruppe N(at) liegt in der Untergruppe H, da erstens die zugehorige
Unteralgebra n(at) in der Fixpunktalgebra b von o liegt - wie im Beweis von Satz
1.64 gesehen - und N(a*) zusammenhéngend ist.

Ferner wird N(at) und N° von den Untergruppen M und A normalisiert, da diese
Untergruppen unter Ad jeden Wurzelraum invariant lassen.

Daher ist V' eine abgeschlossene Untergruppe, da die Produktabbildung M x A x
N — P ein analytischer Diffeomorphismus ist der abgeschlossenen Untergruppen
M, Aund N ist, und NV selbst abgeschlossen ist nach Lemma 1.65. Die Lie Algebra
von V ist v, wie aus Gleichung (1.7) leicht zu sehen ist.

Nun haben wir die folgende Gleichungskette:

H-V =(H-N(a")-V=H-(Na")-M-A-N°)=H-(M-A-N(at)-N") =
H-(M-A-N)= H-P, wegen Lemma 1.65.

Die Offenheit des Produkts H - P ist gegeben, da die Summe der zugehoérigen Lie
Algebren unter den Voraussetzungen von Satz 1.64 ganz g ist. &

Bemerkung 1.67 Die analytische Untergruppe V,,, mit Lie Algebra v aus Glei-
chung (1.7) ist gleich My - A - N°, wobei My die Zusammenhangskomponente des
neutralen Elements in M bezeichnet. Fiir diese Untergruppe gilt im allgemeinen
nicht die Gleichung H - V,,, = H - P, wie das folgende Beispiel zeigen wird. Es ist
jedoch nach wie vor H -V,,, eine offene Umgebung des neutralen Elements in G.

Beispiel: Essei g = sl(2,R), G = SL(2,R) und §(X) = —X" auf g bezie-
hungsweise O(g) = (¢")7! auf ( eine fixierte Cartan Involution. Die mit  vertau-
schende Involution ¢ von g sei gegeben durch

a(X):(? é)x(? (1))

Fir den Lift von o auf GG kénnen wir dieselbe Formel verwenden. Die Menge a
aller Diagonalmatrizen in g bildet eine maximal abelsche Unteralgebra von g und
liegt in p N g, aist also eine g-maximale, maximal abelsche Unteralgebra von p. Da
o(F12) = Eay gilt, ist X(at) =0, und X+ = {aq2} ist ein g-kompatibles System
positiver Wurzeln. Damit ist die Untergruppe N gleich N° gleich der Untergruppe
aller oberen Dreieckmatrizen mit Einsen auf der Diagonalen.

Der Zentralisator von a in K = SO(2) = Fux(0) ist +F, wobei E die Einheits-

matrix bezeichnet.
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Die analytische Untergruppe A mit Lie Algebra a sind alle Diagonalmatrizen in G
mit positiven Diagonaleintragen.
Wéhlen wir fiir die Untergruppe H die Zusammenhangskomponente von F in

Fiz(o), so gilt
= () ) e my.

Dann ist nach Proposition 1.66 die Teilmenge H - (M -A-N®) = H -V eine offene
Umgebung von £ in G. Andererseitsist V,,, = A-N°, und —F ist nicht in H-V,,,

enthalten.

1.5.2 Riickfithrung auf den kompakten Fall

In diesem Abschnitt werden wir die Unteralgebra v von P(a, ¥1) weiter verkleinern
und damit die Konstruktion komplementarer Unteralgebren zuriickfithren auf ein
analoges Problem in kompakten, halbeinfachen Lie Algebren, die wir zunachst stets
ausgeschlossen hatten. Zunéchst benétigen wir ein Lemma:

Lemma 1.68 Der Zentralisator j¢(a) einer o-invarianten, maximal abelschen Un-
teralgebra a von p ist o-invariant und reduktiv. o lifit auch das Zentrum Z :=

Z(3¢e(a)) und das kompakte, halbeinfache Ideal [3¢(a),3e(a)] von ze(a) invariant.

Beweis:

Die Algebra 3¢(a) ist als Unteralgebra von £ kompakt, insbesondere reduktiv. 3¢(a)
zerlegt sich damit in die direkte Summe Z & [3¢(a), e(a)], wobei der zweite Summand
halbeinfaches Ideal von j¢(a) ist, das als halbeinfache Lie Algebra kompakt ist.

Das Zentrum Z([) und die Kommutatorunteralgebra [[,[] jeder Lie Algebra [ sind
charakteristische Unteralgebren, das heifit, invariant unter allen Automorphismen

von |. &

Nun kénnen wir die Unteralgebra v aus Satz 1.64 noch weiter verkleinern, ohne die
Komplimentaritdt zu § zu verletzen:

Satz 1.69 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 1.64. Dann ist

w = ze(a).ze(a)] +(ZNq)+(ang)+ D g (1.9)

aESH\B(at)

eine Unteralgebra in P(a,XT) mit h+w = g.
Der Schnitt von b und w ist

hNr = [ze(a),5e(a)] NH. (1.10)

Beweis: (i) Esist [3e(a),3e(a)]4+ (2 Nq) eine Unteralgebra von 3¢(a), die insbe-

sondere (aNgq) zentralisiert und unter ad jeden Wurzelraum invariant 148t. Damit
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ist w eine Unteralgebra von g.

(ii) Es gilt wd (Z2Nh) & (anh) = v (siehe Gleichung (1.7)), weil Z und a beide
o-invariant sind. Damit gilt wegen h+bv = g auch h+w = g.

(iii) Da der Kommutator [3¢(a),¢(a)] nach Lemma 1.68 ebenfalls o-invariant ist,
folgt mit der Beschreibung des Schnitts hNo aus Satz 1.64 die Gleichung (1.10) fiir

hNr. %

Bemerkung 1.70 Sehen wir uns noch die Struktur von v und w an:

Die Unteralgebra s := (ZNgq)+ (angq)+ ZaEE"‘\E(a"‘) g ist ein auflosbares Ide-
al von 1, und die Faktoralgebra w/s ist isomorph zur kompakten, halbeinfachen
Unteralgebra j := [3¢(a),3¢(a)] von w. Es ist also o =j + 5 eine Levi Zerlegung
von v mit der halbeinfachen Unteralgebra j und Radikal s. ro ist also genau dann
auflosbar, wenn j¢(a) abelsch ist.

Fiir die Algebra v aus Gleichung (1.7) gelten die analogen Aussagen mit dem Ra-
dikal Z +a+ ZaEE‘F\E(a‘F) ga. <>

Jetzt konnen wir das Problem, komplementéare Unteralgebren zu h = Fiz(o) in g
zu konstruieren, in dem folgenden Sinne auf den kompakten Fall zuriickfithren:

Satz 1.71 Es seien die Voraussetzungen von Satz 1.6/ erfillt.

Wenn eine zu by komplementdre Unteralgebra w von g existiert, das heifit g = hdbu,
welche in v (Gleichung (1.7)) liegt, dann zerlegt sich die Unteralgebra g° = 3e(a)+a
in die direkte Summe aus threm Schnitt mit by und u.

Weiterhin existiert in diesem Fall eine zu by komplementdre Unteralgebra 1y, die in
rw (Gleichung (1.9)) enthalten ist.

Fiir jede zu by komplementdire Unteralgebra, die in vo liegt, zerlegt sich die kompakte,
halbeinfache Unteralgebra [3e(a),3e(a)] in die direkte Summe aus ithrem Schnitt mit
h und der komplementdren Unteralgebra.

Beweis: (i) Nach Voraussetzung zerlegt sich g in die direkte Summe aus den
Unteralgebren f und u, wobei win v liege. Nun sei X in g°. Wir zerlegen X beziiglich
hund u: X = Xy + U. Weiter zerlegen wir Xy nach Gleichung (1.8) beziiglich der
Unterraume g°Nh, Yoexer) 8% und Yaesis@h) (0 +87%)Nb von h. Da U inv
liegt, haben wir eine Zerlegung U = Uy + Y ,ext\s@t) Uas  Uo in g, U, in g“.
Da X in g° liegt, und die Summe

Yaes(at) 87 T Laezt\s@h) (87 +877)NH + Coest\gr) 8° = Laex g divekt ist,
folgt Up=U € u, und Xy € g° Nh; es gilt also g° = (g Nh) + (g° Nu).

Die Direktheit der Summe folgt aus der Voraussetzung hNu = {0}.

(ii) Fir den Beweis der zweiten Aussage fiihren wir eine Abkiirzung ein:

3 := 3e(a). Nach Lemma 1.68 zerfallt g° in [3,3] & £ & a mit drei o-invarianten
Idealen von g°. Im allgemeinen ist jedoch g®Nu nicht gleich der Summe der einzelnen
Schnitte der drei Ideale mit u.

Wir benétigen den folgenden Unterraum:

Galu = {X €53 WeumitU =X +7Z+A€[3,5] D Z Dal.



Kapitel 1. Komplementére Unteralgebren in halbeinfachen Lie Algebren 46

Dies ist eine Unteralgebra von [3,3], da u eine Unteralgebra ist, und [3,3], Z und
a paarweise im Kommutator {0} ergeben.

[3,3]u ist als Unteralgebra der kompakten Lie Algebra [3,3] reduktiv, ist daher die
direkte Summe aus dem halbeinfachen Ideal i = [[3,3]u, [3, 3]u] und seinem Zentrum
C. Da Z und a abelsch sind, ist offenbar i = [u,u] < u eine Unteralgebra von u.

Nun sei X in [3,3], und X = X" 4+ U € (g°Nh) @ (g° Nu) die Zerlegung, welche
nach Teil (i) existiert. Wir zerlegen X" und U beziiglich [3,3], Z und a:

XY = Xp 4+ X2+ XD, U = Uyy+Uz+Us.

Dann gilt X = XJ o+ Usy, X2+ Uz =0 und XP 4+ Uy = 0. Weil X in
b und nach Definition Up 5 in [3,3]u liegt, folgt [3,3] = ([3,3) N ) + [3,5]u, wobei
diese Summe nicht notwendig direkt ist.

Fiir das halbeinfache Ideal i von [3,3]u gilt aber iN (3,31 NH) = {0}, weil i inu
liegt. Wir hatten die Zerlegung [3,3]x = C @ 1i. Damit existiert ein Untervektorraum
C von C, so daB [3,3] = ([3.3]Nh) @ (C+1i) gilt. Weil C das Zentrum von [, 3], ist,
bildet € &1 eine Lie Algebra, welche nun komplementér ist zu [3,3] N h in [3.3].

Insgesamt liefert nach Satz 1.69

o= CH)+(Eng+@ng+ > ¢ (1.11)

aESH\S(at)

eine zu h komplementéare Unteralgebra von g, die in to liegt.

(iii) Betrachten wir nun eine Unteralgebra u von v, fiir die g = h @ u gilt. Nach
(1.8) ist der Unterraum s; := (ZNh)+ (anh)+ Paes(at) 87+ ZaEE+\E(u+)(ga +
g7*)Nb in b enthalten, und der Unterraum s, := (Z0q)+(ang)+ X ex+\x(at) 8
liegen in b ist eine auflosbare Unteralgebra von w. Weiter gilt h = ([3,3]NhH) & 54
sowie 10 = [3,3] & 2.

Nach Satz 1.69 zerfillt g in die direkte Summe g = [3,3] © 51 D s2.

Zerlegen wir nun ein X in [3,3] beziiglich h und u: X = X" 4 X*,

Da nach Voraussetzung X* auch in o liegt, haben wir die Zerlegung X" = X

[35:3]
. _ h
X;;, ebenso X9 = X[M]ﬁh —I—Xé’l.

_|_

Zusammen ergibt dies X = (X[g,;,]nh + X[lgw,,]) + X;’l + X .
Weil X in [3,3] liegt, sind XJ und X® gleich 0, da g die direkte Summe aus
[3,3], 51 und sy ist.

Folglich ist X; , = X" € w, also [3,5] = ([3,3]Nh) & ([3.3] Nw). %

Bemerkung 1.72 In folgender Hinsicht reduziert der Satz 1.71 das Problem auf
kompakte, halbeinfache Lie Algebren: Wenn eine zu h = Fixz(o) komplementére
Unteralgebra von g existiert, die in v liegt, so existiert auch eine komplementére
Unteralgebra zu [3,3] N b, 3 := 3e(a), in der kompakten, halbeinfachen Lie Alge-
bra [3,3]. Diese existieren jedoch nicht immer, wie das folgende (dimensionsmafBig
kleinste) Beispiel zeigt:
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metrischen 3 x 3 Matrizen ist o(X) = T- X -T7! mit T = diag(1,—1,—1) ein
involutorischer Automorphismus mit Fixpunktalgebra b R - (Fy3 — Fs32). Alle
nicht trivialen Unteralgebren von so(3) sind eindimensional. Es existiert also keine
zu b komplementare Unteralgebra. &

Beispiel: In der kompakten, einfachen Lie Algebra so(3) aller rellen, schiefsym-
T

Das Problem in kompakten, halbeinfachen Lie Algebren ist in allgemeinerer Form
schon negativ beantwortet: Es gilt der folgende Satz nach [Oni], § 14, Theorem 5:

Satz 1.73 Es sei u eine kompakte Lie Algebra, und uy, uy, seien zwet komple-
mentdre Unteralgebren von u, das heifst u = uy @ uy. Dann gilt:

(i) w schreibt sich als die direkte Summe aus zwei Idealen uw = i & iy derart,
dafi mit den zugehdrigen Projektionen pp 1 u — i, k = 1,2 gilt:  pp @ u —
ir, k =1,2 sind Isomorphismen von Lie Algebren. Insbesondere ist u isomorph
zur dufSeren, direkten Summe Uy P Us.

(ii) Die Ideale iy, iy aus Teil (i) konnen so gewdhlt werden, daf fir die Projektion
7:u— Z(u) von u auf das Zentrum von u lings des halbeinfachen Ideals [u,u]
von w gilt:  Z(i) = 7(Z(wg)), k=1,2. &

Dieser Satz gibt das fiir uns wichtige Korollar:

Korollar 1.74 Zur Fizpunktalgebra einer Involution o € Aut(u), o # id, einer
kompakten, einfachen Lie Algebra w existiert keine komplementdire Unteralgebra.

1.5.3 Komplemente zu Fix (o)

Wir kommen jetzt zu den Féllen, bei denen stets eine komplementéare Unteralgebra
zu Fia(o) existiert:

Satz 1.75 Es seien die Bedingungen an die Wahl der mazimal abelschen Unter-
algebra a von p und die Wahl eines Systems positiver Wurzeln ¥t aus Satz 1.6/
erfillt. Dann gilt:

(i) Wenn die halbeinfache, kompakte Unteralgebra [3e(a),3e(a)] in b = Fix(o) liegt,

s0 1st

si= (Zng+@ng+ Y g (1.12)

aE€XH\S(at)

eine auflosbare, zu ) komplementire Unteralgebra, das heifst es gilt ¢ = h+ s und
hns={0}.
(it)  Wenn die Unteralgebra je(a) der Lie Algebra g abelsch ist, so exvistiert zur

Fizpunktalgebra jeder Involution von g eine auflosbare, komplementdire Unteralgebra,
ndmlich die Algebra s aus Gleichung (1.12).

(tit)  Zur Fizpunktalgebra jeder Involution einer normalen, reellen Form existiert
eine komplementdire, auflésbare Unteralgebra.
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Beweis:

(i) Nach Satz 1.69 ist der Schnitt von b und w gleich hN[z¢(a), 3¢(a)], was hier nach
Voraussetzung gleich der Kommutatorunteralgebra von ¢(a) ist; da h+r = g ist,
folgt g = h & s.

(i)  In diesem Fall hat man s = w nach Gleichung (1.9), und der Schnitt
hNrw = {0} wegen Gleichung (1.10).

(iii) Nach Definition einer normalen, reellen Form g ist jeder maximal abelsche Un-
terraum von p = FRs(—1) schon maximal abelsch in ganz g, das heifit 3¢(a) = {0}.
Damit ist 5 = (aNq) + X,ex+\n(a+) 8 eine zu h komplementére, auflssbare Un-
teralgebra, wiederum nach Satz 1.69. &

Bemerkung 1.76 (i) Die Komplementein normalen, reellen Formen kommen dem
Komplement in der lokalen Iwasawa Zerlegung g = €4 (a4 n) zur kompakten Un-
teralgebra € am néachsten. In diesem Fall haben wir ¢ =0 und p = gq. Also wird in
diesem Fall s = a + n, wobei n die Summe aller Wurzelrdume zu einem beliebigen
System positiver Wurzeln ist, da jedes g-kompatibel ist.

(ii) Die Struktur der Unteralgebra z¢(a) héngt nur von der betrachteten Lie Al-
gebra g ab, da alle Cartan Involutionen von g zueinander konjugiert sind, und
im Unterraum p alle maximal abelschen Unteralgebren a unter der Wirkung von
Ad(K) eine Bahn bilden. Die Zentralisatoren der maximal abelschen Unteralgebren
von p werden dabei simaltan transportiert. &

Der Satz 1.75 liefert nun das folgende Korollar iiber Komplemente in komplexen,

halbeinfachen Lie Algebren:

Korollar 1.77 (i) Fs sei | eine komplexe, halbeinfache Lie Algebra und g eine
reelle Form. Dann existiert eine reelle, auflosbare Unteralgebra s von ™, so daf

M = gos.

(i) Zur Fizpunktalgebra jeder C-linearen Involution p von | existiert eine auflosba-
re, komplexe Unteralgebra von [, die komplementdr ist zu Fiz(p).

Bemerkung 1.78 Da die reellen Formen einer komplexen, halbeinfachen Lie Alge-
bra [ genau die Fixpunktalgebren der C-antilinearen Involutionen von [ sind, werden
in Korollar 1.77 alle Involutionen von [® erfaft.

Beweis: (von Korollar 1.77)

Nach Proposition 1.26 ist z¢(a) gleich - a, sofern a eine maximal abelsche Unteral-
gebra von p ist, wobei p der (—1)-Eigenraum einer Cartan Involution von [
Es ist also 3¢(a) mit a wieder eine abelsche Unteralgebra. Weiter ist ¢ := 7-a+a
eine gewOhnliche Cartan Unteralgebra von I.

Nach Satz 1.75 Teil (ii) existiert dann zur Fixpunktalgebra jeder (IR-linearen) Invo-
(R (",

ist.

lution von eine auflésbare, komplementare Unteralgebra von

Es bleibt also nur zu zeigen, dafl dieses Komplement als Lie Algebra tiber € gewahlt
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werden kann, sofern o auch C-linear ist.

Dies wird allerdings bereits von dem Komplement s aus Satz 1.75 Teil (i) erfiillt:
(ZNg)+(ang) = cNg,da Z =j3¢(a)=1-a gilt; dieser Unterraum ist mit ¢ und
q wieder invariant unter der Skalarmultiplikation mit €.

Die Wurzelrdaume g® sind ebenfalls € Vektorrdume: Es sei Hy ein regulédres Ele-
ment von a, das heifit a(Hy) ist reell, aber ungleich 0 fiir alle o in ¥. Nun sei X
in g*. Da die Wurzelrdume invariant sind unter ad(g?), folgt g* > [i - Ho, X]| =
i-[Ho, X] =1 -a(Hp)- X. Damit liegt ¢- X auch in g%, und der Beweis ist fertig. ¢

Zum Abschluf} dieses Kapitels sehen wir uns noch eine wichtige Klasse von lokalen,
halbeinfachen, symmetrischen Rdéumen an, ndmlich die halbeinfachen Lie Algebren
selbst. In diesen Fallen ist 3¢(a) nicht notwendig abelsch, und [3¢(a),ze(a)] liegt
nicht in der Fixpunktalgebra h von o. Dennoch werden wir komplementéare Unter-
algebren konstruieren. Zunachst brauchen wir eine einfache Proposition:

Proposition 1.79 [n der Situation von Satz 1.75 operiert o auf den einfachen
Idealen von [3e(a),3¢e(a)]. Wenn o keines der einfachen Ideale invariant lafit, so
evistiert eine zu b = Fuax(o) komplementdre Unteralgebra, die in v liegt.

Beweis:

Essei j := [3e(a),3¢(a)] = i1.. .81, die Zerlegung der halbeinfachen Lie Algebra j
als Summe ihrer einfachen Ideale. Da stets o(i;) wieder einfaches Ideal von j ist, und
die Zerlegung von j eindeutig, gilt o(i;) = iy mit einem I € {1,...,k}. Da o eine
Involution ist, folgt mit der Voraussetzung, dafl k gerade ist. Ohne Einschrinkung
konnen wir o(i;) = {41 fiir alle ungeraden [ annehmen. Daher ist hNj gleich

k

bj = X +0(X): X € g,
=0

Offenbar ist dann ig41 einezu {X+40(X): X € iy41} komplementére Unteralgebra
k

in gy @ i242, folglich ist 52 i1 + 5 eine zu h komplementire Unteralgebra,
wobei s aus Gleichung (1.12) entnommen wird. &

Jetzt haben wir den angekiindigten

Satz 1.80 FEs sei g eine reelle, nicht kompakte, halbeinfache Lie Algebra. Auf der
direkten Summe [ = g x g werde eine Involution o wie folgt erklirt: o(X,Y) =
(Y, X). Dann existiert zu h = Fux(o) = {(X,X) : X € g} eine komplementdre

Unteralgebra, die nicht isomorph ist zu g.

Der Beweis soll hier allen Details ausgefithrt werden, nicht zuletzt um die Kon-
struktion von g-maximalen Unteralgebren und g-kompatiblen Systemen positiver
Wurzeln einmal vorzufithren:

Beweis:

Es sei 6 eine Cartan Involution der zugrunde liegenden Lie Algebra g. Dann ist
die kanonische Fortsetzung auf [ = g x g (mit 6 bezeichnet), namlich 0(X,Y") =
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(é(X), é(Y)), eine Cartan Involution von [, da g x {0} und {0} x g orthogonal sind
unter der Killing Form von [.

Offenbar vertauscht § mit o. Ist a irgendeine maximal abelsche Unteralgebra von
p(C g), so ist a x a maximal abelsch im (—1)-Eigentaum p x p von 6, und
(axa)nNg = {(X,-X): X €a} ist maximal abelsch in (p xp)Ng = {(V,-Y):
Yepl (g ={(X,—X): X eg}). axa ist also g-maximal.

Ist ¥ das Wurzelsystem von g beziiglich a, so wird ¥ = {(a,0): a € X} U {(0,3) :
B € i} das Wurzelsystem von [ beziiglich a x a mit zugehérigen Wurzelrdumen
g” x {0} und {0} x g¢”.

Die Operation von o auf den Wurzeln ist gegeben durch o - (a,0) = (0, @), folglich
ist ¥((a x a)t) leer, da keine Wurzel fixiert wird.

Wenn Yt ein System positiver Wurzeln in ¥ ist, so wird &t := {(a,0) : a €
y+iu {(0,8) : B € ¥~ = —Y*} ein System positiver Wurzeln in ¥, welches g-
kompatibel ist, da o - Xt = ¥~ gilt.

Es bezeichne - wie immer - 3¢(a) den Zentralisator von a in &€ = Fixz(d), und Z
das Zentrum von z¢(a). Weiterhin sei i = [3¢(a),3¢e(a)] das halbeinfache Ideal von
3¢e(a). Dann haben wir fiir den Zentralisator 3e(a) x je(a) von a x a in € x € die
Zerlegung i x i + Z x Z in sein halbeinfache Ideal und sein Zentrum. Da o auf
i x i durch Vertauschung operiert, haben wir mit Proposition 1.79 die folgende zu
h komplementare Unteralgebra von [:

r=ix{0}+ (ZxZ)Ng+ (axa)ng+ 3 g*x{0} + 3 {0} xg’(1.13)

aest pes-

%

Bemerkung 1.81 (i) Natiirlich ist stets g x {0} ein Ideal von [, das eine zu §
komplementére Unteralgebra ist. Das in unserem Satz 1.80 vorgestellte Komplement
¢ zu b ist allerdings nie halbeinfach; falls 3¢(a) abelsch ist, wird ¢ sogar auflosbar.
(i)  Die Unteralgebra a x a aus dem Beweis des Satzes ist zugleich auch b-
kompatibel, also ist a x a) N h maximal abelsch in (p x p) N bh.

(iii) Die Teilmenge I' := {(a,0) : @ € St} U {(0,5): p € ¥t} von ¥ ist eben-
falls ein System positiver Wurzeln. Dieses bleibt unter o-invariant. Damit ist [' ein
h-kompatibles System positiver Wurzeln, wie in Abschnitt 1.4 definiert.



Kapitel 2

Weitere Ergebnisse und Beispiele

In diesem Kapitel werden wir die Konstruktion von komplementaren Unteralgebren
durchfithren. Im ersten Abschnitt werden wir dazu das allgemeine Problem auf ein-
fache, reelle Lie Algebren reduzieren. Dabei geben wir auch das bekannte Verfahren
an, mit dem man alle reellen Formen einer gegebenen, einfachen, komplexen Lie
Algebra ermittelt.

Im zweiten Abschnitt erzeugen wir mit diesem Verfahren alle reellen Formen der
Lie Algebra sl(n,C). Dies geschieht, um reelle Lie Algebren und Involutionen von
diesen zu erhalten.

Im letzten Abschnitt werdn wir schliellich die Konstruktion von komplementaren
Unteralgebren zur Fixpunktalgebra einer Involution an ausgewdhlten Beispielen
durchfithren. Die Beispiele sind so gewihlt, dafl alle in Kapitel 1, insbesondere in
Abschnitt 1.5, aufgefithrten Félle bei der Suche nach komplementaren Unteralgebren
abgedeckt sind.

2.1 Reduktion auf einfache, reelle Lie Algebren

Lemma 2.1 Es sei o ein involutorischer Automorphismus der reellen, halbeinfa-
chen Lie Algebra g. Dann permutiert o die einfachen Ideale von g.

Beweis: Die Zerlegung von g in die direkte Summe seiner einfachen Ideale (g =
j1 & ... @ jk) ist eindeutig, d.h. jedes Ideal von g ist halbeinfach und gleich der
Summe von gewissen Idealen j;. Ein Automorphismus bildet stets Ideale wieder auf

Ideale ab, und erhélt die Einfachheit. Damit folgt die Aussage. &

Wir behandeln zunéchst den Fall, in dem o zwei einfache Ideale austauscht. Diese
sind als Lie Algebren natiirlich isomorph:

51
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Satz 2.2 Fs sei g eine einfache Lie Algebra und | = g x g. Weiterhin set o ein
involutorischer Automorphismus von [, fir den o(g x {0}) = {0} x g gilt. Dann
existiert ein Automorphismus p von g, so daff o(X,Y) = (p(Y),p~ (X)) gilt fiir
alle X)Y €g.

o ist in Aut(l) konjugiert zur Involution ¢(X,Y):= (Y, X).

Beweis:

Es werden mit j;, j die beiden einfachen Ideale g x {0} und {0} x g bezeichnet.
Weiterhin seien p; : [ — g, ¢ = 1,2, die Projektoren auf die erste beziehungsweise
zweite Komponente, und ¢;, ¢+ = 1,2 die Einbettungen von g auf j; und js.

Dann werden durch die Abbildungen p := pyoocow und 7 := ppooo En-
domorphismen der Lie Algebra g definiert. Da o ein Automorphismus von [ ist,
folgt aus der Voraussetzung auch o(j2) = ji. Daher gilt fiir alle X,V € g:
P(X,Y) = 3(X,0)+0(0,Y) = (0,7(X)) + ((Y),0) = (p(¥). (X))

Da o Involution ist, gilt weiterhin (X,Y) = ¢*(X,Y) = (po7(X),70p(Y)) fiir
alle X,Y € g. Esist also p =771 ein Automorphismus von g.

Mit dem Automorphismus ¢ von [, erklart durch ¥ (X,Y) = (p(X),Y) gilt
schliellich

000 B(X,Y) = 6 (o(p(X), V) = $7Hp(¥), X) = (¥, X) = G(X,V) fr
alle X,Y € g, womit der Satz bewiesen ist. &

Damit kénnen wir das folgende Korollar zeigen:

Korollar 2.3 Es sei in der Situation von Satz 2.2 die Lie Algebra g nicht kom-
pakt. Dann existiert zur Fizpunktalgebra von o eine komplementdire Unteralgebra,
die nicht isomorph zu g ist.

Beweis:

In Satz 1.80 wurde zur Fixpunktalgebra {(X,X) : X € g} von ¢ die kom-
plementére Unteralgebra r in Gleichung (1.13) konstruiert. Nach Satz 2.2 gilt
p~toooy = ¢. Damit ist (Fix(d)) = Fiz(o), und (x) wird eine zu Fiz(o)
komplementére Unteralgebra, die isomorph zu p ist. Nach Satz 1.80 ist damit das
Komplement (z) nicht isomorph zu g. O

Bemerkung 2.4 Wenn die Lie Algebra g kompakt ist, das heifit g = ¢ = Fiz(0),
so reduziert sich die Lie Unteralgebra g aus Gleichung (1.13) im Beweis von Satz
1.80 auf i x {0}, und es ist i = [31(a),3x(a)] = [¢,€] = [g,9] = g, da a = {0} ist.
Damit ist also i = g x {0} eines der beiden Ideale von [, welches natiirlich stets

eine zu Fix(¢) = {(X,X): X € g} komplementéire Unteralgebra ist. &

Wegen Satz 2.2 reduziert sich das Problem, komplementare Unteralgebren, die in
minimal parabolischen Unteralgebren enthalten sind, darauf, Komplemente in o-
invarianten Idealen von g zu finden.

Wenn die Einschrankung von o auf ein einfaches Ideal j von g gleich der Identitét
auf diesem Ideal ist, so haben wir j C h = Fix(o). Damit ist j bei der Konstruktion
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komplementérer Unteralgebren nicht zu beriicksichtigen.

Damit bleibt uns nur der folgende Fall zu betrachen: Die Einschréankung von o auf
das einfache Ideal j von g ist ein Automorphismus der Ordnung 2.

Wenn das einfache Ideal j von g kompakt ist, so besagt der Satz 1.73, dafl keine zu
Fiz(o|;) komplementéare Unteralgebra in j existiert.

Wir beschéftigen uns daher nur noch mit einem nicht kompakten, o-invarianten
Ideal j von g.

Es sei hier nochmal kurz aus Kapitel 1 Abschnitt 1.5 zusammengefafit, in welchen
Situationen wir zu Fiz(ol;) komplementéare Unteralgebren in j konstruieren kénnen.
Zur Abkiirzung setzen wir p := o|;. Es sei a eine p-invariante, maximal abelsche
Unteralgebra im (-1)-Eigenraum p einer mit p vertauschenden Cartan Involution.
Weiterhin sei a so gewéhlt, dal aNg maximal abelsch in pNg ist. Dabei bezeichne
- wie {iblich - g den (-1)-Eigenraum der Involution p. Dann kénnen wir die folgenden
Falle unterscheiden:

e Der Zentralisator 3¢(a) von ain €ist abelsch. Dann existiert stets ein auflosba-
res Komplement. (siehe Gleichung (1.12) in Satz 1.75 Teil (ii))

e Das halbeinfache Ideal [3¢(a),3e(a)] von ze(a) liegt in Fix(p). Auch in diesem

Fall existiert ein auflésbares Komplement. (siehe Gleichung (1.12) in Satz 1.75
Teil (i))

e p laBt keines der einfachen Ideale der halbeinfachen Unteralgebra [3¢(a), 3¢(a)]
invariant. In diesem Fall haben wir ein nicht auflésbares Komplement nach
Proposition 1.79

e Die Lie Algebra g ist die Reellifizierung einer halbeintfachen, komplexen Lie
Algebra [, das heiBt, g = [®. In diesem Fall existiert nach Korollar 1.77
zur Fixpunktalgebra jeder Involution von g eine auflésbare, komplementére
Unteralgebra.

Bemerkung 2.5 Die Eigenschaft im ersten Punkt der obigen Auflistung ist nach
Bemerkung 1.76 eine Eigenschaft der einfachen Lie Algebra j, das heifit, wir kénnen
in diesen Algebren stets komplementare Unteralgebren konstruieren.

Um Beispiele fiir die Konstruktion der komplementéren Unteralgebren in einfachen,
reellen Lie Algebren zu erhalten, wollen wir hier in Kiirze ein Verfahren zur Kon-
struktion der einfachen, reellen Lie Algebren (bis auf Isomorphie) vorfithren:

Wegen Satz 1.3 Teil (iii) brauchen wir nur die reellen Formen von einfachen, kom-
plexen Lie Algebren zu betrachten: Sind zwei reelle, einfache Lie Algebren isomorph,
so sind entweder beide reelle Formen zweier einfacher, komplexer Lie Algebren, die
dann ebenfalls isomorph sind, oder beide sind Reellifizierungen einfacher, komplexer
Lie Algebren. Es ist ausgeschlossen, daf eine reelle Form einer einfachen, komplexen
Lie Algebra isomorph ist zur Reellifizierung einer einfachen, komplexen Lie Algebra,
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da deren Komplexifizierung isomorh ist zur direkten Summe zweier isomorpher Ko-
pien der urspriinglichen komplexen Lie Algebra. Da wir nach Punkt vier der obigen
Auflistung stets Komplemente konstruieren kénnen, wenn die betrachtete Lie Alge-
bra die Reellifizierung einer einfachen, komplexen Lie Algebra ist, kénne wir uns auf
reelle Formen einfacher, komplexer Lie Algebren beschrianken. Wir treffen noch die
folgende Vereinbarung:

Vereinbarung:

Im folgenden sei [ stets eine einfache, komplexe Lie Algebra und u eine fest gewahl-
te, kompakte, reelle Form von [. Aut([) bezeichne die C-linearen Automorphismen
von [. Die R-linearen Automorphismen sind die Automorphismen der Reellifizierung
M und werden mit Aut(™) bezeichnet. Aus Proposition 1.9 Teil (v) entnehmen
wir die folgende Aussage:

Proposition 2.6 FEs sei p # id eine Involution von u, mit den (+1)-FEigenrdumen
t und p inu. Dann ist g, :=€+1-p eine nicht kompakte, reelle Form in Cartan
Zerlegung mit Cartan Involution p* := (pc)|gp, wobei pU die C-lineare Fortsetzung
von p auf [ bezeichnel.

Die néchste Proposition zeigt, dafl alle nicht kompakten, reellen Formen von [ bis
auf Konjugation entstehen, wie in Proposition 2.6 beschrieben. Auch dies folgt direkt

aus Proposition 1.9 und der Konjugiertheit aller Cartan Involutionen von [ unter
der Gruppe Int(I®):

Proposition 2.7 (i) FEs sei g eine nicht kompakte, reelle Form von [ mit Cartan
Involution 8 und Cartan Zerlegung g = €4p. Dann ist u:=€+1-p eine kompakte,
reelle Form von I, und p := (0Y)|s ist Involution von it mit Fiz(p) =€ und (-1)-
Eigenraum @ - p.

(i) FEs sei ¢ in Aut(l) mit ¢(u) =u. Dann gilt mit p:= ¢~ o po ¢y € Aut(u)
die Gleichung g = ¢(g(,)) und 0 = ¢ o p* o ¢~', wobei p* wie in Proposition 2.6
gebildet wird.

Die entscheidende Aussage iiber konjugierte, nicht kompakte, reelle Formen von [
folgt in der nichsten Proposition, zuvor brauchen wir noch eine Definition:

Definition 2.8 FEs sei p eine Involution der kompakten, reellen Form u von [,
sowie g eine weitere, reelle Form mit Cartan Involution . Dann heifien die lokal
symmetrischen Rdaume (u,p) und (g,0) dual zueinander, wenn g = g(,) und 0 =
p* gilt mit der Konstruktion aus Proposition 2.6.

Wegen Proposition 2.6 ist die zu (u, p) duale, reelle Form stets nicht kompakt.
Die folgende Proposition klart, wann zwei nicht kompakte, reelle Formen konjugiert

sind. (siehe [Helg], Chapter V, Prop. 2.2):

Proposition 2.9 FEs scien py, pa (# td) zwei Involutionen von u, und g, und
9(ps) die zugehorigen dualen, nicht kompakten, reellen Formen von . Dann sind
pr und py genau dann konjugiert zueinander in Aut(u), wenn @, und g(,)
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konjugiert sind beziiglich Aut(l), das heifit, wenn ein ¢ € Aut(l) existiert mit
gb(g(m)) = B(p2)-

Definition 2.10 Fir den Rest dieses Abschnitls werde mit Ky die Menge aller
Konjugiertenklassen von Involutionen (# id) in Aut(u) bezeichnet. Fir eine Kon-
Jugiertenklasse {{p" o pop : b € Aut(u)} einer Involution p in Aut(u) schreiben
wir [ply.

Die analogen Bezeichnungen verwenden wir fir die Konjugiertenklassen von (-
linearen Involutionen in Aut(l).

Die Propositionen 2.6, 2.7 und 2.9 liefern uns nun das

Korollar 2.11 Die Zuordnung

Ky 2 [P]u = {gb(g(p)) NS AUt([)}

ist eine bijektive Abbildung von Ky auf die Menge aller Bahnen nicht kompakter,
reeller Formen von [ unter Aut(l).

Beweis: Die Wohldefiniertheit der Abbildung steht in Proposition 2.6 und 2.9. Die
Injektivitat steht ebenso in Proposition 2.9, und die Surjektivitat folgt aus Propo-
sition 2.7. &

Bemerkung 2.12 Zwei reelle Formen von [ sind genau dann isomorph als reelle Lie
Algebren, wenn sie konjugiert sind unter Aut(l). (siehe [Helg], Chapter X, Theorem
6.1)

Die Menge K, liefert also iiber Korollar 2.11 eine Parametrisierung der Isomor-
phieklassen der reellen, nicht kompakten Lie Algebren, deren Komplexifizierung iso-
morph zu [ ist.

Die kompakten Lie Algebren, deren Komplexifizierung isomorph zu [ ist, sind nach
Proposition 1.9 Teil (iii) alle isomorph. Sie bilden eine Bahn unter Int(I™. &

Die folgende Spezialitdt von kompakten, reellen Formen erlaubt eine Charakterisie-
rung der Isomorphieklassen reeller Formen {iber die Konjugiertenklassen von Invo-

lutionen in Aut(l) (siehe [Helg], Chapter X, Prop. 1.4):

Proposition 2.13 FEs seien Ky und Ky die Konjugationsklassen von Involutionen
aus Definition 2.10. Dann ist die Abbildung

Ky 2 [plu = ") € Ki (2.1)

eine Bijektion.

Die Konjugationsklassen K sind fiir alle einfachen, komplexen Lie Algebren [ klas-
sifiziert. In [Helg], Chapter X (Classifications) werden fiir alle komplexen, einfachen
Lie Algebren sogar alle Automorphismen endlicher Ordnung bis auf Konjugiertheit
klassifiziert unter Zuhilfenahme getwisteter, affiner Loop Algebren. Diese Klassifi-
kation basiert auf einer frithen Arbeit von Victor Kac.
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Die Automorphismen endlicher Ordnung werden in Chapter X, Theorem 5.15 (i)
realisiert durch Angabe der Bilder eines Erzeugendensystems der Lie Algebra.

Die Fixpunktalgebren der involutorischen Automorphismen der einfachen, komple-
xen Lie Algebren werden in den Tabellen II und III in Chapter X bis auf Isomorphie
aufgelistet, und zwar getrennt nach inneren (Tabelle II, k = 1 und Tabelle III) und
auferen (Tabelle II, k = 2) Automorphismen.

Um die Konstruktion von komplementaren Unteralgebren - wie in Kapitel 1 beschrie-
ben - an Beispielen durchfithren zu kénnen, brauchen wir jedoch Realisierungen von
reellen, einfachen Lie Algebren moglichst als Matrix Algebren nebst der zu betrach-
tenden Involutionen. Betrachten wir das ergiebige Beispiel sl(n,C):

2.2 Die reellen Formen der s/(n,C)

Wir behandeln hier kurz die reellen Formen der Serie a;, (I > 1) von einfachen,
komplexen Lie Algebren. Die Realisierung als Matrix Algebra fiir a; ist bekanntlich
die sl(l 4 1,C). Unsere fest gewahlte kompakte, reelle Form wird stets die Unter-
algebra su(n) der sl(n,C) aller schief-Hermitschen Matrizen sein. Wir werden die
sl(2,C) gesondert behandeln, da sie nur eine Konjugationsklasse von Involutionen
besitzt.

Es sei also n > 3.
Fir ungerades n sind folgende Automorphismen ein Vertretersystem der Kon-
jugationsklassen Ksl(n@)’ welche die kompakte, reelle Form su(n) invariant lassen

(siehe [Helg], Chapter X, § 5, Table II und Table III):

B E, 0 v [ Ep 0 el
plX) = ( 0 —F,._, ) * ( 0 —F,._, ) IErstE (2.2)
o(X) = —-XT, X € sl(n,0).

Dabei bezeichne £, die k& x k& Einheitsmatrix.

Die Fixpunktalgebra von p, hat ein eindimensionales Zentrum, und ihr halbeinfa-
ches Ideal ist isomorph zu sl(p,C) & sl(n — p,C) = ap_1 B ap—p-1.

Fixz(o) sind die schiefsymmetrischen, komplexen n x n Matrizen, also isomorph zu

bu.
2

Fir gerades n haben wir als Vertretersystem der Konjugationsklassen von Invo-
lutionen wiederum die Automorphismen p,, 1 < p < 2 und den dulleren Auto-
morphismus o. Dessen Fixpunktalgebra ist i somorph zu dz. Aber es existiert eine
weitere Konjugationsklasse duflerer Involutionen mit dem Vertreter (siehe [Helg],

Chapter X, § 5, Table IT und III)

o(X) = — ( _%g " ) X7 ( b?_ 3 ) X € sln,@).  (2.3)

V)3
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Die Fixpunktalgebra von v ist die symplektische Algebra

cz = Sp(ﬁ,@) = {(é —iT): A, B, C €@§x§7 B:BT,C:CT}7

Jetzt kénnen wir sofort aus diesem Vertretersystem die nicht kompakten, reellen
Formen der sl(n,C) hinschreiben:

e Dual zu (su(n), p,) ist offensichtlich (su(p,n — p), p,), mit

B A BY Acu(p), Dculn—p), BeCr=r,
su(p,n —p) = {( BT D )’ Spur(%};)—l—Spur(D) i 0 }(2'4)

wobei u(k) die Algebra der schief-Hermitschen k x k Matrizen bezeichnet.

e Fir das Paar (su(n),o) haben wir die Zerlegung (nach Proposition 2.6):
t = Fiz(o)Nsu(n) = {X €gl(n,IR) : X = —-XT} und
p=1{-X:XeslnR), X=XT}

Damit ist die duale, reelle Form gleich g,y = €4+1i-p = sl(n,R);

dies ist ,,die” normale, reelle Form der sl(n,C) in Cartan Zerlegung.

e Falls n gerade ist, haben wir noch das Paar (su(n),v) zu betrachten:
t = sp(5.0)Nsu(n) und p = ER,(—1) N su(n).
Die zu (su(n),v) duale, reelle Form g,y = k+¢-p wird in der Literatur oft
mit su*(n) (siehe [Helg], Chapter X, § 2, Abschnitt 3) bezeichnet. Eine kurze
Rechnung zeigt, die folgende Matrix Darstellung:

su*(n) = {( _Zé2 gj ) 7y, Zy €U2*5, Re(SpurZy) = 0}. (2.5)

Bemerkung 2.14 Eine weitere Matrix Darstellung der su*(n) ist die Lie Algebra
der speziellen, linearen Gruppe iiber den Hamiltonschen QQuaternionen, das ist die

Algebra
SIS T = {X € gl(5, 1) : Re(SpurX) = 0},

wobei gl(m,H) die Menge aller m x m Matrizen mit Koeffizienten aus H bezeich-
net, und der Realteil von r{ +2-ro+j-r34+k-ry € H ist rq.

Der Isomorphismus von s/(%,H) auf su*(n) wird wie folgt konstruiert:

Fir X € sl(5,H) sei Xy +¢- Xy +7- X3+ k- Xy die Zerlegung beziiglich der
R-Basis {1,7,j,k} von H, und es sei Z; := X; +1- X, sowie 75 := X5 —1- X,
gesetzt. Dann ist X = Z; 4+ j - Z, und der gewiinschte, IR-lineare Isomorphismus

ist gegeben durch (siehe z.B. [Hein], Kapitel I, § 2, Abschnitt 10.)

n Z1 —ZQ
Sl(g,]H) > X — ( Z2 Zl )



Kapitel 2. Weitere Ergebnisse und Beispiele 58

SchlieBlich betrachten wir noch die Lie Algebra sl(2,C). In der Automorphismen-
gruppe dieser Algebra sind die Involutionen p;, ¢ und v zueinander konjugiert,
folglich sind die zugehérigen, nicht kompakten, reellen Formen alle konjugiert zu
unserer normalen, reellen Form s/(2,R) unter Int(sl(2,C)®).

Bemerkung 2.15 Unsere kompakte, reelle Form su(n) der sl(n,C) ist die Fix-
punktalgebra der C-antilinearen Involution #(X) = —XT. Unsere Vertreter der
Konjugationsklassen der C-linearen Involutionen von sl(n,C) lassen su(n) invari-
ant, su(n) zerlegt sich in die +1-Eigenrdume € und p, beziiglich der Einschrankung
dieser Vertreter. Damit ist die zugehorige, duale, reelle Form g = €+ -p auch
f-invariant mit (+1)-Eigenraum € und (-1)-Eigenraum i - p. Da dies nach Propo-
sition 2.6 eine Cartan Zerlegung von g ist, liefert 8|y stets die zugehérige Cartan
Involution von g. &

Die nicht kompakten, reellen Formen der iibrigen einfachen, komplexen Lie Alge-
bren (b, [ > 2; ¢, 1 > 3; dj, | > 4; eq; er; es; fa; g2) sollen hier nicht aufgefithrt
werden. Dies ist sehr ausfiihrlich nachzuschlagen zum Beispiel bei [Kn], Appendix
C, Seiten 518 ff. Dort findet sich auch fiir jede reelle Form der reelle Rang, das heifit
die Dimension einer maximal abelschen Unteralgebra a im (-1)-Eigenraum p einer
Cartan Involution #, sowie die fiir unsere Konstruktion komplementérer Unteralge-
bren entscheidende Struktur des Zentralisators je(a) von a in & = Fix(8). Klaren
wir diese Struktur dieses Zentralisators fiir die oben konstruierten, reellen Formen

der sl(n,C) (siehe [Kn], Appendix C Seiten 518 ff):

Lemma 2.16 Fs sei g eine reelle Form der sl(n,C) und j¢(a) der Zentralisator
einer maximal abelschen Unteralgebra a C p in €. Dann gilt:

(i) 3e(a) = {0}, falls g = sl(n, IR). Die reellen Diagonalmatrizen sind eine maxi-
mal abelsche Unteralgebra in p der Dimension n — 1.

(i)) Falls g = su(p,n—p) mit p < |%], so ist dervon {Ey,+Epy,. ., Epppiop+
Ernv1-pp} erzeugte, reelle Unterraum eine maximal abelsche Unteralgebra a von .
Der Zentralisator ze(a) von a in € ist isomorph zu

R & su(n —2p),  fallsn —2p > 2
R, falls p =21 (2.6)

R falls p = 5

(iit)  Wenn g = su®(n) ist, so bilden die reellen Diagonalmatrizen in g eine
maximal abelsche Unteralgebra der Dimension 5 — 1 wvon p; ihr Zentalisator in €
ist isomorph zu su(2) & ... P su(2) (% Summanden). &

Bemerkung 2.17 (i) Nach Satz 1.75 Teil (iii) kénnen wir zur Fixpunktalgebra
jeder Involution der sl(n,R) eine komplementire Unteralgebra konstruieren.

(ii) Nach Lemma 2.16 Teil (ii) ist dies wegen Satz 1.75 Teil (ii) auch stets moglich
in den Algebren su(p,p) und su(p,p+ 1) fir alle p > 1.

(iii)) Im nachsten Abschnitt werden wir eine Involution der Algebra su*(n) kon-
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struieren, fiir welche die Situation in Proposition 1.79 erfillt wird, das heifit, wir
kénnen auch hier Komplemente konstruieren.

2.3 Durchfithrung der Konstruktion an Beispie-
len

In diesem Abschnitt wird das Verfahren zur Konstruktion komplementarer Unter-
algebren aus Kapitel 1 an fiinf Beispielklassen vorgefithrt. Die Beispiele sind so
gewahlt, dafl die verschiedenen Félle aus Abschnitt 1.5.3 alle abgedeckt werden.

1. Beispiel:
Wir betrachten die reelle, einfache Lie Algebra g = sl(2n,R) mit n > 2, sowie die

Involution
0o J 0 —J
U(‘Q:_(—J 0)'XT'(J 0)’

von g, wobei J = FEi,+ ...+ F,1. Die (+1)-Eigenrdume von o werden - wie
immer - mit h und g bezeichnet. Die Cartan Involution #(X) = —X7T von g
vertauscht offenbar mit o. Wir wihlen als maximal abelsche Unteralgebra a im
(-1)-Eigenraum p von 6 die reellen Diagonalmatrizen in g.

Um nun eine komplementare Unteralgebra konstruieren zu kénnen, mufl nach Satz
1.49 die Algebra a auch g-maximal sein, das heif}t a N g mufl maximal abelsch sein
in pNq. Dieser Nachweis ist mithsam. Aber nach dem Beweis von Satz 1.49 ist dies
aquivalent dazu, daffi der Wurzelraum g fiir jede Wurzel, die von o fixiert wird

(Das ist die Menge X(a™)), in b liegt.

Die Wurzelrdume von g beziiglich a sind die reell-zweidimensionalen Unterrdume
C-FEi;, i #7j, 1,7 €{l,....2n} mit den zugehorigen Wurzeln «; ;. Es gilt - wie ei-
ne kurze Rechnung zeigt - o(g®v) = g@2r—s+12n-i+1 Damit ist X(at) = {a; 20141 :
1 <@ < 2n}. Da 0(Fizn—it1) = Fian-iy1 gilt, folgt g@2—1 C B, es ist also a
schon g-maximal.

Im né&chsten Schritt wollen wir im Wurzelsystem ¥ ein g-kompatibles System positi-
ver Wurzeln konstruieren. Nach dem Vertahren, welches wir am Ende von Abschnitt
1.3 vorgestellt haben, miissen wir das Wurzelsystem ¥ auf a~ := ang einschréanken.
Dieses eingeschriankte System ist ein Wurzelsystem auf a=. Wir wahlen nun ein in a~
regulares Element Hy. Dann ist jedes System positiver Wurzeln in X, fiir welches Hy
in der zugehorigen, abgeschlossenen Weyl Kammer liegt, schon g-kompatibel: Eine

Basis von a~ ist gegeben durch {Yy := Eixr + Fanii120-k+1 — Fon — Fotin41
1 <k<(n—1)}. Einin a- reguldres Element ist etwa
Hy = YiZln — k) - Yy = diag((n — 1),...,1, == 0= 000 (- 1)),

da «a(Hy) # 0 fir alle a ¢ Y(at). Nun gilt «; j(Hp) > 0 genau fiir die folgenden
Indextupel:
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T:={@yg):1<i<n,i<jyj<2n—u+1}U{(4J):i>n, 2n—i+1<j <i}.
Es ist also jedes System positiver Wurzeln ¥t von X, welches die Wurzeln {a;; :
(1,7) € I} enthélt, schon g-kompatibel. Fiir jedes n-Tupel ¢ € {1, —1}" mit
Yrge = 0 st Héﬁ) = Mo + diag(e; - 5,..., ¢, - 3,0,...,0) ein regulires Ele-
ment in a, fiir welches die zugehdrigen positiven Wurzeln X unsere Wurzeln
{a;; : (¢,7) € T} vereinigt mit der Menge {¢; - ag2n—t+1 : 1 < k < 2n}. Dies
ergibt auch alle Systeme positiver Wurzeln, fiir die Hy im Abschlufl der zugehéri-
gen Weyl Kammer liegt, da jedes solche System neben der Menge {a;; : (i,7) € T}
eine n-elementige Teilmenge des Wurzelsystems Y(at) enthalten mufl. Es 148t sich
zeigen, daf} genau 2" Systeme positiver Wurzeln in ¥ existieren, fiir welche Hy im
Abschluf} der zugehorigen Weyl Kammer liegt.

Die Menge X1\ X(a™) ist also in jedem Falle gleich {a;; : (i,5) € Z}. Eine zu
h = Fix(o) komplementare Unteralgebra ist daher nach 1.75 Teil (iii) gegeben durch

s=a + > g (2.7)

(7,0)eT

Abschluibemerkung: Das Wurzelsystem Y(a™) ist eine n-fache, direkte Summe
von aj. &

2. Beispiel:
Fiir dieses Beispiel nehmen wir die reelle Form su*(2k) der sl(2k,C) mit geradem
k > 2, wie wir sie in Gleichung (2.5) konstruiert hatten (n = 2k). Die Involution o

wird definiert durch
0o J 0 —J
=00 ) x5 3),

mit der Schrigdiagonalmatrix J in IR*** aus dem ersten Beispiel. Diese Involution
1aBt su*(2k) invariant, ist also ein Automorphismus und vertauscht mit unserer Car-
tan Involution #(X) = —X7. Eine maximal abelsche, o- invariante Unteralgebra a
in p ist gegeben mit den reellen Diagonalmatrizen in der su*(2k). Die Bedingung,
dal a = aN g maximal abelsch in p N q ist, werden wir auch hier mit der aqui-
valenten Begingung testen. Wir priifen, ob g in b liegt fiir alle o € X(at). Die
Wurzelrdume beziiglich a sind gegeben durch

. ZEZ] w'Ei]‘ .o . .
A, — ’ s < <
g {(—U)Ez,] Z-Ei,j)7z7w€qj}7 1—Z7]_kvl7£]7

wobei «; j(diag(xq,. .., ¢p, 21, ... 2k)) = & — ;.

Eine kurze Rechnung zeigt, daB o(g®) = g*—+1s-i+1 gilt, folglich wird keine
Wurzel von o fixiert, es ist also X(at) =0, und a damit auch g-maximal.

Die Matrix Hy := diag(%,% — 1,...,(),...,—% + 1,—%,%,% — 1,...,(),...,—% +

1, —%) € a ist reguldr und liegt in g, ist also ein in a~ reguldres Element. Damit

ist das System positiver Wurzeln, fiir welches Hy in in der offenen Weyl Kammer
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liegt, g-kompatibel. Dieses System positiver Wurzeln ist Xt = {a;; : 1 < j}.

Der Zentralisator von a in £ ist

se(a) = {( Z_]? —iﬁ-ﬁD ) , D reell, diagonal, F komple:z;,diagonal}.

Er ist isomorph zur direkten Summe su(2)*, und es gilt

o E B we By _ e B 00 Bejrigejn

—w- By o= By —w- Erjprp—jpn 0 Beojpigeia )
Da wir £ als gerade vorausgesetzt haben, zeigt die letzte Gleichung, dal o keines
der einfachen Ideale von j¢(a) invariant 1aBt, wir konnen also nach Proposition 1.79

eine zu Fix(o) komplementare Unteralgebra in su*(2k) konstruieren. Dazu miissen
wir die einfachen Ideale von 3¢(a) numerieren:

. v B w- b )
o ) . ~ <5<
i —{( - E —i-r-Em)'rE]R’wE@}_SU(Q)’l_j_k'

Wir haben also o(i;) = ij—;+1. Eine zu h komplementéare Unteralgebra in su*(2k)
ist nach Proposition 1.79 gegeben mit

t-Zg—l—a—l— > gt (2.8)

1<e< i<k

3. Beispiel:

In diesem Beispiel betrachten wir die einfache Lie Algebra su(p,n — p) mit n > 3
und p < |5] wie in Gleichung (2.4) beschrieben. Wir geben uns Involutionen o,
vor, von der Gestalt

E, 0 E,, 0

mit m aus {1,...,n —1}. Diese Automorphismen vertauschen mit unserer Cartan
Involution #(X) = —X7T. Eine maximal abelsche Unteralgebra von p, die invari-
ant ist unter den o,,, wird iber R erzeugt von {S; := (Fi, + En1),...,5, :=
(Epn-pt1 + En—pi1p)}. Die Zerlegung der Algebra su(p,n — p) in die (+1)-
Eigenrdume beziiglich o, sei §,,+q,,. Der Unterraum pNgq,, besteht aus Matrizen
der Gestalt

( BPT g ) . wobei B e ™" ) falls m < p, und B € C?*"™) falls m > p.

Dies zeigt sofort, dafl a= = anq,, fir jedes m maximal abelsch ist in p N q,,.
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In diesem Beispiel interessieren wir uns nicht fiir die Konstruktion von g¢-
kompatiblen Systemen positiver Wurzeln, sondern fiir die Struktur von z¢(a) und
dessen Schnitt mit h,,: Nach Lemma 2.16 Teil (ii) ist fiir n—2p > 2 3¢(a) isomorph
zu RP & su(n — 2p). Konkret sieht dies wie folgt aus:

0
0] : U € suln—2p),y +
0

+{diag(iry, ... irp,—1R,...,—iR i 71y, ...;0-71) 17 € R, R:= —2— -3 _ r.}.

n—2p J

Das Zentrum von j3e¢(a) liegt fir jedes m in b,,, und das einfache Ideal von 3¢(a)
liegt - falls n — 2p > 2 - genau dann in b,,, wenn m < p oder m > n —p gilt. In
diesen Féllen konnen wir also nach Satz 1.75 Teil (i) komplementire Unteralgebren
zu b, in su(p,n — p) konstruieren.

Im Fall n —2p <1 ist z¢(a) abelsch und liegt iiberdies in ,,. Nach Satz 1.75 Teil

(ii) haben wir auch in diesem Fall zu b,, komplementéare Unteralgebren. &

4. Beispiel:

In diesem Beispiel wollen wir einfache, komplexe Lie Algebren vorgeben mit einer
reellen Form als Fixpunktalgebra. Es sei also [ eine einfache, komplexe Lie Algebra
und g eine reelle Form von [, mit zugehoriger Konjugation 7, das heifit 7 ist eine
C-antilineare Involution von [ mit Fixz(7) = g. Wir brauchen nun eine Cartan
Involution # von M, die mit 7 vertauscht. Dazu geben wir uns eine Cartan Zerlegung
€+ p von g vor mit zugehoriger Cartan Involution Y. Dann ist nach Proposition
2.7 Teil (i) u := €+ 1i-p eine kompakte, reelle Form von [, und [ = u+:-u
ist eine Cartan Zerlegung von M. Die zugehdrige Cartan Involution  hat u als
Fixpunktalgebra und ¢ -u als (—1)-Eigenraum.

Im néchsten Schritt miissen wir eine 7-invariante, maximal abelsche Unteralgebra
a von ¢-u = i-€t+p konstruieren, derart, daBl a N (:-g) maximal abelsch ist in
t-ufe-g.

Die 7-Invarianz von a erzwingt, dafl a gleich der Summe aus seinem Schnitt mit ¢ -
und p ist, da 7 auf ¢ - € gleich der negativen Identitat, und auf p die Identitét ist.
Da ™ in die direkte Summe aus €, p, 7-€ und 7-p zerfillt, gilt an(i-g) = an(:-€),
dieser Schnitt muf also maximal abelsch seinin ¢-k = ¢-une-g.

Wir wéhlen also eine maximal abelsche Unteralgebra t in €, Es bezeichne 3,(t) den
Zentralisator von t in p. Ist nun b eine maximal abelsche Unteralgebra in 3,(t),
dann hat a := ¢-t+b C ¢-u die gewlinschten Eigenschaften. Zu zeigen ist nur,
daB a maximal abelsch ist in ¢-u: Essei X € ¢-u mit [X,a] = {0}. Wir
zerlegen X in Xj¢ + X,. Dann gilt fir alle H € -t die Gleichung 0 = [H, X]| =
[H, Xi¢] + [H,Xy] € €& (2 p). Folglich gilt nach Wahl von t: Xj¢ € -t und
Xy € 3p(t). Da X auch mit b vertauscht, folgt nach Wahl von b auch X, € b.

Tatséchlich brauchen wir die Unteralgebra b von 3,(t) nicht zu konstruieren:
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Lemma 2.18 Es sei t mazimal abelsch in €. Dann ist der Zentralisator 3,(t) von
t in p abelsch.

Beweis: (i) Es sei b eine maximal abelsche Unteralgebra von 3,(t). Dann ist
t + b eine Cartan Unteralgebra von g, das heifit, sie ist maximal abelsch, wie wir
oben gezeigt hatten, und ad(H) operiert halbeinfach auf g fiir alle H € t+b. Dies
ist klar, da nach Abschnitt 1.1.2 ad(7T) schiefsymmetrisch, und ad(B) symmetrisch
beziiglich des Skalarprodukts —x (-, Y(-)) von g operiert fiir alle 7' € t und B € b.
Insbesondere ist ¢ := (t+ b)CD eine Cartan Unteralgebra von [.

(i) Nun konnen wir die Behauptung zeigen:

Es sei X € j3p(t). Dann ist [X,t] = {0}, und es ist [X,B] € ¢ fiir alle B €
b, da [p,p] C € gilt. Weiterhin haben wir [T'[X,B]] = [[1,X]|B] + [X[T,B]] =
[0,B] + [X,0] = 0 fir alle 7" € t und B € b. Da t maximal abelsch ist in
t, liegt [X, B] schon in t. Zusammen folgt [X,t+ b] C t < t+ b, das heifit
X normalisiert unsere Cartan Unteralgebra t+ b; diese sind in halbeinfachen Lie

Algebren selbstnormalisierend. Es folgt X € b. &
Mit diesem Lemma kénnen wir sofort das folgende Korollar haben:

Korollar 2.19 Fs ist a := i-t+3p(t) eine maximal abelsche Unteralgebra von
i-u, die (¢-g)-mazximal ist. O

Im néchsten Schritt betrachten wir das Wurzelsystem ¥ von [® beziiglich a, und
suchen nach einem (i - g)-kompatiblen System positiver Wurzeln. Hier hilft uns die
folgende Proposition weiter:

Proposition 2.20 FEs sei t mazimal abelsch in €, und a = 1-t43,(t) die mazimal
abelsche Unteralgebra von i -w aus Korollar 2.19. Dann ist X(a™) leer, das heifst
T fiziert keine Wurzel aus dem Wurzelsystem Y. beziiglich a.

Beweis: Esist ¢ = (i-t+3,(t))" eine Cartan Unteralgebra der einfachen, kom-
plexen Lie Algebra [. Damit sind die Wurzeln von [ beziiglich ¢ die C-linearen Fort-
setzungen der Wurzeln aus 3. Insbesondere sind die Wurzelrdume eindimensionale,
komplexe Unterrdume von .

Die (7-g)-Maximalitat von a ist nach Satz 1.49 nebst Beweis &quivalent dazu, daf
fiir jedes a € X(at) der Wurzelraum (M)® ganz in Fiz(r) = g liegt. Da 7 als
Konjugation von [ beziiglich der reellen Form g eine C-antilineare Involution ist, fi-

xiert T keinen, nicht trivialen C-Unterraum von [ punktweise, es ist also Y(a™) leer,
da fiir o € X(at) stets 7(M)e = ()~ gilt. &

Bemerkung 2.21 Nach Definition 1.57 Teil (iii) ist in der Situation von Korollar
2.19 wegen Proposition 2.20 jedesin a= = anN(i-g) = ¢-t reguldre Element schon
reguldr in a, da X(a™) leerist. Es ist also die Menge aller Wurzeln « in X, fiir welche
a(Hp) positiv ist mit einem in (¢ - t) regulédren Element Hy, ein (¢ - g)-kompatibles
System positiver Wurzeln. &
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Bevor wir die Konstruktion am Beispiel [ = sl(n,C) und b = sl(n,R) duchfithren,
sehen wir uns noch einen Spezialfall an, in dem die Durchfiihrung sehr einfach wird:

Proposition 2.22 FEs sei t eine mazimal abelsche Unteralgebra von €. Wenn t
schon mazimal abelsch in ganz g ist, so ist jedes System positiver Wurzeln im
Wurzelsystem Y beziiglich a = ¢ -t schon (i -g)-kompatibel.

Beweis: Nach Voraussetzung ist 3,(t) = {0}, also isynach Korollar 2.19 a:=1¢-t
maximal abelsch in ¢-u, und (¢-g)-maximal. Da ¢ in g = Fiz(r) und t in € liegt,
operiert 7 auf a als negative Identitat. Folglich gilt fiir jede Wurzel a: 7-a = —au.
Mit Satz 1.49 folgt nun die Behauptung. &

Bemerkung 2.23 (i) Die reellen, einfachen Lie Algebren, fiir welche in einer ma-
ximal kompakten Unteralgbera eine maximal abelsche Unteralgebra der ganzen Lie
Algebra liegt, sind in [Helg], Kapitel IX, Theorem 5.7. klassifiziert: Eine reelle,
einfache Lie Algebra g mit Cartan Zerlegung g = € + p besitzt genau dann eine
maximal abelsche Unteralgebra, die in € liegt, wenn die zugehérige Cartan Involu-
tion in Int(g) liegt, also ein innerer Automorphismus von g ist. Diese Eigenschaft
ist natiirlich unabhéngig von der gewdhlten Cartan Zerlegung.

(ii)  Unter den nicht kompakten, reellen Formen der sl(n,C), (n > 3), ist die-
se Eigenschaft genau fiir die Algebren su(p,n — p) gegeben: Die rein imaginiren
Diagonalmatrizen mit Spur 0 bilden eine maximal abelsche Unteralgebra t in der
Fixpunktalgebra von 6 (aus Bemerkung 2.15) in su(p,n — p) der Dimension n — 1.
Da der Unterraum t alle Diagonalmatrizen der Algebra su(p,n — p) enthalt, ist t
auch maximal abelsch in su(p,n — p). O

Nun fassen wir die Ergebnisse zusammen:

Satz 2.24 (i) Fssei g = €+ p eine reelle Form der einfachen, komplexen Lie
Algebra | in Cartan Zerlegung, sowie t eine mazimal abelsche Unteralgebra von €.
Es sei Y3 das Wurzelsystem von ™ beziiglich a := 1 -t+ 3,(t). Weiterhin sei Hy
ein in (i-t) requldres Element. Dann ist {a € ¥ |a(Hy) > 0} ein System positiver
Wurzeln in ¥, und der Unterraum

s =i +iott Y () (2.9)

ist eine zu g komplementire Unteralgebra in ™.

(it)  Wenn die Unteralgebra t aus Teil (i) schon mazximal abelsch ist in ganz g,
dann ist fiir jedes System positiver Wurzeln X+

s=1-t+ > (M) (2.10)

eine zu g komplementire Unteralgebra in (.
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Beweis: Nach Korollar 2.19 ist die Algebra a aus Teil (i) (¢ - g)-maximal und
folglich auch ¢ -t in Teil (ii). Nach Proposition 2.20 ist dann jeweils das Teilsystem
Y(at) leer, und die Menge {a € ¥ |a(Hy) > 0} aus Teil (i) ist nach Bemerkung
2.21 ein (¢ - g)-kompatibles System positiver Wurzeln. Nach Proposition 2.22 ist in
der Situation von Teil (ii) jedes System positiver Wurzeln (7 - g)-kompatibel.

Nach Satz 1.75 Teil (ii) haben wir damit nur noch die Unteralgebra Z N q zu be-
rechnen. Dabei ist Z das Zentrum des Zentralisators von a in u = Fiz(f) und
q = tg: Es ist a maximal abelsch in 7-u, damit ist 3,(a) gleich ¢-a = t+7¢-3,(¢).
Also gilt ZNgq = 7-3,(t), und es folgen (2.9) und (2.10), da ang = 2t gilt. ¢

Bemerkung: Ein ahnliches Problem auf der Gruppenseite wurde in [Aom] be-
arbeitet: Aomoto gibt sich eine halbeinfache, komplexe Lie Gruppe G% mit einer
reellen Form G vor und konstruiert explizit ein Vertretersystem der Doppelneben-
klassen in GU beziiglich der Untergruppen B und (, wobei B eine Borel Unter-
gruppe von GU bezeichnet. Dies sind (siche Proposition 1.26 Teil (iv)) genau die
minimal parabolischen Untergruppen von GU. Jedoch hat der Schnitt einer sol-
chen Borel Untergruppe mit der reellen Form G stets positive, reelle Dimension,
da dim(B) 4 dim(G) = dimGY + dim(a) gilt. &
Jetzt kommen wir zu unserem eigentlichen Beispiel 4:

Es sei n > 4 gerade und | = sl(n,C). Die Involution 7 € Aut(I™) sei gegeben
als die Komplexkonjugation 7(X) = X, es ist also g:= Fiz(r) = sl(n, R).

Als Cartan Involution auf der sl(n,R) nehmen wir natiirlich § aus der Bemerkung
2.15. Eine Basis einer maximal abelschen Unteralgebra t der Menge £ aller reel-
len, schiefsymmetrischen Matrizen ist gegeben durch {(FE1, — En1),..., (E%%_H —
Eapi2)}.

Der Zentralisator 3,(t) von tin p ist das R-Erzeugnis der Diagonalmatrizen
{diag(1,0,...,0,—-1,—1,0,...,0,1), ..., deag(0,...,0,1,—1,—1,1,0, ...,0)}.
Nach Lemma 2.18 und Korollar 2.19 ist a = ¢ -t + 3p(t) maximal abelsch im Un-
terraum ¢ - u aller Hermitschen Matrizen in [ und (¢ - g)-maximal.

Um die Rechnungen leichter durchfithren zu kénnen und die Ubersichtlichkeit zu
bewahren, werden wir das gesamte Problem ,,verdrehen”, das heifit wir konjugieren
die Algebra a mit einer unitdren Matrix C' auf die Menge aller reellen Diagonal-
matrizen, um dann die Wurzelraumzerlegung leichter untersuchen zu kénnen. Diese
Transformation ist stets moglich, da je zwei maximal abelsche Unteralgebren von
i -u unter der Wirkung von Ad(U) zueinander konjugiert sind, wobei U = exp(u)
die spezielle, unitare Gruppe ist. Eine kurze Rechnung zeigt, dal mit der Matrix

1 ?

C = € SU(n)

R
— e

1
ﬁ .
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gilt:  Ad(C)(i - ¢) = ({diag(1,0,...,0,—1), ..., diag(0,...,0,1,—=1,0,...,0)}),
und C' vertauscht punktweise mit 3,(t). Es ist also a := Ad(C)(a) gleich der
Menge aller reellen Diagonalmatrizen in g. Um die Rechnung fortsetzen zu kénnen,
miissen wir auch die Involutionen 7 und 0 von ™ mit Ad(C) konjugieren, wir setzen
also 7 := Ad(C)ot 0o Ad(C™') und 0 := Ad(C)o 8o Ad(C™'). Dann ist 0 =0,
weil C' unitér ist. 7 ist die Involution Ad(J)o7 von M wobei J = S0_, Erp_gy1-
Wir bezeichnen mit § die Fixpunktalgebra von 7, und mit § den (—1)-Eigenraum
von 7. Dann ist a eine maximal abelsche Unteralgebra von 7 - u, die g-maximal ist,
da die analoge Figenschaft fiir a gilt.

Die Wurzelrdume von M beziiglich a sind nun die € - E;; mit ¢ # j.
Ein in a~ reguldres Element (a= = ang = Ad(C)(¢ - t)) ist zum Beispiel
diag(s, ... ,1,—1, ..., —%). Dieses ist - wie in Bemerkung 2.21 allgemein gezeigt -
schon reguldr in a. Das zugehorige System positiver Wurzeln in ¥ ist {a;; : 1 < j}.
Nach Satz 2.24 Teil (i) ist damit die folgende Unteralgebra komplementar zu ¥

=i -3p(t) +a + > (M)~

<J

L

Dies ist klar, da ,(t) invariant ist unter Ad(C') (sogar punktweise fix).

Bemerkung 2.25 Es ist nicht jedes System positiver Wurzeln g-kompatibel. Zum
Beispiel sind die positiven Wurzeln zum regularen Element diag(—1,—2,...,—(n —

1), n(n2_1)) - die zugehorigen positiven Wurzeln haben die Indexmenge 7 = {(7,j) :
i <j < (n=1)}U{(n,k) : 1 <k < (n—1)} - nicht g-kompatibel, da —7(c, (,-1)) =

ay1, aber (2,1) ¢ T ist. &

SchlieBlich erhalten wir eine zu sl(n,R) komplementire Unteralgebra in sl(n,C)
durch ,,zuriickdrehen” von § mit Ad(C™!):

5= Ad(C™N(8) = i-3p(t) + it + Ad(CTH)(n), (2.11)

wobei n die nilpotente Unteralgebra aller komplexen, echten oberen Dreiecksmatri-
zen in €"*" bezeichnet.

5. Beispiel:

In Kapitel 3 werden wir eine verallgemeinerte Iwasawa Zerlegung in getwisteten Loop
Algebren entwickeln. Grundlage hierfiir ist die in Kapitel 1 entwickelte verallgemei-
nerte Iwasawa Zerlegung in den endlich dimensionalen Lie Algebren. Die Zerlegung
in getwisteten Loop Algebren ist eine lokale Version der Iwasawa Zerlegung in den
zugehorigen Loop Gruppen. In der Veroffentlicung [Hel] wird die Iwasawa Zerleung
angewandt fiir die Konstruktion von Willmore Flachen. Es soll aber an dieser Stelle
nicht ndher auf diese Flachen eingegangen werden. Fiir die lokale Version der Iwa-
sawa Zerlegung haben wir dabei folgende Lie Algebren zu betrachten:

Die komplexe, halbeinfache Lie Algebra [ := so0(3,1)¥ und die reelle Form b :=
s0(3,1), es ist also die zugehorige Involution die gewohnliche Komplexkonjugation
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auf [. Die Algebra [ ist isomorph zur direkten Summe s/(2,C) & sl(2,C).
Wir betrachten die Algebren so(p,n — p) zunéichst allgemein:

A B
=) = {( BT D) . A€ so(p), D € soln—p), Be R“(”_p)}

Eine Cartan Involution der so(p,n — p) ist Konjugation mit der Diagonalmatrix
diag(1,...,1,—1,...,—1), die Blockdiagonalmatrizen in so(p,n — p) sind also eine

P n—p
maximal kompakte Unteralgebra €.

Bemerkung: Die Komplexifizierung so(p,n — p)¥ ist isomorph zur Lie Algebra

so(n)? aller komplexen, symmetrischen n x n Matrizen. Der Isomorphismus wird
fiir uns aber keine Rolle spielen.

Kehren wir jetzt zuriick zu unserem Spezialfall n = 4 und p = 3. Wir sind hier
in der Situation, eine komplementére Unteralgebra zu einer reellen Form (so(3,1))
einer komplexen, halbeinfachen Lie Algebra (I = so(3,1)¥) zu konstruieren. Dazu
gehen wir wie in Beispiel 5 beschrieben vor: Eine maximal abelsche Unteralgebra
t von £ ist gegeben durch R - Hy mit H, := Fy3 — FE3,. Der Zentralisator 3,(t)
von tim (—1) Eigenraum p unserer Cartan Involution von so(3,1) ist R- Hy mit
Hy := F1 4+ E41. Nach Korollar 2.19 ist a:=R-(¢i- H;)+R-Hy in 7-¢+p und
g-maximal (q = -so(3,1)).

Nun brauchen wir die Wurzelraumzerlegung von [ beziiglich a := R-(¢- H )+ 1R+ H,.
Dazu betrachten wir die Matrizen Cy := Eyy— FEyq, Cy := 1+ (F31— F13), C3 :=
Ey9+ FEyq und Cy = (—i) - (F34 + E43) in M. Eine kurze Rechnung zeigt nun
folgendes:  ad(iHy) vertauscht Cy und Cy sowie Cs und Cy. ad(Hy) vertauscht
C7 und C5 sowie (5 und C,.

Damit bekommen wir vier simultane Eigenrdume fiir ad(a):

(C14+Cy+Cs+Cy)  mit a1(tHy) =1 = aq(Hs)
( ) mit  ax(eHy) = -1, ax(Hz) =1
(Ch1+Cy—Cs5—=Cy) mit as(iHy) =1, as(Hy) = —1
( ) mit as(tHy) = —1 = au(H>)

Weil a¥ + 01, (IF)ex = [® gilt, liefern diese vier Unterrdume die komplette Wur-
zelraumzerlegung von M beziiglich a, es ist also ¥ = {ap : 1 < k <4},

Es gilt fir die Wurzeln aj: a4y = —aq und a3 = —as.

Im eindimensionalen Unterraum a~ = IR-(:H;) ist offenbar jedes von 0 verschiede-
ne Element regular beziiglich ¥. Wir nehmen also Hy als in a~ reguléres Element.
Ein g-kompatibles System positiver Wurzeln in ¥ ist damit X7 = {ay, as}.

Bemerkung 2.26 (i) Die Wurzeln {aq, a2} sind ebenfalls positive Wurzeln, da
a;(Hz) > 0 fir 5 = 1,2. Sie sind aber nicht g-kompatibel, da a;(Hy) > 0 > az(Hy).
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(ii) Das Wurzelsystem ¥ auf a ist natiirlich nicht irreduzibel; die Kommutatoren
der Wurzelrdume zu den Wurzeln o7 und a3 sowie zu den Wurzeln o7 und a3
sind trivial. Daher sind die komplexen Unterrdume [([IR)C”, ([]R)a‘*] + ([]R)al + ([IR)“1
und [(Myez (o] 4 ()2 4 (M2 die beiden zu sl(2,C) isomorphen Ideale von
[ &

Jetzt konnen wir nach Satz 2.24 eine zu so(3,1) komplementéire Unteralgebra in
so(3,1)¥ angeben:

§ 1= i-gpla) +i- b4 ()7 4 ()% =

0 z —1-2 1.7 (212)
= o 0 LS v cz,w el rs € R ‘
12 —1-8 0 —7 W



Kapitel 3

Kac-Moody-Algebren und die

Iwasawa Zerlegung in Loop
Algebren

In diesem Kapitel werden wir zundchst in Kiirze die wichtigsten Grundlagen der
Theorie der Kac-Moody-Algebren vorstellen, wobei unser spezielles Interesse den
Kac-Moody-Algebren vom affinen Typ gilt. Im zweiten Abschnitt werden die Reali-
sierungen dieser Algebren als zentrale Erweiterungen von ungetwisteten und getwi-
steten Loop Algebren iiber halbeinfachen, komplexen Lie Algebren entwickelt.

Die Theorie der affinen Kac-Moody-Algebren fithren wir nicht nur als Grundlage der
Loop Algebren ein. Diese Algebren besitzen eine Wurzelraumzerlegung dhnlich wie
die endlichdimensionalen, einfachen, komplexen Lie Algebren und eine zugehérige
Weyl Gruppe. Diese wird im néchsten Kapitel bei der globalen Iwasawa Zerlegung
von Loop Gruppen eine zentale Rolle spielen.

Im vorletzten Abschnitt dieses Kapitels wird die Iwasawa Zerlegung in polynomialen
Loop Algebren durchgetiihrt. Die zu betrachtenden Fixpunktalgebren sind die reell-
wertigen Loops beziiglich einer reellen Form der zugrundeliegenden, halbeinfachen,
komplexen Lie Algebra.

Im letzten Abschnitt wird auf den Loop Algebren eine Norm eingefiihrt, beziiglich
der diese abgeschlossen werden. Dies fithrt uns zu einer lokalen Version der Iwasawa
Zerlegung wie sie im nachsten Kapitel entwickelt wird, das heifit, die Iwasawa Zer-
legung wird auf den Lie Algebren der Loop Gruppen durchgetiihrt, die in Kapitel 4
eingefiithrt werden.

69
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3.1 Affine Kac-Moody-Algebren

Die Theorie der Kac-Moody-Algebren wurde 1967 unabhéngig von Kac und Moody
entwickelt. Diese Algebren sind eine Verallgemeinerung der endlichdimensionalen,
einfachen, komplexen Lie Algebren. Ausgangspunkt dieser Verallgemeinerung ist
die folgende, bekannte Aussage tiber einfache, komplexe Lie Algebren, namlich der
Satz von Serre (siehe z.B. [Hum], Proposition 18.1):

Proposition 3.1 Es sei [ eine einfache, komplexe Lie Algebra und ¢ eine Cartan
Unteralgebra. A = {aq,...,a,} bezeichne das Wurzelsystem von | beziiglich ¢. Mit
der in Proposition 1.15 Teil (iv) definierten Bilinearform im Dual ¢* erhalten wir
ganze Zahlen a;; := 2((;?];)’), (1 <i,57 <n). Dann gelten die folgenden Aussagen:
Die Lie Algebra | wird von der Menge von 3n FElementen {E;, F;, H;, 1 <i < n}

erzeugt, welche den folgenden Relationen geniigen:

| =0, 1<i,j<n

| = 6;-Hy, 1<ij<n

[H;E;] = ai;-FE; und [H; F}] = —a;;-F; 1<4,5<n
) = 0 = (adFy)'~u(Fy) 1<i,j<n, i#]j

(3.1)

Die aus den Zahlen a;; gebildete Matriz A := (a;j)1<ij<n heifst Cartan Matriz der
Lie Algebra [. Sie geniigt den folgenden Bedingungen:

(i) ay; =2 firie{l,...,n},

(it)  Die a;; sind ganze Zahlen kleiner oder gleich 0 fir alle @« # 7,

(tii) a;; =0 genau dann, wenn a; =0, und

(iv) alle Hauptminoren von A sind positiv. O

Bemerkung 3.2 Nach dem Satz von Serre sind die Gleichungen in (3.1) auch de-
finierende Relationen fiir die Lie Algebra [. Das heifit, wir geben das irreduzible
Wurzelsystem A mit Cartan Matrix A € Z"*" der Algebra [ vor. In der freien Lie
Algebra § mit den 3n Erzeugern E;, F;, H;, (1 <i < n) faktorisieren wir nach den
Relationen (3.1), das heifit, wir betrachten die Lie Algebra [ := §/i, wobei i das von

den Elementen [H; H;], ..., (ad I;)'~* () aus (3.1) erzeugte Ideal von f ist. Dann
ist [ isomorph zu [, und die H; 4+ 1 erzeugen eine Cartan Unteralgebra von [ mit
zugehorigem Wurzelsystem A. &

Der wesentliche Punkt in der Verallgemeinerung von Kac und Moody besteht darin,
Lie Algebren dhnlich wie in Bemerkung 3.2 aus verallgemeinerten Cartan Matrizen
zu konstruieren, wobei diese Cartan Matrizen alle Eigenschaften aus aus Proposition
3.1 besitzen, aufler der vierten:

Definition 3.3 (i) Fine Matrizc A € Z"*" heifit verallgemeinerte Cartan
Matrix, wenn A die Bedingungen (i), (ii) und (iii) aus Proposition 3.1 erfillt.
(i) Zwei verallgemeinerte Cartan Matrizen A und B heiffen dquivalent, wenn eine
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Permutationsmatriz P mit Koeffizienten aus {0,1} existiert, so dafy B = P-A-PT
gilt.

(tii)  FEine verallyemeinerte Cartan Matriz A heifit zerlegbar, wenn eine Permuta-
tionsmatriz P existiert, so daff P - A- PT Blockdiagonalgestalt hat. Fristiert diese
nicht, so heifst A unzerlegbar.

(iv) Eine Matriz A € IR™" heifit symmetrisierbar, wenn eine reelle, invertierbare
Diagonalmatriz D existiert und eine symmetrische Matriz B, so daff A = D - B
gilt.

Der erste Schritt bei der Konstruktion von Lie Algebren aus verallgemeinerten Car-
tan Matrizen ist die Realisierung dieser Matrizen in Cartan Unteralgebren:

Definition 3.4 Es sei A € Z'" eine verallgemeinerte Cartan Matriz. Ein Tripel
(¢, ILITY) bestehend aus einem endlichdimensionalen, komplexen Vektorraum ¢ und
Mengen 11 = {aq,...,a,} C ¢ sowie IIY = {Hy,...,H,} C ¢ heifit Realisie-
rung von A, wenn gilt

(i) die Teilmengen 11 und 11V der Vektorrdume ¢* und ¢ sind linear unabhdingig.
(ti) «;j(H;) = a;j, firale 1<i,75<n.

Zwei Realisierungen (cq, Uy, 1Y) und (cz, Uy, IIY) heiflen isomorph, wenn ein Vek-
torraumisomorphismus @ : ¢ — ¢y existiert, so dafs c,o(H»(l)) = H® und

K3 K3

c,o*(oz(?)) = ozgl) gilt fiir alle 1 € {1,...,n}, wobei p* : ¢ — &, *(A\)(HWY) =

K3

Mp(HMY)) st

Jetzt zitieren wir das wichtige Resultat iiber die Realisierungen von verallgemeiner-
ten Cartan Matrizen (siehe [Wan], Proposition 1.1):

Proposition 3.5 Es sei A € Z"*" eine veralljemeinerte Cartan Matriz vom Rang
I, und (¢,11,11V) eine Realisierung von A. Dann ist dimc¢ > 2n — 1.

Es existiert eine Realisierung (c,I1,I1Y) von A mit dimec¢ = 2n — 1. Je zwei Rea-
lisierungen von A der Dimension 2n — [ sind isomorph tm Sinne von Definition

3.4

Die Realisierung der Cartan Matrix A der Dimension 2n — [ heifit minimale Rea-
lisierung. Wegen ihrer Wichtigkeit fiir die Kac-Moody-Algebren werden wir die
Konstruktion dieser Realisierung kurz ausfithren:

Die Matrix A € Z"*" besitze den Rang [. Daher existieren Permutationsmatrizen
Py und P, mit Koeffizienten aus {0,1}, so dafl in der Matrix

All A12 )

A= AR = (A21 Agg

Ayq eine invertierbare Matrix in Z™ ist. Damit wird die Matrix
Ay A 0
C = A21 A22 ]n—l S Z(?n—l)X(Qn—l)
0 I, 0
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eine invertierbare Martix. Wir setzen ¢ := "', ai,...q, seien die Linearformen
von ¢ mit «;(e;) = 6 fur alle ¢ € {1,...,n} und j € {1,...,2n — [}, wobei
{e;, 1 <j <2n —1} die kanonische Basis des €*"™" bezeichnet.

Ferner seien Hy,...,H, € ¢ die ersten n Zeilenvektoren der Matrix €. Dann ist
a;(H;) = ¢y fur alle 7,5 € {1,...,n}. Zuletzt permutieren wir in den Mengen
M:={a;: 1 <j<n}und IIY:={H;: 1 <i<n} die Indizes mit den zu PJ
beziehungsweise PJ gehdrigen Permutationen. Dann ist (¢, II,11Y) eine minimale

Realisierung der Matrix A. &

Der C-Vektorraum ¢ wird die Cartan Unteralgebra der zu konstruierenden Kac-
Moody-Algeben, und die Menge II eine Basis des Wurzelsystems. Wenn A eine
klassische Cartan Matrix ist, so sind wir mit einer minimalen Realisierung von A in
der bekannten Situation aus Proposition 3.1 in Gleichung (3.1). In diesem Fall ist
die Dimension von ¢ gleich 2n — [ = n, da A invertierbar ist.

Zunichst wollen wir noch die Klassifikation der verallgemeinerten Cartan Matrizen
vorstellen, soweit sie bis heute bekannt ist. Wir kénnen uns dabei auf unzerlegbare,
verallgemeinerte Cartan Matrizen beschrdnken, wie sie in Definition 3.3 Teil (iii)
eingefithrt wurden: Wenn die Matrix A durch simultane Zeilen- und Spaltenvertau-
schungen aut Blockdiagonalgestalt gebracht werden kann mit den Diagonalbl6cken
Aj und Az, so wird die (noch einzufiithrende) Lie Algebra g(A) isomorph zur direk-
ten Summe g(A1) & g(Az). Wir zitieren nun den iiberraschenden Satz von Vinberg
zur Klassifikation verallgemeinerter Cartan Matrizen. Zuvor brauchen wir noch eine

Bezeichnung: Fiir einen Vektor u € IR" schreiben wir u > 0, wenn alle Koeffi-
zienten von u grofler 0 sind, und w > 0, wenn alle Koeffizienten gréfler oder gleich
0 sind. v < 0 heiit —u > 0, ebenso u <0 heiit —u > 0.

Damit konnen wir den Satz von Vinberg formulieren (siehe [Wan], Theorem 2.2 und
Corollary 2.2)

Satz 3.6 Ls sei A € Z'*" eine unzerlegbare, verallgemeinerte Cartan Matriz.
Dann erfillt A genau eine der folgenden Bedingungen:

(Fin) A ist invertierbar, und es existiert ein v € IR", u >0, so dafy A-u >0 gilt.
(Aff) A hat den Rang n—1, und es existiert ein u € IR", v >0, so daff A-u=0
gilt.

(Ind) FEs existiert ein uw € IR", u >0, so daff A-u <0 gilt. O

Bemerkung 3.7 (i) Die Abkiirzungen (Fin), (Aff) und (Ind) in dem Satz stehen
fiir endlich, affin und indefinit. Nach dem Satz von Vinberg ist eine unzerlegbare,
verallgemeinerte Cartan Matrix also stets vom endlichen, affinen oder indefiniten
Typ. Die Matrizen vom indefiniten Typ sind bis heute nicht klassifiziert. Die ersten
beiden Typen von Cartan Matrizen sind klassifiziert bis auf Ahnlichkeit, wie sie in
Definition 3.3 Teil (ii) eingefithrt wurde.

(i)  Um sich von der Ahnlichkeit von Matrizen freizumachen, fithrt man - wie in
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der klassischen Theorie - ein Dynkin Diagramm zu jeder verallgemeinerten Cartan
Matrizen ein:

Wenn A € Z"*" eine verallgemeinerte Cartan Matrix ist, so wird das zugehori-
ge Dynkin Diagramm S(A) als Graph mit n Knoten definiert, welche indiziert
werden mit den Zahlen 1,...,n. Je zwei Knoten ¢ und j werden verbunden mit
max(|a;j|, |a;i|) Kanten, wenn a;;-a;; <4 ist. Die Kanten werden mit einem Pfeil
in Richung ¢ versehen, wenn |a;;| > 1 gilt. Das heifit, auch Pfeile in beide Richtun-
gen sind moglich.

Wenn a;;-a;; > 4 ist, werden die Knoten ¢ und j mit einer fetten Kante verbunden,
tiber welche das Tupel (|a;;|, |aj;|) gesetzt wird, wenn der Knoten ¢ links liegt.

(iii) Eine verallgemeinerte Cartan Matrix A ist bis auf Aquivalenz eindeutig be-
stimmt durch sein Dynkin Diagramm S(A), und S(A) ist genau dann zusam-
menhéngend, wenn A unzerlegbar ist. &

Das entscheidende Hilfsmittel bei der Kassifizierung der unzerlegharen, verallgemei-
nerten Cartan Matrizen ist die folgende Aussage: (siehe etwa [Wan], Proposition 2.5

B und Theorem 2.5)

Proposition 3.8 (i) FEs sei A eine unzerlegbare, veralljemeinerte Cartan Matrix
vom endlichen oder affinen Typ. Dann ist jedes echte Teildiagramm des Dynkin
Diagramms S(A) Vereinigung von Dynkin Diagrammen zu unzerlegbaren, verallge-
meinerten Cartan Matrizen vom endlichen Typ.

(it) Die Dynkin Diagramme der unzerlegbaren, verallgemeinerten Cartan Matrizen
vom endlichen Typ sind genau die Dynkin Diagramme der endlichdimensionalen,
einfachen, komplexen Lie Algebren. &

Die Kassifikation der Dynkin Diagramme vom affinen Typ wurde 1968 von Kac und
Moody durchgefiihrt. Eine Liste dieser Dynkin Diagramme findet sich in [Kac], Seite
54 - 55. Nun kommen wir schliellich zur Konstruktion der Lie Algebra g(A).

Definition 3.9 FEs sei A € Z"*" eine verallgemeinerte Cartan Matriz vom endli-
chen oder affinen Typ vom Rang | und (¢, 11, 11Y) die minimale Realisierung von A.
Es werde 11V = {Hy,...,H,} zu einer Basis {Hy,..., Hy,_;} von ¢ erginzt.

FEs sei § die freie Lie Algebra, welche erzeugt wird von den Mengen {Hy, ..., Hypy}
und {E;, F; . 1 <i<n}. Weiterhin sei i das Ideal von §, welches von den folgen-
den Elementen erzeugt wird:

(4) [H: H)] 1 <ij<2n—1

i) [EiF)] -6 - Hy 1<ij<n

(1ie) [H; E;]— oj(H;) - E; und (3.2)
[H; ;| + a;(H,) - F; I1<i<2n—-10,1<57<n

(w) (adEi)l_a” (E]‘), (adFi)l_a” (FJ) 1< Z,j <n, 7 7£ j
Die Faktoralgebra g(A) := §/i heifit die Kac-Moody-Algebra zur Cartan Matriz A.
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Bemerkung 3.10 (i) Wenn A die Cartan Matrix zu einer einfachen, komplexen
Lie Algebra [ ist, so besagt der Satz von Serre, daf die Lie Algebra g(A) isomorph
zu [ ist.

(ii) Der urspriingliche Zugang zur Lie Algebra g(A) mit einer verallgemeinerten
Cartan Matrix A ist etwas komplizierter: Die freie Lie Algebra § aus Definition 3.9
wird faktorisiert nach dem Ideal i, welches von den Elementen in (i), (ii) und (iii)
erzeugt wird. In der Faktoralgebra g(A) = §/i existiert genau ein maximales Ideal
j, das die Algebra c+1 trivial schneidet. Wenn die verallgemeinerte Cartan Matrix A
symmetrisierbar ist, so sind die Algebren g(A) und g(A)/j isomorph (siehe [Wan],
Proposition 4.1). Die verallgemeinerten Cartan Matrizen vom endlichen und affinen
Typ sind jedoch alle symmetrisierbar (siehe [Wan], Proposition 2.4 A).

(iii) Die Projektionen der Elemente H;, E; und F; (1 <:¢<2n—1,1 <5 <n)
aus Definition 3.9 von § auf die Lie Algebra g(A) werden ebenfalls mit H;, F; und
F; bezeichnet. &

Jetzt klaren wir die grobe Struktur der affinen Lie Algebren g(A). Zunachst noch
eine Definition:

Definition 3.11 Fs sei (¢, II,11V) die minimale Realisierung der verallyemeinerten
Cartan Matric A. Dann heifit Q = 37, Z-«; C ¢ das Wurzelgitter der Lie
Algebra g(A). Weiter sei QY = S0 Zy - oy gesetzt.

Die Aussagen des folgenden Satzes finden sich in [Wan], Chapter 1, Theorem 1.3,
Proposition 1.5 und 1.6:

Satz 3.12 Es sei A € Z'*" eine verallgemeinerte Cartan Matriz vom affine Typ.
Dann besitzt die Lie Algebra g(A) eine Wurzelraumzerlegung der Gestalt

a(4) = P ga, (3.3)

ae@
wobei g, = {X € g(A) : [HX] = a(H)- X VH € c}. Firale o, 8 € Q yilt
(80, 85] C gatp. Die Unteralgebra go ist die Cartan Unteralgebra ¢ der Dimen-
sion n + 1. Diese ist abelsch. Fin o € Q \ {0} heifit Wurzel von g(A), wenn

g. # {0} ist.
Jede Wurzel von g(A) liegt in QY oder in —Q7F. Fir jedes o € QF mit
a=ao;+...+a, (t1,...,0 € {l,...,n}) wird der Unterraum g, aufgespannt

von allen Elementen der Form [F;[...FE;]...], wobei die Tupel (j1,...,75%) alle
Permutationen von (i1,...,1%) durchlaufen. Die analogen Aussagen gelten fir die
a in —QTF.

Die Wurzelrdume zu den einfachen Wurzeln «o;, 1 <: <n sind eindimensional,
und es gilt g,, = C- E; und g_,, = C-F; fir 1 <:<n.

Fiir jedes 1 € {1,...,n} ist der Unterraum - H;+C- E;+C- F; eine Lie Algebra,
die kanonisch isomorph zu sl(2,0) ist.
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Die Kommutatorunteralgebra g(A) = [g(A),g(A)] ist

9(A) = Ypeot 9-5 D ¢ © Yoeor Bas
wobei ¢ = 3" O H;, der Kommutator g(A) hat also Kodimension I in g(A).

Das Zentrum 3 von g(A)" ist gleich dem Zentrum von g(A), und es gill
3={Hecc:a;(H)=0V1<:<n}.

3 st also eindimensionaler Unterraum von c. &

Bemerkung 3.13 (i) Fiir die Lie Algebren g(A) zu den Cartan Matrizen vom
endlichen Typ gelten alle Aussagen analog. Allerdings ist das Zentrum von g(A)
trivial, da I eine Basis des Duals von ¢ ist, und der Kommutator g(A)" ist gleich
g9(A), da wiederum {Hy,..., H,} eine Basis von ¢ ist.

(i) Wenn A eine verallgemeinerte Cartan Matrix vom affinen Typ ist, so ist nach
Satz 3.12 g(A) nicht einfach, aber g(A)" und 3 sind die einzigen nicht trivialen
Ideale von g(A) (siehe [Wan], Proposition 1.10 A).

(iii) Die Linearkombination eines zentralen Elements Z # 0 des Zentrums 3 von
g9(A) aus Satz 3.12 ist von der Gestalt 7 = 37 ¢; - H;. Die Koeffizienten sind bis
auf einen Skalar eindeutig bestimmt. Diese werden zum Beispiel in [Wan], Lemma
3.4 B hergeleitet. Fiir unsere Betrachtungen werden sie aber nicht benétigt.

(iv) Die Algebren g(A)'/3 zu den verallgemeinerten Cartan Matrizen vom affinen
Typ haben Kodimension 2 in g(A). Diese Algebren werden genau die polynomia-
len, getwisteten und ungetwisteten Loop Algebren, die wir im néchsten Abschnitt
einfithren. &

Fiir die Strukturtheorie der Lie Algebren g(A) ist - wie auch fiir die endlichdimen-
sionalen, einfachen Lie Algebren - eine assoziative, symmetrische, nicht ausgeartete
Bilinearform sehr niitzlich. In den endlichdimensionalen, einfachen Lie Algebren ist
jede solche Bilinearform bekanntlich ein skalares Vielfaches der Killing Form.

Fir die Lie Algebren g(A) zu unzerlegbaren, verallgemeinerten Cartan Matrizen
1483t sich eine Killing Form nicht analog erklaren, da die Algebren g(A) nur fiir die
Cartan Matrizen vom endlichen Typ endlichdimensional sind.

Aber man hat nach einem Satz von Kac und Moody eine Klassifikation der verall-
gemeinerten Cartan Marizen, fiir welche auf den zugehérigen Kac-Moody-Algebren
solche Bilinearformen existieren. Zunichst brauchen wir noch eine kurze Definition:

Definition 3.14 Fs sei g(A) die Kac-Moody-Algebra zur veralljemeinerten Cartan
Matriz A. Dann heifst ein Element o im Wurzelgitter Q \ {0} wvon g(A) eine
Wurzel, wenn der Unterraum g, aus Satz 3.12 nicht trivial ist. Die Menge aller

Wurzeln von g(A) werde mit A bezeichnet. AT := AN QY und A~ = ANQ~

heifien die Mengen aller positiven beziehungsweise aller negativen Wurzeln.
Nach Satz 3.12 haben wir fiir g(A) die folgende direkte Zerlegung:
gAd)= Y g dcd Y g (3.4)

BEA— acAt
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Nun kommen wir zu dem angekiindigten Satz (sieche [Wan], Theorem 3.1 und 3.2)

Satz 3.15 Es sei A eine verallgemeinerte Cartan Matriz. Fs existiert auf der kom-
plexen Lie Algebra g(A) genau dann eine assoziative, symmetrische Bilinearform,
wenn A symmetrisierbar ist (siche Definition 3.3 Teil (iv)). In diesem Fall gilt fir
jede solche Bilinearform (-,-) auf g(A) und je zwei o, € AU{0} das folgende:

(X,Y) =0, firale X €g,, Y €gp, falls a+ [ # 0, und
(+,-) ist eine nicht ausgeartete Paarung, wenn o+ =0 gilt.
Insbesondere ist die Einschrinkung von (-,-) auf ¢ nicht ausgeartet.

Zwei assoziative, symmetrische, nicht ausgeartete Bilinearformen auf g(A) sind ge-
nau dann gleich, wenn thre Finschrinkungen auf ¢ ibereinstimmen. &

Bemerkung 3.16 (i) Wenn A € Z"*" eine unzerlegbare, verallgemeinerte, sym-
metrisierbare Cartan Matrix ist, so ist in der Zerlegung A = D - B aus Definition
3.9 Teil (iv) die Diagonalmatrix D bis auf skalare Vielfache eindeutig bestimmt. D
kann als Diagonalmatrix D = diag(er,...,¢,) mit ¢ € QF, 1 <1 < n gewihlt
werden (siehe [Wan], Lemma 2.4).

(ii) Mit einer fixierten Zerlegung der Matrix A - wie in Teil (i) beschrieben - wird
eine assoziative, symmetrische, nicht ausgeartete Bilinearform (-,-) auf g(A) kon-
struiert, deren Einschrankung auf ¢ die folgende Gestalt hat ([Wan], Beweis von
Theorem 3.1 sowie [Kac], Lemma 2.1 und Theorem 2.2):

Wir wéhlen zu ¢ =Y, C- H; ein Vektorraumkomplement ¢” in der Cartan Un-
teralgebra ¢. Auf ¢ wird dann durch

(H]‘,H) = Oé]‘(H)'éj \V/HEC, VJE{L,TL}

(K,L) = 0 VK, Lec (3:5)

eine symmetrische, nichtausgeartete Bilinearform auf ¢ definiert. Dies ist also die
Einschriankung einer assoziativen, symmetrischen, nicht ausgearteten Bilinearform
auf g(A); diese ist nach Satz 3.15 schon eindeutig.

Ahnlich wie in der klassischen Theorie wird nun ein Isomorphismus v : ¢ — ¢*

definiert, vermoge v(H)(K) = (H, K) fiir alle H, K € c.

Mit diesem Isomorphismus ziehen wir die Bilinearform von ¢ auf ¢* zuriick, gemaf
(A, 1) := (v™H(N), v (p)) fir A, p € c*.

Es gilt offenbar v(H;) = ¢ - a; fiir © =1,...,n. Folglich haben wir

(Oéi,Oé]‘) = (éHZ, %H]) = LOé]‘(]{i) C€j = % fir alle Z,j € {1, .. ,n}.

(iii) Fir die Bilinearform auf g(A) aus Teil (ii) gelten die Gleichungen [X,Y] =
(X,Y) v~ (a) fir jede Wurzel o € A und fiir alle X € g, und Y € g_,.

(iv) Mit der in Teil (ii) konstruierten Bilinearform auf ¢* erhalten wir die Cartan
Matrix A wie in der klassischen Theorie der Wurzelsysteme zuriick (siehe [Wan],

Chapter 3.3):

2-(ar,05)

Aij = lagai) i,7 €{1,...,n}. &
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Jetzt konnen wir die fiir das néchste Kapitel wichtigen Weyl Gruppen der affinen
Kac-Moody-Algebren einfithren:

Definition 3.17 FEs sei A eine verallgemeinerte, symmetrisierbare Cartan Matriz
und (¢, IL,11Y) ihre minimale Realisierung. Fir jedes ¢ € {1,...,n} sei w; die
durch w;(p) := p— p(H;) - o; definierte Spiegelung w; : ¢ — ¢*. Die w; heiffen die
Fundamentalspiegelungen.

Die von der Menge {wn,...,w,} erzeugte Untergruppe W = W(A) der Automor-
phismengruppe des Vektorraums ¢ heifst die Weyl Gruppe der Lie Algebra g(A).
Weiterhin sei w? (1 <@ < n) die durch p(wi(H)) = wi(p)(H), H € ¢, p € ¢*
definierte lineare Abbildung w? : ¢ — c.

Es gilt dann (siehe [Wan], Chapter 4.2, Theorem 4.2) fiir die w;:

wi(H) = H—o;(H)- H; fir alle H € c. Ferner ist w;(«a;) = a; — a;j - oy flir alle
1 <14,7 < n,und die Weyl Gruppe 1at die Menge aller Wurzeln A invariant, und
operiert treu auf dieser.

Die genauere Struktur der Weyl Gruppen werden wir in Kapitel 4 einfithren, insbe-

sondere die Einbettung der Weyl Gruppe in die Loop Gruppen.

3.2 Loop Algebren

In diesem Abschnitt werden wir die polynomialen Loop Algebren einfiihren, fiir
die im néchsten Abschnitt unsere Iwasawa Zerlegung hergeleitet wird. Wir werden
auch in groben Ziigen darstellen, wie aus den ungetwisteten und getwisteten Loop
Algebren alle affinen Kac-Moody-Algebren bis auf [somorphie entstehen.

Proposition 3.18 FEs sei | eine einfache, komplexe Lie Algebra. Weiterhin sei
L(l) = Ct,t7) @ das Tensorprodukt der Algebra C[t,t™'] aller Laurent Poly-
nome in der Unbestimmten t mat [ ber .

Mit der Verkniipfung [t*@ Xt @Y] := t**™ @ [X,Y] wird L(l) eine Lie Algebra,
die polynomiale Loop Algebra idber [. &

Die Loop Algebra L(I) ist die direkte Summe aller Unterridume t* @ [, k € Z, und
1 @ [ ist eine Unteralgebra von L([), die isomorph zu [ ist.

Die Lie Algebra L(l) ist auch kanonisch isomorph zum Vektorraum aller mero-
morphen Abbildungen der Riemnannschen Zahlenkugel S? nach [, welche Pole
héchstens in 0 und oo besitzen. Dies sind genau die rationalen Funktionen von
C nach [ mit Polen hochstens in 0. Konkret heifit dies: Wenn {Xj,..., Xy} eine
Basis des C-Vektorraums [ist, so wird L(l) identifiziert mit
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d
AP = {g i = L og(2) =)0 fom 2™ X

=1 meZ

fim = 0 fiir fast alle m € Z Vi}. (3.6)

vermoge X - the X,

Eine Vektorraumbasis dieses Funktionenraums ist dabei {z™ - X, : m € %, 1 €
{1,...,k}}. Die Lie Klammer aus L(I) iibertragen auf APl mit obigem Isomor-
phismus ist genau die von [ kommende Lie Klammer punktweise auf dem Funktio-
nenraum AP ausgefiihrt.

Im néchsten Abschnitt werden wir allerdings die Lie Algebra [ lieber als Unter-
algebra einer geeigneten sl(n,C) betrachten. Dies ist stets moglich mit dem Satz

von Ado (siche zum Beispiel [HilNe], Chapter II, § 7, Satz 7.1). Damit wird AP°'[

isomorph zu der einfacher zu handhabenden Algebra

{g:C — sl(n,€), g(z) = > 2™ g : gu(2) €, g = 0 fiir fast alle m € Z}.
meZl

Um zu den ungetwisteten affinen Kac-Moody-Algebren zu kommen, fithren wir
zunéchst eine Gradderivation und einen nicht trivialen 2-Kocykel von L([) ein

(siehe [GoWal], § 1.1):

Proposition 3.19 (i) Die durch D : L(l) — L(l), D{t*@ X) = k-t*@ X
definierte lineare Abbildung ist eine Derivation der Lie Algebra L(I).

(ii) FEs sei k die Killing Form der Lie Algebra . Dann wird durch (t* @ X, t™ @
V) i= bp—m - k(X,Y) auf L(l) eine assoziative, symmetrische, nicht ausgeartete
Bilinearform erklirt.

(iit)  Die bilineare Abbildung  : L([) x L(l) — @€, ¢ : (a,b) — (D(a),b) ist
ein 2-Cocykel in die (abelsche) Lie Algebra €, das heifst, fir alle a,b,c in L(l) gilt
(a,b) = —ip(b,a) und p([a,b],c) + P([b, c], a) + ([e, a],b) = 0.

Bemerkung 3.20 Mit 2-Kozykeln lassen sich bekanntlich ([HilNe], Chapter II, § 4,
Ubung 1) zentrale Erweiterungen konstruieren. Fiir unsere Loop Algebra L([) heifit
dies konkret: Auf der direkten Summe von Vektorraumen L([)GC-Z wird durch [a+
- Z,b4y- 7] := [a,b]+1(a,b)-Z eine Lie Klammer definiert. Die so konstruierte Lie
Algebra ist genau dann isomorph zu einer trivialen, eindimensionalen Erweiterung
von L([), wenn eine lineare Abbildung A : L([) — C exisiert, fiir welche ¥ (a,b) =
A[a, b]) gilt fiir alle a,b € L(1). Dies ist fiir unseren 2-Kozykel % nicht der Fall.

Die Lie Algebra L([) := L(I)@®C- Z ist also eine nicht triviale, zentrale Erweiterung
von L(l). (siehe wieder [GoWal], § 1.1) ) &

Den folgenden Satz zitieren wir aus [Wan|, Lemma 7.1 D, Proposition 7.1 B:
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Satz 3.21 Durch die Festsetzung D(Z) =0 wird die Derivation D von L(l) fort-
gesetzt zu einer Derivation von L([) = L(I) + @ Z. .
In dem resultierenden, semidirekten Produkt L(1) := L(I) > (€ D) ist die Lie

Klammer gegeben durch
PO X +aZ+aD , 1"QY +nZ +yaD] = (3.7)
T QX Y] 4+ k- bpem - k(XYY Z 4 (2gm) 1" QY — (yok) - t" @ X
fir alle X,Y €l, k,m € Z, x1,22,y1,y2 € C.

C- 7 ist das Zentrum der Lie Algebra L(1) und ihres Kommutators [A/([)’. Dieser
ist gleich der Algebra L(1) = L(l) + C- Z. &

Bevor wir zu den getwisteten Loop Algebren iibergehen, ist noch die Wurzelraum-
zerlegung der konstruierten Lie Algebra L(l) zu klaren. Dazu geben wir uns eine
Cartan Unteralgebra a der zugrundeliegenden Lie Algebra [ vor mit zugehdrigem
Wurzelsystem A° und Wurzelrdumen [, (a € A°).

Dannist ¢ := 1®@a +C-Z + C- D eine abelsche Unteralgebra von [A/([) Beziiglich
dieser besitzt [A/([) eine Wurzelraumzerlegung:

Wir definieren eine Linearform ¢ auf ¢ via

6(1@a) = {0}, &6(Z)=0 und 6(D) = 1. Dann gilt (siche [GoWal],

§ 1.1 Seite 76):

Proposition 3.22 ¢ operiert via ad diagonal auf [A/([) und ist mazimal abelsch.
Die Wurzelrdume in [A/([) beziiglich ¢ sind t* @1, zu den Wurzeln o+ k-6, (a €
A° k€ Z), sowie t"™ @c¢ zu den Wurzeln m -6 mit m € Z\ {0}, wobei o € A°
via o(Z) =a(D) =0 auf ¢ fortgesetzt wird.

Die Menge aller Wurzeln ist also

A={a+k-d:aceA° keZy U{m-6: meZ\{0}}.

Wenn {aq,...,a;} ein Satz einfacher Wurzeln in A° ist mit der hochsten Wurzel
0, so wird {ag:=6—40, aq,...,a;} eine Basis des Wurzelsystems A mit zugehori-
gen positiven Wurzeln AT = {a+n-§:n€ IN,a € A°tU{n-6:n € IN} U (A°)T,
wobei (A°)t die positiven Wurzeln von A° beziiglich der gewdihlten Basis sind.

Bemerkung 3.23 (i) Die Dimensionen aller Wurzelrdume zu den Wurzeln o +
k-6 € A sind stets gleich eins, wohingegen die Dimension der Wurzelrdume zu den
Wurzeln m -6 € A gleich der Dimension der Cartan Unteralgebra ¢ von [ sind,
also gleich .

(ii) Die Lie Algebren L(l) zu den einfachen, komplexen Lie Algebren [ sind ge-
nau die Kac-Moody-Algebren zu den affinen Cartan Matrizen in Tabelle (Aff 1) in
[Kac], § 4.8. Diese Cartan Matrizen werden in der Literatur iiblicherweise mit Xl(l)
bezeichnet, wobei X; der Platzhalter fiir die zugrundeliegende, einfache Lie Algebra
(Al, ceey Gg) ist.

Das Dynkin Diagramm der Cartan Matrix zu der Lie Algebra [A/([) ist genau das
bekannte erweiterte Dynkin Diagramm der Lie Algebra [. &
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Nun kommen wir zu den getwisteten Loop Algebren:

Lemma 3.24 FEs sei | eine einfache, komplexe Lie Algebra und o ein Automor-
phismus von [ der Ordnung m < oco. Weiter sei € := exp(%ﬂ) gesetzt. Dann wird
auf der Lie Algebra L(l) ein Automorphismus & definiert durch &6(t* @ X) =
cFtt@o(X) (ke Z, X €l). Dieser hat wieder die Ordnung m.

Definition 3.25 Die Fizpunktalgebra L(l,0) := {a € L(l) : 6(a) = a} von & in
L(1) heifit die mit o getwistete Loop Algebra.

Diese getwisteten Loop Algebren sind einfach darzustellen: Da der Automorphismus
o von [ endliche Ordnung hat, zerlegt sich [ in die direkte Summe der Eigenrdume
von o. Die Eigenwerte von o sind eine Teilmenge von {¢*: 0 <k <m — 1}. Da ¢*
nur von der Restklasse k = k 4+ m - Z abhingt, kénnen wir den Eigenraum von o
zum Eigenwert ¢® mit [; benennen. Damit gilt offenbar

Llo) = Ptrol (3.8)
keZ
Um die verbleibenden, affinen Kac-Moody-Algebren durch getwistete Loop Alge-
bren zu realisieren, kénnen wir uns auf bestimmte Twistungsautomorphismen be-
schranken, aufgrund der folgenden Aussage (siehe [Kac], Propsition 8.1 und Propo-
sition 8.5):

Satz 3.26 FEs secien o und 7 zwei Automorphismen der komplexen, einfachen Lie
Algebra [, die in derselben Linksnebenklasse von Int(l) in Aut(l) liegen, das heifit in
derselben Zusammenhangskomponente von Aut(l). Dann sind die getwisteten Loop

Algebren L(l,0) und L(I,7) isomorph. &

Bemerkung 3.27 (i) Ein Vertretersystem der Links- (und Rechts-) Nebenklas-
sen der inneren Automorphismen einer einfachen, komplexen Lie Algebra [ sind
bekanntlich die sogenannten Diagramm-Automorphismen, das heifit die Automor-
phismen von [, welche sich aus den Automorphismen des Dynkin Diagramms von [
konstruieren lassen (siehe [Helg], Chapter X, § 5, Theorem 5.13). Die einzigen Dyn-
kin Diagramme mit nicht trivialer Gruppe & solcher Diagramm Automorphismen
sind: Aj, [>2mit |€] =2, D, [>5mit || =2, Dy mit £ ~ 54 und Fs
mit || = 2. Es treten also nur Diagramm- Automorphismen mit Ordnung 2 und 3
auf.

(i)  Die Konstruktion der Isomorphismen aus Satz 3.26 1afit sich einfach
durchfithren, wenn der innere Automorphismus ¢ mit ¢ = 70¢ geeingnet gewahlt
wurde.

(iii) Es ist nach Konstruktion L([,o) eine Unteralgebra von L([), und diese Un-
teralgebra der Kac-Moody-Algebra L([) aus Satz 3.21. Mit den Gleichungen (3.7)

zeigt man sofort, dafl

L(lo) = L(l,o)+C-Z+C-D (3.9)
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eine Lie Algebra wird. Fiir diese gelten die analogen Aussagen aus Satz 3.21.

(iv)  Wie in [Kac], Chapter 8.1, 8.2 und 8.3 gezeigt, sind die Algebren f/([,ﬂ)
Realisierungen der verbleibenden Kac-Moody-Algebren von affinen Typ, sofern pu
die nicht trivialen Diagramm-Automorphismen von [ durchlauft.

3.3 Die Iwasawa Zerlegung in polynomialen Loop
Algebren

Nun kommen wir schliellich zu unserer Iwasawa Zerlegung in getwisteten, polyno-
mialen Loop Algebren. Im nédchsten Abschnitt werden wir zeigen, dafl sich diese
Zerlegung kanonisch auf Vervollsténdigungen der getwisteten Loop Algebren AP'[,
fortsetzt.

Bezeichnungen:

Fiir den Rest dieses Kapitels bezeichne g eine reelle, halbeinfache Lie Algebra, und
[ := g sei ihre Komplexifizierung. Die Konjugation von [ beziiglich g heifie 7.
Weiterhin sei o ein Automorphismus der Ordnung 2 von g. Wie in Kapitel 1 be-
zeichne b die Fixpunktalgebra von o in g und q den (—1)-Eigeneraum von o.

Die C-lineare Fortsetzung von o auf | werde ebenfalls mit o bezeichnet. &

Die getwistete Loop Algebra, fiir welche wir die Iwasawa Zerlegung entwickeln, ist
die mit o getwistete, polynomiale Algebra AP°[,, das heifit die Fixpunktalgebra
von ¢ in L([) aus Definition 3.25, das ist die Algebra

A, = {g e A1 6(g) =g} = {g € Al a(g(z)) = g(—2) Yz €T} =
= {geNlg=> gn-z" : g € B g1 €q° VEEZ}  (3.10)
meX

Diese Darstellung von AP°'l, ist klar nach Gleichnung (3.8).

Die Komplexkonjugation von [ beziiglich g kénnen wir auf die Funktionenrdume
AP und AP, fortsetzen. Punktweise 148t sich 7 nicht fortsetzen:

Definition 3.28 FEs sei 7 die durch (7 g)(2) := 7(9(2)), g € | auf AP definier-

te, reelle Involution. Der Fixpunktraum von 7 werde mit AP'g bezeichnel.

Auf den Unterrdumen 2™ - X operiert 7 wie folgt: 7(z™ - X) = 7((1)" - X) =
()™ 7(X) = z7™ - 7(X), da 7 eine C-antilineare Involution ist.
Bemerkung 3.29 (i) Die Einschrankung der Involution 7 auf die konstanten

Loops, das ist die zu [ isomorphe Unteralgebra 2°- [, stimmt mit der Komplexkon-
jugation 7 auf [ {iberein.

(ii) Die Einschrinkung der Loops aus AP?[ auf den Einheitskreis S in € ist eine

C-lineare, bijektive Abbildung auf die Menge aller Abbildungen f : S' — [ der
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Gestalt f(\) = X ,czm - A™, A € St und ¢, = 0 fiir fast alle m € Z. Der
Transport der oben definierten Involution 7 auf diese polynomiale Loop Alge-
bra ist die punktweise Fortsetzung der Konjugation 7 von [, da A™' = A gilt fiir

alle A € ST, &

Proposition 3.30 Die in Definition 3.28 erklirte Involution 7 ist ein (-
antilinearer Automorphismus von APl Er vertausch mit &, lift also AP'l, in-
variant. Es gelten die folgenden Darstellungen der Firpunktalgebren von 7 in AP

und AP, :

APlg = {g € AP 2 g = Somez Im - 2" T(gm) = G Ym € Z}

3.11
APlg, = {g € AP, g = Somez m - 2" T(gm) = gom Ym € Z}. ( )

Beweis: Die Darstellung von AP”g und AP?g, sind klar, nach der Definition
von 7. Die Vertauschbarkeit von & und 7 folgt dierkt aus der Vertauschbarkeit der
Involutionen ¢ und 7 auf der Lie Algebra [, indem man die Bilder der Raume 2™ -[
unter 7 und & berechnet. &

Unser Ziel ist, eine zu AP°'g, komplementire Unteralgebra in AP?[, zu konstruieren.
Ein geeigneter Kandidat hierfiir ist die folgende Unteralgebra:

Definition 3.31 FEs bezeichne AP'F[ beziehungsweise AP?'F(, die Menge aller
Loops in APl beziehungsweise AP, welche eine holomorphe Fortsetzung in 0
besitzen.

Proposition 3.32 Die Teilmengen AP?'FL beziehungsweise APFL, sind
C-Unteralgebren von APl beziehungsweise AP!l,. Es gilt

AP = g € AP, 2 g(z) = > gm 2" (3.12)

m>0

Damit erhalten wir den folgenden Satz:

Satz 3.33 Ls gilt fiir die getwistete Loop Algebra AP'l,.
AP, = APlg, 4 APOIF, (3.13)

Der Schnitt der beiden Unteralgebren ist der Unterraum aller 7-fizen, konstanten
Loops in AP, das ist die reduktive Lie Algebra .

Beweis: Essei X € h¥ und m € Z, m < 0 gerade. Dann ist 2™ - X in AP,
und es gilt 2™ - X = (z77 - 7(X) + 27 - X) — z7" - 7(X) € APlg, + APOIFL,.
Das Element z~™ - X liegt bereits in AP°'*[,. Die analogen Aussagen gelten fiir die
ungeraden, negativen Zahlen m. Da unsere Loop Algebra AP, gleich der direkten
Summe der Unterrdume {z*-h¥ &k € Z gerade} und {z™ - q¥ m € Z ungerade}
ist, folgt der erste Teil der Behauptung.
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Ein Loop ¢ im Schnitt der beiden betrachteten Unteralgebren hat die Entwicklung
9(z) = Ysogm - 27, und es gilt ¢g(z) = 7(9)(2) = X0 7(gm) - 277 Damit gilt
gm = 0 fiir alle m > 0 und go = 7(g0), folglich ist go € Fiz.(h¥) = h. Die
Unteralgebra h liegt offensichtlich auch im Schnitt der Unteralgebren. &

Um nun eine komplementire Unteralgebra zu AP”g, in AP?[, zu konstruieren,
werden wir zunichst eine reelle, zu § komplementire Unteralgebra u in h¥ wihlen.

Proposition 3.34 Fs existiert eine reelle Unteralgebra w von (hY)B, die komple-
mentér ist zu by, das heifft h¥ = h D u.

Beweis: Wie wir in Bemerkung 1.39 Teil (iii) zitiert haben, ist die Unteralgebra
hU reduktiv, zerfillt also in die direkte Summe aus seinem Zentrum 3 und dem
halbeinfachen Ideal [hT, hV]. 7 148t das Zentrum invariant, und die Fixpunktalgebra
3m der Einschréankung von 7 auf j ist eine reelle Form von 3. Die Fixpunkalgebra
der Einschrinkung von 7 auf [H%, h] ist genau [h, h]. Dies ist also eine reelle Form
der halbeinfachen, komplexen Algebra [H%, h¥]. Zu dieser kénnen wir nach Korollar
1.77 eine (aufldsbare,reelle) komplementire Unteralgebra s in [hT, h¥] konstruieren.
Dann ist u := ¢-3r + § eine zu § komplementire Unteralgebra in . &

Jetzt kénnen wir auch in unserer getwisteten Loop Algebra die gesuchte, komple-
mentdre Unteralgebra konstruieren:

Satz 3.35 Der Unterraum APY'Fl, = {g € AP, : ¢(0) € u} ist eine reelle
Unteralgebra von AP'l,. Die getwistete Loop Algebra APl ist gleich der direkten
Summe aus AP'g, und Afl()l"'[g. &

3.4 Vervollstindigungen

In diesem letzten Abschnitt des Kapitels werden wir die in Kapitel 3.3 gewonne-
ne Iwasawa Zerlegung in den polynomialen, getwisteten Loop Algebren auf Ver-
vollsténdigungen erweitern. Um diese Vervollstandigungen zu erhalten, miissen wir
zunachst die in der Literatur bekannten, gewichteten Wiener Algebren einfithren.
Diese werden uns im Teilabschnitt 3.4.2 Normen auf polynomialen Loop Algebren
liefern. Mit diesen Normen werden wir im néchsten Kapitel auch die Loop Gruppen
definieren, fiir welche dann die globale Iwasawa Zerlegung entwickelt wird.

Im letzten Teilabschnitt werden wir zeigen, dafl die Abschliisse der komplementaren
Unteralgebren aus Satz 3.35 komplementar bleiben in der Vervollstindigung Al,
von APY,.
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3.4.1 Gewichtete Wiener Algebren

Die gewichteten Wiener Algebren sind Vektorrdume von stetigen Abbildungen
St — €, welche iiber eine ,,gewichtete” Norm mittels der zugehdrigen Fourier Rei-
hen erklart sind.

Zunichst beschéftigen wir uns mit Gewichten. Eine knappe Einfiihrung zum In-
halt dieses Teilabschnitts findet sich in [GoWal], Appendix A. 1 und in [DoGrSzm],
Abschnitt 1.1.

Definition 3.36 Fine Abbildung w : Z —]0,00] heifit Gewicht, wenn w(k +1) <
w(k) - w(l) gilt fir alle k1€ Z.

Fin Gewicht w heifit symmetrisch, wenn w(k) = w(—k) git fir alle k in Z.
FEin Gewicht w heifit vom nicht analytischen Typ, wenn limnﬁoow(n)% =1 gt

Nun haben wir die folgenden einfachen Aussagen tiber Gewichte:

Proposition 3.37 Es sei w ein symmetrisches Gewicht. Dann gilt

(i) Jw(0) < wn) VneZ

(i) 1 < whn)s <w(l) Yne N

Beweis: Wegen der Symmetrie von w gilt (w(n))? = w(n) - w(—n) > w(0), das
zeigt den Teil (i).

Mit Induktion nach n € IN erhdlt man w(nk) < w(k)" fir alle k € Z. Insbesondere
folgt w(n)» < w(1) fiir alle n € IN.

Ferner haben wir w(1) = w(0+1) <w(0)-w(l), also 1 < w(0). Damit folgt mit
(i) auch Teil (ii). &

Die wichtigsten Beispielklassen fiir symmetrische Gewichte sind die folgenden:

wei(n) = (1 + |n])"-exp(t-|n]) «>0,t>0, n€Z (3.14)
w(n) = exp(t-nl’) t>0,0<s<1, ne (3.15)

Nachweis: Die Abbildungen aus Gleichung (3.14) sind Gewichte, da (1 + |k +
" < (L + [kl + [l + [k-1D)" = (1 + [K))*- (L + 1))~

Die Abbildungen aus Gleichung (3.15) sind Gewichte, da |k +1]° < |k]® + |I|* gilt
fir alle £,/ € Z und 0 < s < 1.

Die Gewichte in Gleichung (3.14) heiflen exponential-polynomiale Gewichte. Sie sind
genau dann vom nicht analytischen Typ, wenn ¢ = 0 gilt.

Die Gewichte in Gleichung (3.15) heiflen die Gewichte der ,,Gevrey Klasse”. Sie sind

stets vom nicht analytischen Typ.

Nun kénnen wir die Wiener Algebren einfithren:
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Definition 3.38 FEs sei w ein symmetrisches Gewicht. Dann heifit der Funktio-
nenraum

= {5 = f(N) =2 an A" [fllw = X laa] - w(n) < oo} (3.16)

neZ neZl
die gewichtete Wiener Algebra zum Gewicht w.
Jetzt folgen die ersten, entscheidenden Aussagen iiber die Wiener Algebren:

Satz 3.39 FEs sei w ein symmetrisches Gewicht. Dann ist die Wiener Algebra A,
unter punktweiser Addition und Multiplikation eine kommutative Banach™ Algebra
mit Norm || - ||w, das heifit (Ay, || - |lw) ist ein vollstindiger C-Vektorraum, und es

gt 1f - gllw < W fllw - Mgl sowie ||fll = |Ifllo fir alle f,g € A
Weiterhin gelten fir jedes f(A) = Y cpa, - A" € A, die Ungleichungen
1 .
[flloe < Enemlan| < NZT) [fllw < oo
Insbesondere bestehlt A, nur aus stetigen Abbildungen S' — (. &

Bemerkung 3.40 (i) Die Submultiplikativitat der Norm auf A, leitet sich aus
der definierenden Eigenschaft fiir Gewichte her. Die Normerhaltung unter Komplex-
konjugation ist genau die Symmetrie des Gewichts w.

(ii) Zum Beweis der Vollstandigkeit von A, siehe [GoWal|, Appendix A. 1.

(iii) Der Vektorraum aller Laurent Polynome auf S', dasist {f:S' —=C : f(A) =
Sonez @n A" 1 a, = 0 fiir fast alle n € Z} liegt offenbar in A, fiir jedes symmetri-
sche Gewicht w und liegt dicht in A,

(iv) Die Normabschatzungen in Satz 3.39 zeigen, daf die Einbettungsabbildung von
A, in den vollstindigen Raum C(S') aller stetigen Abbildungen S' — € (versehen
mit der Supremumsnorm || - || ) stetig ist. &

Zuletzt klaren wir noch die Bedeutung der Gewichte vom nicht analytischen Typ
fiir die zugehorigen Wiener Algebren:

Proposition 3.41 FEs sei w ein symmetrisches Gewicht vom nicht analytischen
Typ. Dann liegt fir jedes z € €'\ S* die Abbildung X — (A —z)"" in A,.
]nsbesondere liegt die Menge aller rationalen Funktionen

{f) = : p,q Polynome, q(A) # 0 VA e S} auf St in A,.

Beweis: Wenn |z] < 1 ist, so entwickeln wir die in A € €\ {z} holomorphe
Funktion A — (A — 2)~' in die Laurent Reihe mit Konvergenzbereich |A| > |z|.
Das heiBt es gilt (A —2)7™F = Spcq 27571 NN > 2]

Dann gilt [[(A — 2) 7w = YZic Ela ( ) = Tz *=1 - w(k). Mit dem
Wurzelkriterium erhalten wir die Konvergenz der letzten Reihe, da w vom nicht
analytischen Typ ist:  limg_oo (|| - w(k))* = |Z|-limk_>oow(k)% = |z| < 1.

Der Fall |z| > 1 lduft analog: Es wird die Funktion (A — z)~' in die Potenzreihe
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in A um 0 entwickelt. &

Die wesentliche Konsequenz dieser Proposition ist folgender Satz (siehe

[Gok],Chapter I, Seite 70)

Satz 3.42 Es sei w ein symmetrisches Gewicht vom nicht analytischen Typ. Dann
besteht die Gruppe A% aller in A, invertierbaren Elemente genau aus allen, auf

SY nullstellenfreien Abbildungen in A,,. &

Wegen dieser Eigenschaft der symmetrischen Gewichte vom nicht analyti-
schen Typ werden wir ab jetzt nur mit solchen Gewichten arbeiten.

Zuletzt betrachten wir noch drei Projektoren von A, die im letzten Abschnitt fiir
uns wichtig werden:

Proposition 3.43 s sei A, die Wiener Algebra zum symmetrischen Gewicht w.
Dann werden durch

(D) = Ya MmN = Da A (mh)) = a

k>0 k<0

(fQN) = Spemar - \¥ € A,) drei Projektoren von A, definiert. Diese sind be-
schrdnkt mit (Operator-)Norm 1, insbesondere sind sie stetig.
Die Bilder der Projektoren sind also abgeschlossene Unterrdume von A,. Es gilt

T 4+ 7= + m = ud. &

3.4.2 Die Banach*Lie Algebra sl(n,A,)

Mit den im letzten Teilabschnitt (3.4.1) eingefiihrten Wiener Algebren A, werden
wir nun die Banach * Lie Algebra sl(n,A,) definieren.

Zunichst betrachten wir das Tensorprodukt aus A4, mit der Algebra aller n x n
Matrizen tiber C:

Lemma 3.44 FEs set w ein symmetrisches Gewicht vom nicht analytischen Typ.
Dann ist das Tensorprodukt Mat,(A,) = Mat,(€) @ A, eine Banach™ Algebra

beziiglich der Norm ||Al|, = />, |laij||2 und dem = Operator A* = A, A€
sl(n, Ay), das heifit (Mat,(Ay), || - |lw) ist ein normierter, vollstindiger (-
Vektorraum wvon stetigen Abbildungen S' —  Mat,(C), und es gilt [|A(N) -
BMw < [[AM o - I1BOw sowie JAQA)[lw = ANl fir ale A(X), B(A) €
Mat,(Ay). &

Bemerkung 3.45 Nach Satz 3.42 und der Cramerschen Regel ist ein A(X) aus
Mat,(A,) genau dann invertierbar in Mat,(A,), wenn det A(A) # 0 fir alle
A e St &
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Die Spurabbildung Spur : Mat,(A,) — A, ist stetig, wegen folgender Unglei-
chung:

n n n
1SpurAlly < > llaill < 32 Nlaille < K-\ 30 llagll, = K- [[A]l
i=1 i,j=1 §,j=1

mit einer nur von n abhédngigen Konstanten K.
Damit bekommen wir schliellich die gewiinschte Lie Algebra

(siehe [GoWal], Appendix A. 1):

Proposition 3.46 Der Unterraum sl(n,A,) = {A € Mat,(A,) : Spur A =
0} st abgeschlossen in Mat,(A,). Mit dem punktweise definierten Kommuta-
tor [A, B](A) = [A(N), B(A)] und der auf sl(n,A,) eingeschrinkten Norm gilt
A, Blllw < 2-||Allw - || Bllw. Die Projektoren wi,x_ und w9 aus Proposition 3.43
werden auf sl(n, A,) fortgesetzt zu beschrinkten Operatoren durch punktweise An-
wendung auf die Matrizeintrdge. Insbesondere sind die Bilder von wy,7_ und m
auf sl(n, A,) abgeschlossene Unteralgebren. &

Jetzt konnen wir unsere polynomialen Loop Algebren APY/[ und AP°'[, aus Ab-
schnitt 3.2 vervollstandigen:

3.4.3 Die Iwasawa Zerlegung in Al,

Wir kehren nun zuriick zu unserer einfachen, komplexen Lie Algebra [. Diese betten
wir in eine geeignete Lie Algebra sl(n,C) ein und definieren:

Al := {A€sl(n, A,) + AN) € [V X e ST},

wobei w ein symmetrisches Gewicht vom nicht analytischen Typ sei.
Wir haben nun die folgende Darstellung fiir Al:

Proposition 3.47 Fin A = Y .z An - A" aus sl(n, A,) liegt genau dann in Al,
wenn A, €[ gilt fir alle n € Z.
Al ist eine abgeschlossene Unteralgebra von sl(n, A,).

Beweis: Die Lie Algebra [ ist ein komplexer Unterraum von sl(n,C). Daher

existieren komplexe Zahlen :L'Ef), 1 <4,5 <n,1 <k <[ derart, da} fiir ein
B = (bij)lgi,jgn - Sl(n,@) gllt

B €l genau dann, wenn 7., :L'Ef) b =0VEk=1,...,L

Ist nun A = A(X) € AL so gilt nach Definition

0 = el ai(V) = Sy all) - Snenal) - V' = pen(Tlio al) - aff) - A
fiir alle A € ST und &k € {1,...,1}. Dies heiit wiederum, daf} die Koeffizienten A,,

der Fourier Reihe von A in [ liegen fir alle m € Z.

Die Vollstandigkeit von Al beziiglich der Norm von sl(n,A,) folgt, da die Koeffi-

zientenmatrizen A®) m € Z einer Cauchy-Folge (A®),cn selbst Cauchy-Folgen

m 7
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in sl(n,C) sind. &

Nun koénnen wir uns im weiteren auf die Untersuchung der in sl(n,A,) eingebet-
teten, vollstdndigen Banach Loop Algebra Al beschranken.

Betrachten wir zunichst noch einmal die in Kapitel 3.3 eingefiihrten, polynomialen
Loop Algebren AP'[. Wie in Bemerkung 3.29 Teil (ii) erklért, ist die Einschréankungs-
abbildung g € APl - g¢|q bijektiv. Das Bild ist die Menge aller polynomialen
Loops {A(€ SY) — Y cmgn- A" : gu €1, g, = 0 fiir fast alle n € Z}. Auf diesen
ist die Involution 7 gleich der punktweisen Operation von 7 auf den Loops.

Die Lie Algebra aller polynomialen Loops nach [ liegt dicht in unserer Banach Loop
Algebra Al. Dies ist klar nach Bemerkung 3.40 Teil (iii).

Wir wollen den Twistungsautomorphismus & und die C-antilineare Involution 7
auf Al fortsetzen:

Proposition 3.48 (i) Auf der Banach Loop Algebra Al wird durch (6A)(N) :=
o(A(=X)) eine C-lineare, stetige Involution definiert.
Die abgeschlossene Unteralgebra Al, := Fix(&) hat die Darstellung

={g =D 0. A" €EAl:gn €1", gy €0 Vk € Z}, (3.17)

neZ

wobei hY und U die (+1)- und (—1)-Figenrdume von o in | sind.

(ii) Die Abbildung (TA)(X) := 7(A(N)) definiert eine C-antilineare, stetige In-
volution auf Al, die mit & wvertauscht. Die Fizpunktalgebra Ag = Fix(7) aller
g (= Fix(r))-wertigen Loops in Al ist eine abschlossene, reelle Unteralgebra von

Al Sie hat die Darstellung

Ag={g=> g. A" €Al : g = 7(g9-k) Yk € Ny} (3.18)

neZ

Beweis: (i) Zur Stetigkeit von 6: FEssei K > 0 derart, dafl fiir jede Matrix
X e gilt T [(0(X))il < K -3X7 4 [(X)ijl, und L > 0 derart, daf

Sr_ (X))l £ L \/Zm:l X)i 7. Es sei A(N) € Al und B(\) = (6A)(N).

2,7=1

Dann gilt die Ungleichung

IBOIZ = Stimt || Smez(=1)" - 857 A2 = Sy (Cmem 8] w(m)? <
< (i1 Ziez 15| - w(m))? = (Zpezwim) - T 051 <

< K2 (Znezwim) - Xija laff)? = K2 (X7 =1 (Cnez w(m) - [aff] - w(m)))* <
< K7 (LS (Cmen alll - w(m))?) = K2 L2500 (Cen aff| - w(m))?

Zusammen liefert dies

(A < K- LAl

(ii) Die Stetigkeit von 7 zeigt man analog.
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(iii) Die Darstellungen der Fixpunktalgebren folgt aus der analogen Darstellung in
der polynomialen Loop Algebra AP, da diese dicht liegt in Al

(iv) Die Vertauschbarkeit von & und 7 folgt wiederum aus der Vertauschbarkeit
auf dem dichten Unterraum APl und der Stetigkeit beider Involutionen auf Al <

Die Vertauschbarkeit von 6 und 7 heifit genau, dafl jede der beiden Involutionen
die Fixpunktalgebra der anderen invariant 1at.
Die Fixpunktalgebra von 7 in Al, werde mit Ag, bezeichnet. Nun kommen wir zu
unserem abschliefenden Satz in diesem Kapitel:

Satz 3.49 Der Abschlufs der Lie Algebra A1, aus Satz 3.35 heiffe Afl,. Dies ist
eine Unteralgebra von 7, (Al,) + bU. Sie ist komplementir zur reellen Lie Algebra
Ag, in Al,, das heifit

Al, = Ag, & AfL,, (3.19)

es wird also die getwistete Banach Loop Algebra Al, zerlegt in die direkte Summe
zweter abgeschlossener, reeller Lie Unteralgebren, wober Ag, die , reellwertigen”
Loops in Al, beziiglich der reellen Form g von [ sind. &

Beweis: Die Abgeschlossenheit der Lie Algebra AJ[, ist klar, da sie eine Unteral-
gebra der vollstindigen Algebra AT(, ist, und sich die Eigenschaft limy_qg(\) € u
(g9 € Afl,) auf den Limes von Cauchy Folgen in AT[, {ibertragt.

Mit den Darstellungen in den Gleichungen (3.17) und (3.18) erhalt man sofort, daf
der Schnitt von Ag, und A}l, trivial ist, da hnu = {0} gilt.

Der Nachweis von Ag, + Afl, = Al, geht wie der analoge Nachweis in Satz 3.35,
da die Projektoren aus Proposition 3.43 stetig sind auf der Loop Algebra Al,. <



Kapitel 4

Iwasawa Zerlegung in Loop
Gruppen

In diesem Kapitel werden wir schliellich die [wasawa Zerlegung in getwisteten und
ungetwisteten Loop Gruppen AGY beziehungsweise AGY durchfiihren.

Im ersten Abschnitt wird die Konstruktion der Kac-Moody-Gruppen zu den affinen
Kac-Moody-Algebren kurz vorgestellt. Diese besitzen ein eindimensionales Zentrum.
Die Faktorisierung dieser Gruppen nach dem Zentrum liefert bis auf Isomorphie al-
le polynomialen, getwisteten und ungetwisteten Loop Gruppen iiber den einfachen,
komplexen Lie Gruppen.

Diese polynomialen Loop Gruppen werden dann im néchsten Abschnitt ver-
vollstéandigt, dhnlich wie die Loop Algebren in Abschnitt 3.4.

Im Abschnitt 4.3 werden wir zunichst in den ungetwisteten Loop Gruppen AGY
die Iwasawa Zerlegung beziiglich der reellen Form AG und der Untergruppe A*GY
entwickeln.

Im vorletzten Abschnitt 4.4 werden die Kodimensionen der Doppelnebenklassen
AG-s-ATGY berechnet, welche ungleich dem Produkt AG-ATGY der betrachteten
Untergruppen sind. Es wird, unter der Voraussetzung, dafl eine kompakte, reelle
Form U von GU einfach zusammenhingend ist, gezeigt, dafl diese Kodimensionen
stets (endlich und) positiv sind, inshesondere ist das Produkt AG-A*GY eine offene
und dichte Teilmenge der Loop Gruppe AGT.

Im letzten Abschnitt wird fiir Involutionen o, die innere Automorphismen der Lie
Gruppe GU sind, die Konstruktion aus Abschnitt 4.3 modifiziert fiir die getwistete
Loop Gruppe AGY, indem diese in die ungetwistete Loop Gruppe AGYU eingebet-
tet wird. Die dazu nétige Reduktion 7-symmetrischer Elemente wird allerdings nur
bis zum Weyl Gruppen Element durchgefiihrt; dabei bezeichnet 7 die Konjugation
der Lie Gruppe GU beziiglich der reellen Form (. Weiterhin wird in Abschnitt 4.5
gezeigt, daf in getwisteten Loop Gruppen im allgemeinen weitere, offene Doppelne-

90
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benklassen AG, - s- A"’G%j neben dem stets offenen Produkt AG, - A"’G%j auftreten.

4.1 Die Kac-Moody-Gruppen zu den affinen Kac-
Moody-Algebren

In diesem Abschnitt soll die Konstruktion von Kac-Moody-Gruppen aus den Kac-
Moody-Algebren vom endlichen und affinen Typ vorgestellt werden. Dies wird
benotigt, um die Zerlegungssitze (Bruhat und Birkhoff) sowie die Struktursitze
iiber die Weyl Gruppen im néchsten Abschnitt auf die Vervollstandigungen der
Kac-Moody-Gruppen anwenden zu kénnen. Wir folgen bei der Entwicklung und
Darstellung dieser Gruppen dem Artikel von Kac in [Kacll].

Weitere Artikel, die diese Kac-Moody-Gruppen behandeln, sind [Titsl] und [Titsll],

sowie [PetKac] mit einer sehr knappen Darstellung.

Wir brauchen zunéchst ein paar Definitionen:

Definition 4.1 Es sei V ein O-Vektorraum von beliebiger Dimension und A ein
Endomorphismus von V.

Dann heifit A lokal endlich, wenn jedes v € V in einem endlichdimensionalen,
A-invarianten Untervektorraum liegt.

A heifit lokal nilpotent, wenn fir jedes v €V ein n € IN existiert mit A"(v) = 0.
A heifit halbeinfach, wenn V eine Basis aus Figenvektoren von A besitzt.

Wenn der Endomorphismus A einer der Bedingungen aus Definition 4.1 geniigt, so
ist die Exponentialabbildung auf A erklart:

exp(t-A) = Zi’t”A” ted (4.1)

o n!
Dies ist eine Einparameter-Gruppe von Automorphismen von V.

Die lokale Endlichkeit des Endomorphismus A ist dquivalent zur Bedingung, daf}
der von {A"(v)|n € IN} erzeugte Untervektorraum endlichdimensional ist fiir jedes
vel.

Jetzt kehren wir zu den Lie Algebren zuriick:

Definition 4.2 FEs sei | eine komplexe Lie Algebra belicbiger Dimension. Weiter
sei (V,7) ein [-Modul, das heifst © : 1 — gl(V) ist ein Homomorphismus von Lie
Algebren.

(i) Ein X €1 heifit w-lokal endlich, wenn 7(X) ein lokal endlicher Endomorphis-
mus von V ist. Es bezeichne [y die Menge aller ad-lokal endlichen Elemente von

(, und fir einen (-Modul (V,x) sei Fy . :={X € Fy : X ist 7 — lokal endlich}.
(ii) Fin -Modul (V, =) heifit integrierbar, wenn Fy . = Fy gilt.



Kapitel 4. ITwasawa Zerlegung in Loop Gruppen 92

(iii) Die Lie Algebra [ heifit integrierbar, wenn sie von Fy erzeugt wird.
Es gilt dann das folgende Lemma (siehe [Kacll], § 1.2 Lemma):

Lemma 4.3 Der von der Menge Fy erzeugte Untervektorraum von [ ist eine Un-
teralgebra.

Mittels der integrierbaren [-Moduln wird jetzt die assoziierte Gruppe definiert:

Definition 4.4 Es sei | eine integrierbare Lie Algebra. £ sei die freie Gruppe
auf der Menge Fy. Dann wird fir jeden integrierbaren [-Modul (V,x) eine Darstel-
lung p, von L definiert verméoge pr(X) := exp(#(X)) X € F.

Es bezeichne K = ( Kernp, den Schnitt iber die Kerne der p, zu allen integrier-
baren 1-Moduln (V,w).

Die Faktorgruppe L := L/K heifst die zur integrierbaren Lie Algebra | assoziierte
Gruppe.

(V, pr) heif§it die zum integrierbaren [-Modul (V,TF)N assoziierte Darstellung von L,
wobei kanonisch p(L-K) = p(L) fir alle L € L definiert wird.

Auf dieser, so definierten Gruppe £ zur Lie Algebra [ haben wir mittels der ka-
nonischen Surjektion £ — L eine Exponentialabbildung, allerdings nur auf der
Teilmenge Fy, das heifit wir definieren

exp(X) == X-K €L v X e . (4.2)

Dann gilt nach Definition p,(exp(X)) = exp(r(X)) fir alle « € F; fir jeden
integrierbaren [-Modul (V, ).

Diese Gleichung zeigt sofort, dafi {exp(t- X)|t € C} fiir jedes X aus F| eine
Einparameter-Gruppe in £ ist, da F; abgeschlossen ist unter Skalarmultiplikation
mit €.

Definition 4.5 Es sei [ eine integrierbare Lie Algebra. Die zum intergierbaren |-
Modul (1, ad) assoziierte Darstellung der Gruppe L heifit die adjungierte Darstel-
lung ([, Ad) von L.

Fiir die adjungierte Darstellung gilt insbesondere
Ad(X) = exp(ad(X)) VX e .

Nun wird die Konstruktion der assoziierten Gruppen auf affine Kac-Moody-Algebren
angewandt.

Es sei hierfir A € Z"*" eine verallgemeinerte Cartan Matrix vom endlichen oder
affinen Typ vom Rang n beziehungsweise n — 1 und g(A) die in Definition 3.9
eingefithrte Kac-Moody-Algebra zur Matrix A. Dann gilt (siehe [Kacll], § 1.3, a)):

Lemma 4.6 Die Elemente E, F;, 1 < 1 < n sind ad-lokal nilpotent, und die
Elemente der Cartan Unteralgebra ¢ sind ad-halbeinfach.
Insbesondere sind die Lie Algebren g(A) und sein Kommutator g'(A) integrierbar.
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Die Integrierbarkeit dieser Lie Algebren folgt, da g(A) beziehungsweise sein Kom-
mutator erzeugt wird von {F;, F; : 1 < ¢ < n} und ¢ bezichungsweise von

{E;, F; : 1 <i<n} und ¢.

Fiir das folgende bendtigen wir Bezeichnungen fiir verschiedene Unteralgebren von
g(A):

Bezeichnungen: Wir bezeichen fiir jedes ¢ € {1,...,n} mit g; die zu sl(2,C)
isomorphe Unteralgebra €- H; + C- E; + C- F;.

Weiterhin sei uy 1= )", ca+ 8o gesetzt, sowie by = ¢ 4 uy. &
Die Unteralgebren ug liegen auch in g’(A), und b/, := by Ng'(4) = ¢/ +uy.

Definition 4.7 Die zur integrierbaren Lie Algebra g'(A) = [g(A), g(A)] assoziier-
te Gruppe G(A) heifst die Kae-Moody-Gruppe zur Cartan Matriz A.

Nun konstruieren wir die zu den Unteralgebren uy und b, gehérigen Untergruppen

von G(A):

Definition 4.8 (i) Fs bezeichne Uy die Untergruppe von G(A), welche von den
Finparameter-Untergruppen {exp(g.) : o« € AL} erzeugt wird. Analog wird U_
definiert.

(ii) FEs seien By die Untergruppen von G(A), die von Uy und C := exp(c)
erzeugt werden.

(tit)  Fir jedes i € {1,...,n} sei G; die von {exp(C- E;)}, {exp(C-F;)} und
C; := exp(C- H;) erzeugte Untergruppe von G(A) sowie N; der Normalisator von

Auf den Wurzelrdumen von g(A) zu den imagindren Wurzeln existiert die Exponen-
tialabbildung nicht, da deren Elemente nicht ad-lokal endlich auf g(A) operieren.
Nun gelten die folgenden, fundamentalen Aussagen ([Kacll], § 1.6 und [PetKac]):

Satz 4.9 (i) Der Homomorphismus

zZ —X

P (:1; Y ) —a-Hity - Btz 6

der komplexen Lie Algebra sl(2,0) in die Lie Algebra g'(A) hat (fir jedes © €
{1,...,n}) einen Lift ® : SL(2,0) — G(A). & ist injektiv und sein Bild ist die
Untergruppe G;. Weiterhin gult

Loy _ | Loy _ P
CI)(O 1)—exp(y E;), CI)(Z 1)—exp(z Fy), und

P (exp (:(I); _Ox )) = exp(x - H;), VYa,y,z€(.

(ii) Fssei N die von den Untergruppen N; (1 <@ < n) erzeugte Untergruppe von
G(A). Dann ist N der Normalisator der abelschen Untergruppe C = exp(c’), und
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die Faktorgruppe N/C st isomorph zur Weyl Gruppe W der Kac-Moody-Algebra
a(A).
(iit)  Das Zentrum von G(A) liegt in C. Die Untergruppe By ist gleich dem

semidirekten Produkt der Untergruppen C und Uy ; es gilt die analoge Aussage fir
B_; der Schnitt von Uy mit B_ ist trivial, ebenso von U_ und B,.

(iv)  Wenn die Cartan Matriz A vom endlichen Typ ist, so ist die Gruppe G(A)
isomorph zur der einfach zusammenhdngenden Lie Gruppe, deren Lie Algebra die
einfache, komplexe Lie Algebra g(A) ist, By ist eine Borel Untergruppe von G(A)
mit zugehoriger, mazimal unipotenter Gruppe U, , und Cartan Untergruppe C'.

Nun kénnen wir die fiir unsere Iwasawa Zerlegung wesentlichen Zerlegungssitze der
Gruppe G(A) beziiglich der Untergruppen Uy und der Weyl Gruppe W = N/C
zitieren. Diese sind wohlbekannt fiir die endlichdimensionalen, halbeinfachen Lie
Gruppen. (siehe [PetKac], Corollar 5)

Satz 4.10 In der Kac-Moody-Gruppe G(A) zur Cartan Matriz A von endlichen
oder affinen Typ gelten die folgenden Zerleqgungen:

G(A) = Upew U--w-C-Up = Upew B- -w- By Birkhoff Zerlegung
G(A) Uwew Ut -w-C - Uy = Upew B+ - w- By  Bruhat Zerlegung
(4.3)

Die Vereinigungen sind disjunkt.
Weiterhin besitzt jedes g € G(A) eine Zerlegung ¢ = u_-n-uy mit ugx € Ug, n €
N derart, daff n=t-u_-n in U_ liegl. In dieser Zerleqgung sind ux und n eindeutiq.

Fiir w e W = N/C sind die Untergruppen w- U -w™" wohldefiniert, und es gelten
die Zerlegungen

U_|_ = (U_|_ﬂw-U+-w_1)-(U+ﬂw-U_-w_1)

U = (Uunw-Up-w™)y- (U Nw-U_-w™) (4.4)

Die zugehorigen Faktorisierungen von FElementen in U, beziehungsweise U_ sind
eindeutiq. &

Bemerkung 4.11 Fiir endlichdimensionale, einfache Lie Gruppen folgt die Birk-
hoft Zerlegung sofort aus der Existenz der Bruhat Zerlegung, da in diesem Fall
U_ und U, unter der Weyl Gruppe zueinander konjugiert sind. Dies ist fiir die
Kac-Moody-Gruppen zu Cartan Matrizen vom affinen Typ nicht der Fall. Hier sind
beide Zerlegungen getrennt nachzuweisen. Dies geschieht, indem man nachweist, daf
(G(A), B4, N, S) ein Tits System ist, wobei S die Menge der Elementarreflexionen
pi(H) = H—«a;(H)- H; auf ¢ zu den einfachen Wurzeln «; € 11 ist.

Zur Hlustration sehen wir uns die Kac-Moody-Gruppen an einem einfachen Beispiel
an:
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Beispiel:
Wir betrachten die Cartan Matrix
2 -1 0 —1
-1 2 -1
A=1] o 0 | ez,
1
—1 0o -1 2

mit [ > 1. Dies ist die erweiterte Cartan Matrix der Matrix zur Lie Algebra a;.

Wie in Abschnitt 3.2 beschrieben, ist die Kac-Moody-Algebra g(A) eine zweidi-
mensionale Erweiterung der polynomialen Loop Algebra AP?sl(n,C), welche wir
mit der Lie Algebra aller polynomialen Abbildungen A € S +— si(n,C) identifi-
zieren koénnen. Das heifit die Koeffizientenfunktionen sind Laurent Polynome in .

Es ist also g(A)" = [g(A),g(A)] eine eindimensionale, zentrale Erweiterung von
AP9sl(n, ).
Die Wurzelrdume zu den einfachen Wurzeln «g,0q,...,¢q; sind C- X - E,; sowie

C-Frri1 (1 <k <I). Diese erzeugen die Unteralgebra u,, welche aus allen polyno-
mialen Abbildungen der S nach sl(n,C) besteht, die eine holomorphe Fortsetzung
ins Innere des Einheitskreises besitzen und bei A = 0 ausgewertet eine echte obere
Dreiecksmatrix liefern. Die Wurzel ag ist genau 6 — ¢, wobei ¢ die Gradderivation
der Algebra g(A) ist und ¢ die hochste Wurzel im Wuzelsystem a;, das von den
einfachen Wurzeln «4,...,q; erzeugt wird.

Die [-dimensionalen Wurzelrdume zu den imaginaren Wurzeln k-6, k € Z \ {0}
sind die Riume M* - ¢, wobei ¢ die Cartan Unteralgebra aller Diagonalmatrizen der
sl(n,C) bezeichne. Es ist also ¢ = /3, wobei ¢ = c¢nNg(A) ist, und 3 das eindi-
mensionale Zentrum von g(A)'.

Die Wurzelraume zu den iibrigen Wurzeln, das sind die o;; + k-6 (1 < 4,5 <
n, 1 # j, k € Z), sind die eindimensionalen Rdume € - \* - ;. Diese operieren via
ad lokal nilpotent auf g(A)".

Die zur Algebra g(A)" assoziierte Kac-Moody-Gruppe G(A) ist nun eine eindimen-
sionale, zentrale Erweiterung der Gruppe AP*'SL(n,C) aller polynomialen Abbil-
dungen der S! in die Lie Gruppe SL(n,C), das heiBt, AP*'SL(n,C) besteht aus
allen Abbildungen der S' nach SL(n,T), deren Koeffizientenfunktionen Laurent
Polynome in A € S* sind. Diese Gruppe AP*'SL(n,C) wird erzeugt von den Einpa-
rametergruppen exp(C - \* - E;;) mit 7 # 5 und k € Z. Die Untergruppe U, ist
die Menge aller Loops in AP*'SL(n,C) mit holomorpher Fortsetzung ins Innere des
Einheitskreises derart, dafl die Auswertung bei A = 0 eine obere Dreiecksmatrix mit
Einsen in der Diagonalen ist. Diese Untergruppe U, wird erzeugt von den Bildern
der Exponentialabbildung von den Wurzelrdumen in der Algebra uy zu den reellen
Wurzeln.

Das analoge gilt fiir die Untergruppe U_.
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Die Untergruppe €' = exp(¢) ist die Cartan Untergruppe von AP?SL(n,T). Sie
besteht aus allen konstanten Diagonalmatrizen mit Determinate 1. Wir wollen im
weiteren die Tilden weglassen.

Der Normalisator N von C in AP’'SL(n,C) ist das Produkt aus der Gruppe T
und dem Normalisator von C' in SL(n,C). Dabei ist T die Untergruppe aller
Diagonalmatrizen in A**'SL(n,C). Daher ist T die Gruppe aller polynomialen Ho-
momorphismen der S' in den maximalen Torus T := C' N SU(n) der kompakten,
reellen Form SU(n) von SL(n).

Das heifit T = {diag(A\"™,...,\")|my € Z, > my = 0}.

Der Normalisator von C' in SL(n,C) besteht bekanntlich aus allen Permutationsma-
trizen. Die Weyl Gruppe W = N/C ist damit isomorph zum semidirekten Produkt
aus der symmetrischen Gruppe 5, und T, wobei T der Normalteiler ist.

Da das Zentrum der Kac-Moody-Gruppe G(A) in seiner Cartan Untergruppe C
liegt, haben wir in der polynomialen Loop Gruppe ASL(n,C) die analogen Zerle-
gungen wie in den Gleichungen (4.3) und (4.4), wobei natiirlich C' wieder die Menge
der konstanten Diagonalmatrizen aus SL(n,C) bezeichnet. &

Der grofle Nachteil beim Rechnen mit diesen polynomialen Loop Gruppen besteht
darin, daf} die Exponentialabbildung von der Algebra in die Kac-Moody-Gruppe nur
auf der Menge der ad-lokal endlichen Elemente erklért ist und nicht aut der ganzen
Lie Algebra. In obigem Beispiel kénnen wir nicht die Exponentialabbildung aut den
Wurzelrdumen zu den imagindren Wurzel bilden, da diese nicht in der zugehori-
gen polynomialen Loop Gruppe liegt. Dieser Nachteil wird nun behoben, indem wir
unsere Gruppen geeignet vervollstandigen:

4.2 Banach Lie Gruppen

Wir werden in diesem Abschnitt die Banach Lie Gruppen konstruieren, deren Lie Al-
gebren die in Abschnitt 3.4.2 eingefithrten Banach Lie Algebren sind. Diese Banach
Lie Gruppen erhalten wir aus Vervollstandigungen der polynomialen Loop Gruppen,
fiir welche wir bereits ein Beispiel im letzten Abschnitt vorgestellt hatten. Zuletzt
zeigen wir mit Resultaten aus [DoGrSzm], dafi die im letzten Abschnitt zitierten
Zerlegungssétze fiir die zugehorigen Kac-Moody-Gruppen entsprechend gelten.

Wir fithren zunéchst die Notationen ein, die im Rest dieses Kapitels verwendet wer-
den:

Notationen: Es sei g eine einfache, reelle Lie Algebra und g¥ ihre Komplexi-
fizierung, welche nach Voraussetzung eine einfache, komplexe Lie Algebra ist. Wei-
terhin bezeichne 7 die Komplexkonjugation von gU beziiglich g, das heifit 7 ist
C-antilinear und g = Fix (7).

Es sei GU die einfach zusammenhingende, komplexe Lie Gruppe mit Lie Algebra
g". Es sei G¥ eingebettet in eine geeignete SL(n,C) (siche [GoWal], § 5.1) derart,
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daB GU die gemeinsame Nullstellenmenge in SL(n,C) einer Familie von komplexen
Polynomen auf €"*" ist.

Dann ist kanonisch g¥ Unteralgebra von sl(n,C). Wir bezeichnen wieder mit 7 den
Lift der Komplexkonjugation von g beziiglich g auf GU. Es sei ¢ die Zusammen-
hangskomponente des neutralen Elements der Fixpunktgruppe von 7 in G%. Dann
ist die Lie Algebra von G gleich g.

Weiter sei @ eine Cartan Involution von g¥, die mit 7 vertauscht. Ihr Lift auf G¥
werde ebenfalls mit # bezeichnet. Die Zerlegung von gU beziehungsweise g in die
(£1)-Eigenrdume beziiglich § sei g¥ = u® - u bezichungsweise g = €@ p. Die
Fixpunktgruppen von # auf GU und auf ¢ heifen U/ und K. Diese sind zusam-
menhéngende Gruppen.

Wir kénnen auch voraussetzen, dal U = G¥ N SU(n) und u = g* N su(n) gilt.
(siehe wiederum [GoWal], § 5.1) &

Nun kénnen wir die fiir uns relevanten Loop Gruppen definieren:

Definition 4.12 FEs sei w: Z — IRT ein symmetrisches Gewicht vom nicht analy-
tischen Typ und A, die zugehorige gewichtete Wiener Algebra (siehe Definitio-
nen 3.36 und 3.38). Dann sei SL(n, A,) die Menge aller Abbildungen von S*
nach SL(n,C), die in der Banach * Algebra Mat, (A,) liegen (sieche Lemma 3.44),
das heift SL(n, A,) = {9 € Mat,(A,) : detg(A) = 1VX € S'}. Weiter sei
AGE = {g € SL(n, A,) : g(A) € GV € S'} und AG = {g € SL(n, A,) :
g(A) € GV e St}

Nach Satz 3.42, Bemerkung 3.45 und der Cramerschen Regel ist GL(n,A,) un-
ter punktweiser Verkniipfung eine Gruppe, die beziiglich der Norm in der Ba-
nach * Algebra Mat,(A,) vollstindig ist. Folglich sind auch AGY und AG Grup-
pen. Diese sind mit der eingeschriankten Norm von Mat,(A,) vollstindige Lie
Gruppen, also Banach Lie Gruppen. Zusammenfassend haben wir die folgenden
Eigenschaften dieser Lie Gruppen und ihrer Lie Algebren:

(siehe [GoWal], Proposition 5.1)

Proposition 4.13 Die Gruppe AGY ist mit der eingeschrinkten Norm wvon
Mat,(A) eine vollstindige, zusammenhingende und einfach zusammenhingende,
kompleze Lie Gruppe mit Lie Algebra Ag® (siche Proposition 3.47). Die Gruppe
aller polynomialen Loops der S' nach G ist eine dichte Untergruppe von AGY,
das heifst der Abschluff von AP!'GY beziiglich der Norm in Mat,(A,) ist AGT.

Nun stellen wir den Zusammenhang zwischen der Lie Algebra AP?'g¥ und der Kac-
Moody-Algbera g(A) her, wobei A die affine Cartan Matrix zum erweiterten Wur-
zelsystem der zugrundeliegenden Lie Algebra g¥ ist (siehe [Kac], Chapter 7, § 7.4):

Proposition 4.14 (i) FEssei A die Cartan Matriz zum erweiterten Wurzelsystem
A mit den einfachen Wurzeln {ag,aq,...,a;} des Wurzelsystems A° der einfa-
chen, komplexen Lie Algebra g¥ mit den einfachen Wurzeln {oq,...,a;}. Dann
ist die Kac-Moody-Algebra g(A) eine zweidimensionale Erweiterung der Algebra
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APolgY aller polynomialen Loops. Genauer ist [g(A),a(A)]/5 isomorph zu AP'gl,
wobei 3 das eindimensionale Zentrum der Kac-Moody-Algebra g(A) bezeichnet.
Der Wurzelraum zur einfachen Wurzel «qg ist unter diesem Isomorphismus X -g_g
wobei O die hochste Wurzel in A° beziiglich der einfachen Wurzeln {aq,...,q;}
bezeichnet.

(ii) Der Abschluff der Lie Algebra AP'gP beziiglich der Norm auf Mat,(A,) ist
die Banach Lie Algebra Agt.

(iii)) Es sei ¢ eine Cartan Unteralgebra von g, und A°T das System positi-
ver Wurzeln zu den einfachen Wurzeln {ay,...,qq} sowie u®t die zugehorige nil-
potente Untergruppe von g¥. Weiterhin sei Po'ut = 3o, ca+ APl wobei AP'g
den Wurzelraum zur Wurzel o in AP'gU bezeichnet. Dann ist der Abschluff u*
von P’'ut in Mat,(A,) die Unteralgebra von Ag®, welche aus allen Loops X ()
besteht, die eine holomorphe Fortsetzung in die Finheitskreisscheibe besitzen mit
X (A =0) €u°t. Die analoge Aussage gilt fiir P*'u~.

(iv) AgcD zerlegt sich in die direkte Summe poly =y ¢ @ Polut. Alle drei Summanden
sind Banach Lie Gruppen. &

Nun konnen wir die analogen Aussagen auf der Gruppenseite zitieren (siehe die
Bemerkung in § 3.2, Seite 15, sowie Lemma (3.1.1) in [DoGrSzm]):

Proposition 4.15 (i) Das Zentrum 7 der polynomialen Loop Gruppe AP'GY aus
Definition §.12 ist das (diskrete) Zentrum der zugrundeliegenden Lie Gruppe G¥.
Die Fakorgruppe AP'GU/Z ist isomorph zur Fakorgruppe G(A)/Z, wobei G(A) die
zur Kac-Moody-Algebra g(A) assoziierte Gruppe ist und Z ihr Zentrum.

(i1) Die Untergruppe P*'U* von AP'GY welche von den Einparameteruntergrup-
pen {exp(C- AP'gV) © a € Af} erzeugt wird, ist die Menge aller Loops g(\) in
APGE | deren Koeffizientenfunktionen Polynome in A sind mit der Eigenschaft, dafs
g(A = 0) in der unipotenten Untergruppe U°Y von GV mit Lie Algebra u°t liegt.
Die analogen Aussagen gelten fiir P'U~ .

(i5i) Der Abschlufp Ut wvon P°'U* in Mat,(A,) besteht aus allen Loops g()\) in
AGY, die eine holomorphe Fortsetzung in die Einheitskreisscheibe besitzen mit der
Figenschaft, dafi g(A =0) in U°t liegt.

Die analoge Aussage gilt wieder fir U™ .

Die Untergruppen UT sind zusammenhingende Banach Lie Gruppen.

(iv) Bin Loop g aus AGY hat genau dann eine holomorphe Fortsetzung in die
FEinheitskreisscheibe beziehungsweise auf die obere Hilfte der Riemannschen Zahlen-
kugel, wenn die Fourier Reihe von g(\) die Gestall Y j~¢ Ax - A* bezichungsweise
S pso Ag - AF besitat. -

(v)  Die Cartanuntergruppe C von G ist abgeschlossen in AGT. &

Definition 4.16 Es bezeichne ab jetzt B* die Untergruppen C - U*.
Weiterhin sei N der Normalisator von C in der polynomialen Loop Gruppe AP'GL.
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Bemerkung 4.17 (i) Die holomorphe Fortsetzung von Loops aus AGY in die
Einheitskreisscheibe beziehungsweise auf die obere Halbsphére ist jeweils eindeutig
wegen des Maximumprinzips fiir holomorphe Funktionen.

(ii) Die Untergruppen BT von AGY bestehen genau aus den Loops, welche eine
holomorphe Fortsetzung in die Einheitskreisscheibe beziehungsweise auf die obere
Halbsphére besitzen.

(iii) Damit ist der Schnitt der Untergruppen BT und U~ sowie der Untergruppen
B~ und U™" trivial, da holomorphe Abbildungen auf der ganzen Riemannschen
Zahlenkugel konstant sind, und die Schnitte von €' mit U°* trivial sind.

(iv) Der Normalisator von ' in der Loop Gruppe AGY ist das Produkt der Weyl
Gruppe der endlichdimensionalen Lie Gruppe Gv mit der Gruppe aller Loops in
die Cartan Untergruppe C, dieser ist also ,,deutlich” grofier als die Gruppe N aus
Definition 4.16. Mit dieser Untergruppe N werden wir allerdings die Zerlegungssétze
der Gleichungen (4.3) auf die Vervollstindigungen ubertragen, wie dies in [DoGrSzm]
gezeigt wurde. &

Wir wollen nun die in [DoGrSzm] bewiesenen Zerlegungsséatze fiir unsere Iwasawa
Zerlegung verwenden. Dazu brauchen wir noch etwas Vorbereitung:

Definition 4.18 FEine Unteralgebra pP° der polynomialen Loop Algebra AP'gV
heifit standard-parabolische Unteralgebra, wenn ¢ + Plut C prol gilt.

Fiir jede Teilmenge X der Menge aller einfachen Wurzeln 11 = {ag,...,aq} sei
pggl die kleinste, standard-parabolische Unteralgebra, die alle Wurzelrdume AP'gl
mit a € X enthdlt.

Mit px werde der Abschluf einer solchen Algebra in Ag® bezeichnet.

Bemerkung 4.19 (i) Nach [Bourll], Ch. 8, Sect. 3.4, Ch. 4, Sect. 2.6 existiert zu
jeder standard-parabolischen Unteralgebra pP® von AP°'gl eine Teilmenge X von
11, so daB pro! = pg}ol gilt.

(ii) Diese Algebra stellt sich dar als @BGAJ, Ap()lgqiﬁ + ¢ + Pyt wobei At =
Yowex L - o gilt.

Insbesondere ist pg()l = ¢ 4 polyt —. polpt, &

Es sei P};Ol die Untergruppe von AP!GE | welche von den Untergruppen {exp(C -
Ap()lgqiﬁ) : BEATNA,}, C und P'UY erzeugt wird. Diese ist nach [DoGrSzm],
Cor. 2.2.3, a) zusammenhéngend. Nach Cor. 2.2.3, b) ist der Abschluf} von P)];Ol in

AGY eine zusammenhingende Banach Lie Gruppe mit Lie Algebra py. Insbeson-
dereist Py = C-UT = BT,

Nun kénnen wir die fiir uns entscheidenden Aussagen zitieren (siehe [DoGrSzm], Pro-
position (3.3.1) (nebst Beweis) und [PresSeg], Ch. 8, Theorem 8.7.2 bzw. [DoGrSzm],
Theorem (3.4.1)):

Proposition 4.20 s seien BT und N die Untergruppen von AGY aus Definition
4.16, sowie W = N/C, die Weyl Gruppe. Dann sind fir jedes w € W die Mengen
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w- B -w™! sowie w-UT - w™! wohldefiniert, und es gilt

AGY =U-N-Ut = |JB -w-Bt= (JU -w-C-U" (45

weW weW

Weiterhin gelten fir jedes w aus der Weyl Gruppe W die Gleichungen

Ut = (UtNnw-BYw™)- (U Nw-B™-wt) (4.6)
U = (U Nnw-Bt-w™)-(U"Nw-B™ -w™) '
Dabei sind die Vereinigungen in Gleichung (4.5) disjunkt, und in den Gleichungen
(4.6) sind die Produkte auf den rechten Seiten Diffeomorphismen auf Ut bzw. U™.$

Die Gleichung (4.5) verallgemeinert dabei die Birkhoff Zerlegung fiir die Kac-Moody-
Gruppen (siehe erste Gleichung (4.3)) auf unsere vervollstandigten Loop Gruppen.
Die Gleichungen (4.6) haben jedoch (scheinbar) nicht die gleiche Gestalt wie die
entsprechenden Gleichungen (4.4) fiir die Kac-Moody-Gruppen. Doch dies kénnen
und werden wir beheben.

Doch zunéchst werden wir endlich die Gestalt der Weyl Gruppe W = N/C' kliren
(siehe [PresSeg], Proposition (5.1.2))

Proposition 4.21 FEs sei t eine maximal abelsche Untergruppe der kompakten,
reellen Form w der einfachen, komplezen Lie Algebra g¥ und T = exp(t) der
zugehdrige mazimale Torus der kompakten, reellen Form U wvon GU. Dann ist
¢ :== t + 7.t eine Cartan Unteralgebra von g*, und C = exp(c) die zugehéri-
ge Cartan Untergruppe von GU.

Dann ist der Normalisator N von C in AP'GU gleich dem Produkt aus dem Nor-
malisator N° von C in der endlichdimensionalen Lie Gruppe G und der Gruppe
T < AP'GE aller Homomorphismen der S* nach T. &

Bemerkung: Die Cartan Untergruppe C ist isomorph zur multiplikativen, abel-
schen Gruppe (C*)". Daher haben alle Homomorphismen der S! Werte in der ein-
zigen, maximal kompakten Untergruppe T = (S!)!. Diese sind von der Gestalt

t(A) = (M, .0 AR mit ganzen Zahlen k;. O
Nun kénnen wir die oben angedeutete Aussage zeigen:

Lemma 4.22 Fir jedes w € W gelten die Gleichungen

U"Nnw-UF-wt=U"NnC-w-UF-wt,
Utnw-U--wtlt=0tNnC-w-U”-wt
Utnw-Ut-wtlt=0tNnC-w-Ut-wt
U nNnw-U--wtlt=0U"NC-w-U”-wt.

Beweis: Offenbar sind stets die Gruppen auf der linken Seite in der rechten Seite
enthalten. Der Beweis der zweiten Gleichung ist analog dem der ersten Gleichung,

und die vierte Gleichung erhalt man aus der dritten, indem man die Involution w
aus [Kac], § 1.3, Gleichung (1.3.4) anwendet, welche U und U~ austauscht und
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auf C die negative Identitét ist. Diese 14t damit auch N und W invariant.

(i) Wir beweisen zunéachst die erste Gleichung:

Es sei ¢ € C und uy € Ut derart, daB cwuyw™ in U~ liegt. Das heifit, es
existiert ein u_ in U™, so daff cwuiw™ = wu_ gilt. Damit ist wuyw™ holo-
morph fortsetzbar auf die obere Halbsphére; da w()) ein Laurent Polynom in A

ist, bricht die Fourier Reihe von Uy nach oben ab. Daher liegt auch u_ in der po-

lynomialen Loop Gruppe AP’GP und wir haben nach [PetKac], Cor. 5 b) (X = 0§,
,w = w'") eine Faktorisierung von ¢ 'u_ = wuyw™ = a_-uy € U™ -UT. Da-

mitist B~ 3 (u_)tcrus =y € Ut.Da B-NUT = {e} und CNU~ = {e}
gilt, folgt 4y = e und ¢ =e.

(ii) Wir beweisen jetzt die dritte Gleichung:
Die behauptete Gleichung ist dquivalent zu folgendem:

Wenn n € N und uy € Ut ist, und das Element n-uy -n™' in Bt (= C-U*")
liegt, so liegt es schon in U*. Wir gehen also von der Gleichung n-u, -n™!' = c vy
aus. BEs sei uy = YpsgAr - A die Fourier Reihe von wuy. Dann sind die Aj in
€™ und A in U°t.

Nach Proposition 4.21 hat n eine Faktorisierung n = p-¢ mit p € Ngo(c) und
mit einem Homomorphismus ¢ in den maximalen Torus 7.

Da Konjugation mit Loop Gruppen Elementen eine stetige Operation auf der Loop
Gruppe ist, kénnen wir die Matrizen Ay einzeln konjugieren: Es sei ¢ - uy - 17! =
Seew Gr - A¥. Wenn ein Koeffizient (7, mit negativem Index k ungleich 0 ist, so
kann unsere obige Voraussetzung nicht ertiillt sein, da p ein konstanter Loop ist, das
heiBt, es wire n -ug -n~' nicht in der Gruppe ATGV := GV - U™t enthalten. Daher
ist £-uy - t7h = 300 G- AR

Fiir die folgende Uberlegung wird benutzt, daff wir die Lie Gruppe G¥ in SL(n,C)
so konjugieren kénnen, dafi die Menge aller Diagonalmatrizen in GU eine Cartan
Unteralgebra von G¥ ist. Da u = g¥Nsu(n) und U = G¥NSU(n) gilt, besteht die
maximal abelsche Unteralgebra t = uNc¢ von u aus rein imagindren Diagonalma-
trizen, und der zugehoérige, maximale Torus T von U liegt auf der Diagonalen und
ist isomorph zu (S')". Damit wird jeder Homomorphismus ¢ : S* — 7' dargestellt
durch Diagonalmatrizen, wobei die Diagonaleintrige Monome A\* sind.

Wir betrachten die Koeffizientenfunktionen unseres Loops wy: wui(A) =
(fij(A))E,=1- Dann ist nach Voraussetzung die Fourier Reihe von f;; von der Gestalt
fii(A) = Yiso f,gi’j) M. Da uy (A =0) in U°F liegt, ist insbesondere féi’i) =1
fiir alle 1 <17 < n.

Wir betrachten nun ¢-ug -t7" = (gi;(A))7;2;. Dann ist - wie oben gezeigt wurde -
9ii(A) = YCiso g;(j’]) - AF,

Es sei t = diag(A™,... A"). Damit errechnen wir die Gleichungen g¢;;(\) =
MFi=ki . f; J(X). Insbesondere ist g(()m) = 1 fir alle 1.

Damit gilt fiir die Koeffizientenfunktionen: g¢;;(A) = fiu(A) = 1 + fl(“) AL
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Daher ist die Projektion von ¢ - uy - t7! auf die Diagonalmatrizen gleich
diag(g11y .-y Gnn) = Fn + diag(fl(n), e fl(m)) - A+ ... Nun konjugieren wir das
Element ¢ - uy - ¢! noch mit p. Dies ergibt also n-u, -n~'. Nach Voraussetzung ist
' = ¢-wvy. Da unsere Cartan Untergruppe C' in der Menge aller Diago-
nalmatrizen liegt, und p- E, - p~! = FE, ist, folgt die Behauptung ¢ = e. &

n-Uyp N

Es gelten also die Gleichungen (4.4) auch in unserer Loop Gruppe AGY fiir je-
des w € W = N/C. Damit kénnen wir nun die folgende eindeutige ,,U~ NU™-
Zerlegung” zeigen, die fiir unsere Iwasawa Zerlegung von grofler Bedeutung ist:

Proposition 4.23 Jeder Loop ¢ € AGY besitzt eine Faktorisierung ¢ = u_ - n -
uy € U7-N-U* derart, dafp n='-u_-n in U™ liegl. Diese Zerlequng ist eindeutiq.

Beweis: Nach Gleichung (4.5) existieren vy € U% und n € N, so daB g =
v_-n-vy gilt. Nach der zweiten Gleichung in (4.4) gilt n™' - U~ n = (n=*- U~ -
nNU)-(n~'-U”-n N UT); damit existieren u_ in U~ und a4 in U' mit

ntu_-neU” (und n-agp-n~t € U ),sodaB n™t-o_-n = (n7t-u_-n) dy
gilt. Damit haben wir ¢ = v_-n-vy = u_ -n -ty - vy, und wir sind fertig mit
Uqp = 12_|_'U_|_€U+. <>

Zuletzt zeigen wir noch eine topologische Aussage fiir die Untergruppen UT und
U~ von AGY, die wir ebenfalls im néchsten Abschnitt brauchen:

Proposition 4.24 Die Untergruppen UT und U~ wvon AGY sind zusam-
menhdngend und einfach zusammenhdngend.

Insbesondere sind die Untergruppen Ut Nw-UT-w™, Ut Nw-U”-w™t, U™ N
w- U™ -w™, und U™ N w-U" - w™ fiir jedes Weylgruppenelement w € W
zusammenhdngend und einfach zusammenhdngend.

Beweis: Nach Proposition 4.15 sind die Untergruppen U* von AGY zusam-
menhéngende Banach Lie Gruppen. Wir haben also jeweils nur den einfachen Zu-
sammenhang zu zeigen. In [GoWal], § 5, Lemma 5.5 wird gezeigt, dal die Loop
Gruppe AGY (dort mit G bezeichnet, w ist das Gewicht vom nicht-analytischen
Typ) einfach zusammenhéngend ist. Weiterhin wird in Theorem 5.5 gezeigt, daf
die Produktabbildung V,, x N x A x K, nach G, ein reell-analytischer Isomor-
phismus von Mannigfaltigkeiten ist. Dies ist die globale Iwasawa Zerlegung in der
Loop Gruppe AGY mit kompakter, reeller Form K von GU. Es ist dabei V,, die
Untergruppe UM aller Loops ¢ in Ut fiir die g(A = 0) = ¢ gilt, und N ist unse-
re unipotente Untergruppe U°t von G¥. Das Produkt dieser Untergruppen ist die
Untergruppe U*. Damit ist nach dem Satz 5.5 in [GoWal] U mit AGY ebenfalls
einfach zusammenhangend.

Die Aussagen iiber den Zusammenhang und einfachen Zusammenhang der restlichen
Gruppen folgt mit Proposition 4.20 und Lemma 4.22, da die Produkte in Gleichung
(4.6) Diffeomorphismen sind. O

Damit haben wir die Vorbereitungen fiir unsere Iwasawa Zerlegung zusammen.
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4.3 Die Iwasawa Zerlegung in ungetwisteten Loop
Gruppen

Bevor wir mit der Konstruktion der verallgemeinerten Iwasawa Zerlegung beginnen,
benétigen wir noch ein paar weitere Notationen und Bezeichnungen. Diese setzen
die in Abschnitt 4.2 getroffenen Notationen fort. Weiterhin benutzen wir die Be-
zeichnungen der Banach Lie Gruppen AGY, der zugehérigen Banach Lie Algebren
Agl und deren Wurzelsysteme A mit Weyl Gruppe W, wie sie in den Definitionen
4.12, 4.16 und 4.18 sowie den Propositionen 4.13 bis 4.15 eingefithrt wurden.

Notationen und Bezeichnungen:

Es sei a eine maximal abelsche Unteralgebra im (—1)-Eigenraum p der Cartan
Involution # auf der einfachen, reellen Lie Algebra g. Weiterhin sei ¢ ein maxi-
mal abelscher Unterraum des Zentralisators j¢(a) von ain & = Fix (). Dann ist
t¢ + a eine maximal abelsche Unteralgebra von g, die via ad halbeinfach auf ganz
g operiert, ist also eine Cartan Unteralgebra. Die Unteralgebra t := ty + ¢ - a ist
dann eine maximal abelsche Unteralgebra von u. Es bezeichne T := exp(t) den
zugehdrigen maximalen Torus in der kompakten, reellen Form U von GT.

Die Unteralgebra ¢ := (t¢ + Cl)CD =teBr-tyBGacde-a ist eine Cartan Unteralgebra
der einfachen, komplexen Lie Algebra g¥. Dann ist C' := exp(c) die zugehérige
Cartan Untergruppe von Gv.

Weiterhin bezeichne A° die Menge aller Wurzeln von g¥ beziiglich der Cartan
Unteralgebra ¢, sowie W° die zugehorige Weyl Gruppe des Wurzelsystems. Es gel-
ten dann die Isomorphismen W° = N g (¢)/Zx(c) = Nu(t)/Zu(t), das heifit, die
Weyl Gruppe W ist isomorph zur Faktorgruppe des Normalisators N g (c) von ¢
in G nach dem Zentralisator unter der Wirkung der adjungierten Darstellung Ad
von GY beziehungsweise zur Faktorgruppe des Normalisators von t in U nach dem
zugehorigen Zentralisator.

Nach Proposition 1.26 (i) ist er := 7 -ty & a die kanonische, reelle Form von
¢, das heit ¢g = Y ,cnc Ha, wobei H, € ¢ durch die Gleichung «(H, H,) =
a(H) (Y H € c¢) definiert ist. Diese kanonische, reelle Form von ¢ ist invariant unter
7 und liegt im Unterraum ¢-u; insbesondere ist exp : ¢g — exp(cr) ein Diffeomor-
phismus, und wir haben die Polar Zerlegung 7' x ¢g — C, (f, X) — t-exp(X),
welche ebenfalls ein Diffeomorphismus ist.

Essei N der Normalisator der Cartan Untergruppe ' von GU in der polynomialen
Loop Gruppe AP’'G¥. Dann ist N das semidirekte Produkt T-N¢(c) = T-W°-C,
wobei T die Gruppe aller Homomorphismen von S' in den maximalen Torus T
bezeichnet; diese Gruppe ' ist in dem semidirekten Produkt der Normalteiler (sie-
he auch Proposition 4.21).

Die C-antilinearen Involutionen 7 und # der Lie Gruppe G¥ beziehungsweise g¥
werden auf die Banach Lie Algebra Agl’ und die Banach Lie Gruppe AGY fortge-
setzt, indem wir sie punktweise auf den Loops operieren lassen. Diese Fortsetzungen
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bezeichnen wir wieder mit 7 beziehungsweise 6. Diese Involutionen sind stetig auf
unseren Loop Gruppen beziehungsweise Algebren. Damit sind ihre Fixpunktgrup-
pen AG und AU abgeschlossene Untergruppen von AGT. Das Analoge gilt fiir die
Fixpunktalgebren von 7 und 6 in AgP.

Die Menge ATGY bezeichne die abgeschlossene Untergruppe aller Loops in AGY,
welche ein holomorphe Fortsetzung in die Einheitskreisscheibe besitzen, es ist also
ATGY = GY . U+t die Menge aller Loops, in deren Fourier Reihe beziiglich A die

Koeffizieneten zu negativen Exponenten von A verschwinden. &

Wie wir zu Beginn dieses Kapitels schon angedeutet haben, wollen wir in der Loop
Gruppe AGY ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen beziiglich der Untergrup-
pen AG und ATGY konstruieren. Bei dieser Konstruktion wird auch ein Verfahren
eingefiihrt, mit dem man zu gegebenem Loop ¢()\) den Vertreter s(\) € AGY er-
mittelt, fiir welchen g()) in der Doppelnebenklasse AG - s ATGYU liegt.

Zuniachst brauchen wir noch ein paar technische Vorbereitungen:

Definition 4.25 Es werden mit UM und U~ die Untergruppen von Ut bezie-
hungsweise U~ bezeichnet, welche aus allen Loops g(\) bestehen, fir die g(A =
0) = e beziehungsweise g(A = o0) = e gilt.

Mit U°* werden die unipotenten Untergruppen von GV bezeichnet, deren Lie Alge-
bren u°® die Summe der Wurzelriume g, o € £ZA°F sind.

Damit haben wir die folgenden Faktorisierungen von Ut und U~:

Lemma 4.26 Es gelten die Faktorisierungen Ut = U°t - UM und
U™ = U°~-UM.

Beweis: Essei w € W° das Weyl Gruppen Element (der Ordnung 2), welches
die unipotente Gruppe U°T nach U°™ konjugiert, das heifit w - U°t .- w™! = U°~,
Dann gelten nach Proposition 4.20 und Lemma 4.22 die Faktorisierungen

Ut =WUtrnw-Ur-w™)-(UrNnw-U” -2 ') und

U =U nw-Ur-o™H- (U Nnw-U--w™). Esist U = UFNwo-U”-w™! und
UM = Ut nw-Ut-w™, da w ein konstanter Loop ist. Die analogen Gleichungen
gelten fiir U°~ und U*~. Damit ist die Behaupung gezeigt. &

Mit diesen Gleichungen kénnen wir die Birkhoff Zerlegung aus Proposition 4.20 fiir
unsere Zwecke geeignet modifizieren:

Proposition 4.27 FEs gilt 7(UM) = U*~. Weiterhin existiert ein wo € W°, fir

welches T(U°T) = wg' - U™ -wq gilt. Insbesondere ist
T(UY) = wg' - U™ - wo, (4.7)
und es gilt die modifizierte Birkhoff Zerlegung
AGY = | r(UY) w-C-UT. (4.8)
weWw

Die Vereinigung ist disjunkt.
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Beweis: Da 7 nach Konstruktion die Cartan Unteralgebra ¢ von gU invariant
1aBt, operiert 7 auf der Menge aller Wurzelrdume g&, o € A°, und ebenso auf der
Menge aller Systeme positiver Wurzeln von A°. Daher existiert ein wy € W° derart,
daB 7(ut) = Ad(wg')(u°") gilt. Dies liefert auf der Gruppe G die Gleichung
T(U°F) = wy' - U°™ - wy, wobei wir fiir wy einen Vertreter aus der zugehdrigen
Nebenklasse von Z g (¢) in N g(c) wéhlen.

Da 7 punktweise auf AGY operiert, gilt 7(UM) = U*": Es sei g(\) = e +
Seso Ag - AF € UM die Fourier Reihe eines Loops aus UM, Dann gilt wegen der
Stetigkeit von 7 die Gleichung 7(g)(A) = € + Ypoo T(Ar) - A = € + Spso T(Ag) -
AR e UM

Zusammen erhalten wir mit Lemma 4.26 7(U*) = 7(U°T) . 7(UM) = wy' - U°~ -
wo - UM = wyt - U™ - UM - wy, da wiederum wy ein konstanter Loop ist.

Mit der Birkhoff Zerlegung aus Proposition 4.20 erhalten wir schliellich

AGY = wi' - AGE = wy'  Upew U™ w-C-UY = Upewwy' - U™ -w-C-Ut =
Unew wg' - U™ - wo-w-C - UY = Upew 7(UT) - w - C - Ut, wobei wir ausnutzen,
dal wo-W = W gilt. &

Die folgende Eindeutigkeitsaussage wird fiir uns von grofler Bedeutung sein:

Proposition 4.28 FEs seien v;, u; in UT und n; aus der Gruppe N = W .C
(¢ = 1,2) derart, daf 7(vy)-ny-uy = 7(v2) - n2-uy gilt. Dann ist ny = na.

Beweis: Nach Proposition 4.27 existieren w1, 23 in U™, so dal 7(v;) = wy 2w
fir ¢« = 1,2 gilt. Weiterhin existiert ein ¢ in der Cartan Untergruppe € so dafl
ny = nyp-c gilt, da die Vereinigung in Gleichung (4.8) disjunkt ist. Wir setzen
v_ = wyt-ayt o xy cwe und wy = wuy - ull, sowie n := ny. Dann wird die
gegebene Gleichung zu (wg-n)™'-v_ - (wo-n) = c-uy. Die linke Seite dieser Glei-
chung hat nach Proposition 4.20 eine Faktorisierung y_ -y, € U~ -U". Damit gilt
U™ 35y =c (up-y;') € C-Ut = BF. Da der Schnitt von Bt und U~ trivial
ist, folgt y_ = e. Da auch C NUT = {e} gilt, folgt ¢ = e, und die Behauptung
ist gezeigt. &

Fiir unsere Iwasawa Zerlegung bendtigen wir eine eindeutige Zerlegung in der modi-
fizierten Birkhoff Zerlegung aus Gleichung (4.8). Diese werden wir auf die eindeutige
U™ NU*-Zerlegung” aus Proposition 4.23 zuriickspielen.

Zunéchst noch ein Lemma:

Lemma 4.29 Es sei vy € UT und n € N. Dann exvistieren ry, ry in UT, so dafs
n-ry-n~tin T(UT) und n-ry-n~t in 7(U7) liegt, und vy = ry-rqy gilt.

Beweis: Im ersten Schritt wollen wir sehen, dafl das Element n - vy - n™' in der
Menge (Ut - U™) liegt, oder dquivalent, daf 7(n) - 7(vy) - 7(n”') € Ut - U~
gilt: Nach Gleichung (4.7) aus Proposition 4.27 existiert ein r_ in U™, so daB
T(vy) = wy'r_we gilt. Mit 7 := 7(n)-wy' € N (7 1aBt die Cartan Untergruppe
C' invariant, also auch N) erhalten wir die Gleichung 7(n-vy-n™') = n-r_-n7%
Nach Proposition 4.20 und Lemma 4.22 existieren s, € Ut Nn-U~-n~! und
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so e U nNn-U"-ntsodaB n-r_-nt = 5135, gilt.

Zusammen liefert dies die Faktorisierung n - vy -n™' = 7(s1) - 7(s2) mit 7(sy) €
TUT) Nn-Ut-nt und 7(s2) € 7(U7) N n-UT-n7t weil 7(pU ™Y =
n-r(wy' U™ ~we)-n™t = n-7(r(UT))-n~t = nUtn=t gilt. Setzen wir schlieBlich
ri = nt7(s1) - n und ry = n7t-7(sy) - n, so erhalten wir vy = ry-ry mit
ri, 7o € Ut sowie n-ry-n~! in 7(U%) und n-ry-n~! in 7(U7), wie gefordert.

Nun kommen wir zu der angekiindigten Aussage:

Proposition 4.30 Es sei y € AGY. Dann existieren sy und vy in UT und ein
neN,sodaff y = 7(sy)-n-ry gilt, und n-ry-n=t in 7(U) liegt.
Diese Zerlequng ist eindeutig.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Existenz der gewiinschten Zerlegung:
Nach Proposition 4.27 existieren 5,,7, € U" und ein n in N, so dall y =

7(84) - n - 4. Wir faktorisieren das Element 7, nach Lemma 4.29: 7y = rq -
ry, 1,7 € Ut und n-ry-n”t € 7(UT) sowie n-ry-nt € 7(U7). Dann ist
y = 7(54) (n-ri-n7t)n-ry Setzen wir s := 7(7(54) n-ri-n”t) und ry o=y,

soist y = 7(sy) n-ry, und es gilt s, ry € UT mit der gewiinschten Eigenschaft
an ry.

Nun kommen wir zur Findeutigkeit dieser Zerlegung:

Nach Proposition 4.28 ist das Element n aus dem Normalisator N in einer wie
oben konstruierten Zerlegung in jedem Fall eindeuti%. Wir kénnen zum Beweis der
Eindeutigkeit also wie folgt ansetzen: Es seien ng), T_If) eU" t=1,2)und n € N
so daf} T(SS_I))'TL'TS_I) = T(Sf))-n-rf) gilt sowie n-rﬂf)-n_l e r(U™) fir e =1,2.
Wir setzen s; := (Sf))_l -33_1) e Ut und ry := rf) : (rg_l))_l € U"; dann liegt
wieder n -7y -n~! in 7(U7), und wir haben die Gleichung 7(sy)-n = n - ry.
Folglich haben wir 7(s3) = n-ry-n~t € 7(U7). Da 7(UT) N 7(U™) trivial ist,
folgt s, = e = ry, und die Eindeutigkeit ist gezeigt. &

Wir wollen nun das Rezept vorstellen, wie wir ein Vertretersystem der Doppelne-
benklassen konstruieren. Dazu brauchen wir zunéchst eine Definition:

Definition 4.31 Ein Loop x € AGY heifit T-symmetrisch, wenn 7(x) = 7 gilt.
Die Menge aller 7-symmetrischen Elemente in AGY heiffie T .

Insbesondere ist {7(¢)™*-¢g : ¢ € AGY} eine Teilmenge von 7.

Bemerkung zu Definition 4.31

Der Begriff der 7-symmetrischen Elemente kommt vom analogen Ausdruck in den
endlichdimensionalen Lie Gruppen und verallgemeinert dort den Begriff der 6-
symmetrischen Elemente, sofern # eine Cartan Involution einer endlichdimensio-
nalen, halbeinfachen, reellen oder komplexen Lie Gruppe ist: Auf den Lie Grup-
pen SL(n,R) und SL(n,C) ist 0(g) = (g7)~! die kanonische Cartan Invo-
lution beziehungsweise #(X) = —X7T auf den zugehdrigen Lie Algebren. Dann
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sind die #-symmetrischen Matrizen die Menge aller reellen, symmetrischen be-
ziehungsweise aller hermitschen Matrizen mit Determinante 1. Die Menge aller
0(g)"'g (g € SL(n,IR) oder SL(n,T)) sind hierin die positiv definiten Matrizen.
Dies ist die Zusammenhangskomponente des neutralen Elements der Untermannig-
faltigkeit aller §-symmetrischen Elemente. &

Nun kénnen wir das Konzept ausfithren. Die Idee fiir dieses Vorgehen stammt von
Prof. Dorfmeister:

Konzept: Die Untergruppe AYGY operiert auf der Menge 7 aller 7-
symmetrischen Elemente verméoge (g,x) — 7(¢)~'-x-g. Wir werden unter anderem
ein (diskretes) Vertretersystem der Bahnen dieser Operation konstruieren.

Wir gehen dazu wie folgt vor: Zu einem beliebigen Loop ¢ € AGY zerlegen wir das
T-symmetrische Element z := 7(¢)~' g beziiglich der Faktorisierung 7(U*)-N-U*
von AGY. Dann ist das Mittelelement n € N wegen Proposition 4.28 selbst -
symmetrisch. Wir konstruieren ein Element uy € U™, so dall 7(ug) ™ -a-uy = n
gilt.

Im néchsten Schritt finden wir einen konstanten Loop y € GU derart, daf
T(y)™' -n-y = t(A) in der (diskreten) Gruppe aller Homomorphismen der S! in
einen maximalen Torus 7' der maximal kompakten Untergruppe U von G¥ liegt.
Im letzten Schritt wird ein Loop s € AGY konstruiert, der #(\) 7-symmetrisch
splittet, das heifit t = 7(s)™' - s.

Zusammen erhalten wir die Gleichung

T(ug) T(y) 7(s) s yThui =@ = 7(g)7 g

Diese zeigt sofort, dal h := g-uy-y-s von 7 fixiert wird, also in der Gruppe AG al-
ler, beziiglich 7 reellen Loops liegt. Folglichist ¢ = h-s™'-(y"ui') € AG-s-ATGY.
An einem Beispiel werden wir sehen, dafl sich nicht alle 7-symmetrischen Loops
rT-symmetrisch splitten lassen. Das Verfahren wird zeigen, dafl dies genau daran
scheitern kann, dafl nicht alle 7-symmetrischen Homomorphismen in maximale Tori
splittbar sind. Wir kénnen sogar anhand der reellen Form ' von G% charakteri-
sieren, wann dieser Fall eintreten kann. &

Nach dem Konzept gehen wir im folgenden stets von 7-symmetrischen Loops aus,
die wir mittels der Operation von ATGY auf 7 auf ein Element in N reduzieren:

Satz 4.32 s sei + € AGY ein 7-symmetrischer Loop. Dann existieren Elemente
ne€N und r,v € Ut, so dafy die Gleichungen

T(r)-xz-r™t =n-o,

T(n) =nt und n-v-nt = 7(v)!

(4.9)

gelten.

Beweis: Essei @ = 7(vy)-n-ry die eindeutige Zerlegung von = nach Proposition
4.30, das heifit vy, ry liegen in Ut und es gilt n-ry-n~t € 7(U7).
Nach Voraussetzung gilt dann 7(vy)-n-rp = 2 = 7(x)™" = 7(ry)""-7(n)~" -0
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Die rechte Seite hat im allgemeinen nicht die Eigenschaft aus Proposition 4.30. Aber
nach Proposition 4.28 gilt n = 7(n)™', und wir erhalten die Gleichung 7(vy) - n -
ry = 7(ry)”"-n-v7' Nun splitten wir das Element v;' € Ut geméf Lemma 4.29,
das heifit, wir erhalten vy, vy € Ut sodaB n-vy;-n™ € 7(UT), n-vgn™t € 7(U7)
und vi' = vy - vy gilt. Damit erhalten wir die Gleichung @ = 7(ry)™" -n - 07! =
(7(ry)~tn-vi-n™t) n-v,. Dies ist wieder die Zerlegung von x nach Proposition 4.30;
mit der Eindeutigkeitsaussage in dieser Proposition schlieflen wir die Gleichungen
ry = vy und 7(vy) = 7(ry)" - n- v - nTh Die zweite Gleichung ist dquivalent zu

T(ry-vy) = nevp-n~h Da 7(n)™t = n gilt, folgt 7(v1) = 7(v2-vy) = n-vp-nt
und oit-ryt = v_l__l-vz_l = .

Zusammen erhalten wir 7(ry) -z -ri' = 7(ry) - (7(ry)™" om0l rit = 0oy,
mit 7(n)™ = n und n- vy -0t = (v &

Bemerkung 4.33 (i) Die Zerlegung n - v des Elements 7(ry) -2 -r;' aus dem
letzten Satz ist genau dann die eindeutige Zerlegung aus Proposition 4.30, wenn
v = e gilt,da n-v-n7t = 7(v)7t € 7(UT) ist und 7(U7)N7(UT) trivial ist.
Die Zerlegung (n-v-n~')-n-e € 7(U")- N ist dagegen stets die Zerlegung aus
Proposition 4.30.

(i1)) Wenn wir ein 7-symmetrisches n € N gegeben haben, und ein v € U* derart,
daBl n-v wieder T-symmetrisch ist, dann folgt die Gleichung

n-v-n~t = 7(v)"h ¢
Wir werden fiir das folgende eine weitere Involution von AGY einfiihren:

Lemma 4.34 Es set n € N ein fiziertes T-symmetrisches Element. Dann wird
auf AGC durch
o(g) == 1(n-g-n7"), ge€AG

eine stetige, differenzierbare Involution definiert. IThre Ableitung dé : Agt — Ag¥
ist gegeben durch do(X) = 7(Ad(n) X).

Essei Ut = {qeU" : ¢(q) € Ut} = Ut N ¢(U"). Dies ist eine ¢-invariante
Untergruppe von U,

es gilt UtT = Ut N (wo-n)"' - U™ - (wy-n) mit dem Weyl Gruppen FElement
we € W° aus Proposition /.27. Die Untergruppe UYT st zusammenhingende
und einfach zusammenhdingende, nilpotente Lie Gruppe mit Lie Algebra utt =
ut N Ad(we - n)~H(ut). Sie ist endlichdimensional.

Insbesondere ist die Exponentialabbildung von wt nach Ut ein surjektiver Dif-
feomorphismus.

Beweis: Esist dod(g) = 7(n-7(n-g-n"Y)-n™t) = n~tr(r(n-g-nt))-n7t = g.
Die Stetigkeit und Differenzierbarkeit von ¢ folgt, da 7 stetig und differenzierbar
ist und ebenso Konjugation mit Gruppenelementen.

Die ¢-Invarianz der Gruppe U't und der Lie Algebra ut* sind klar. Ebenso ist
klar, dal utt die Lie Algebra von Ut ist.

Weiterhin gilt Utt = Ut ng(Ut) = Ut nn~t-7(UY)n = Ut Nn=t - (wg'- U~
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wo)-n = Ut N (wo-n)™"- U™ - (wp-n). Damit folgt, dal U™+ endlichdimensional
ist. Nach Proposition 4.21 und Lemma 4.22 gilt Ut = (Ut N (wo-n)™* - U~ -
(wo-n)) - (Ut N (wo-n)™t- Ut (wy-n). Wieder nach Proposition 4.21 ist dieses
Produkt ein Diffeomorphismus auf die Gruppe U*, welche nach Proposition 4.24
zusammenhédngend und einfach zusammenhingend ist. Dies gilt damit auch fiir die
beiden Faktoren, insbesondere fiir die endlichdimensionale, nilpotente Lie Gruppe
U**. Nach [HilNe|, Kapitel I1I, Satz 3.23, und Korollar 3.24 ist damit die Exponen-
tialabbildung exp : ut* — U*T ein Diffeomorphismus. &

Bemerkung: Die Gleichung ¢(UT) = (wo-n)™' - Ut - (wo - n) gilt nicht ele-
mentweise, da Konjugation mit dem Weyl Gruppenelement wy € N/C nur auf
der ganzen Untergruppe U™ wohldefiniert ist. Bei elementweiser Konjugation ist

wo - v-wy', v € UT natiirlich abhingig vom gewéhlten Vertreter wy. &

Wir zerlegen nun die nilpotente Lie Algebra u™t in ihre (41)-Eigenrdume beziiglich

der Involution d¢: u*tt = ufl—:l) &b u?’_"’l). Damit gilt das Lemma:

Lemma 4.35 Die Menge aller ¢-symmetrischen FElemente in UTT st genau
exp(u?’_"’l)).

Beweis: Ist X in ug"_*'l), so gilt ¢(exp(X)) = exp(do(X)) = exp(—X) =
(exp(X))™!, und exp(X) ist ¢-symmetrisches Element von U*TT.
Es sei umgekehrt ¢ ¢-symmetrischin UtT. Da die Exponentialabbildung surjektiv

ist auf UtT) existiert ein YV in ut*, so dall ¢ = exp(Y) gilt. Dann haben wir
exp(do(Y)) = ¢(g) = g1 = exp(—Y). Da die Exponentialabbildung auch injek-
tiv ist, folgt do(Y) = =Y, und das Lemma ist gezeigt. &

Nun konnen wir den nachsten Reduktionschritt durchfithren:

Proposition 4.36 FEs sei n ein 7-symmetrisches Element in der Gruppe N und
v in U, so dafy * := n-v wieder 7-symmetrisch ist. Dann existiert ein Loop ¢
in der Untergruppe U™, so daff 7(g)™' - 2-g = n gill.

Beweis: Nach Bemerkung 4.33 (ii) gilt fiir = die Gleichung n-v-n™' = 7(v)™!;
das heiBt ¢(v) = ov~'. Der Loop v liegt damit automatisch in UtT und ist
¢-symmetrisch. Nach Lemma 4.35 existiert ein V in u?’_"’l), das unter der Expo-

nentialabbildung auf v geht. Nun setzten wir ¢ := exp(—s - V) und rechnen:
m(g) v ag = T(exp(3V)) n-exp(V)-exp(—1V) = n-m(n-exp(iV)-n~1)-exp(3V) =
n- gb(exp(%V)) . eXp(%V) =n- eXp(d¢(%V)) ) eXp(%V) _

n - exp( IV) . eXp(%V) = n. o

2
Es wird also die Reduktion des Elements © = n-v auf n vorgenommen mit einer
¢-symmetrischen Quadratwurzel von v in UtT.

Von jetzt an haben wir es also nur noch mit 7-symmetrischen Elementen in der
Gruppe N, dem Zentralisator der Cartan Untergruppe C' in der polynomialen Loop
Gruppe APGE, zu tun.

Nach den einfiihrenden Notationen und Bezeichnungen in diesem Abschnitt 4.3 hat
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jedes n € N eine Faktorisierung n = p-h-t, wobei t = t(\) € T ein Homomorphis-
mus der S in den maximalen Torus T von U ist, p ein Element des Normalisators
von t in U ist und % in der Cartan Untergruppe C von G¥ liegt. Diese Zerlegung
ist nicht eindeutig, da Ny (t) N C = T nicht trivial ist. Der Homomorphismus ¢
hingegen ist eindeutig: Ist n = py-hy-ty = pa-hy-ty,soist ty-t51 = hyt-prtpy-hy
ein konstanter Homomorphismus der S! nach 7', also gleich dem neutralen Element
e. Nun werden wir Eindeutigkeit in der ganzen Faktorisierung herstellen:

Lemma 4.37 Zu jedem n € N existieren ¢ € Ny(t), H- € cn und t € T, so
daff n = q-exp(H_)-t gilt. Diese Zerlegung ist eindeutiy.

Beweis: n besitzt eine Zerlegung n = p- h -t, wie oben beschrieben. Wegen der
Polarzerlegung C' = T - exp(cr) existieren eindeutige hy € T und H_ € ¢, so
daB h = hy -exp(H_). Wir setzen ¢ := p- hy. Dann ist wieder ¢ € Ny(t), und
wir haben die gewiinschte Zerlegung n = ¢-exp(H-) - t.

Der Homomorphismus ¢ ist wie oben gezeigt eindeutig. Folglich ist fiir die Ein-
deutigkeit der ganzen Zerlegung nur ¢; - exp(Hy) = ¢2 - exp(Hz) anzusetzen. Da
Hy, Hy nach Voraussetzung in ¢y < ¢-u liegen, zeigt bereits die Polar Zerlegung
GY = U-exp(i-u) der ganzen Lie Gruppe auch hier die Eindeutigkeit von ¢ € Ny (t)
und H € ¢R. &

Diese eindeutige Zerlegung wenden wir jetzt natiirlich auf 7-symmetrische n € N
an:

Proposition 4.38 Fs sei n € N 7-symmetrisch und n = q-exp(H_) -1 sei-

ne eindeutige Zerlegung nach Lemma 4.37. Dann gelten die Gleichungen ¢ =
m(g)Y, t=r7(g-t ¢ und H_ = 7(Ad(q)(—H_)).

Beweis: Es gilt nach Voraussetzung ¢ -exp(H_)-t = n = 7(n)”' = 7(t)7"-
7(exp(H-))-7(q)™" = 7(q)7" - 7(q-exp(=H_-)-q7")-7(q- - ¢7"). Wenn gezeigt ist,
dafBl der letzte Term wieder die Zerlegung aus 4.37 ist, so folgt die Behauptung mit
der Eindeutigkeit: 7 148t die Gruppe Ny(t) invariant, da t und U invariant sind
unter 7, folglich ist 7(¢)~' wieder in Ny(t). Weiterhin a6t Ad(q) die Unteralgebra
cr invariant, weil 2 - u und die Cartan Unteralgebra ¢ darunter invariant sind
(¢ € U). Folglich ist auch exp(7(Ad(¢)(—H-))) wieder in exp(cr). SchlieBlich ist
auch 7(¢-t-¢') wieder ein Homomorphismus der S' in den maximalen Torus T,

da ¢-T-¢'CCNU =T und 7(T) = T gilt. &

Jetzt koénnen wir unser Element n dhnlich wie in Proposition 4.36 7-symmetrisch
reduzieren auf einen Loop in AU:

Proposition 4.39 Fs sei n € N 71-symmetrisch und n = q-exp(H_) -1 seine
Zerlegung nach Lemma 4.37. Dann liegt n in der Bahn von q-t unter der Operation

von ATGY

Beweis: Der Beweis wird durch die folgende Rechnung gefiihrt, wobei wir die
Gleichungen aus der letzten Propositon verwenden:
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7(exp(—zH-)) " nexp(—3H-) = ¢ m(q-exp(3H-)-¢")-exp(H_)-t-exp(—3H_) =
q-exp(T(Ad(q)(3H-))) -exp(+3H- ) t = q-exp(—3H_)-exp(+3H_)-t = q-1. ¢

Bis jetzt haben wir also gezeigt, daB jeder 7-symmetrische Loop = € AGY unter der
Operation von ATGY auf der Menge T aller 7-symmetrischen Loops in der Bahn
eines Elements ¢-t liegt, wobei ¢ in Ny(t) und ¢ in 7T liegt, und die Gleichungen
g = 7(¢)7" und 7' = 7(q-t-q7") gelten. Fiir die nichsten Reduktionsschritte
benétigen wir nicht nur die Voraussetzung, dafl « 7-symmetrisch ist, sondern auch,
daB ein Loop ¢ in AGY existiert, der z splittet, das heift = = 7(¢)~' - g. Die
r-symmetrischen und in AGY splittbaren Loops sind natiirlich die Vereinigung von
vollen Bahnen der Operation von ATGV auf 7.

Satz 4.40 Essei n = q-t T-symmetrisch in der Faktorisierung, die in Proposition
4.39 konstruiert wurde. Dann hat q eine T-symmetrische Splittung in der mazximal
kompakten Untergruppe U wvon G¥, das heifit, es existiert ein r. € U, so dafs

q = T(T'_l_)_l ry gllt

Beweis: Nach Voraussetzung existiert ein Loop ¢ in AGY so daB 7(¢g)~'-g = ¢-t.
Da die Wirkung von 7 auf unsere Loop Gruppe punktweise ist, und ebenso die Ver-
kniiptfung in der Loop Gruppe, vertauschen 7 und Inversenbildung mit der Punkt-
auswertung A — Ao € S1. Weil ¢(A =0) = e gilt, folgt die Existenz eines Elements
rin GY so daB ¢ = 7(r)~* - r gilt. Dann bekommen wir die folgende Gleichung:
T(r)7her =g = 0(q) = 0(r(q)7") = bor(r(r)™-r)7h = for(rt-7(r)) =
7(0(r)=h) - 7(0(7(r))) = 7(0(r)™") - O(r).

Dies ist dquivalent zur Gleichung r - 8(r)~' = 7(r - 0(r)~'). Daher existiert ein f
in Fix(7),s0daB 6(r) = f-r. Dieses f ist §-symmetrisch,da f = 0(r) -r~".
Nun zerlegen wir das Element r beziiglich der Polar Zerlegung in GU. Das heifit,
wir finden Elemente U in u(= Fiz(0) in g¥) und r, in der maximal kompakten
Untergruppe U von G% sodafl r = exp(:-U)-ry gilt. Dies liefert f = 0(r)-r~! =
(exp(—7-U)-ry)-(exp(i-U)-ry)™t = exp(—i-U)-exp(—i-U) = exp(—2-1-U).
Wir setzen [ := —2-¢-U und schlieflen exp(F) = f = 7(f) = exp(7(F)). Da
die Exponentialabbildung auf dem (7-invarianten) Unterraum ¢-u injektiv ist, folgt
7(F) = F. Damit wird auch r_ := exp(i-U) = exp(—1F) von 7 fixiert. Zusam-
men erhalten wir ¢ = 7(r)™ r = 7(r_ory) " bor_ory = 7(rg) (e )T orm g =
7(ry)™' - ry und sind fertig. &

Bemerkung: Das Element r welches ¢ in G 7-symmetrisch splittet, kénnen wir
direkt ermitteln, sofern das 7-symmetrische Element z von der Form 7(g)~"- g ist:
Wir haben nidmlich in dem Verfahren einen Loop z bestimmt, fiir den 7(z)™!-z-2z =

q-t gilt. Dann ist ¢ = 7(r)” - r mit r := g+ z[n21 -

Nun werden wir die letzte Reduktion beziiglich der Operation von ATGY vorneh-
men. Dies wird uns Homomorphismen in einen (anderen) maximalen Torus von U
liefern:
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Proposition 4.41 FEs sei n € N 7-symmetrisch und 7-symmetrisch splittbar
in AGY. Weiterhin sei n = ¢ -t die Zerlequng nach Proposition /.39 und
g = 7(ry) "oy mit r4 € U nach Satz 4.40. Dann ist T(ry)-n-ri' = ry-t-ry!
ein Homomorphismus der S' in den mazimalem Torus ri-T-ri'. Dieser ist wieder
T-invariant.

Beweis: Esist 7(ry)-n-ri' = 7(rg)-q-t-ri' = ry-tori!

Offensichtlich ist r4-¢-r7" ein Homomorphismus in die Gruppe ri-T-r7'. Da ry
in U liegt, ist ry - T -r7' wieder ein maximaler Torus.

Dieser ist auch 7-invariant: 7(ry-7-r7') = 7(ry)-T-7(ry)™" = ry-¢ " Tqri' =
ry - T -ri', weil ¢ den Torus 7' normalisiert.

Der Homomorphismus ry - ¢ - 77" ist mit n natiirlich wieder 7-symmetrisch und
splittbar. &

Wir haben es also nun nur noch zu tun mit 7-symmetrischen Homomorphismen in
maximale Tori, die T-invariant sind. Bevor wir uns daran machen, solche Homomor-
phismen 7-symmetrischin AGY zu splitten, miissen wir noch ein wichtiges Problem
16sen:

Wenn wir ein 7-symmetrisches und splittbares n = ¢-t € N in der Zerlegung nach
Proposition 4.39 gegeben haben, so existieren im allgemeinen tiberabzéhlbar viele
Elemente ¢ im maximalen Torus 7', so dal n’ := ¢-c¢-t wieder 7-symmetrisch und
splittbar ist. Ein Beispiel fiir diesen Fall geben wir unten. Die in Proposition 4.41
konstruierten ry in U liefern damit iiberabzéhlbar viele maximale Tori ry - T -7}
in U. Es sind aber tatséchlich nur endlich viele:

Satz 4.42 Es sei n = ¢ -t ein T-symmetrisches und splittbares Flement von N

in der Faktorisierung aus Proposition /.39, sowie r* € U (aus Satz 4.40) mit

q=71(ry) oy

Weiterhin sei ¢ € T derart, dafy n-c (= q-c-t) wieder T-symmetrisch und splittbar
ist. Dann existiert ein s in T := ry-T-r7" von der Ordnung 2, so daf8 ry-t-ri!
in der Bahn der Operation von ATGE des Elements n - c liegt.

Die Anzahl der Elemente der Ordnung 2 in T" ist 2'—1, wobei [ gleich der Mdchtig-

keit eines Systems einfacher Wurzeln des Wurzelsystems A° wvon gU ist.

Beweis: Das Element n = ¢-c-t liegt in der ATGY-Bahn von 7(ry)-q-c-t-r7' =
ryccotoryt = (ryceory' ) (rp-teryt) € 17, wobel M7 = ry -1yt gesetazt
wird. Weiter sei ¢ := ry-c-ri' und ¢/ := ry - t-r7t

Nach Proposition 4.41 ist der maximale Torus 7" 7-invariant, desselben seine Lie
Algebra t' <u. Dann ist ¢ := ! G ¢ -t eine 7-invariante Cartan Unteralgebra mit
kanonischer, reeller Form ¢z = ¢-t. Es existiert ein H in ¢ mit ¢ = exp(H).
¢ 7t-symmetrisch und splittbar. Da ¢ und
¢ vertauschen, gilt dasselbe fiir ¢’. Insbesondere ist e = T(c’) - = exp(r(H)) -
exp(H) = exp( (H)+ H). Nun koénnen wir das Element ¢ - ¢ mit einem Element
aus 1" 7-symmetrisch abandern: t'-¢ — T(exp(—— Nt exp(—iﬂ) =1

exp(+17(H))-exp(H)-exp(—LH) = exp(L-(H+7(H))). Es ist exp(L-(H+r(H)))

Mit dem Element n - ¢ ist auch ¢ -
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gleich e oder hat Ordnung 2, und liegt in 7".

Es ist ¢ = [laemeexp(i - R+ H,) = (SY. Damit hat jeder maximale Torus 2'
Elemente, deren Quadrat e ist. &

Bemerkung 4.43 Mit dem letzten Satz haben wir also ein diskretes Vertretersy-
stem der 7-symmetrischen und splittbaren Elemente unter der Operation von ATG?
indem wir wie folgt vorgehen: Wir suchen in jeder Doppelnebenklasse von unserem
fixierten, maximalen Torus T" in Ny(t) nach einem Vertreter ¢, der 7-symmetrisch
und splittbar ist. Dies sind (aller-) hochstens |[W°| viele. Zu jedem solchen ¢ er-
mitteln wir ein 7, in U nach Satz 4.40, welches ¢ splittet: ¢ = 7(ry)~' - ry.

Dann berechnen wir alle Homomorphismen #(A) € T, die t™' = 7(¢-¢-¢")
geniigen. Diese Eigenschaft eines Homomorphismus ist natiirlich unabhangig von
gewahlten Vertreter ¢, das heifit, sie ist nur von der Nebenklasse ¢ - T abhédngig.
Die Menge aller solchen Homomorphismen ist eine Untergruppe von T (= (Z)'),
also isomorph zu einem (Z)k mit 0 < k£ < [. Insbesondere ist dies eine diskrete

Menge.

Zuletzt berechnen wir alle Elemente s in 77 := ry - T -r;' der Ordnung 2, wel-
che 7-symmetrisch und splittbar sind. Mit # := ry -t 7" ist dann das Element
s-t = t.s € M -T'. Wenn diese Element s eine Splittung in 7" besitzt, so
konnen wir s+t 7-symmetrisch (mit A*GYV) reduzieren auf den Homomorphismus
t € M’. Andernfalls behandeln wir das Element s - noch einmal mit Satz 4.40,
das heifit wir finden ein +/, in U, sodal s = 7(r, )" - gilt; dann reduzieren wir
st = () st ()T = ()T e Y = (e ry) -0 ()T
Die Aussage des Satzes 4.42 ist, dafl die Anzahl der so entstehenden maximalem

Tori hochstens gleich der Méchtigkeit der Weyl Gruppe W° = Ny(t)/T mal der
Anzahl der Elemente der Ordnung 2 und 1 in einem maximalen Torus ist, das heifit
héchstens |[We|- 2!, Insgesamt erhalten wir eine diskrete, hchstens abzihlbar unend-
liche Menge von Homomorphismen der S' in endlich viele, verschiedene, maximale
Tori derart, daf jeder 7-symmetrische und splittbare Loop beziiglich der Operation
von ATGY in der Bahn eines der konstruierten Homomorphismen liegt. &

Es folgen jetzt zwei
Beispiele:

(i) Wir setzen G¥ = SL(2,0) und definieren

(g) = ((1) _01 ) gt ((1) _01 ) g € SL(2,0).

Weiterhin nehmen wir die kanonische Cartan Involution 0(g) := (g)T~! die mit 7
vertauscht.

Als Cartan Untergruppe C' wahlen wir die Diagonalmatrizen in SL(2,C). Wir neh-
men fiir ¢ ein triviales Weyl Gruppenelement. Die Homomorphismen der S! in

den maximalen Torus 7' = SU(2) N C sind von der Gestalt diag(\*, \7%), k € Z,
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und nur der triviale ist 7-symmetrisch. Nach Satz 4.42 brauchen wir nur nach den
Elementen der Ordnung 2 und 1 in 7" zu suchen, die 7- symmetrisch und splittbar
sind. Dies ist neben dem neutralen Element nur die Matrix ¢ := diag(—1,—1).
Diese Matrix hat weder im Torus T noch in C' eine Splittung, wie man sofort
errechnet. Es gilt aber die Gleichung

0 1\ _ (0 1) (-1 0
"\-10) " \-10 0 —1
Dies ist also die Matrix ry in U = SU(2), die ¢ splittet.

(ii) Im zweiten Beispiel gehen wir von der Gruppe GY¥ = SL(3,C) aus mit der
reellen Form ¢ = SL(3,IR); esist also 7(¢g) = g¢. Als Cartan Involution wahlen wir
wieder 0(g) = (9)7 ! auf GY, beziehungsweise #(X) = — X7 auf der zugehérigen
Lie Algebra gv = si(3,C). Die Cartan Unteralgebra ¢ beziehungsweise Cartan
Untergruppe C seien wieder die Diagonalmatrizen in g¥ beziehungsweise GU.
Wir greifen uns diesmal als Weyl Gruppenelement die Spiegelung an der Wurzel
a2 heraus, wéhlen einen Vertreter ¢ in der zugehérigen Nebenklasse von T =
C'NSU(3) im Normalisator von t = ¢Nsu(3) in U = SU(3), der 7-symmetrisch
und splittbar ist. Ein solcher ist gegeben mit

01 0
q = 10 0 € NU(f)
0 0 -1

Die Gruppe aller Homomorphismen der S' nach T, die der Gleichung ¢~ = 7(¢-
t-g71) geniigen, ist dann {diag(\*, \*, A7%) k€ Z}.
Eine Splittung des Weyl Gruppenelements ¢ der Gestalt ¢ = 7(ry)~' - ry ist
gegeben mit
| 11 0
ry =—-| —t 1 0 € SU(3).
V2 0 0 —i-V2

Wir bestimmen nun zunéchst alle Elemente ¢ in T, fiir welche ¢ - ¢ wieder 7-
symmetrisch ist. Eine kurze Rechnung zeigt, dafl dies die Gruppe {diag(u, p, p=?) :
p € St} oist.

Diese Elemente vertauschen (in diesem Fall) alle mit ¢ und lassen sich 7-
symmetrisch in 7' splitten, es ist nimlich 7(6)~'-b = diag(p, p, p=*) mit der eben-
falls 7-symmetrischen Matrix diag(/p, \/ft, p~') mit einer fest gewéhlten Wurzel
Vi von g€ ST Wir haben also zum Weyl Gruppenelement ¢ die 7-symmetrischen
Homomorphismen ry -t -r3' € ro - T -r7' mit ¢ = diag(A\*, A", A72%) (k € Z)
ermittelt. &
Nun kommen wir zum letzten Schritt. Eine weitere Reduktion der 7-symmetrischen

Homomorphismen ist jetzt nicht mehr moéglich. Wir sind nun in der folgenden Aus-
gangslage:
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Es ist T' ein 7-invarianter, maximaler Torus der maximal kompakten Untergruppe
U von GY und wir haben einen Homomorphismus der S' nach 7' gegeben, der
7-symmetrisch ist. Die Lie Algebra von T sei t,und ¢ := t& -t die zugehorige
Cartan Unteralgebra von g¥ mit kanonischer, reeller Form ¢g = ¢ - t.

Den 7-symmetrischen Homomorphismus ¢ wollen wir nun in der vollen Loop Grup-
pe AGY 71-symmetrisch splitten. Wir werden sehen, daff dies nicht immer mdglich
ist, aber wir haben ein hinreichendes Kriterium, welches nur von der gewé&hlten,
reellen Form G von GU abhingt und sicherstellt, wann die Splittung der Homo-
morphismen immer méglich ist. Zunéachst brauchen wir noch etwas Vorbereitung

(siehe [Helg], Chapter VII, § 7, Lemma 7.6 und Corollar 7.8):

Proposition 4.44 Fs sei t. := {T €t : exp(T) = e} das sogenannte Finheitsgit-
ter in t. Dies ist eine endlich erzeugte, abelsche Gruppe vom Rang dimi(t) = [.
FEs existieren Elemente Cq,...,C; in cg, so daff {27iCq,....27C}} eine Basis
des Gitters t. ist.

FEs sei fir jedes o € A° das Element H, definiert durch «(H,H,) = o(H) VYH €
¢. Dann ist ¢g = Y ,ene IR H, und die von der Menge {(271'@')(&27&) “H, : a € A%}
erzeugte, additive Gruppe tao ist ein Untergitter des Einheitsgitters t., wobet das
Skalarprodukt aus («, ) := k(H,, Hg) kommt.

Wenn die mazimal kompakte Untergruppe U von GU einfach zusammenhingend

ist, so sind die Glitter gleich : tao = t.. In diesem Fall ist {(4a aZ) -H, . a€ell’}
eine Basis von t., wobei II° eine Basis des Wurzelsystems A° sei.
Es existiert noch ein weiteres interessantes Gitter in t: Wir setzen t(u) = {H € t :

exp(H) € Z}, wobei Z das Zentrum von GU bezeichne, (dies liegt bekanntlich stets
in U). Dann gilt (siehe [Helg], Ch VII, § 6, Lemma 6.5): t(u) = {H €t : a(H) €
2.7 -1 %}. Insbesondere ist t. ein Untergitter von t(u), und dieses ist unabhéngig
von der kompakten Lie Gruppe U, deren Lie Algebra u ist.

Das Einheitsgitter t. hdngt dagegen von der gewéhlten Lie Gruppe U zur Lie Al-
gebra u ab; das Einheitsgitter und t(u) stimmen genau dann {iberein, wenn das
Zentrum von U trivial ist.

Beispiel: Die kompakte Gruppe SU(n) ist fiir n > 2 einfach zusammenhéangend.
In der Komplexifizierung sl(n,C) der zugehorigen Lie Algebra su(n) ist die Kil-
ling Form gegeben durch #(X,Y) = 2n - Spur(X - Y). Wir nehmen die Diago-
nalmatrizen in sl(n,C) als Cartan Unteralgebra und betrachten die Linearformen
ei(diag(z1,...,2,)) = z. Dann sind die Wurzeln gegeben mit «a;; = e; —e; ¢ # j.
Wir setzen an H,,, = ;- (E; — Ej;). Dann erhalten wir mit o = «;; die Glei-
chung 2z;; = a(H,) = (a,a) = k(H,, H,) = 2n - Spur(H?) = 2n-2:1;22j. Dies
liefert x;; = i und (o, ) = % fiir alle ¢ # j. Damit ist mz—a) -H, = Fy — FEj;.
Es ist also (‘;Lal) -Hy, = 2-7-1-(Fy;— Ej;) fir @« = «;;. Wir koénnen fiir die
Basis des Gitters t. nach Proposition 4.44 folglich Cy := 27 (Eyg — Ejy1p41) flr
1 <k <1l = n—1 wihlen. Das Einheitsgitter t. hat in diesem Fall den Index n

im Gitter t(u). &
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Wir kehren nun zuriick zu Homomorphismen ¢ : S! — 7. Indem wir die Ab-
leitung von ¢(A) bei A = e bilden, finden wir ein Element H in T, so daf
tA = €%) = exp(p - H) fiir alle » € R gilt. Dieses H ist auch eindeutig.
Insbesondere ist exp(2cot # H) = e; es liegt also 27 - H im Einheitsgitter t.. Da-
mit existieren eindeutig bestimmte, ganze Zahlen m;, so daf H = ¢ - Zé‘:l m; - O
gilt. Wir fassen zusammen:

Proposition 4.45 Die Gruppe T aller Homomorphismen der S ist gleich
!
{)\: RN exp(igoﬂ) : H = an-(]j, n; € Z}
j=1

Diese Gruppe ist kanonisch isomorph zu Z'. Die Untergruppe aller 7-symmetrischen
Homomorphismen ist {t € T : t =explep H) mit 7(H)= H}.

Beweis: Mit der Vorarbeit bleibt fiir den ersten Teil der Proposition nur zu zeigen,
daB exp(ip H) mit H € t. einen Homomorphismus #(\ = ¢"¢) definiert. Dies ist
jedoch klar.

Fir einen 7-symmetrischen Homomorphismus (A = €"%) = exp(ie H) gilt
exp(—ig-(H)) = exp(r(ip H)) = r(explip H)) = (1) = 1= = exp(—i g H)
fiur alle ¢ € R. Damit ist —i-7(H) = —¢- H oder 7(H) = H. Die Umkehrung
ist trivial. &

Jetzt kénnen wir schliellich die Splittung unseres 7-symmetrischen Homomorphis-
mus vornehmen. Die hier entscheidende Idee, die 47-periodische Kurve ¢ in Glei-
chung (5.10) durch die Kurve n aus (5.11) zu einer 27-periodischen Kurve zu
schliefen, verdanke ich Prof. Dorfmeister:

Satz 4.46 FEsseci t(\ = %) = exp(i@ H) ein T-symmetrischer Homomorphismus
in den T-invarianten, maximalem Torus T'. Dann wird durch

v o IR—T
o Y(p) = explyip H)

eine analytische Abbildung von IR in den Torus T definiert. Diese ist punktwei-
se T-symmetrisch, und »(27) ist gleich e oder hat Ordnung 2. Insbesondere wird
Y (27) von T fixiert.

Wenn (2x) ungleich dem neutralen Element e ist und in der Zusammenhangs-
komponente des neutralen Elements von Fix (1), das heifit in G liegt, so exvistiert

ein X in € =ung, so daff ¥(27) = exp(2x - X) gilt. Dann definiert

(4.10)

n : IR— K
4.11
1t ale) = el X) ey
eine analytische Abbildung von IR nach K, und
s+ IR—-U
. 4.12
§ e (o) dle) (4.12)
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ist analytische Abbildung von IR nach U mit 3(2x) = 3(0).

Fiir den Loop s € AGY, s(A=¢'%?) 1= 3(p) gilt t = 7(s)7!-s.

Wenn (27) = e ist, so setzen wir s(A = e?) = ¥(p); dann splittet s wiederum
den Homomorphismus t 1-symmetrisch. Wenn (2x) nicht in der Zusammen-
hangskomponente des neutralen Elements von Fix(7), das heif§it, nicht in G liegt,
so hat t keine T-symmetrische Splittung in AGY.

Beweis: Nach Proposition 4.45 wird das Element H € c¢r von 7 fixiert. Damit
ist die Einparametergruppe @ punktweise 7-symmetrisch. Nach Prososition 4.44
ist ¥ (27) = exp(iw H) gleich e oder hat die Ordnung 2. Damit ist ¢ (27) in je-
dem Fall auch fix unter 7. Liegt ¢ (27) in G und ist ungleich e, so liegt dieses
Element auch in der zusammenhingenden, kompakten Gruppe K = G NU. Die
Exponentialabbildung exp : € — K ist surjektiv; daher existiert ein X € € mit
Yp(27) = exp(27 - X), und die Einparametergruppe n aus Gleichung (4.11) lauft in
K und hat die gewiinschte Eigenschaft (27) - n(27) = e.

Nun kénnen wir die Splittungseigenschaft von $ nachrechnen: 7(5(p))™! - 3(p) =
T@(e)™ ()™ () - wle) = ()T dle) = rlexp(zipH))™
exp( ioH) = exp(—%ic,oT(H))_l exp( itoH) = exp(io H) = t(\ = ew), da n
in K lauft, also punktweise von 7 ﬁXlert wird.

3(p) ist eine analytische Abbildung mit 3(27) = 3(0) (= e). Folglich ist der Loop
s definiert und liegt in AGY. Wenn (27) = ¢ ist, so wihlen wir X = 0 und die
Aussage folgt.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl ¢ keine Splittung hat, wenn (27) nicht in der Zu-
sammenhangskomponente von e in Fix(7) liegt:

Wir fithren den Beweis durch Widerspruch, das heifit, wir nehmen an, es existiere
ein Loop g € AGY derart, dafl ¢ = 7(¢)~! - g gilt. Ohne Einschrinkung kénnen
wir annehmen, dafl ¢(1) gleich e ist, denn es gilt e = (1) = 7(g(1))~"' - g(1),
folglich 7(g(1)) = ¢(1). Dann wird ¢ auch von ¢(1)™' - g(\) gesplittet.

Wir betrachten die 27-periodische, glatte Kurve §(¢) := g(e'®). Dann definie-
ren wir mit der analytischen Kurve i aus Gleichung (4.10) die Kurve p(¢) :=
G(¢) - ¥(p)' und zeigen, dafl diese punktweise von 7 fixiert wird:
T(U(p) " ¥le) = ¥(9)? = 1) = 7(§(0) 71 §(); dies liefert g(p)-1h(p)™! =
7(g(¢) - ¥(¢)™'), also die Behauptung.

Weiterhin gilt fiir die Kurve p: p(0) = ¢(0) - £(0)™' = e-e! = e und
p(27) = g(27) - L(27)"" = e-(27)"! = (27). Dies ist der gewiinschte Wi-
derspruch, da die glatte Kurve p in Fiz(7r) lauft und e mit ¢(27) verbindet.
Diese Elemente liegen aber nach Voraussetzung in verschiedenen Komponenten von
Nach diesem Satz wollen wir noch die wichtige Frage klaren, ob sich die Splittung ei-
nes 7-symmetrischen Homomorphismus #(A) mit einem Loop in A*G¥ durchfithren

1af3t:
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Satz 4.47 Es sei t(\) # e ein T-symmetrischer Homomorphismus der S' in den
T-invarianten, mazimalen Torus T wvon U. Dann existiert kein k(\) in ATGY, so
daff t = 7(k)™' -k gilt.

Wenn g ein Loop in AGY ist, fiir welchen das Element 7(g)~'-g in der Bahn des

Elements t # e unter der Operation von AYGY liegt, so ist g nicht in der ,,big
cell” AG - ATGY.

Beweis: Wir fithren den Beweis der ersten Aussage durch Widerspruch: Wir neh-
men an, es sei ¢ Zt = 7(k)~!-k mit einem & in ATGY. Dann zerlegen wir k wie
folgt: k(\) = k|azo - (k[r=0)' - k(N). Dann ist k|y—o in G¥, und (k|[y=0)7' - k(N)
liegt in der Untergruppe UM von U7t (siehe auch Proposition 4.26) Es liegt
H((khmo) ™ - KO 0 (1) = 09 (< U7,

Damit hat also unser #(\) eine Faktorisierung in U~ - G¥ - U*. Der konstante Loop
7(k)"Y =0 k|r=0 in GY liegt (nach der Birkhoff Zerlegung von G%) in einer Doppel-
nebenklasse U°™ -w-C - Ut mit einem w in der Weyl Gruppe W° = N_o(c)/C.
Also liegt ¢ selbst in der Doppelnebenklasse U~ - w - C' - UT. Es sind aber die Ne-
benklassen ¢ - und w-C genau dann gleich, wenn w™" - #(\) in C liegt. Da ¢
nach Voraussetzung nicht konstant ist, folgt der Widerspruch.

Nun zeigen wir leicht den zweiten Teil der Aussage: Wenn 7(¢)~% - ¢ in der ATGP-
Bahn von ¢ liegt, und wir annehmen, da} ¢ = & vy mit einem 2 in AG und vy
in ATGY, dann ist 7(vy )t vy = 7(9)7 g = T(ug)7t -t uy mit einem ug in
ATGY. Damit steht die daraus folgende Gleichung ¢ = 7(vy - uZ')™ - vy - ul' im
Widerspruch zum ersten Teil dieses Satzes. &

Zuletzt zeigen wir noch eine Aussage zur Existenz weiterer Doppelnebenklassen
beziiglich der Untergruppen AG und ATGY:

Satz 4.48 Wenn die Komplexkonjugation 7 von GT beziiglich G selbst eine Car-
tan Involution ist, dann ist G' gleich U (das heifit 7 = 8), und 7 ist die negative
Identitit auf der kanonischen, reellen Form ¢ jeder t-invartanten Cartan Unteral-
gebra ¢ von g¥. Insbesondere wird jeder Homomorphismus in einen T-invarianten,
mazimalen Torus T in U wvon 1 fiziert. Es gilt in diesem Fall AGY = AG-ATGL.
Wenn 7 keine Cartan Involution ist, so existiert stets ein T-symmetrischer und
splittbarer Homomorphismus der S' in einen T-invarianten, mazimalen Torus der
mazimal kompakten Untergruppe U von GU. Insbesondere ist AG - AYGU echte
Teilmenge der Loop Gruppe AGL.

Beweis: Es sei 7 Cartan Involution, die mit der Cartan Involution 6 vertauscht.
Dann ist 7 = 6. Daher ist 7 die Identitdt auf jeder maximal abelschen Unteralge-
bra t von u, und gleich der negativen Identitat auf der kanonischen, reellen Form
cr = ¢-t der zugehodrigen Cartan Unteralgebra ¢ = t @ ¢ - t. Nach Proposition
4.45 existiert zu jedem Homomorphismus ¢ der S* in den zugehérigen maxima-
len Torus T von U ein Element H in cg, so daffi t(A = ¢'¥) = exp(ip H) gilt.
Daher ist 7(t) = exp(—tp7(H)) = exp(—ip - (—H)) = exp(ip H) = t. Folglich
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existieren (aufler e) keine 7-symmetrischen Homomorphismen. Damit existiert nach
Proposition 4.41 fiir jeden Loop ¢ ein Element vy in ATGT, so daB das Element
7(9)7' g = 7(vy)7" - vy gilt. Dann ist h = ¢-v;' in AG, und folglich ist ¢ in
AG - ATGE,

Wir beweisen jetzt den zweiten Teil: Nach Voraussetzung ist nun 7 nicht gleich der
Idetitat auf u. Wir konstruieren uns induktiv eine maximal abelsche, 7-invariante
Unteralgebra von u, auf der 7 nicht gleich der Identitat ist. Dazu zerlegen wir u in
seine (+1)-Eigenrdume ug beziiglich 7.

Es sei t_ eine maximal abelsche Unteralgebra von u_. Dann ist t_ # {0}, weil
nach Voraussetzung u_ nicht trivial ist. Weiter sei t; eine maximal abelsche Un-
teralgebra des Zentralisators ,, (t-) von t_ in uy. Dann ist t := ¢4 + t_ eine
r-invariante Unteralgebra. Wir miissen noch zeigen, daf} sie maximal abelsch ist in
u: Essei YV = Y, +Y_ im Zentralisator von {. Dann vertauscht Y insbesondere mit
jedem X_ € t_: 0 = [V, X_] = [V, X_]+[Y_, X_]. Anwenden von 7 zeigt, daf}
Vi, X_] =0 = [Y_,X_] gilt. Folglich ist Y_ in t_ und Y} in 3, (t-). Ebenso
vertauscht Y mit allen Elementen in t;, und das selbe Argument zeigt, dafl Y,
auch mit t; elementweise vertauscht, also in t; liegt. Zusammen folgt YV € t.
Damit ist auch die kanonische, reelle Form ¢g = ¢ -t 7-invariant, und der
(+1)-Eigenraum von 7 auf ¢ ist nicht trivial. Wir betrachten nun das Gitter
in ¢, welches von den C4,...,(; aus Proposition 4.44 erzeugt wird. Dieses ist
r-invariant. Denn aus exp(2ri H) = e folgt ¢ = 7(e¢) = exp(—2xi¢7(H)) =
exp(2ri- (—=7(H))), also ist auch —7(H) und damit 7(H) im Gitter. Unsere Invo-
lution 7 kann nicht die negative Identitat auf diesem Gitter sein, da {Cy,...,C;}
eine RR-Basis von c¢p ist, und der (+41)-Eigentaum von 7 auf c¢r nicht tri-
vial ist. Daher existiert ein H im Gitter derart, da 7(H) # —H. Dann ist
H = H + 7(H) ein 7-fixes Gitterelement ungleich 0. Der zugehérige Homo-
morphismus t(A = ¢%) := exp(ip H) der S' nach T := exp(t) ist dann 7-
symmetrisch, braucht aber keine Splittung in AGY zu besitzen. Jedoch ist dann
t?(# €) 7-symmetrisch mit Splittung ¢* = 7(¢)~' - ¢t. Mit Satz 4.47 folgt dann die
Behauptung. &

Bemerkung 4.49 (i) Auch wenn 7 keine Cartan Involution von g ist, existie-
ren im allgemeinen maximal abelsche Unteralgebren von u, auf welchen 7 als die
Identitéat operiert, wie das folgende Beispiel zeigt:

Wir betrachten die Lie Algebra sl(2,C) mit der reellen Form su(l,1). Die zu-
gehdrige Involution 7 ist gegeben durch 7(X) = —diag(1l,—1)(X)T diag(1,—1).
Die r-invariante, kompakte, reelle Form sei wie immer su(2). Eine maximal abel-
sche Unteralgebra in dieser sind die rein imagindren Diagonalmatrizen mit Spur 0.
Diese werden von 7 fixiert.

(ii) Der erste Teil von Satz 4.48 ist bekannt: Zum Beispiel in [GoWal],

Theorem 5.5:

Es sei O™ := exp(cg). Dann ist die Produktabbildung

AU x O x U°t x UM — AGY ein [somorphismus von Mannigfaltigkeiten. Dies
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ist die Verallgemeinerung der klassischen Iwasawa Zerlegung in endlichdimensiona-
len, halbeinfachen Lie Gruppen auf die Loop Gruppen, sofern die reelle Form (AU)
von einer Cartan Involution der zugrundeliegenden Lie Gruppe GU stammt.

Nun ist U°F - UM = U* und die Gruppe C® . U* liegt in B*. Diese wiederum
ist Untergruppe von A+GY. Folglich gilt stets AU - AYGY = AGY. &

Es werden zum Abschluf} dieses Kapitels noch zwei Beispiele gebracht. Das erste
wird zeigen, daf der zweite Fall im letzten Satz auch auftreten kann, das heifit, daf
nicht immer alle 7-symmetrischen Homomorphismen gesplittet werden kénnen, falls
Fiz(7) nicht zusammenhéangend ist. Das zweite illustriert das Verfahren in der Loop

Gruppe ASL(2,C) mit der reellen Form ASL(2,R):

Beispiele:
(i) Wir wahlen die Gruppe G¥ = SO(n,C) (n > 3) mit der Komplexkonjugation

7(9)2(% _%q)-g-(% _%q), g € GY,

wobei p, ¢ > 1, p+ ¢ = n. Eine mit 7 vertauschende Cartan Involution von G
ist gegeben durch 0(g) = (g)7 .

Dann ist Fixz(7) die Menge aller Matrizen g € SL(n,C) mit g-¢7 = E,, wobei

g von der Gestalt
[ A B
7=\c b

ist, mit reellen Matrizen A und D und rein imagindren Matrizen B und C. Diese
Gruppe hat zwei Zusammenhangskomponenten, da dies fiir die maximal kompakte
Untergruppe K von Fix(r) der Fall ist:

K = Fiz(8) N Fix(t) = S(O(p) x O(q))+ : Ko U Ky, wobei Ky isomorph ist
zu SO(p) x SO(q) und Ky zu (diag(—1,1,...,1)-50(p)) x ((diag(—1,1,...,1)-
S0(q)))-

Damit hat Fixz(7) die beiden Komponenten (in Polarzerlegung):

G = Ko-exp {( O 109) B e i R
=p
sowie die Nebenklasse K7 -exp(p).
Wir nehmen uns nun das Element Y := FE, 11 — E,11, in u = so(n). Dann
ist 7(Y) = =Y, und es existiert eine maximal abelsche, 7-invariante Unteralge-

bra t von u, die Y enthilt. Es definiert damit ¢(\A = ¢'?) = exp(¢Y) einen 7-
symmetrischen Homomorphismus in den zugehérigen, maximalen Torus 7' = exp(t)
von U, da exp(2rY) = E, ist. Fiir die Kurve ¢(p) = exp(i¢Y) in Gleichung
(4.10) gilt nun ¢ (27) = diag(1,...,1,—1,—1,1,...,1). Diese Matrix liegt aber in
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Ky, damit ist nach Satz 4.46 der Homomorphismus ¢ nicht splittbar in ASO(n,T).

(ii) Wir betrachten in diesem zweiten Beispiel die Gruppe G¥ = SL(2,C). Diese
kleine Lie Gruppe geniigt, um das Prinzip der Splittung von Homomorphismen zu
illustrieren, wie sie in Satz 4.46 allgemein durchgefithrt wurde. Bis auf Isomorphie
ist SL(2,IR) die einzige nicht kompakte, reelle Form von SL(2,C). Wir wahlen al-
so GG = SL(2,R), und folglich ist 7(X) = X. Als 7-invariante, kompakte, reelle
Form wahlen wir SU(2). Wir nehmen die Diagonalmatrizen kanonisch als Cartan
Untergruppe beziehungsweise als Cartan Unteralgebra.

Nach dem Verfahren bestimmen wir zunichst ein Element ¢ in der Gruppe Ny(t),
welches in der nicht trivialen Nebenklasse der Weyl Gruppe W° = Ny(t)/T liegt
und 7-symmetrisch ist. Es ist T = {diag(p, ™) : p € S'}. Ein solches ¢ ist
gegeben durch ¢ = ¢ (FEy3 + F21). Die Gruppe aller Homomorphismen der S*
in den maximalen Torus 7', die der Gleichung ¢™* = 7(¢ -t -¢™') geniigen, ist
trivial, da 7(q - diag(\*, \7%) - ¢7Y) = 7(diag(A\7", \F)) = diag(AF, \7F) gilt. So-
dann brauchen wir nur alle Elemente s in T der Ordnung 2 zu bestimmen, fiir
welche ¢ - s wieder 7-symmetrisch ist. Das einzige Element der Ordnung 2 in T,

(s = —e) erfilllt dies. Mit ry := diag(i,—¢) € T hat s eine T-symmetrische Split-
tung: s = 7(ry)~' -ry. Dieses ry vertauscht allerdings nicht mit ¢. Aber es hat das
Element s auch eine 7-symmetrische Splittung mit ro := ¢ selbst. Damit liegen

q und ¢ -s in der selben Bahn unter der Operation von ATSL(2,C), wir brauchen
also nur eine Splittung von ¢ in SL(2,C) zu finden. Es wird ¢ gesplittet von der
Matrix r = % (Eu+i-Eiadi-Ey+ Ey) € SU(2).

Nun begeben wir uns in die triviale Nebenklasse von T in Ny(t), das heifit, wir
nehmen das neutrale Element e als 7-symmetrisches ¢. Die Gruppe aller Homomor-
phismen, die obiger Gleichung geniigen, sind dann natiirlich alle 7-symmetrischen
Homomorphismen in den Torus 7. Dies ist die volle Gruppe T = {diag(\*, A7) :
k € Z}. Wieder ist s = —e das Element, fiir welches ¢ - s 7-symmetrisch ist.
Allerdings vertauscht die Splittung von s mit dem Element r; mit allen Homomor-
phismen, so daf} wir uns auf deren Splittung beschrianken kénnen.

Weiterhin stellen wir fest, daB mit der Matrix p := FEi3 — Ey € SU(2) stets gilt
t=t = 7(p)~* - ¢ p, das heifit, daBl ¢ und ¢! hier stets in der selben ATSL(2,T)-
Bahn liegen. Dies ist kein allgemeines Phdnomen, da die negative Identitat auf
einem Wurzelsystem A° im allgemeinen nicht durch ein Weyl Gruppen Element
dargestellt wird, zum Beispiel in der Serie a; fiir [ > 2 von einfachen Lie Algebren.
Es bleibt uns also nur noch die Homomorphismen ¢ = diag(A*, \=F) mit &£ > 0
gemaf Satz 4.46 zu splitten: Wenn & gerade ist, so wird ein solcher Homomorphis-
mus t(\ = ¢'?) = exp(ipk - diag(1,—1)) gesplittet von s,(\) = diag()\g,)\_g).
Wenn k ungerade ist, so betrachten wir die Kurve ¢ (p) = exp(%icp-diag(l, -1)) =
diag(e%, 6_%). Dann ist ¢ (27) die negative Einheitsmatrix. Wir miissen nun ein
X in & = s0(2) berechnen, derart, daff exp(27r.X) = —e ist. Dies wird bekannt-
lich von X := %‘(Elz — Fa1) € s0(2) geleistet. Dann wird #(\) 7-symmetrisch
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gesplittet von dem Loop s(A = ¢*) = exp(eX) -1 (p) und es ist

1ok _ipk .
S ()\) = ‘ 21 k‘ COS(%) ‘ i2k ‘Sln(%) =
g 3 -sin(%) e~ 3 Cos(%)
» ) (4.13)

( ME LA —171_»2;1))'
2

Damit sind wir mit diesem Beispiel fertig. Wir haben die disjunkte Doppelne-
benklassenzerlegung von ASL(2,C) bezliglich der Untergruppen ASL(2,R) und
ATSL(2,C) konstruiert:

ASL(2,C) = Ugso ASL(2,R) - s1(A) - ATSL(2,0). &

4.4 Die Kodimensionen der Doppelnebenklassen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit der Frage beschaftigen, welche Kodimensi-
on fiir jeden, im letzten Abschitt konstruierten Doppelnebenklassenvertreter s die
Untermannigfaltigkeit AG - s - ATGY in AGY hat. Wir werden diese Fage nicht
vollstéandig kléren, kénnen aber unter bestimmten Voraussetzungen an die reelle Lie
Gruppe G zeigen, daB das Produkt AG - ATGP eine offene und dichte Teilmenge
der ganzen Loop Gruppe ist, indem wir zeigen, daf} jede andere Doppelnebenklasse
(endliche) positive Kodimension in AGY hat.

Wir benétigen zunéchst etwas Vorarbeit.

Lemma 4.50 FEs sei ¢ eine Cartan Unteralgebra von g@ und cr seine kanonische,
reelle Form. Weiterhin sei X aus cg und a € A° eine Wurzel und E, € gt\{0}.
Dann gill Ad(exp(ioX))E, = %X . B, fiir alle » in IR.

Wenn H in dem von Cy,...,C; erzeugten Glitter in cg liegt, so ist o(H) in Z
fiir alle o in A°. (siehe Proposition 4.44 zur Definition)

Beweis: Esist Ad(exp(ieX))E, = exp(ivad(X))E, = 4“0 E, da [X,E,] =
a(X)E, gilt.

Die Voraussetzung an das Element H ist d4quivalent zu exp(2xH) = e nach Pro-
position 4.44. Damit folgt a(H) € Z. &

Die Eigenschaft a(H) € Z gilt natiirlich auch fiir alle H € ¢, fir welche exp(27 H)
im Zentrum von GU liegt.

Um Kodimensionen berechnen zu kénnen, machen wir davon Gebrauch, daf} jede
Doppelnebenklasse AG - s - ATGU als Mannigfaltigkeit diffeomorph zu s=! - AG -
s - ATGY ist, also zu einem Produkt abgeschlossener Untergruppen. Der Tangen-
tialraum dieser Untermannigfaltigkeit beim neutralen Element ist die Summe der
zugehorigen Loop Algbren: s™!-Ag-s + Atgl. Die Kodimension dieses reellen Un-
terraums von Agl ist dann die Kodimension der betrachteten Doppelnebenklasse.
Wir kommen zum Hauptsatz dieses Abschnitts. Wir brauchen noch eine Definition:
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Definition 4.51 Es bezeichne fiir jede Wurzel o € A° von g beziiglich der Car-
tan Unteralgebra ¢ &, den Unterraum der Loop Algebra AgU aller Abbildungen
der S mit Werten im Wurzelraum €-g¥, das heifit, es ist €, = {X(\) € Ag¥ :
X(\) = f(\) - E,}, wobei E, ein von Null verschiedener Vertreter aus gb ist.
Weiterhin bezeichne p, : Ag¥ — &, die Projektion der Loop Algebra auf &,
beziiglich der Wurzelraumzerlegung gv = ¢ @& Y cno g& von gv.

Satz 4.52 Fs sei t(A) ein T-symmetrischer Homomorphismus in den 7-

invarianten, mazimalem Torus T mit der Splittung t = 7(s)™" - s wie sie in Satz
4.46 konstruiert wurde. Dann hat t die Darstellung (X = ¢¥) = exp(ipHy), wobei
Hy von 7 fiziert wird und in dem von den Elementen C4q,...,C) erzeugten Gitter
in cr liegt.

FEs sei 8 eine Wurzel aus A°. Wenn 7(3) = [ gilt, so ist die Kodimension des
reellen Unterraums pg(s™' - Ag-s + Atgb) in &; gleich Null, falls 3(Ho) kleiner
oder gleich 1 ist und sie ist gleich B(Ho) — 1, falls p(Hy) > 2.

Wenn 7(3) = v # [ gilt, so gilt 3(Hy) = ~(Hy), und die Kodimension von
(ps + py)(s7 - Ag-s + Atgl) in 5+ &, ist wiederum gleich Null, falls 3(Hy) <1
ist, und sie ist gleich 2-(5(Hy) — 1), wenn B(Hy) > 2 ist.

Insbesondere ist die Kodimension d(s) von s~'-Ag-s + ATg" in der vollen Loop
Algebra Ag® gleich

)= X ) - =5 X (sH) - (1)

BEA®,B(Hp)>2 BEA°,B(Ho)#0

Beweis: Die erste Aussage ist klar nach Proposition 4.44 und 4.45.

Nach Lemma 4.50 ist 3(Hy) stets eine ganze Zahl.

Im ersten Fall 1}t 7 den komplex-eindimensionalen Wurzelraum gg invariant. Da
7 C-antilinear ist, existiert ein Ej in diesem Wurzelraum, welches fix ist unter 7.
Fiir den Beweis bezeichne hier F, die Menge aller Abbildungen f(A) der S! nach
C derart, daB f(X) - Ez in & liegt, und die Fourier Reihe von f die Gestalt
Siso fr - AF hat. Analog werde F_ definiert. F* bezeichne den Unterraum aller
f(A) aus F_, fiir welche limy_., f(A) = 0 gilt.

Fiir den Beweis bestimmen wir alle Funktionen f aus F* derart, dafl ein Loop vy
aus Atgl existiert, so dal f- E; — v, in s7!- Ag-s liegt. Dies ist dquivalent zur
Bedingung s(f - Es — v;)s™t € Ag. Dies wiederum ist dquivalent zur Gleichung
s(f-EBs—vy)s™t = 7(s)(f- Es —7(vy))7(s)7t Aufldsen nach (f - Eg —wvy) liefert
schlieflich die &quivalente Gleichung 70 Ad(t)(f - Fsz —vy) = - Es — vy

Weil die Involution 7 die Cartan Unteralgebra ¢ invariant 148t, die Unterrdume &,
permutiert und den Unterraum &g invariant 1a8t, vertauscht die Projektion ps mit
7. Nach Lemma 4.50 operiert Ad(t) durch Multiplikation auf den R&umen ¢ und
Ex, es vertauscht folglich Ad(t) mit allen Projektionen aus Definition 4.51.

Daher kénnen wir ohne Einschrédnkung fiir den Loop vy mit uy - FEjs ansetzen, wobei
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uyp in Fy liegt.

Es ist nach Lemma 4.50 Ad(t)(f - Eg) = f-exp(ipB8(Ho)) - Es = f(MAU) . By
Damit ist obige Gleichung dquivalent zu A~=f(Ho) . (m ur(A)) = f — uy bezie-
hungsweise zur Gleichung

\B(Ho) . f = f — )\A(Ho) . Uy — g

Wenn f(Hy) < 1 gilt, so hat diese Gleichung fiir jedes f € F* eine Losung
uy € F*onamlich uy := A=PH) L F(X), weil f(A) in F liegt.

Wenn B(Hy) > 2 ist, so sind die Koeffizienten von A\ gleich 0 fiir alle 1 < k& <
B(Hp)—1 in der rechten Seite der letzten Gleichung, da w4 in Fy zu wihlen ist. Da-
her hat diese Gleichung genau fiir den reellen Unterraum aller f(A) = >, o fu - A"
in F* eine Losung, fiir die f_; = fk_g(HO) gilt fiir alle 1 < k < B(Hp) — 1. Das
kanonische Vektorraumkomplement hierzu in I ist gegeben durch alle Laurent Po-
lynome f(\) = znff{O LA mit fop = —fL s,y firalle 1 <k < p(Hy)— 1.
Dieser hat offenbar die reelle Dimension B(Hp) — 1. Insgesammt ist gezeigt, daf
das Produkt dieses (3(Hp) — 1)-dimensionalen Unterraums von F* mit Eg in der
direkten Summe mit ps(s - Ag-s + Atgl) gleich & ergibt. Das zeigt den ersten
Teil der Behauptung.

Die Behandlung des zweiten Falles erfolgt &hnlich: Zun&chst haben wir ~v(Hy) =
T(B8)(Ho) = (77 (Ho)) = B(7(Ho)) = B(Hp). Wir nehmen ein Ejs aus gg\{()}
und setzten E., := 7(Ej).

Wir gehen in den 7-invarianten Raum &z + &, und bestimmen den reellen Unter-
vektorraum von F* x F* aller (fi, f2), fiir welche ein Loop vy in Agl existiert,
sodall fi(A\) - Es + fo(A)- E, — vy in s7'- Ag- s liegt. Dies fithrt wieder auf die
Gleichung 7o Ad(t)(fiEs + foby —vy) = fiEs + LE, — vy

Es ist pg + p, die Projektion der vollen Loop Algebra auf &; + &, da pgop, =
py 0o ps = 0 gilt. Wieder vertauscht 7 mit der Projektion ps + p., ebenso Ad(t).
Daher kénnen wir annehmen, dafl vy = wuy - Eg+ug - E, ist, mit Funktionen wuq, us
in .

Da p(Hy) = ’y(Ho) gilt, folgt sofort die dquivalente Gleichung

fi —ug = ABWH) . (fa — uy) beziehungsweise MNWHo) £ f, = NHo)y gy
Diese Glelchung hat fiir B(Ho) < 1 mit upy = —A~ B £ e Fy und wuy :=
— AP f, . stets eine Losung.

Wenn f(Hy) > 2 ist, so ist diese Gleichung genau fiir den Unterraum aller

1,f2) von F7Z x F* eine Losung, fir welche fY/ = f* it {ur alle
F* x F* eine Losung, fiir welche fU) Oty gilt fir all

1 <k < B(Hy) — 1, wobei f](l) den Koeffizienten von ) in der Fourier Reihe
der Funktion f;(A) bezeichnet. Das kanonische Vektorraumkomlement in F* x F*
ist der reelle Unterraum {(f, —A=PHo) £y . f(}) = Zn__}{o oA e F*} der
reellen Dimension 2(3(Hy) — 1).

Da der Verktorraum s~ '-Ag-s + Atg® insbesondere Atg®¥ enthilt, folgt die Formel
fiir die Kodimension, da im zweiten Fall die Kodimension von (pg + p,)(s™' - Ag-

s+ Atgh) in & + &, gleich 2 (B(Hy) — 1) = (B(Ho) — 1) + (y(Ho) — 1) ist. &
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Bevor wir die Konsequenz dieses Satzes auf der Gruppenseite betrachten, folgt noch
ein einfaches Beispiel zur Illustration:

Beispiel: Wir betrachten das Beispiel (ii) am Ende des Abschnitts 4.3. Es sei also
GY = SL(2,€) zusammen mit der reellen Form G = SL(2,R). Wir betrachten
den 7-symmetrischen Homomorphismus #(\) = diag(\*, A\7%) mit & in IN mit
seiner Splittung ¢ = 7(s;)"'s. Dann gilt mit der Wurzel 3 := «;, die Gleichung
B(Hy = diag(k,—k)) = 2k > 2. Weiterhin ist 7(a) = a fiir beide Wurzeln « in
A°.

Nach Satz 4.52 ist dann die Kodimension von ps(s™'Asl(2,R)s + A*tsl(2,0)) in
gg glelch ﬂ(Hk) —1 =2k —1.

Ein komplementérer Unterraum der Projektion von s™'Asl(2,R)s + ATsl(2,C) auf
Es (dies sind die Loops mit Werten in € - F; 5) ist gegeben durch : RA™! - Fy 5. &

Nun wird das Ergebnis aus Satz 4.52 auf die Loop Gruppen iibertragen:

Korollar 4.53 Wenn in der Situation von Satz 4.52 ein  in A° existiert mit
|B(Ho)| > 2, so hat das Produkt (s7'AG s)ATGY als Mannigfaltigkeit eine endliche,
positive Kodimension in der Loop Gruppe AGU. Diese ist gleich der Kodimension
der Doppelnebenklasse AG -s- ATGU.

Wenn fir jedes von 7 fizierte Element Ho, fir welches exp(2xi - Hy) = e ist,
und fiir welches der zugehorige, T-symmetrische Homomorphismus t(\ = e*#H0) =
exp(ipHy) eine Splittung in AGY besitzt, ein B in A° existiert mit |3(Hy)| > 2,
so0 ist das Produkt AG - ATGU offen und dicht in AGT.

Beweis: Die Kodimension des Produkts (s7'AG s)ATGY ist gleich der Kodimen-
sion der Summe der zugehérigen Lie Algebren in Ag®. Diese ist nach Satz 4.52 und
Gleichung (4.14) mit der Voraussetzung im Korollar positiv. Insbesondere enthélt
(s7'AG s)ATGY keine nicht leeren, offenen Teilmengen von AGY. Damit kénnen wir
den zweiten Teil beweisen: Nach Satz 4.42 und der Bemerkung 4.43 treten in dem
in Abschnitt 4.3 beschriebenen Verfahren zur Bestimmung von Doppelnebenklassen
héchstens abzahlbar unendlich viele Vertreter auf. Fine abzéhlbare Vereinigung von
Untermannigfaltigkeiten AG - s - ATGY von je positiver Kodimension hat keine in-
neren Punkte nach dem Satz von Baire. Daher ist das Produkt AG - A*GY dicht in
AGY, und offen, da die Summe der zugehérigen Lie Algebren gleich Agl ist. <

Das folgende Beispiel zeigt, dafl tatsachlich der Fall eintreten kann, dafl ein 7-fixes
Hy in cg existiert, fiir welches exp(27i - Hy) = e ist, und die Summe auf der
rechten Seite von Gleichung (4.14) Null ist, das heift, fiir jede Wurzel  in A° ist
B(Hy) € {0, £1}:

Beispiel: Wir betrachten die einfache, komplexe Lie Gruppe GY = SO(3,C) zu-
sammen mit der Komplexkonjugation 7(X) := diag(l,—1,—1)Xdiag(1,—1,—1).
Dann ist die maximal kompakte Untergruppe SO(3) von SO(3,C) invariant un-
ter 7. Weiterhin nehmen wir die Cartan Unteralgebra ¢ := € - (F;2 — F21) von
50(3,0). Diese ist invariant unter 7 und der Cartan Involution #(X) = X. Damit
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ist die kanonische reelle Form c¢g gegeben durch ¢g = ¢- R - (F12 — Es1), und
t = 1-cpg = R(F12 — F21) ist maximaler Torus von so(3).
Nach [Helg], Chapter III, § 8, Seite 188, 189 ist eine der beiden Wurzeln S im
Wurzelsystem der so(3,C) beziiglich der Cartan Unteralgebra ¢ gegeben durch
B(E12 — E91) = —i. Nach Gleichung (16) im obigen Zitat ist die Killing Form der
50(3,C) gegeben durch x(X,Y) = Spur(X -Y). Damit konnen wir das Element
Hps aus cr und (3, ) berechnen: Wir setzen an Hz = z - (F12 — Fap). Dann gilt
die Gleichungskette
A(—i) = AUH5) = (8,8) = n(Hs, Hy) = (~2). Folglich ist Hy = 4(Fys — Fn)
und (5, 8) = 3(=1) = 3.
Dies liefert ﬁ]_]ﬁ = 2i(F12 — E91). In diesem Fall hat das von (27¢) - ﬁ]_]ﬁ
erzeugte Untergitter (vergleiche Proposition 4.44 des Einheitsgitters t.(= {X €t :
exp(X) = e}) den Index 2 in t.. Denn es ist bekanntlich t. = 27Z% (F12 — F2).
1

Folglich wéhlen wir fiir das Element Hy ein Element in o - t., welches kein gan-
2

zes Vielfaches von Wﬂg ist, also zum Beispiel Hy = «(Fi3 — Fz1). Dann gilt

7(Ho) = Hp und der zugehdrige Homomorphismus #(\ = €'%) = exp(ipHy) ist
T-symmetrisch.

Es gilt aber S(Hy) = ¢-(—t) = 1. Damit ist fiir dieses Hy die rechte Seite der
Gleichung (4.14) gleich Null.

Dies heifit aber nicht, dal neben dem Produkt AG - AGY noch eine weitere offene
Doppelnebenklasse existiert: Es ist obiger Homomorphismus #(A) nicht splittbar in
ASO(3,C) wegen Satz 4.46. Wir haben hierfiir nur zu zeigen, dafl mit der Abbildung
V() = exp(si¢H,) das Element (27) nicht in der Zusammenhangskomponente
des neutralen Elements von Fix(7). Da (@) in SO(3) lauft, haben wir nur zu
zeigen, dafl ¢(27) nicht in der Zusammenhangskomponente des neutralen Elements

von Fixz(r) N SO(3) liegt. Nun ist ¢(27) = diag(—1,—1,1), und

—

. 1 0 . 1 0
Fiz(t) N SO(3) = ( 0 SO(2) ) U diag(—1,—1,1)- ( 0 SO(2) )
Damit ist #(A) nicht splittbar. O

Bemerkung 4.54 Es konnte nicht geklart werden, ob das Phinomen aus dem letz-
ten Beispiel allgemein gilt. Das heifit, zu klaren ist folgende Frage:

Wenn ein Element Hy in dem von den Elementen C14,. .., C; erzeugten Gitter (siehe
Proposition 4.44 und 4.45) liegt und von 7 fixiert wird, und fiir jede Wurzel g € A°
gilt |B(Ho)| < 1, so liegt exp(wriHy) nicht in der Zusammenhangskomponente des
neutralen Elements von Fixz(7). &

Wir kénnen jedoch noch ein positives Resultat zeigen beziiglich der offenen Doppel-
nebenklassen. Nach [Helg], Chapter VII, § 8, Cor. 7.8 ist das von den Elementen
{(ZWi)J—a)Ha o« € 1I°} erzeugte Gitter tao gleich dem Einheitsgitter t., wenn
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die maximal kompakte Untergruppe U von G¥ einfach zusammenhingend ist. Wir
kénnen nun zeigen, dafl stets fiir jedes Element H, im Gitter %tm eine Wur-
zel [ existiert, so dab |F(Hy)| groBer oder gleich 2 ist. Wir brauchen noch etwas
Vorbereitung:

Definition 4.55 FEine Linearform p : ¢ — € auf der Cartan Unteralgebra ¢ heifit
Gewicht, wenn < p,a >:= % eine ganze Zahl ist fir jede Wurzel o in A°.
Die Menge aller Gewichte hes t7/{.
Ein Gewicht p heifit dominant beziglich einer Basis 11° von A°, wenn < p,a >
grofier oder gleich 0 ist fiir alle o € A°t, dem Systen positiver Wurzeln beziiglich
II°.

Fin dominantes Gewicht p heifft minimal, wenn < p,a > € {0,£1} fir alle « in
A° gilt.

Es gelten die folgenden, bekannten Aussagen tiber Gewichte (siehe [Hum], § 13, und
Exercise 13.13 und [Bourl], Chapter VI, Exercices § 1, Exercice 24) :

Lemma 4.56 (i) FEine Linearform p von ¢ ist genau dann ein Gewicht, wenn
< pya > eine ganze Zahl ist fir alle Wurzeln aus einer Basis 11° von A°. FEin
Gewicht st schon dominant, wenn diese Zahlen alle gréfier oder gleich 0 sind.

(it) Wenn 1I° = {oq,...,oq} eine Basis von A° ist, so existieren Gewichte
(1 <k <), sodaff < pr,a; >= by gilt fir alle 1 < k,j5 < 1. In diesem Fall
heifien die Gewichte pq, ..., fundamentale, dominante Gewichte. Sie bilden eine
Basis des Glitters aller Gewichte in ¢*.

(tii) Das Wurzelgitter Ay, := é‘:1 Z - o st Untergitter von A. Der Index ist die
Determinante der Cartan Matriz des Wurzelsystems A°.

(iv) Jede Nebenklasse des Wurzelgitters Ay, in A enthdlt genau ein minimales,
dominantes Gewicht.

Nun kénnen wir den angestrebten Satz zeigen:

Satz 4.57 s sei ¢ eine Cartan Unteralgebra von g mit kanonischer, reeller Form
cr, und Hy # 0 sei in dem von den Flementen {wf—a)]:i’cy ca € 1I°} erzeugten

Giitter %tm. Dann existiert eine Wurzel 5 € A°, so daff B(Hy) grofier oder gleich
2 ist.

Dieser Satz 148t sich auch (mithsam) zeigen, indem man jedes Wurzelsystem
Ap, ..., Gy einzeln durchgeht. Dies ist aber sehr aufwendig.

Beweis: Essei 1I° = {aq,...,a;} ein System einfacher Wurzeln. Dann hat H,
die Darstellung Hy = Zé‘:l mj(cyij)Hj, wobei H; := H,, gesetzt wird, und m;
in 7Z liegt. Wir setzen zum Beweis voraus, dal #(Hy) € {0,£1} gilt fir alle 8 in
A° und folgern Hy = 0:

Es sei also [ eine Wurzel. Dann ist [(Hy) = L omi—2—pB(H;) =

7=1 770 (a,05)
{ l 42(5,0@)

2 _
j:1mjmﬂ(5a%‘)— J=1 00 (ag,05)
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Es bezeichne A° das zu A° duale Wurzelsystem. Dies ist { 37 P € A°} mit

dem selben Skalarprodukt (-,-).
Dann ist II° := {(f—w)’y : v € II°} eine Basis des dualen Wurzelsystems (nach

[Hum], Exercise 10.1).

Wir setzen also ¢&; := ﬁai fir alle 1 < 5 < [ Damit ist [(H, ) =
Zé’:l m](ﬂvd]) = Zé’:l m](djvﬂ)' Es ist B ﬁﬁ ﬂv fOIghCh ist (6 6) ( 8)"
Nun betrachten wir die Linearform pooi= Zézl mjd&;. Dann wird [(Hy) =

(Zé‘:l mjdjv 6) = (:u 6) gﬁ (:u 6)

Da [(Hy) stets ganze Zahl ist, wird die Linearform g ein Gewicht des gecheckten
Wurzelsystems; es ist p (wie jedes Gewicht) auch dominant beziiglich einer geeig-
neten Basis 11° von A°,

Da [((Hp) nach Voraussetzung fiir jedes [ aus A° nur die Werte 0, 1 oder -1
annimmt, ist g sogar ein minimales Gewicht von A°. Weiterhin liegt x im Wur-
zelgitter AY. Nach Lemma 4.56 enthilt jede Nebenklasse von Ag, im Gitter aller
Gewichte A genau ein minimales Gewicht. Im Wurzelgitter ist die Null offenbar
minimal. Damit ist g = 0, folglich sind alle m; = 0. &

Damit kénnen wir nun den abschliefenden Satz dieses Abschnitts formulieren.

Satz 4.58 Es sei t maximal abelsch in der kompakten Lie Algebra u. Dann ist der
Index des Wurzelgitters tao im FEinheitsgitter t. nur abhdngig von der gewdhlten
kompakten Lie Gruppe U. Wenn die Gitter gleich sind, so ist das Produkt AG-ATGY
offen und dicht in der vollen Loop Gruppe AGT. Dies ist stets der Fall, wenn die
kompakte Gruppe U einfach zusammenhdingend ist.

In diesem Fall ist auch jeder T-symmetrische Homomorphismus t(X) splittbar in

AGE.

Beweis: Zu zeigen ist nur noch die letzte Aussage: Wenn U einfach zusam-
menhéngend ist, so ist die Fixpunktgruppe von 7 in U zusammenhé&ngend nach

[Helg], VII, Theorem 8.2. Nach unserem Satz 4.46 folgt dann die Behauptung.

4.5 Die Iwasawa Zerlegung in getwisteten Loop
Gruppen

In diesem letzten Abschnitt betrachten wir getwistete Loop Gruppen. Die getwi-
steten Loop Algebren wurden bereits in Definition 3.25 fiir die polynomialen Loop
Algebren eingefithrt, und in Proposition 3.48 wurde der Twistungsautomorphismus
6 auf die vervollstindigte Loop Algebra Al (I = g¥) fortgesetzt.

Wir wiederholen hier noch einmal die Konstruktion fiir die Loop Gruppen:

Notationen: Es sei 0 # id ein involutorischer Automorphismus der halbeinfa-
chen, zusammenhangenden Lie Gruppe . Die Ableitung do auf der zugehérigen,
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reellen, halbeinfachen Lie Algebra g werde ebenfalls mit o bezeichnet. Es sei - wie
immer - 7 die Komplexkonjugation der komplexen Lie Algebra g¥ beziehungsweise
Lie Gruppe GV beziiglich g beziehungsweise (.

Wir setzten o C-linear auf g¥ fort und bezeichnen diese Involution wieder mit o.
Wir setzen voraus, daB ¢ einen Lift auf die komplexe Lie Gruppe GV besitzt, das
heiBt, daB eine Involution auf GU existiert, deren Ableitung beim neutralen Element
gleich der Involution ¢ auf g¥ ist. Dann vertauschen die Involutionen 7 und o. In
der Lie Algebra g wéhlen wir eine Cartan Involution 64, die mit der Involution o
von g vertauscht. Diese existiert nach [Helg], Chapter III, Exercises B 4, und die
C-antilineare Fortsetzung 6 von 8, auf g¥ vertauscht mit 7 und der Fortsetzung von
o auf g¥'. Wie in Bemerkung 1.43 (ii) beschrieben, kénnen wir eine Cartan Unteral-
gebra von g konstruieren, die o- und fg-invariant ist. Deren Komplexifizierung ¢ in

g¥ ist dann invariant unter #, 7 und o.

Die Involution # hat einen Lift auf die Lie Gruppe GV (siehe Proposition 1.10 (i)).
Dieser werde ebenfalls mit # bezeichnet.

Nun setzen wir die Involution ¢ auf die Loop Gruppe AGT durch Twistung fort,
indem wir 6(g)(\) := o(g(—A)), VA€ St Vg€ AGY setzen. Dann ist die Ein-
schrankung von & auf die Untergruppe GV aller konstanten Loops in AGY gleich o.
Die Fixpunktgruppe von & in AGY werde mit AGY bezeichnet. Es ist dies also die
Menge aller Loops g, fiir welche a(g()\)) = g(—A) fiir alle X in S* gilt.

Wie im letzten Abschnitt werden die Involutionen 7 und # von G¥ durch punktwei-
se Operation auf die Loop Gruppe AGY fortgesetzt. Dann haben wir die folgende
Proposition:

Proposition 4.59 Die Involution & ist stetig auf der Loop Gruppe AGT. Die In-
volutionen 7, § und & von AGC vertauschen.

Beweis: Die Stetigkeit von & zeigt man wie die Stetigkeit der Involutuion & auf
der zugehérigen Loop Algebra AgP in Proposition 3.48.

Wir zeigen die Vertauschbarkeit von 7 und & auf AGP, indem wir einen Loop ¢ in
seine Fourier Reihe in A entwickeln:

6o T(Trez e - M) = 0(Tienm(A)N) = e o(r(A))(=A)
T(Ciez (A=) (=N)7") = 7(Zrem o (AN (=A)*) = 70 8(Chez Ar - ).

Ziel dieses Abschnitts ist es, die in Abschnitt 4.3 konstruierte Reduktion eines 7-
symmetrischen Loops x(A) auf ein Element n im Normalisator der Cartan Unter-
gruppe C mittels der Operation von ATGY durchzufiihren fiir 7-symmetrische z in
der getwisteten Loop Gruppe AGY. Dabei soll die Reduktion nur mittels der Ope-

ration von ATGY (= ATGY N AGY) erfolgen.

<

Wir beschranken uns dabei aut solche Involutionen o, welche die Cartan Unter-
gruppe C von GP punktweise fixieren. Zumindest fiir alle Involutionen, die innere
Automorphismen einer komplexen, halbeinfachen Lie Algebra sind, existiert stets ei-
ne Cartan Unteralgebra, die von der Involution punktweise fixiert wird (siehe [Kac],
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Chapter 8, § 8.1, Lemma 8.1 und Proposition 8.1). Laft eine Involution von gU eine
Cartan Unteralgebra ¢ punktweise fix, so ist sie von der Gestalt exp(ad(H)) mit
einem H in ¢ N Fix(0). (siehe obiges Zitat in [Kac]). Damit 148t dies Involution
jeden Wurzelraum g¥ (o € A°) invariant.

Fiir den Rest dieses Abschnitts gelten also obige Notationen, und die Involution &
lasse die Cartan Unteralgebra ¢ beziehungsweise C' punktweise fix.
Dann gilt folgendes Lemma:

Lemma 4.60 Die Involution & von AGC lift die Untergruppen UT, U~ und N
invariant, sofern die Involution o von GU die Cartan Untergruppe C punktweise
fixiert.

Beweis: Die Invarianz vom Normalisator N von C' in AGYU folgt schon aus der
Invarianz von C.

Die Wurzelrdume € - \* - E,, o € A°, k € Z sind invariant unter &, da die Wur-
zelriume € - g¥ o-invariant sind. Damit folgt die Behauptung. &

Fiir die Reduktion eines 7-symmetrischen Loops y aus AGLY mittels der Gruppe
ATGY auf ein Element in der Gruppe N machen wir Gebrauch von Eindeutigkeits-
aussagen in Abschnitt 4.3:

Proposition 4.61 Essei y € AGY, und es seien sy,vy und n € N die Elemente
aus Proposition /.30, fir welche y = 7(s3)-n-ry ist und n-ry-n~' in 7(U7)
liegt. Dann sind auch sy,vy und n in der getwisteten Loop Gruppe AGE.

vertauschen und die

7(6(s4))-5(n)-(ry),
(U7)) = 7(6(U7)) =
¢

Beweis: Dies folgt sofort mit dem Lemma 4.60, da 7 und
Zerlegung in Proposition 4.60 eindeutig ist: Es ist y = U( )

und es liegt nach Voraussetzung &(n)-&(ry)-&(n)~" in 6(7
T(U™).

Damit haben wir die folgende, zu Satz 4.32 analoge Aussage fiir getwistete Loop
Gruppen:

Proposition 4.62 Fs sei @ € AGY ein T-symmetrischer Loop. Weiterhin seien
r,v € Ut und n € N wie in Satz 4.32, so dafy die Gleichungen (4.9) gelten. Dann
sind auch r,v und n in der getwisteten Loop Gruppe AGY.

Beweis: Der Beweis von Satz 4.32 geht von der Zerlegung in Proposition 4.30
aus: @ = 7(vy) - n-ry. Fir diese Zerlegung haben wir in der letzten Proposition
gezeigt, daBl vy, n und r; in der getwisteten Loop Gruppe liegen. Weiterhin wird
1im Beweis zu Satz 4.32 v_l__l zerlegt in das Produkt vy - ve, mit vy, vy € UT, und
n-vy-n~t € r(UT) sowie n-vy-n~' € 7(U7). Da n und vy von & fixiert werden,
und diese Zerlegung eindeutig ist, da UT N U~ trivial ist, folgt mit Lemma 4.60,
daBl auch v; und vy in der getwisteten Loop Gruppe liegen. Damit folgt mit dem
Rest des Beweises von Satz 4.32 sofort die Behauptung in der Proposition. &

Mit dieser Proposition kann also das 7-symmetrische und &-fixe Element x mit
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einem Element r in der Loop Gruppe A*GY reduziert werden auf n-v mit n €
NNAGY und v € Ut NAGE.
Um die Reduktion auf n in der getwisteten Loop Gruppe vornehmen zu kénnen,
miissen wir nocheinmal die Involution ¢ aus Lemma 4.35 betrachten; wir erhalten
sofort die folgenden Aussagen:

Proposition 4.63 Wenn in der Situation von Lemma 4.3 das T-symmetrische n
aus N von & fiziert wird, so vertauscht die Involution ¢ (é(g) :=7(n-g-n~t)) mit
o. Die ¢-invariante Untergruppe UTt = Ut N o(UT) und ihre Lie Algebra ut+
sind &-invariant. Insbesondere ist der (—1)-Figenraum u?’_"’l) von ¢ in wtt auch
o-invariant. &

Nun kénnen wir schliellich die zu Proposition 4.36 analoge Reduktion in getwisteten
Loop Gruppen durchfiihren:

Satz 4.64 Es sei x ein T-symmetrischer, &-fizer Loop, und x = n-v die Zerle-
gung nach Proposition 4.62 in der getwisteten Loop Gruppe AGY. Dann liegt der in
Proposition /.36 konstruierte Loop g = exp(—% V), Ve u?’_"’l) ebenfalls in AGE.
Mit diesem Loop gilt die Gleichung 7(¢9)™' -z -g = n.

Beweis: Der Loop v ist ¢-symmetrisch und &-fix. Damit existiert - wie im Be-
weis zu Proposition 4.36 gezeigt - ein V' in u?’_"’l), so daB v = exp(V) gilt. Der
Unterraum u?’_"’l) ist nach Proposition 4.63 invariant unter 6. Da nach Lemma 4.34
und 4.35 die Exponentialabbildung von u?’_"’l) ein Diffeomorphismus auf die Men-
ge aller ¢-symmetrischen Elemente in Ut" ist, folgt o(V) = V. Damit ist auch
g = exp(—3 - V) fix unter &, und wir sind fertig. O

Die Splittung der 7-symmetrischen Elemente n in NV in der getwisteten Loop Grup-
pe AGY 1aBt sich nicht in der geschlossenen Form durchfiihren, wie dies in Abschnitt
4.3 im ungetwisteten Fall moglich war.

Zum Abschluf3 sei hier noch ein Phanomen der Iwasawa Zerlegung in den getwi-
steten Loop Gruppen aufgezeigt: Im allgemeinen existieren neben dem Produkt
AG, - ATGY weitere offene Doppelnebenklassen: Wenn im ungetwisteten Fall ein
r-symmetrischer, konstanter Loop ¢ aus N eine Splittung in der Loop Gruppe AGY
besitzt, so auch in GY mittels der Einsetzung A ~ 1. Folglich existiert auch eine
Splittung in A*GY.

In getwisteten Loop Gruppen AGY liefert die Einsetzung A — Ag ebenfalls einen
(konstanten) Loop in G¥. Dieser liegt aber nur dann in der getwisteten Loop Grup-
pe, wenn er in HY liegt, also der Fixpunktgruppe von ¢ in GU. Es sei dies zuletzt
an einem Beispiel illustriert:

Beispiel: Essei GY = SL(2,C) und G = SU(1,1). Dann ist die Involution 7 ge-
geben durch 7(g) = diag(1,—1)(g)" ~*diag(1,—1). Die Involution o von G? sei die
Konjugation mit der Matrix diag(1, —1). Der konstante Loop ¢ := diag(—1,—1)
ist 7-symmetrisch und liegt in der getwisteten Loop Gruppe AGY. Er wird 7-
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symmetrisch gesplittet von dem Loop w = A - Fj3 — A1 - Ey, das heift, es gilt
q = 7(w)™' - w. BEs ist auch w in der getwisteten Loop Gruppe AGY. Eine kurze
Rechnung zeigt, daB ¢ keine 7-symmetrische Splittung in A*GU besitzt. Daher ist
AG, - w - AYGY eine von der ,.big cell” verschiedene Doppelnebenklasse. Da die
Summe Ag, + (w-A*tgl-w™) die ganze, getwistete Loop Algebra Agl ergibt, ist
obige Doppelnebenklasse auch offen. &
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