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Einleitung

Den Ausgangspunkt f�ur diese Arbeit bildet eine Methode von J� Dorfmeister� F� Pe�
dit und H� Wu �DPW�Methode� zur Konstruktion aller Fl�achen konstanter� mittlerer
Kr�ummung H �� �� Diese Methode wurde in der Arbeit �DPW	 erstmals publiziert
und in mehreren Arbeiten fortgesetzt� zum Beispiel in �DoHa	�
Es sei hier kurz das Prinzip dieser Methode beschrieben
 Es bezeichne D die o�ene
Einheitskreisscheibe in IC� Nach einem bekannten Satz von Ruh und Vilms beschreibt
eine glatte Immersion f 
 D � IR� genau dann eine Fl�ache konstanter� mittlerer
Kr�ummung� wenn die zugeh�orige Gau��Abbildung N 
 D � S� eine harmonische
Abbildung ist� wobei N�z� ein Normalenvektor an die Fl�ache im Punkt f�z� ist�
Die Sph�are S� ist isomorph zum kompakten� symmetrischen Raum SU�
��U���
mit der einfachen� reellen Lie Gruppe SU�
�� Die Untergruppe U��� ist die Fix�
punktgruppe eines involutorischen Automorphismus der SU�
�� Das Problem wurde
also darauf reduziert� alle harmonischen Abbildungen in den symmetrischen Raum
SU�
��U��� zu konstruieren�

Allgemein l�a�t sich die Harmonizit�at einer glatten Abbildung u von D in einen
symmetrischen Raum G�H �u��� � H� mit einer kompakten� halbeinfachen Lie
Gruppe G und der Fixpunktgruppe H einer Involution � von G wie folgt charak�
terisieren

Die glatte Abbildung u besitzt einen Lift F 
 D � G� das hei�t� u � � � F mit
der Surjektion � 
 G � G�H� da das Gebiet D einfach zusammenh�angend ist� Das
g � Lie�G��wertige Di�erential � 
� F���dF � zerlegt sich in die Summe � � ������
wobei �� Werte in der Fixpunktalgebra h und �� Werte im �����Eigenraum q der
Involution � annimmt� das hei�t� �� ist eine h�wertige und �� eine q�wertige Eins�
Form� Komplexi�ziert man die Lie Algebra g � h� q� so erh�alt man gIC � hIC � qIC�
Geht man zu den komplexen Eins�Formen dz � dx� i �dy� d�z � dx� i �dy �uber� so
wird �� � ���dz�����d�z mit einer glatten Abbildung �

�
� 
 D � qIC und ���� � � ������

Dabei bezeichnet � die Komplexkonjugation der Lie Algebra gIC bez�uglich der re�
ellen Form g�
Dann ist die Harmonizit�at der Abbildung u �aquivalent dazu� da� die Formen
��� �

�
�dz und ����d�z der Di�erentialgleichung d����dz� � ��� � ���dz	 � � gen�ugen

�Yang�Mills�Higgs Gleichung�� Ferner gilt die Integrabilit�atsbedingung
d�� �

�
�������	 � �����dz�����d�z	 f�ur die Gleichung F�� �dF � ���dz � �� � ����d�z�

�






Dies ist die bekannte Maurer�Cartan Gleichung� Da das Gebiet D einfach zusam�
menh�angend ist� hat die Di�erentialgleichung F�� � dF � ���dz � �� � ����d�z auch
stets eine L�osung auf D� wenn die Integrabilit�atsbedingungen erf�ullt sind�

Der entscheidende Punkt ist nun das ��Verloopen� des Problems� das hei�t� die Yang�
Mills�Higgs Gleichung und die Maurer�Cartan Gleichung werden zu einer zusammen�
gefa�t
 Zu jedem � im Einheitskreis S� betrachtet man die g�wertige Eins�Form
A�z� �z� �� 
� ������dz � �� � �����d�z� Dann sind die Yang�Mills�Higgs und Maurer�
Cartan Gleichung �aquivalent dazu� da� die Gleichung dA � �

�
�A � A	 � � f�ur alle

� erf�ullt ist�
Dies bedeutet
 Zu jeder L�osung A dieser Gleichung hat die Di�erentialgleichung
F�� � dF � A eine L�osung auf D� und u 
� � � F 
 D � G�H ist harmonisch f�ur
jedes �xierte � in S��

Die Eins�Form A hat Werte in der getwisteten Loop Algebra �gIC� � Dies ist die
Lie Algebra aller stetigen Abbildungen X der S� nach gIC� die der Bedingung
��X���� � X���� und einer Normbedingung gen�ugen� Es bezeichne F � eine
L�osung der Di�erentialgleichung �F ���� � dF � � A in der zugeh�origen� getwisteten
Loop Gruppe �GIC

� �

Ziel des Verfahrens ist es nun� eine Parametrisierung all dieser Abbildungen F � von
D nach �GIC

� zu �nden� deren Di�erential A
� obiger Gleichung gen�ugt�

In �DPW	 wurde gezeigt� da� eine solche Parametrisierung gegeben ist durch alle
meromorphen Abbildungen �� 
 D � qIC� �� holomorph in �� f�ur welche die Dif�
ferentialgleichung �g���� � dg � � 
� ��� � �� � dz� g���� �� � e �� � S� eine
L�osung g� auf D besitzt� Dies ist dann eine meromorphe Abbildung von D in die
getwistete Loop Gruppe ��GIC

� � Weiterhin wurde in �DPW	 gezeigt� da� � sofern die
Lie Gruppe G kompakt und halbeinfach ist � die getwistete Loop Gruppe �GIC

� eine
globale Iwasawa Zerlegung der Gestalt �G� � ��BGIC

� besitzt� Hierbei ist �G� die
Untergruppe aller G�wertigen Loops in �GIC

� und �
�
BG

IC
� ist die Untergruppe aller

Loops h���� die eine holomorphe Fortsetzung nach D besitzen� derart� da� h���
Werte in einer geeignet gew�ahlten Untergruppe B von GIC hat�
Nimmt man diese Zerlegung f�ur die oben gewonnene Abbildung g� 
 D � ��GIC

�

punktweise vor� das hei�t g� � F � V�� so erf�ullt das Di�erential A � F�� � dF die
oben konstruierte� verschmolzene Gleichung� folglich ist die Abbildung u 
� � � F 

D � G�H f�ur jedes � in S� harmonisch� Auf diese Weise entstehen auch alle har�
monischen Abbildungen� wie in �DPW	 gezeigt wurde�

Das Konstruktionsverfahren hat f�ur beliebige� halbeinfache� symmetrische R�aume
G�ultigkeit� Das hei�t� es k�onnen mit diesem Verfahren alle harmonischen Abbildun�
gen von D in einen halbeinfachen� symmetrischen Raum G�H konstruiert werden�
Das Problem� das in der vorliegenden Arbeit untersucht wird� ist die Iwasawa Zer�
legung in Loop Gruppen f�ur nicht kompakte� zugrundeliegende Lie Gruppen G�

Eine kurze Zusammenfassung der Ergebnisse aus �DPW	 �ndet sich in der Vortrags�
sammlung des 
�� Kolloquiums �uber Di�erentialgeometrie an der TUM ��Dorfm���	��



�

In j�ungster Zeit wurde die DPW�Methode auch zur Konstruktion anderer geome�
trischer Objekte modi�ziert
 In �Hel	 wird sie zur Erzeugung von Willmore Fl�achen
benutzt� In einer neueren Arbeit von �Bal	 wird unter Zuhilfenahme der auch hier
zu entwickelnden Iwasawa Zerlegung f�ur ungetwistete Loop Gruppen die DPW�
Methode verallgemeinert zur Konstruktion harmonischer Abbildungen in die Tan�
gentialgruppe einer reduktiven Lie Gruppe�

Zusammenfassung

Das Ziel der Arbeit ist es� eine Verallgemeinerung der Iwasawa Zerlegung in unge�
twisteten und getwisteten Loop Gruppen zu entwickeln�Weiterhin wird eine analoge
Zerlegung in den zugeh�origen Loop Algebren vorgestellt� Diese Zerlegung nennen wir
lokale Iwasawa Zerlegung� Als Vorbereitung dieser dienen die ersten beiden Kapitel�
in welchen ausschlie�lich in endlichdimensionalen� halbeinfachen Lie Algebren gear�
beitet wird� Im ersten Kapitel werden die theoretischen Grundlagen bereitgestellt�
kompement�are Unteralgebren zu konstruieren� In Kapitel 
 wird diese Konstruktion
an ausgew�ahlten Beispielen durchgef�uhrt�
Im dritten Kapitel werden die Loop Algebren �uber halbeinfachen� endlichdimen�
sionalen Lie Algebren eingef�uhrt mittels der Kac�Moody�Algebren und deren Ver�
vollst�andigungen� Mit den Ergebnissen aus den ersten beiden Kapiteln wird dann
eine lokale Version der Iwasawa Zerlegung erstellt�
Im vierten Kapitel schlie�lich wird die Iwasawa Zerlegung in Loop Gruppen durch�
gef�uhrt� das hei�t� es wird ein Algorithmus entwickelt� der ein diskretes Vertretersy�
stem der Doppelnebenklassen in der Loop Gruppe �GIC bez�uglich der Untergruppen
�G und ��GIC liefert� Mit diesem Algorithmus wird auch jedem Loop g in �GIC

der Vertreter s zugeordnet� f�ur welchen g in der Doppelnebenklasse �G � s � ��GIC

liegt� Ausgehend von dieser Iwasawa Zerlegung in ungetwisteten Loop Gruppen wird
f�ur den Spezialfall innerer Involutionen � die analoge Zerlegung in der getwisteten
Loop Gruppe �GIC

� erzeugt�

Im folgenden wird die Arbeit detailliert beschrieben


Der Gegenstand des ersten Kapitels ist folgende Fragestellung
 Es ist eine reelle�
halbeinfache Lie Algebra g zusammen mit einem involutorischen Automorpismus
� gegeben� Wann und wie l�a�t sich zur Unteralgebra h aller von � �xierten Ele�
mente eine Unteralgebra s von g ermitteln� so da� g � h � s und h � s � f�g
gilt� Das wichtigste Hilfsmittel zur Beantwortung dieser Frage ist ein Ergebnis von
Matsuki �Mat	 und Rossmann �Ros	� In �Mat	 wird das folgende Problem gel�ost� In
der Lie Gruppe G mit Lie Algebra g wird eine Untergruppe H� deren Lie Algebra
h � Fix��� ist� und eine minimal parabolische Untergruppe P betrachtet� Man
�nde ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen in G bez�uglich der Untergruppen
H und P � Es wird gezeigt� da� die Anzahl der Doppelnebenklassen stets endlich ist�



�

und es werden die �im topologischen Sinne� o�enen und abgeschlossenen Doppelne�
benklassen charakterisiert� Dazu werden Bedingungen f�ur die zugeh�orige� minimal
parabolische Unteralgebra P�a���� angegeben� Unser Interesse gilt den F�allen� f�ur
welche auf der Algebrenseite g � h � P�a���� gilt� In diesem Fall ist der Schnitt
der Unteralgebren h und P stets nicht trivial�

In den Abschitten ��� bis ��� werden zun�achst die notwendigen Grundlagen aus
der allgemeinen Lie Theorie zusammengestellt und die Ergebnisse von Matsuki und
Rossmann aufgearbeitet� Im Abschnitt 
�� werden wir kl�aren� in welchen F�allen die
minimal parabolische Unteralgebra P eine Unteralgebra s enth�alt� so da� g � h	 s

gilt� das hei�t� s ist eine zu h komplement�are Unteralgebra von g�
Die entscheidenden Ergebnisse sind hierbei �in Satz ���� und Korollar �����
 Kom�
plement�are Unteralgebren lassen sich stets konstruieren� wenn g eine normale� reelle
Form ist oder eine komplexe� halbeinfache Lie Algebra� betrachtet als reelle Algebra
unter Einschr�ankung der Skalarmultiplikation auf IR� Bekannt ist �siehe �Oni	�� da�
komlement�are Unteralgebren zur Fixpunktalgebra von Involutionen nie existieren�
wenn g eine einfache� kompakte Lie Algebra ist�

Im ersten Abschnitt des zweiten Kapitels wird zun�achst das Problem� komple�
ment�are Unteralgebren zu konstruieren� zur�uckgef�uhrt auf einfache Lie Algebren�
Dabei wird schlicht davon Gebrauch gemacht� da� ein Automorphismus einer halb�
einfachen Lie Algebra jedes einfache Ideal entweder invariant l�a�t oder zwei �isomor�
phe� einfache Ideale austauscht� Im zweiten Fall ���i� � j� i� j zwei verschiedene�
einfache Ideale von g� ist im ��invarianten Ideal i � j stets i eine zu h � �i � j�
komplement�are Unteralgebra�
Um schlie�lich zu konkreten Beispielen zu kommen� wird in Abschnitt 
�
 das be�
kannte Verfahren zur Erzeugung aller reellen Formen einer einfachen� komplexen
Lie Algebra l aus der Kenntnis aller Konjugiertenklassen von involutorischen Auto�
morphismen von l vorgestellt� wie es sich zum Beispiel in dem Standardwerk �Helg	
�ndet�
Im Abschnitt 
�� wird dann die Konstruktion von komplement�aren Unteralgebren
an ausgew�ahlten Beispielen durchgef�uhrt� Die Beispiele sind dabei so gew�ahlt� da�
alle in Satz ���� und Korollar ���� aufgef�uhrten F�alle abgedeckt sind� Es wird auch
ein schnelles Verfahren zur Konstruktion von Komplementen angegeben� wenn l ei�
ne komplexe� einfache Lie Algebra ist und h eine reelle Form �siehe Lemma 
����
Korollar 
��� und Proposition 
�
� sowie Bemerkung 
�
� und Satz 
�
��

Im dritten Kapitel werden zun�achst aus der Literatur ��Kac	 und �Wan	� die Grund�
lagen der Theorie der Kac�Moody�Algebren zusammengestellt� Dies geschieht� um
die Struktur der in Abschnitt ��
 einzuf�uhrenden� polynomialen Loop Algebren zu
verstehen� Dabei sind die im ersten Abschnitt �uber verallgemeinerte Cartan Ma�
trizen abstrakt eingef�uhrten Kac�Moody�Algebren zweidimensionale Erweiterungen
von polynomialen Loop Algebren� Die Kac�Moody�Algebren besitzen � �ahnlich wie
endlichdimensionale� halbeinfache� komplexe Lie Algebren � eine Wurzelraumzerle�
gung und eine zugeh�orige Weyl Gruppe� Diese Struktur wird im Abschnitt ��
 auf
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die polynomialen Loop Algebren �ubertragen�
Um zu einer Iwasawa Zerlegung in getwisteten Loop Algebren in Abschnitt ��� zu
gelangen� geben wir uns eine Involution � der reellen� einfachen Lie Algebra g vor�
Diese wird IC�linear fortgesetzt auf die Komplexi�zierung l 
� gIC� Die getwistete
Loop Algebra �poll� ist dann die Fixpunktalgebra der Involution �� der polyno�
mialen Loop Algebra �poll � fX��� � P

j�ZZAj � �j 
 Aj � l� fast alle Aj � �g�
Dabei operiert �� durch Twistung� das hei�t ���X���� � ��X������ Dann ist die
Summe der Lie Algebren �polg� aller g�wertigen Loops aus �poll� und der Unteral�
gebra ��poll� aller Loops mit holomorpher Fortsetzung in die Einheitskreisscheibe
gleich der vollen� getwisteten Loop Algebra �poll�� Unser Ziel ist es� die Unteralge�
bra ��poll� zu einer Unteralgebra x zu verkleinern� so da� �poll� � �polg� 	 x gilt�
Dies geschieht unter Verwendung der Ergebnisse des ersten Kapitels in Satz �����

Die polynomialen Loop Algebren sind allerdings nicht die Lie Algebren der Loop
Gruppen� f�ur welche in Kapitel � die globale Iwasawa Zerlegung entwickelt wird�
Um diese sogenannten Banach Lie Gruppen und Algebren de�nieren zu k�onnen�
werden die gewichteten Wiener Algebren Aw in Abschnitt ����� eingef�uhrt �sie�
he �GoWal	�� Dies sind vollst�andige R�aume von stetigen Funktionen der S� nach
IC� deren Fourier Reihe einer gewichteten Einsnorm gen�ugt� Die Matrizenalgebra
Matn�Aw� �uber Aw wird dann zu einer Banach Lie Algebra gemacht� Wenn die
Lie Algebra l beziehungsweise die zugeh�orige Lie Gruppe GIC in eine geeignete Ma�
trizenalgebra ICn�n eingebettet wird� so sind die polynomiale Loop Algebra sowie
die Loop Gruppe �polGIC dichte Untergruppen in den hier zu betrachtenden Banach
Loop Algebren und Banach Loop Gruppen�
In Abschnitt ����� schlie�lich wird die in Abschnitt ��� entwickelte Iwasawa Zerle�
gung auf die vervollst�andigte� getwistete Loop Algebra �l� �ubertragen �siehe Satz
������

Im ersten Abschnitt von Kapitel � wird zun�achst das Auftreten der Loop Grup�
pen in einen gr�o�eren Zusammenhang gestellt� Es ist dies die Theorie der Kac�
Moody�Gruppen
 Zu den Kac�Moody�Algebren vom endlichen und a�nen Typ las�
sen sich Gruppen de�nieren sowie eine Exponentialabbildung auf der zugrundelie�
genden Kac�Moody�Algebra� Diese ist jedoch nicht auf der ganzen Algebra erkl�art�
Die Kac�Moody�Gruppen sind eindimensionale Erweiterungen unserer polynomialen
Loop Gruppen� Die Kac�Moody�Gruppen werden hier vorgestellt� da f�ur diese eini�
ge� f�ur unsere Zwecke wichtige Strukturaussagen bekannt sind �siehe �PetKac	�� die
sich auf die Banach Loop Gruppen �ubertragen lassen� Dies geschieht im Abschnitt
��
� unter Zuhilfenahme einiger wichtiger Resultate aus �DoGrSzm	�

Die Strukturaussagen umfassen unter anderem die Birkho� Zerlegung in den Banach
Loop Gruppen �siehe Proposition ��
�� Lemma ��

 und Proposition ��
���

Bei der Konstruktion eines Vertretersystems der Doppelnebenklassen in der unge�
twisteten Loop Gruppe �GIC bez�uglich der Untergruppen �G und ��GIC wird wie
folgt vorgegangen
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Zu einem beliebigen Loop g��� aus �GIC betrachtet man den � �symmetrischen
Loop x � � �g��� � g� wobei � die Konjugation der komplexen Lie Gruppe GIC

bez�uglich G bezeichnet� Die Untergruppe ��GIC operiert auf der Menge aller � �
symmetrischen Elemente �x � � �x���� verm�oge �v� x� 
� � �v��� � x � v� Mit dieser
Operation wird die Menge aller � �symmetrischen Elemente auf eine diskrete Menge
reduziert� Dies vollzieht sich im wesentlichen in zwei Schritten
 Im ersten Schritt
wird ein Element v in ��GIC bestimmt� so da� � �v��� � x � v � n ein Element des
Normalisators einer Cartan Untergruppe in �GIC ist �siehe Proposition ������
Im zweiten Schritt wird wiederum mittels der Operation von ��GIC das Element n
reduziert auf einen � �symmetrischen Homomorphismus t der S� in einen maxima�
len Torus� der in einer kompakten� reellen Form U der Lie Gruppe GIC liegt �siehe
Proposition ���� und Satz ���
��
Dieser Homomorphismus l�a�t sich unter obiger Operation nicht mehr reduzieren�
In Satz ���� wird gezeigt� wie man eine � �symmetrische Splittung von t mit einem
Loop s in �GIC konstruiert� das hei�t t � � �s��� � s� Dann folgt sofort� da� der
Loop g� mit dem gestartet wurde� in der Doppelnebenklasse �G � s � ��GIC liegt�
Das ganze Verfahren wird im Laufe des Abschnitts ��� an ausgew�ahlten Beispielen
illustriert�

In Abschnitt ��� schlie�lich werden die Kodimensionen der nicht trivialen Doppel�
nebenklassen berechnet� Es konnte in Satz ���� und Satz ���� gezeigt werden� da�
diese Kodimensionen stets positiv sind� sofern die kompakte� reelle Form U von GIC

einfach zusammenh�angend ist� Dies hat in diesem Fall die Konsequenz� da� das Pro�
dukt �G � �GIC eine o�ene und dichte Teilmenge der Loop Gruppe �GIC ist�

Im letzten Abschnitt wird die mit einer inneren Involution � getwistete Loop Grup�
pe �GIC

� in die Loop Gruppe �G
IC eingebettet� und das Verfahren aus Abschnitt

��� auf den getwisteten Fall angepa�t�
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Kapitel �

Komplement�are Unteralgebren in

halbeinfachen Lie Algebren

In diesem Kapitel werden zun�achst einige grundlegende De�nitionen und S�atze �uber
reelle� halbeinfache Lie Algebren eingef�uhrt� vor allem im Hinblick auf symmetri�
sche R�aume� Im Abschnitt ��
 wird ein Ergebnis von Matsuki vorgestellt� welches im
n�achsten Abschnitt zur Konstruktion von komplement�aren Unteralgebren benutzt
wird�

Dieses Ergebnis von Matsuki kl�art folgende Frage
 In einer reellen� halbeinfachen Lie
Gruppe G sind ein involutorischer Automorphismus � und eine minimal paraboli�
sche Untergruppe P vorgegeben� Gefragt ist nun ein geeignetes Vertretersystem der
Doppelnebenklassen in G bez�uglich der Untergruppen P und der Fixpunktgruppe
H der Involution �� sowie die topologischen Eigenschaften der Doppelnebenklassen�
Das wichtigste Resultat ist die Endlichkeit der Anzahl der Doppelnebenklassen und
eine Anzahlformel mittels Weyl�Gruppen f�ur die o�enen sowie die abgeschlossenen
Doppelnebenklassen�

Das Interesse an dieser Fragestellung kommt unter anderem aus der Geometrie� Das
bekannteste und wohl einfachste Beispiel daf�ur ist das folgende
 Wir betrachten
die �transitive� Operation von G 
� SL�
�C� auf der Riemannschen Zahlenkugel
S� � C � f�g via Moebiustransformationen� Die Fixpunktgruppe der � in S�

besteht aus allen unteren Dreiecksmatrizen in G� Dies ist eine minimal parabolische
Untergruppe von G� die wir P nennen�
Dann sind G�P und S� di�eomorphe Mannigfaltigkeiten mittels der �ublichen alge�
braischen Identi�kation� Die Komplexkonjugation auf G ist nun ein involutorischer
Automorphismus von G� betrachtet als reelle� halbeinfache Lie Gruppe� Man sieht
leicht� da� die Orbits der Fixpunktgruppe H 
� SL�
� IR� auf S� die obere Halb�
ebene� die untere Halbebene sowie IR� f�g sind� Diese Orbitstruktur spiegelt sich
wider als zwei o�ene und eine abgeschlossene Doppelnebenklasse in der Zerlegung
von G bez�uglich H und P � Als Vertreter dieser Doppelnebenklassen kann man

��
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Wir wollen dieses Beispiel in gewisser Hinsicht komplettieren
 Lassen wir die Grup�
pe H � 
� fX � G 
 X�� � XTg � SO�
�C� auf S� operieren� so haben wir zwei
abgeschlossene Bahnen fig und f�ig und eine o�ene Bahn S� n f
ig� Dies liefert
wieder eine Zerlegung von G in Doppelnebenklassen bez�uglich H � und P mit zwei
abgeschlossenen und einer o�enen Doppelnebenklasse� Diese Zerlegung von G ist in
einem Sinne dual zu ersterer� diese Dualit�at wird in Abschnitt ��� erkl�art�

W�ahlen wir schlie�lich K � fx � G 
 X�� � �XTg � SU�
� als Fixpunktgruppe
der kanonischen Cartan Involution� so ist bereits K � P gleich G� Wir haben also
nur eine �o�ene� Doppelnebenklasse�

Betrachten wir in P die Untergruppe A � N aller unteren Dreiecksmatrizen mit
reellen Diagonaleintr�agen in G� Hierbei sei A die Untergruppe aller reellen Diagonal�
matrizen in G� und N die Untergruppe der unteren Dreiecksmatrizen mit Einsen in
der Diagonalen� Dann ist die Multiplikationsabbildung K�A�N nach G sogar ein
Di�eomorphismus von Lie Gruppen� das ist die bekannte Iwasawa Zerlegung �siehe
zum Beispiel �HilNe	� Kapitel III� Satz ���
�� Bei der Konstruktion komplement�arer
Unteralgebren in Abschnitt ��� werden wir einen �ahnlichen Trick der geeigneten
Verkleinerung von Lie Algebren verwenden�

Der weit wichtigere geometrische Aspekt der Arbeit von Matsuki ist in gewisser
Weise die Umkehrung des obigen Beispiels
 Der Faktorraum G�H ist ein a�ner�
symmetrischer Raum� und gesucht ist hierin die Struktur der Orbits der Operation
einer minimal parabolischen Untergruppe� wenn diese durch Linksmultiplikation auf
G�H operiert�

Doch wir verwenden die Ergebnisse dieser Arbeit in einer anderen Hinsicht
 Ist
H � x � P eine o�ene Bahn in G� so ist H � x � P � x�� eine o�ene Teilmenge von G
und Produkt zweier abgeschlossener Untergruppen� Die Summe der zugeh�origen Lie
Algebren in der Lie Algebra g von G ergibt ganz g�
Die Frage ist nun� wann man zur Lie Algebra h von H eine komplement�are Lie
Unteralgebra in g konstruieren kann� Dies ist nicht in allen F�allen m�oglich� Die Re�
sultate von Matsuki werden das wesentliche Hilfsmittel bei der Klassi�kation sein�

Im Unterabschnitt ����� wird die Konstruktion komplement�arer Unteralgebren vor�
gef�uhrt und gekl�art� wann es stets m�oglich ist� Komplemente zu konstruieren� F�ur die
sp�atere Anwendung dieser komplement�aren Unteralgebren in Loop Algebren werden
die Resultate dieses Kapitels nicht in der Allgemeinheit verwendet� wie sie hier ent�
wickelt werden� Sie sind jedoch f�ur die Strukturtheorie halbeinfacher Lie Algebren
von unabh�angigem Interesse�
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��� Grundlegende De�nitionen und Resultate

In diesem Abschnitt werden zun�achst die wesentlichen und f�ur uns wichtigen Tatsa�
chen aus der Theorie der halbeinfachen Lie Algebren und Lie Gruppen ohne Beweise
zusammengestellt� Dies geschieht nicht zuletzt um die in diesemKapitel gebrauchten
Schreibweisen und Notationen einzuf�uhren� Nachzulesen sind die S�atze in einschl�agi�
gen B�uchern �uber Lie�sche Theorie wie �Helg	� �Kn	� �War	 und �Koo	�

����� Reelle und komplexe� halbeinfache Lie Algebren

In diesem Kapitel bezeichne stets g eine reelle Lie Algebra� Mit ad wird wie �ublich
die adjungierte Darstellung ad 
 g � End�g� � gl�g�� adX�Y � � �XY 	� X� Y �
g einer Lie Algebra bezeichnet�
Mit 	 werde stets die Killing Form einer Lie Algebra benannt


	�X�Y � � Spur�adX � adY �� X� Y � g� Sie ist eine assoziative� symmetrische
Bilinearform� d�h� 	��XY 	� Z� � 	�X� �Y Z	�� bzw� 	�adX�Y �� Z��	�Y� adX�Z�� �
� f�ur alle X�Y�Z � g�

De
nition ��� Eine Lie Algebra ��uber IR oder IC� hei�t halbeinfach� wenn ihre Kil�
ling Form nicht ausgeartet ist�

�Uber K�orpern der Charakteristik � ist die Halbeinfachheit bekanntlich �aquivalent
dazu� da� die Lie Algebra in die direkte Summe einfacher� nicht abelscher Ideale
zerf�allt� Dabei hei�t eine Lie Algebra einfach� wenn nur f�g und die ganze Algebra
Ideale sind� Abelsche� einfach Lie Algebren sind eindimensional oder gleich f�g�
Ist g eine reelle Lie Algebra� so bezeichne gIC die Komplexi�zierung von g� d�h� wir
f�uhren auf der Lie Algebra g	 g die komplexe Struktur J 
 �X�Y � 
� ��Y�X� ein�
womit g	 g zu einer komplexen Lie Algebra wird� Es ist dann dimIC gIC � dimIR g�

Ist umgekehrt l eine komplexe Lie Algebra� so bezeichne lIR die ��Reelli�zierung�
von l� also die Algebra� welche entsteht durch Einschr�ankung der Skalare von IC auf
IR� Die reelle Dimension von lIR ist zwei mal der IC �Dimension von l�
Nun kommen wir zum wichtigen Konzept der reellen Formen


De
nition ��� Es sei l eine komplexe Lie Algebra und g � l� g hei�t reelle Form
von l� wenn g unter der Einschr�ankung der Skalarmultiplikation auf IR eine reelle
Lie Algebra ist� und lIR � g 	 i � g gilt�
Der reelle Automorphismus � �X� � X� � �iX� � �iX� X � g von lIR hei�t die
Konjugation von l bez�uglich g�

In der Situation von De�nition ��
 lassen sich nat�urlich die Komplexi�zierung gIC

von g und l identi�zieren� Der folgende Satz gibt die entscheidenden Aussagen �uber
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Halbeinfachheit und Einfachheit von Lie Algebren sowie die Killing Form
 �siehe
�Helg	� Chapter II� x � und Chapter X� Proposition ����
Satz ��� �i� Es sei g eine reelle Form der komplexen Lie Algebra l� und 	
die Killing Form von l� Dann ist die Killing Form von g die Einschr�ankung
von 	 auf g � g� Die Killing Form 	IR von lIR ist gegeben durch 	IR�X�Y � �

 � Re	�X�Y �� X� Y � lIR�
Insbesondere gilt� Wenn g� l oder lIR halbeinfach ist� so sind alle drei Lie Algebren
halbeinfach�
�ii� Die Killing Form eines Ideals i einer jeden Lie Algebra g ist die Ein�
schr�ankung der Killing Form von g auf i� i�
�iii� Ist g eine einfache� reelle Lie Algebra� so ist entweder gIC einfache� komplexe
Lie Algebra� oder es gibt eine einfache� komplexe Lie Algebra l� so dass g � lIR ist�
In diesem Fall ist gIC isomorph zur direkten Summe zweier Kopien von l�
Die Reelli�zierung einer einfachen� komplexen Lie Algebra ist stets einfach�

Das wesentliche Hilfsmittel in der Strukturtheorie halbeinfacher Lie Algebren bilden
Cartan Zerlegung


De
nition ��	 Ein involutorischer Automorphismus 
 einer halbeinfachen� reel�
len Lie Algebra g hei�t Cartan Involution� wenn f�ur die Eigenr�aume k � Fix�
�
und p � ER����� gilt� 	jk�k ist negativ de�nit und 	jp�p ist positiv de�nit� Die
Zerlegung g � k� p hei�t dann Cartan Zerlegung von g�

Gleichwertig zu dieser De�nition ist die Forderung� da� die Bilinearform 	��X�Y � 
�
�	�X� 
 Y �� X� Y � g ein Skalarprodukt ist� wegen der Invarianz der Killing Form
bez�uglich Automorphismen�
Ist umgekehrt g gleich der direkten Summe g � k 	 p mit einer Unteralgebra k�
einem Unterraum p� derart da� �k� p	 � p� �p� p	 � k und 	 negativ de�nit ist auf
k�k und positiv de�nit auf p�p� so ist der durch 
�X� � X und 
�Y � � �Y� X �
k� Y � p de�nierte Endomorphismus eine Cartan Involution�
Jetzt k�onnen wir endlich die wichtigen kompakten reellen Formen einf�uhren


De
nition ��� Eine reelle Form u der komplexen� halbeinfachen Lie Algebra l

hei�t kompakt� wenn lIR � u� iu eine Cartan Zerlegung von lIR ist�

Genau die reellen Formen von l mit negativ de�niter Killing Form sind damit die
kompakten reellen Formen�
Die Kompaktheit von Unteralgebren wird im folgenden noch allgemein eingef�uhrt�
doch wir brauchen noch etwas Theorie �uber Automorphismen


De
nition ��� Ist g eine reelle Lie Algebra� so bezeichne Int �g� die von der Menge
fexp�ad�X�� 
 X � gg erzeugte Untergruppe von GL�g�� Diese hei�t die Gruppe
der inneren Automorphismen�
Es sei G eine Lie Gruppe mit Lie Algebra g� Dann werde mit Ig � Aut �G�� g �
G der analytische� innere Automorphismus Ig�h� � ghg�� bezeichnet sowie mit
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Ad �g� � Aut �g� die Ableitung von Ig beim neutralen Element e � G� d�h� der
Automorphismus Ad�g�X � d Ig�e�X von g�
Ad 
 G� Aut �g� hei�t die adjungierte Darstellung der Lie Gruppe G�

Der folgende Satz kl�art nun den Zusammenhang zwischen der adjungierten Darstel�
lung und der Gruppe der inneren Automorphismen

�siehe �Helg	� Chapter II� x ��
Satz ��� �i� Die Gruppe Int �g� ist Normalteiler von Aut �g��
�ii� F�ur jede Lie Gruppe G ist die Abbildung Ad ein analytischer Homomorphismus
von G auf Int �g�� dessen Kern das Zentrum von G ist�
�iii� Die Lie Algebra von Int �g� in End�g� ist ad�g� Wenn das Zentrum von g

trivial ist� so ist ad�g� isomorph zu g� und das Zentrum von Int �g� ist trivial�

De
nition ��
 Es sei s eine Unteralgebra der Lie Algebra g� sowie G eine Lie
Gruppe mit Lie Algebra g mit zugeh�origer Exponentialabbildung exp� Die von der
Menge fexp�S� 
 S � sg erzeugte Untergruppe S von G hei�t die analytische Un�
tergruppe von G mit Lie Algebra s�

Eine Unteralgebra u einer reellen Lie Algebra g hei�t kompakt eingebettet� wenn die
analytische Untergruppe U 
� Intg �u� von Int �g� mit Lie Algebra ad�u� �� ad�g��
kompakt ist�
g selbst hei�t kompakt� wenn Int �g� kompakt ist�

Die analytischen Untergruppen einer Lie Gruppe G sind genau die bogenzusam�
menh�angenden Untergruppen� sie sind aber nicht notwendig Untermannigfaltigkei�
ten� Sie tragen aber mittels der Exponentialabbildung die Struktur einer analyti�
schen Mannigfaltigkeit und sind mit dieser eine Lie Gruppe� deren Topologie im
allgemeinen feiner ist als die Relativtopologie� welche von G auf die Untergruppe
gesetzt wird� Ist eine analytische Untergruppe jedoch abgeschlossen� so stimmen
beide Topologien �uberein�

Die folgenden Aussagen setzen nun De�nition ��� und ��� zueinander in Beziehung


Proposition ��� �i� Eine reelle Lie Algebra g ist genau dann kompakt� wenn ein
assoziatives Skalarprodukt auf g existiert� beziehungsweise� wenn eine kompakte Lie
Gruppe existiert mit Lie Algebra g�
�ii� Die kompakten� halbeinfachen Lie Algebren sind genau die mit negativ de�niter
Killing Form�
�iii� Ist l eine komplexe� halbeinfache Lie Algebra� so besitzt lIR eine Unteralgebra
u� die kompakt ist �und kompakt eingebettet�� so da� lIR � u	i�u� Dies ist dann eine
Cartan Zerlegung	 alle Cartan Zerlegungen gehen unter der Wirkung von Int �lIR�
ineinander �uber�
�iv� Ist � die Konjugation von l bez�uglich einer reellen Form g� so existiert eine
kompakte reelle Form von l� derart� da� die zugeh�orige Cartan Involution 
 von lIR

mit � vertauscht� das hei�t� g invariant l�a�t� 
jg ist dann auch Cartan Involution
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von g�
�v� Ist umgekehrt g � k � p eine Cartan Zerlegung der reellen� halbeinfachen Lie
Algebra g� so liefert u 
� k� i � p eine kompakte reelle Form der Komplexi�zierung
von g�

Der letzte Punkt in diesem Abschnitt betri�t die ��Liftbarkeit� von Cartan Involu�
tionen auf Lie Gruppen� Im allgemeinen lassen sich Automorphismen �auch invo�
lutorische� von halbeinfachen Lie Algebren nicht auf die Lie Gruppen liften� es sei
denn die Lie Gruppe ist einfach zusammenh�angend �siehe �Helg	� Chapter VI� x ��

Proposition ���� Es sei g eine halbeinfache� nicht kompakte Lie Algebra und G
eine zusammenh�angende Lie Gruppe mit Lie �G� 
 g� sowie 
 eine Cartan Involu�
tion von g� Dann gilt�
�i� Es existiert ein involutorischer Automorphismus  von G� dessen Ableitung
d bei e gleich 
 ist�
�ii� Die Fixpunktgruppe Fix � � in G ist eine abgeschlossene� zusammenh�angende
Untergruppe K mit Lie Algebra k � Fix �
�� K enth�alt das das Zentrum Z �G� von
G� Dieses ist diskret in G�
�iii� Jede kompakte Untergruppe von G l�a�t sich unter Aut �G� in eine Untergruppe
von K konjugieren�
�iv� K ist genau dann kompakt� wenn das Zentrum von G endlich ist�

Bemerkung ���� Das Zentrum einer zusammenh�angenden Lie Gruppe mit halb�
einfacher Lie Algebra ist zumindest f�ur alle linearen Lie Gruppen endlich� d�h� f�ur
alle Lie Gruppen� die eine treue Darstellung in einer GL �n� IR� zulassen� Dies ist
z�B� nicht der Fall f�ur die einfach zusammenh�angende �Uberlagerungsgruppe der
SL�
� IR��

����� Wurzelraumzerlegungen

Die Bedeutung der im letzten Abschnitt eingef�uhrten Cartan Involutionen be�
steht unter anderem in der Konstruktion von Wurzelraumzerlegungen �uber IR� Ist
g � k � p eine Cartan Zerlegung der reellen� halbeinfachen� nicht kompakten Lie
Algebra g mit zugeh�origer Involution 
� so sind die Endomorphismen ad�X� f�ur
X aus p selbstadjungiert bez�uglich des Skalarprodukts 	� auf g� und die Endomor�
phismen ad�Y � f�ur Y aus k schiefsymmetrisch� Insbesondere ist f�ur jeden abelschen
Unterraum a von p die Menge fad�X� 
 X � ag ein Vektorraum paarweise vertau�
schender Endomorphismen von g� welche �wegen der Selbstadjungiertheit� �uber IR
simultan diagonalisierbar sind�

Fixieren wir nun eine maximal abelsche Unteralgebra a von p� F�ur jede Linearform
� � a� bezeichne g� den Wurzelraum in g zur Wurzel � bez�uglich a� d�h� g� �
fX � g 
 �H�X	 � ��H� �X �H � ag� Wir setzen � 
� f� � a� n f�g j g� �� f�gg�
Dies ist ein Wurzelsystem� welches i�a� nicht reduziert ist� d�h� mit einer Wurzel
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� � � kann auch �
�
� oder 
 �� eine Wurzel sein� � hei�t das auf a eingeschr�ankte

Wurzelsystem�
g zerlegt sich nun wie folgt in die direkte Summe

g � a� zk�a� �
X
���

g�� �����

Hierbei bezeichnet zk�a� � fY � k 
 �Y� a	 � �g den Zentralisator von a in k� Es ist
also g� � a� zk�a�� und g� ist der Zentralisator von a in g�

F�ur eine Wurzel � wird dimIRg
� die Vielfachheit von � genannt�

Da die Einschr�ankung der Killing Form von g auf k � k eine assoziative� negativ
de�nite Bilinearform liefert� ist k eine kompakte Lie Algebra� damit auch zk�a� als
Unteralgebra nach Proposition ��� Teil �i�� Insbesondere ist zk�a� eine reduktive Lie
Algebra� das hei�t gleich der direkten Summe seines Zentrums und eines halbein�
fachen Ideals �siehe �HilNe	� Lemma III� �� 
�� Dieses ist eindeutig bestimmt und
kompakt�

Die Struktur von zk�a� wird f�ur unsere Konstruktion komplement�arer Unteralge�
bren von gro�er Wichtigkeit sein� Zum Abschlu� dieses Abschnitts seien noch einige
wichtige Tatsachen �uber maximal abelsche Unteralgebren von p erw�ahnt


Proposition ���� �i� Es sei G eine Lie Gruppe mit Lie Algebra g � k � p in
Cartan Zerlegung Weiter sei K die analytische Untergruppe von G mit Lie Algebra
k� Dann sind je zwei maximal abelsche Unteralgebren von p zueinander konjugiert
unter der Wirkung von AdG �K� � Intg�k��
�ii� F�ur jede maximal abelsche Unteralgebra a von p ist p die Vereinigung aller
Ad�k��a� k � K�
�iii� Ist a eine maximal abelsche Unteralgebra von p und ak eine maximal abelsche
Unteralgebra von zk�a� so ist a�ak eine maximal abelsche Unteralgebra von g� deren
Elemente unter ad halbeinfach auf g operieren� Insbesondere ist der von a � ak
erzeugte IC�Unterraum c von gIC eine Cartan Unteralgebra c� das hei�t c operiert
halbeinfach auf gIC und ist maximal abelsch�
�iv� Die Einschr�ankung auf a der Wurzeln von gIC bez�uglich c� welche auf a nicht
verschwinden� liefert das eingeschr�ankte Wurzelsystem ��

Bemerkung ���� Teil �i� und �ii� der Proposition verallgemeinern den bekannten
Satz aus der linearen Algebra� da� kommutierende� reelle� symmetrische beziehungs�
weise hermitsche Matrizen simultan durch orthogonale �bzw� unit�are� Matrizen auf
reelle Diagonalmatrizen transformiert werden k�onnen�
�ii� folgt aus �i�� da jedes X � p in einer maximal abelschen Unteralgebra von p

liegt�
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����� Die Weyl Gruppe

Die Weyl Gruppe einer reellen� halbeinfachen� nicht kompakten Lie Algebra g

bez�uglich einer Cartan Involution von g wird eine sehr wichtige Rolle spielen bei
der Bestimmung der o�enen und abgeschlossenen Doppelnebenklassen�

Wir �xieren eine Cartan Involution der reellen� halbeinfachen� nicht kompakten Lie
Algebra g sowie eine maximal abelsche Unteralgebra a des ���Eigenraums p von

�

De
nition ���	 Eine Teilmenge ! � f��� � � � � �lg von � hei�t Basis des Wur�
zelsystems� wenn ! eine Vektorraumbasis von a� ist� und f�ur jede Wurzel � die
Koe�zienten ki in der Linearkombination � �

Pl
i�� ki � �i in ZZ liegen und alle

entweder nicht negativ oder nicht positiv sind�

Bekanntlich existieren stets Basen �siehe zum Beispiel �Helg	� Chapter X� Theorem
����� zu ihrer Konstruktion kommen wir sp�ater�

Proposition ���� �i� Zu jeder Linearform � � a� existiert genau ein A� � a� so
da� ��H� � 	�H�A�� gilt f�ur alle H � a�
�ii� Die Abbildung � 
 a� � a� � 
 � 
� A� ist ein Isomorphismus� Wenn ! eine
Basis des Wurzelsystems � ist� so ist insbesondere fA� 
 � � !g eine IR�Basis
von a�
�iii� Es gilt ��A�� � 	�A�� A�� �� � f�ur alle � � �
�iv� Durch ��� �� 
� 	�A�� A�� wird auf a� ein Skalarprodukt de�niert� und � ist
�nach Konstruktion� eine Isometrie�

Die Beweise dieser Proposition basieren fast ausschlie�lich darauf� da� die Killing
Form eingeschr�ankt auf a ein Skalarprodukt ist�

De
nition ���� �i� Zu jedem � � a� bezeichne s� � Aut �a�� die Re�exion
an � bez�uglich des Skalarprodukts ��� �� aus obiger Proposition� das hei�t s� ��� �

�� ������
�����

� ��
�ii� Die von der Menge fs� 
 � � �g in Aut �a�� erzeugte Gruppe W hei�t die
Weyl Gruppe des Wurzelsystems ��

Alle Cartan Involutionen sind unter Int �g� zueinander konjugiert� d�h� zu je zwei
Cartan Involutionen 
� 
� existiert ein 
 � Int �g� mit 
� � 
�� � 
 � 
� Wegen der
Invarianz der Killing Form bez�uglich Aut�g� bilden die Cartan Involutionen also
eine volle Konjugationsklasse in Aut �g��
Damit ist wegen Proposition ���
 �i� die oben de�nierte Weyl Gruppe nur von der
reellen� halbeinfachen Lie Algeba g abh�angig�
Die Weyl Gruppe l�a�t das Wurzelsystem � invariant� und weil � ein Erzeugenden�
system von a� ist� liegt ein Weyl Gruppenelement fest durch seine Bilder auf ��
Insbesondere ist die Ordnung der Weyl Gruppe ein Teiler der Ordnung der Gruppe
der Permutationen von �� also endlich�
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F�ur diese Arbeit wird noch ein anderes Modell der Weyl Gruppe von Bedeutung
sein� In diesem wird die Weyl Gruppe W als Faktorgruppe zweier Untergruppen in
einer Lie Gruppe mit Lie Algebra g dargestellt� Doch zun�achst kl�aren wir noch� wie
obige Weyl Gruppe auf der Unteralgebra a operiert

Zu jedem � � � de�nieren wir die lineare Involution
"s� �H� 
� H � ����H�

��A��
A� f�ur alle H aus a�

Mit dem Isomorphismus � aus Proposition ���� �ii� gilt dann
 � � s� � "s� � ��
F�ur die Gruppe "W � Aut �a�� welche von den "s�� � � � erzeugt wird� gilt dann
"W � �W���� Dies erlaubt uns "W mit W zu identi�zieren�

De
nition ���� Es sei G eine zusammenh�angende Lie Gruppe mit Lie Algebra g�
Es sei g � k�p eine Cartan Zerlegung von g sowie K die analytische Untergruppe
von G mit Lie Algebra k�
Dann werde mit M der Zentralisator einer maximal abelschen Unteralgebra a von
p in K bezeichnet� d�h�

M � fg � K 
 Ad�g��H� � H f�ur alle H � ag
sowie mit M� der Normalisator�

M� � fg � K 
 Ad�g��a� � ag

Hier folgen die ersten wichtigen Eigenschaften �uber M� undM 
 �siehe �Helg	� Chap�
ter VII� x 
�
Proposition ���
 �i� M ist eine normale Untergruppe von M�

�ii� M und M� haben dieselbe Lie Algebra� n�amlich zk�a�� Die Gruppe M ist eine
abgeschlossene Untergruppe von G� und ist im allgemeinen nicht zusammenh�angend�
�iii� Die Faktorgruppe M��M ist endlich�
�iv� Die Abbildung m� 
� Ad�m��ja� m� � M� ist eine Darstellung von M�

in GL �a�� deren Kern genau M ist� Insbesondere induziert die Abbildung m� 
�
Ad�m��ja eine treue Darstellung von M��M auf a�

Teil �ii� dieser Proposition folgt im wesentlichen aus der Tatsache� da� der Norma�
lisator von a in k �#� gleich zk�a� ist�

Der folgende Satz besagt� da� die Faktorgruppe M��M genau die Weyl Gruppe von
g ist� wenn wir diese wie oben beschrieben auf a operieren lassen
 �siehe z�B� �Koo	
II� ��� ��

Satz ���� �i� Ist � � � eine Wurzel bez�uglich der maximal abelschen Unteral�
gebra a von p� und X� � g� normiert� so da� 	� �X��X�� �

�
������ so gilt mit

Z� 
� X� � 
�X���
Z� liegt in k� exp����Z�� ist in M� und Ad ����Z��ja � "s��
�ii� Das Bild von M��M in GL �a� wird von fAd ����Z��ja 
 � � �g erzeugt�

�iii� Die Abbildung "s� �� "W � 
� Ad ����Z��ja induziert einen Gruppenisomorphis�

mus von "W auf M��M �
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����� Minimal parabolische Untergruppen

In diesem Abschnitt werden einzelne Aussagen nicht nur zitiert� sondern zum Teil
auch bewiesen� da dies das Verst�andnis und die Darstellung der restlichen Abschnit�
te erleichtert� Bevor die De�nition der minimal parabolischen Unteralgebren und
Untergruppen gegeben werden kann� m�ussen noch einige zus�atzliche Konzepte ein�
gef�uhrt werden� Wenn wir den Dualraum a� einer maximal abelschen Unteralgebra a
von p zu einem geordneten� reellen Vektorraum machen� so bezeichnet man f�ur jede
solche �xierte Ordnung mit �� die Menge der positiven Wurzeln in �� Dann ist die
Vereinigung � � �������� disjunkt� und es gelten die bekannten� fundamentalen
Aussagen �siehe �HilNe	� Kapitel III� Satz ���
�


Satz ���� Es sei g eine reelle� halbeinfache Lie Algebra und g � k � p eine
Cartan Zerlegung und a eine maximal abelsche Unteralgebra von p� Weiterhin sei
� das Wurzelsystem von g bez�uglich a und �� positive Wurzeln� Dann gelten die
folgenden Aussagen�
�i� n 
�

P
���� g� ist eine nilpotente Unteralgebra von g�

�ii� a� n ist eine au��osbare Unteralgebra von g�
�iii� g zerlegt sich in die direkte Summe g � k�a�n �lokale Iwasawa Zerlegung�
�iv� Ist G eine zusammenh�angende Lie Gruppe mit Lie Algebra g� sowie A und N
die analytischen Untergruppen von G mit Lie Algebra a und n� so sind A und N
einfach zusammenh�angend� und die �Produkt�� Abbildung K �A�N � G ist ein
Di
eomorphismus� �globale Iwasawa Zerlegung�

Wichtig in diesem Zusammenhang ist die sogenannte Polarzerlegung einer Lie Grup�
pe �siehe �Helg	� Chapter VI� Theorem ��� �iii� und Proposition ����

Proposition ���� Es gelten die Voraussetzungen von Satz ����� Dann gilt�
�i� Die Einschr�ankung der Exponentialabbildung der Lie Gruppe G auf p ist in�
jektiv�
�ii� Die Abbildung K � p � G� �k�X� 
� k � exp�X� ist ein Di
eomorphismus�
�Polarzerlegung�
�iii� Es sei  der Lift auf G der auf g gegebenen Cartan Involution� Dann liefert
die Abbildung
� 
 A �N � exp�p�� � 
 s 
�  �s� � s�� einen Di
eomorphismus von Mannigfal�
tigkeiten�

Die folgende Proposition f�uhrt direkt zur De�nition minimal parabolischer Unteral�
gebren von g und minimal parabolischer Untergruppen in einer Lie Gruppe G� �siehe
�Koo	� Chapter I� Lemma ��� und Corollar ���� sowie �War	� Proposition ��
����
�

Proposition ���� Es gelten wieder die Voraussetzungen von Satz ����� Dann gilt�
�i� Die Unteralgebra zk�a� operiert via der adjungierten Darstellung ad f�ur jede
Wurzel � � � irreduzibel auf dem Wurzelraum g��
�ii� P�a���� 
� zk�a� � a � n ist f�ur jede Wahl eines Systems positiver Wurzeln
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�� in � eine Unteralgebra von g� die selbstnormalisierend ist� Diese Unteralgebren
hei�en minimal parabolisch�
�iii� Es sei M der Zentralisator von a in K� Dann ist die Produktabbildung M �
A� N � G ein Di
eomorphismus auf eine abgeschlossene� selbstnormalisierende
Untergruppe P von G� deren Lie Algebra P�a���� ist� Diese Untergruppen hei�en
minimal parabolische Untergruppen von G�

Bemerkung ���� Es sei 
 ein Automorphismus von g� der mit der Cartan In�
volution 
 vertauscht� das hei�t� er bildet die Summanden k und p der Cartan
Zerlegung g � k � p jeweils in sich ab� Wenn 
 auch die Unteralgebra a in�
variant l�a�t� so operiert 
 auf der Menge der Wurzelr�aume fg� 
 � � �g� da
�H�
�X�	 � 
��
���H��X	 � ��
���H�� � 
�X�� �X � g� und �H � a�
De�niert man 
 �� durch 
 ����� 
� ��
������� so gilt 
�g�� � g���� und 
 permu�
tiert die S�atze positiver Wurzeln von ��
O�ensichtlich gilt 
�A�� � A���� wegen der Invarianz der Killing Form�

Dies kann man auf die Cartan Involution 
 anwenden� Sie wirkt auf a als die nega�
tive Identit�at� und bildet damit jede Wurzel � in die Wurzel �� ab�

Auch die Automorphismen Ad�m��� m� � M� gen�ugen den obigen Voraussetzun�
gen� Die zugeh�orige Operation der Weyl Gruppe M��M auf � liefert eine scharf�
einfach transitive Operation auf allen S�atzen positiver Wurzeln von ��

Wegen der Konjugiertheit aller Cartan Zerlegungen von g unter Int �g� und Pro�
position ���
 �i� liefert die letzte Bemerkung den folgenden ��Konjugationssatz�


Satz ���	 �i� Je zwei minimalparabolische Unteralgebren von g lassen sich unter
einem Automorphismus aus Int �g� ineinander �uberf�uhren�
�ii� Die minimal parabolischen Untergruppen der Lie Gruppe G bilden eine Konju�
gationsklasse von G�

Kl�aren wir noch das Aussehen der minimal parabolischen Unteralgebren der kom�
plexen� halbeinfachen Lie Algebren�

De
nition ���� Es sei l eine halbeinfache� komplexe Lie Algebra mit Cartan Un�
teralgebra c und zugeh�origem Wurzelsystem $�
�i� Der von der Menge fT� 
 � � $g erzeugte reelle Untervektorraum cIR hei�t
die kanonische� reelle Form von c� Hier bei werden die T� wie die Elemente A�

�uber die Einschr�ankung der Killing Form auf c de�niert�
�ii� F�ur jedes System positiver Wurzeln $� in $ hei�t die Unteralgebra b 
�
c�

P
��	� l� eine Borel Unteralgebra von l�

Es gelten nun die folgenden Aussagen �siehe �Helg	� Chapter VI� Lemma ��
�


Proposition ���� �i� Die Cartan Unteralgebra c zerlegt sich in die direkte Summe
c � i � cIR � cIR� und die Killing Form von l eingeschr�ankt auf cIR � cIR ist positiv
de�nit� Insbesondere liegt cIR stets in p f�ur jede Cartan Involution� die c invariant
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l�a�t�
�ii� Es existiert eine Cartan Involution 
 von lIR� so da� cIR � ER������
�iii� F�ur jede Cartan Zerlegung lIR � u� i � u von lIR und einen maximal abelschen
Unterraum a von i � u gilt� zu�a� � i � a und c 
� zu�a� � a ist eine Cartan
Unteralgebra von l mit kanonischer� reeller Form a�
�iv� Die minimal parabolischen Unteralgebren von lIR bez�uglich der Zerlegung u�i �u
und der Unteralgebra a sind genau die Borel Unteralgebren bez�uglich c� Diese sind
stets au��osbar�

Bemerkung ���� Die Kommutatorunteralgebra �P�P	 einer minimal paraboli�
schen Unteralgebra P 
� P�a���� einer reellen� halbeinfachen� Lie Algebra ist
gleich �zk�a�� zk�a�	 � n� Da zk�a� eine reduktive Algebra ist� ist der Kommutator
von P genau dann nilpotent� wenn zk�a� abelsch ist� Dies ist aber genau dann der
Fall� wenn P au%�osbar ist�
Nun kommen wir zu einem wesentlichen Satz in der Strukturtheorie halbeinfacher
Lie Algebren� den wir sp�ater auch ben�otigen werden� die Bruhat Zerlegung ei�
ner Lie Gruppe bez�uglich einer minimal parabolischen Unteralgebra �siehe �Helg	�
Chapter IX� Theorem ��� ��


Satz ���
 Es sei G eine Lie Gruppe mit halbeinfach� reeller Lie Algebra g und P �
M �A �N eine minimal parabolische Untergruppe von G� Zu jedem w �M��M � W
sei m�

w ein Vertreter in M�� Dann gilt
�i� Die Nebenklasse m�

w � P h�angt nur von w ab�
�ii� G ist die disjunkte Vereinigung aus Doppelnebenklassen

G �
�

w�W
P �m�

w � P

Es bezeichne w� � W das �eindeutig bestimmte� Weyl Gruppenelement� welches
den gew�ahlten Satz positiver Wurzeln �� auf ��� abbildet� Dann gilt�

P �m�
w�
� P ist o
en dichte Untermannigfaltigkeit von G�

Unter den Doppelnebenklassen bez�uglich P hat genau eine minimale Dimension�
n�amlich dimIR�zk�a� � a� n�	 sie ist auch die einzige abgeschlossene Doppelneben�
klasse�

Bemerkung ���� �i� Das Weyl Gruppenelement w� existiert� da die Weyl Grup�
pe transitiv auf der Menge aller Systeme positiver Wurzeln operiert� Es ist auch
eindeutig� da die Operation scharf ist�
�ii� Das Produkt M �A �N der Untergruppen M�A und N kommutiert� weil A die
Gruppe N normalisiert und M die Gruppen A und N normalisiert�
�iii� Die Gruppe M� normalisiert M und A� Damit l�a�t sich jede Doppelneben�
klasse P �m�

w � P auch schreiben als N �m�
w � P �

�iv� F�ur die o�en dichte Doppelnebenklasse N �m�
w�
� P gilt


Die Abbildung N � P � G� �n� p� 
� n �m�
w�
� p ist ein Di�eomorphismus auf
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die o�en dichte Untermannigfaltigkeit von G�
�v� Wegen �iv� ist �m�

w�
��� � N � m�

w�
� P Produkt zweier abgeschlossener Unter�

gruppen mit trivialem Schnitt� Daher kann man die Lie Algebra g als ein direkte
Summe schreiben

g � n� 	 �zk�a� � a� n�� Dabei ist n� 
� Ad�m�

w�
��n� �

P
����� g��

Multiplizieren wir in der Bruhat Zerlegung von G die disjunkte Vereinigung von
links mit m�

w�
und indizieren die Vereinigung �uber die Weyl Gruppe W um� so

erhalten wir
G �

�
w�W

N� �m�
w � P �

F�ur G � SL�n� IR� erh�alt man die aus der linearen Algebra bekannte Aussage� da�
jede Matrix in SL �n� IR� Produkt einer unteren Dreiecksmatrix mit Einsen auf der
Diagonalen� einer Permutationsmatrix und einer oberen Dreiecksmatrix ist�

Auch in einer beliebigen Doppelnebenklasse N � m�
w � P� w � W kann man eine

Eindeutigkeit erreichen� Dies geschieht indem man N zu einer �von w� abh�angigen
analytischen Untergruppe Nw von N verkleinert� Dies �andert nicht die urspr�ungli�
che Doppelnebenklasse� aber die Abbildung
Nw � P � P �m�

w � P� �nw� p� 
� nw �m�
w � p wird ein Di�eomorphismus�

Es wird hier nicht n�aher auf dieses ��Zur�uckschneiden� eingegangen� da uns die�
ses Ph�anomen auch bei den Kac�Moody�Gruppen wieder begegnen wird� wo es im
Detaill diskutiert wird�

����� Normale� reelle Formen

Unter den reellen Formen von halbeinfachen� komplexen Lie Algebren sind manche
durch besondere Eigenschaften ausgezeichnet� Die normalen� reellen Formen bilden
eine solche� besonders ausgezeichnete Klasse� In gewissem Sinne sind kompakte�
reelle Formen und normale� reelle Formen die entgegengesetzten Extreme unter den
reellen Formen�

De
nition ���� Eine reelle Form g einer halbeinfachen� komplexen Lie Algebra
hei�t normale reelle Form � wenn g eine Cartan Zerlegung g � k� p besitzt derart�
da� ein maximal abelscher Unterraum a von p schon maximal abelsch in ganz g ist�

Diese De�nition h�angt wegen Proposition ��� Teil �iii� und �iv� und Proposition
���
 �i� nicht von der zu w�ahlenden Unteralgebra a von p ab und auch nicht von der
gew�ahlten Cartan Zerlegung von g� folglich nur von g selbst�
Wir tragen im folgenden einige� wesentliche Eigenschaften von normalen reellen
Formen zusammen �siehe �Helg	 Chapter IX� Theorem ���� und Theorems ��� und
��
 ��
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Proposition ���� Es sei g eine normale� reelle Form der komplexen� halbeinfachen
Lie Algebra l und a eine maximal abelsche Unteralgebra von p� Dann gilt�
�i� Die Komplexi�zierung c von a in l ist eine Cartan Unteralgebra von l mit
kanonischer� reeller Form cIR � a�
�ii� Es seien wieder � die Wurzel von g bez�uglich a� Dann sind die Wurzelr�aume
g�� � � � in g bez�uglich a reell�eindimensional� und die Menge der Wurzeln $
von l bez�uglich c sind die IC�linearen Fortsetzungen der Wurzeln aus � auf c�
�iii� F�ur jede Cartan Zerlegung g � k� p von g gilt� dimIRp� dimIRk � dimIRa �
dimICc�
�iv� Die Di
erenz der IR�Dimensionen von p und k ist maximal f�ur die normalen
reellen Formen� und wird nur von diesen angenommen f�ur eine �xierte� komplexe�
halbeinfache Lie Algebra l�
�v� Jede komplexe� halbeinfache Lie Algebra l besitzt normale� reelle Formen� Diese
sind alle zueinander konjugiert unter Int�l��

Bemerkung ���� �i� Geben wir uns eine beliebige� halbeinfache� reelle Lie Alge�
bra g vor mit Cartan Zerlegung g � k � p zur Cartan Involution 
 mit maximal
abelschem Unterraum a in p� sowie einer maximal abelschen Unteralgebra ak von
zk�a��
Dann ist nach Proposition ��� �v� k� i �p eine kompakte� reelle Form der Komplexi�
�zierung gIC von g� Die zugeh�orige Cartan Involution von �gIC�IR ist die IC�antilineare
Fortsetzung von 
 auf gIC�
Die Komplexi�zierung c von ak � a ist eine Cartan Unteralgebra von gIC� deren
kanonische� reelle Form cIR genau i � ak � a ist� Im Fall normaler� reeller Formen ist
zk�a� trivial� Dies kl�art den Teil �i� der Proposition�

�ii� In der allgemeinen Situation in Teil �i� dieser Bemerkung sei � das Wurzelsy�
stem bez�uglich a� Dann ist f�ur jedes � � � die Summe g�� g�� direkt� Da 
 diese
beiden Wurzelr�aume austauscht� l�a�t 
 die Summe invariant� und diese zerf�allt in
die Summe aus den Schnitten mit k und p� welche gleiche Dimension haben� Daher
gilt angesichts der Wurzelraumzerlegung in Gleichung ����� von g stets

dim �p�� dim �k� � dim �a�� dim �zk�a��

F�ur die normalen� reellen Formen ist dim �a� maximal� n�amlich gleich dem Rang
�das ist die Dimension einer Cartan Unteralgebra� von gIC und dim �zk�a�� ist mi�
nimal� n�amlich gleich �� Dies illustriert Punkt �iii� der Proposition�

Wegen ihrerWichtigkeitwerden wir hier kurz das �ublicheKonstruktionsverfahren f�ur
kompakte und normalen� reellen Formen skizzieren
 �siehe z�B� �Hum	 Proposition

��
� oder �Helg	� Ch� III� Th� ����

Satz ���� Es sei l eine komplexe� halbeinfach Lie Algebra und c eine Cartan Un�
teralgebra von l� sowie $ das Wurzelsystem bez�uglich c� Weiterhin seien T�� � � $
so gew�ahlt� da� 	�H�T�� � ��H� gilt f�ur alle H � c�
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Dann existiert f�ur jedes � � $ ein X� � l� n f�g so� da� �X��X��	 � T� gilt� und
�X��X�	 � N��� �X���� falls �� �� �� � Wurzeln sind� wobei N��� reelle Konstan�
ten sind� f�ur die N��� � �N����� gilt�
Ist B eine Basis von $� so ist fT� 
 � � Bg � fX� 
 � � $g eine Basis von l�
Diese hei�t eine Weyl Basis�

Bemerkung ���	 �i� Die Konstanten N��� sind notwendigerweise reell� Es folgt
n�amlich aus den anderen� geforderten Eigenschaften an die X�� da� N�

��� �
q����p�

� ��T�� gilt� wobei sich die ganzen Zahlen p und q aus der ��Reihe durch �
bestimmen
 � � n � � � $� p � n � q� Insbesondere ist also N��� f�ur linear
unabh�angige Wurzeln �� � reell� da p � � � q und ��T�� � � gilt�
�ii� Die Konstruktion einer Weyl Basis ist der erste Schritt zur Konstruktion einer
Chevalley Basis� Dies ist eine Weyl Basis� die unter Einschr�ankung der Skalare auf
ZZ eine Lie Algebra �uber ZZ erzeugt� welche als ZZ�Modul frei ist mit Rang dimICl�
Kurzum� alle Kommutatoren von Elementen einer Chevalley Basis sind Linearkom�
binationen �uber ZZ von Basiselementen� Wir werden in dieser Arbeit aber mit Weyl
Basen auskommen�

Jetzt k�onnen wir die Konstruktion sowohl von normalen als auch von kompakten�
reellen Formen beschreiben


Satz ���� Es sei fT� 
 � � Bg � fX� 
 � � $g eine Weyl Basis der komplexen�
halbeinfachen Lie Algebra l� Dann gilt�

�i� u 
�
P

��B IR � �i T�� �
P

��	� IR � �X��X��� �
P

��	� IR � i � �X� �X���
ist eine kompakte� reelle Form von l�

�ii� g 
�
P

��B IR � T� �
P

��	 IR �X�

ist eine normale� reelle Form von l�

Die durch 
�T�� � �T� � � B� 
�X�� � �X��� �� � $� de�nierte� IR�lineare
Selbstabbildung von g ist eine Cartan Involution�

Tats�achlich ist Teil �i� der in der Literatur �ubliche Weg� die Existenz kompakter�
reeller Formen beziehungsweise von Cartan Involutionen halbeinfacher� komplexer
Lie Algebren zu zeigen�

��� Symmetrische R�aume

In der klassischen Theorie werden global symmetrische R�aume de�niert als zusam�
menh�angende RiemannscheMannigfaltigkeitenM mit der Eigenschaft� da� zu jedem
Punkt p in M eine Isometrie sp von M existiert� welche involutorisch ist und p als
isolierten Fixpunkt hat� Diese Involution ist dann eindeutig und in einer Umgebung
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von p die geod�atische Spiegelung an p� Setzt man auf die Gruppe I �M� aller Isome�
trien von M die kompakt o�ene Topologie� so besitzt diese Gruppe genau eine ana�
lytische Struktur mit dieser Topologie� so da� I �M� eine Lie Transformationsgruppe
von M wird� Betrachten wir nun die Zusammenhangskomponente G 
� I��M� des
neutralen Elements in I �M� sowie die Fixpunktgruppe K eines �xierten Punktes
p�� Dann operiert G transitiv auf M � K ist eine kompakte Untergruppe von G� und
die algebraische Bijektion von G�K auf M wird ein analytischer Di�eomorpismus�
Mittels dieses Di�eomorphismus wird G�K zu einer Riemannschen Mannigfaltig�
keit� auf der G als Gruppe von Isometrien durch Linksmultiplikation operiert�

Die Abbildung � 
 G� G� � 
 g 
� sp� � g � sp� ist ein involutorischer Automorphis�
mus von G� und die Untergruppe K liegt zwischen der Fixpunktgruppe von � und
ihrer Zusammenhangskomponente des neutralen Elements e von G�

Die Ableitung d� von �� welche wir stets auch mit � bezeichnen werden� ist ein
involutorischer Automorphismus der Lie Algebra g von G� dessen Fixpunktalgebra
h eine kompakt eingebettete Unteralgebra ist�
Ein solches Tupel �g� �� wird eine orthogonale� symmetrische Lie Algebra genannt�
Es folgen einige Beispiele solcher Lie Algebren �siehe �Helg	� Chapter V� x ��


� �u� �� mit einer kompakten� halbeinfachen Lie Algebra und einem beliebigen
involutorischen Automorphismus ��

� �g� 
� mit einer nicht kompakten� halbeinfachen Lie Algebra und einer Cartan
Involution 
�

� �u �� e� �� wobei e ein IRn ist� betrachtet als abelsche Lie Algebra� u die
Lie Algebra einer kompakten Untergruppe von GL �n� IR�� welche kanonisch
auf e operiert� Dies liefert das semidirekte Produkt u �� e� Die Abbildung
��U� � U� U � u� ��X� � �X� X � e ist dann ein involutorischer Auto�
morphismus von u �� e� mit Fixpunktalgebra u�

Die so konstruierten� orthogonalen symmetrischen Lie Algebren sind alle e
ektiv�
das hei�t der Schnitt des Zentrums der ganzen Lie Algebra mit der Fixpunktalgebra
der Involution ist trivial�
Die Algebren in dieser Liste hei�en in dieser Reihenfolge
orthogonale� symmetrische Lie Algebren von kompaktem Typ� von nicht kompaktem
Typ und von euklidischem Typ�
Dann gilt der folgende Zerlegungssatz �siehe letztes Zitat�


Satz ���� Jede e
ektive� orthogonale� symmetrische Lie Algebra �g� �� zerf�allt in
die direkte Summe dreier Ideale g�� g� und g�� welche invariant sind unter �� der�
art� da� die Einschr�ankung von � auf g�� g� und g� e
ektive� orthogonale� symme�
trische Lie Algebren von euklidischem beziehungsweise kompaktem beziehungsweise
nicht kompaktem Typ sind�
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Die ersten beiden Typen aus obiger Liste hei�en halbeinfache� orthogonale symme�
trische R�aume�

De
nition ���� Eine orthogonale� symmetrische Lie Algebra �g� �� hei�t irredu�
zibel� wenn die Fixpunkalgebra von � kein nicht triviales Ideal von g enth�alt und
der h�Modul q irreduzibel ist� wobei h und q die ��� und ���Eigenr�aume von �
bezeichnet�

����� Halbeinfache� symmetrische R�aume

Im allgemeinen existieren auf halbeinfachen� symmetrischen R�aumen M verschie�
dene� nicht proportionale Riemannsche Strukturen� die G�invariant sind� F�ur jede
solche Riemannsche Struktur ist aber der zugeh�orige Riemannsche Zusammenhang
derselbe�
Eine Riemannsche� G�invariante Struktur auf M ist f�ur halbeinfache� symmetrische
R�aume stets mittels der Killing Form gegeben
 Sei g � h� q die Zerlegung der Lie
Algebra g von G in die 
��Eigenr�aume bez�uglich der Involution �� so sind h und
q orthogonal bez�uglich der Killing Form von g wegen ihrer Invarianz unter Auto�
morphismen� und die Einschr�ankung der Killing Form auf h und q ist jeweils nicht
ausgeartet� Wenn �g� �� von kompaktem Typ ist� so ist 	jq�q negativ de�nit� und
wenn �g� �� von nicht kompaktem Typ ist� positiv de�nit�
Wir bezeichnen mit � 
 G � M� � 
 g 
� g � p� die Projektion von G auf M � Dann
bildet die Ableitung �d ��e die Unteralgebra h auf f�g und den Unterraum q iso�
morph auf Mp� ab� den Tangentialraum von M im Punkt p�� Dann liefert �	jq�q �
falls �G� �� von kompaktem Typ ist� und 	jq�q � falls �G� �� von nicht kompaktem
Typ ist� eine G invariante Riemannsche Struktur auf M � wenn das so de�nierte Ska�
larprodukt auf Mp� mittels der Wirkung von G transportiert wird�
Die Geod�atischen von M �diese sind bereits durch den Riemannschen Zusammen�
hang eindeutig bestimmt� sind durch die Einschr�ankung der Exponentialabbildung
von G auf q gegeben
 ��d 	�eX�t� � exp�tX� � p�� X � q�

In dieser Arbeit besch�aftigen wir uns mit einer etwas allgemeineren Version sym�
metrischer R�aume� den sogenannten pseudo�Riemannschen� halbeinfachen� symme�
trischen R�aumen� Allgemein werden diese eingef�uhrt� indem schlicht die positive
De�nitheit der G�invarianten Bilinearform auf den Tangentialr�aumen der Mannig�
faltigkeit M ersetzt wird durch Nichtausgeartetheit�

De
nition ���
 Es sei G eine zusammenh�angende� halbeinfache Lie Gruppe mit
Lie Algebra g� und � ��� id� ein involutorischer Automorphismus von G� Weiterhin
sei H eine Untergruppe von G� welche zwischen der Fixpunktgruppe von � und deren
Zusammenhangskomponente des neutralen Elements von G liegt�
Dann hei�t der Faktorraum G�H halbeinfacher� symmetrischer Raum zur Involu�
tion �� Das Tupel �g� �� hei�t der zugeh�orige lokale� halbeinfache� symmetrische
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Raum�

Bemerkung ���� �i� Die volle Fixpunktgruppe von � ist wegen der Stetigkeit
von � stets eine abgeschlossene Untergruppe� Diese hat nur endlich viele Zusam�
menhangskomponenten� Daher ist eine Untergruppe H zwischen Fix ��� und de�
ren Zusammenhangskomponente des neutralen Elements stets abgeschlossen� �siehe
�Schl	� Ch ���� Prop ����
�
�ii� Die Unteralgebra h � Fix ��� von g ist im allgemeinen nicht kompakt einge�
bettet� da die Einschr�ankung der Killing Form von g auf h nicht negativ de�nit ist�
�iii� Die Fixpunktalgebra jedes Automorphismus endlicher Ordnung ist reduktiv
und nichttrivial�

Zum Beweis von Teil �iii� zitieren wir �BourII	� Chapter �� x ���� Proposition ���
Wir ben�otigen aber f�ur die folgenden Abschnitte noch weitere Aussagen �uber die
Fixpunktalgebra von � �siehe z�B� �Helg	� Chapter X� Lemma ��
 und ����


Proposition ��	� Es sei l eine komplexe� halbeinfache Lie Algebra und � ein Au�
tomorphismus endlicher Ordnung von l und l� die Fixpunktalgebra von �� Dann gilt�
�i� l besitzt eine kompakte� reelle Form u� welche invariant unter � ist� Dann ist
u� 
� u � l� die Fixpunktalgebra von �ju�
�ii� u� ist reduktiv� zerf�allt also in die direkte Summe aus dem halbeinfachen Ideal
�u�� u�	 und seinem Zentrum zu� �
�iii� Sei t� maximal abelsch in �u�� u�	� dann ist au� 
� t�� zu� maximal abelsch in
u�� und die Komplexi�zierung c� von au� operiert via ad halbeinfach auf l��
�iv� Der Zentralisator von c� �� l�� in l ist eine Cartan Unteralgebra von l� Ins�
besondere ist l� nicht trivial�

Die Kassi�kation aller halbeinfachen� symmetrischen R�aume �ndet sich zum Bei�
spiel in �Ber	� Die Schwierigkeit bei dieser Kassi�kation besteht darin� da� zu einem
halbeinfachen� lokal symmetrischen Raum �g� �� im allgemeinen mehrere� symme�
trische R�aume G�H existieren wegen Bemerkung ���� Teil �i�� So ist beispielswei�
se �siehe �Guest	� Chapter ��� in der Gruppe G � SO�n � �� aller orthogona�
len �n � �� � �n � ���Matrizen mit der Involution ��g� � En��gEn��� En�� 
�
diag��� � � � � ������ die Fixpunktgruppe H 
� Fix��� gleich S�O�n��O����� Diese
hat zwei Zusammenhangskomponenten� Der symmetrische Raum G�H ist kano�
nisch isomorph zum reellen� projektiven Raum der Dimension n� indem wir G auf
der Menge aller Ursprungsgeraden des IRn�� operieren lassen�
Die Zusammenhangskomponente He des neutralen Elements von H ist isomorph
zu SO�n�� und der symmetrische Raum G�He wird die ganze Sph�are Sn�
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����� Struktur lokaler� nicht kompakter� symmetrischer
R�aume

Das erste� wichtige Hilfsmittel bei der Strukturtheorie halbeinfacher� symmetrischer
R�aume ist die analoge Aussage von Teil �i� der letzten Proposition f�ur reelle� halb�
einfache Lie Algebren
 �siehe z�B� �Helg	� Chapter VI� Exercise A � �i��

Lemma ��	� Es sei g eine reelle� halbeinfache Lie Algebra und � ein Automor�
phismus endlicher Ordnung� so wie 
 eine Cartan Involution� Dann existiert ein
Automorphismus � � Int �g�� so da� � � 
 � ��� mit � vertauscht�

�Aquivalent zur Forderung der Vertauschbarkeit einer Cartan Involution 
 mit � ist�
da� � die 
��Eigenr�aume k und p von 
 invariant l�a�t�
Ab jetzt sei g stets eine reelle� nicht kompakte� halbeinfache Lie Algebra� und 
 eine
Cartan Involution von g mit zugeh�origer Cartan Zerlegung g � k � p� die mit der
Involution � vertauscht�
Die Zerlegung von g in die 
��Eigenr�aume bez�uglich � sei stets g � h� q�

Um Wurzelraumzerlegungen von g in Beziehung setzen zu k�onnen zur Wirkung der
Involution �� ben�otigen wir die im folgenden de�nierten Unteralgebren


De
nition ��	� �i� Eine maximal abelsche Unteralgebra a von p hei�t ��
invariant� wenn ��a� � a gilt�
�ii� Eine maximal abelsche Unteralgebra a von p hei�t h�maximal beziehungswei�
se q�maximal� wenn a� 
� a � h maximal abelsch in h � p ist beziehungsweise
a� 
� a � q maximal abelsch in q � p ist�

Bemerkung ��	� �i� Die q�maximalen und die h�maximalen� maximal abelschen
Unteralgebren von p werden die entscheidende Rolle bei der Konstruktion der o�enen
und der abgeschlossenen Doppelnebenklassen spielen�
�ii� Die Unteralgebren in Teil �ii� der De�nition lassen sich leicht konstruieren und
sind stets � invariant�
�iii� Die h�maximalen und q�maximalen�maximal abelschen Unteralgebren bilden je
eine Bahn unter der Wirkung von Ad �H �K� �siehe �Schl	� Lemma ������� Bemerkt
sei� da� nur die Transitivit�at der Operation von Ad�K �H� auf den q�maximalen
beziehungsweise h�maximalen�maximal abelschen Unteralgebren von p zu zeigen ist�
da p � q b�z�w p � h invariant sind unter Ad�K �H��

Der Teil �ii� soll hier wegen seiner Bedeutung f�ur die Konstruktion komplement�arer
Unteralgebren ausgef�uhrt werden


Beweis von Teil �ii��
Es sei a� eine maximal abelsche Unteralgebra von p� q und a�h eine maximal abel�
sche Unteralgebra im Zentralisator zp�h�a�� von a� in p � h�
Der Unterraum zp�h�a�� ist nat�urlich im allgemeinen keine Unteralgebra�
Dann ist a 
� a� � a�h maximal abelsch in p
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Nach Konstruktion ist a ein abelscher Unterraum von p�
Sei X � p mit �X� a	 � �� und sei X � X� � X� die Zerlegung von X in die
Eigenr�aume bez�uglich �� Wegen der Voraussetzung 
� � �
 liegen X� und X� in
p� Es gilt f�ur alle Y aus a�
 � � �X�Y 	 � �X�� Y 	 � �X�� Y 	 � q 	 h� also ist
�X�� Y 	 � � f�ur alle Y � a�� und wegen der Maximalit�at von a� in p � q folgt
X� � a��
Damit vertauscht X� auch mit a�h elementweise� und es folgt �X�� a	 � �� Insbe�

sondere gilt �X�� a�	 � � � �X�� a�h 	� Weil X
� in p� h liegt� folgt
 X� � zp�h �a���

Nach Wahl von a�h liegt X� selbst in a�h � da X
� mit diesem Raum elementweise

vertauscht� Zusammen folgt X � a�

Jede q�maximale� maximal abelsche Unteralgebra a von p ist ��invariant� denn f�ur
jedes Y � a mit Zerlegung Y � Y � � Y � bez�uglich � gilt Y �� Y � liegen in p� und
f�ur alle Z in a� gilt � � �Y�Z	 � �Y �� Z	� �Y �� Z	 � q	h� also �Y �� a�	 � �� womit
wegen der Maximalit�at von a� folgt Y � � a� � a� Folglich haben wir auch Y � in
a� Damit ist gezeigt� da� a in die direkte Summe aus seinem Schnitt mit h und q

zerf�allt� der Schnitt mit q ist a��

Dies zeigt auch� da� obige Konstruktion alle q�maximalen� maximal abelschen Un�
teralgebren von p liefert� da der Schnitt a � h �� p� eine Unteralgebra in zp�h�a��
sein mu�� welche wiederum in diesem Unterraum maximal abelsch ist�

Die Beweise f�ur die h�maximalen Unteralgebren von p sind v�ollig analog� �
Ab jetzt sei stets a eine maximal abelsche Unteralgebra von p� die ��invariant ist�
Mit a� beziehungsweise a� werde der Schnitt von a mit h beziehungsweise der
Schnitt mit q bezeichnet� es gilt also a � a� � a��

Lemma ��		 Der Zentralisator zk�a� von a in k ist mit a ebenfalls ��invariant�

Beweis� Der Zentralisator von a in g ist der Wurzelraum g� � a� zk�a�� Dieser ist
nach Bemerkung ��

 ��invariant� Da k ebenfalls ��invariant ist� folgt die Behaup�
tung� �
Bezeichnungen�
Mit ��a�� werde die Menge aller Wurzeln � aus � bezeichnet� f�ur die A� in a�

liegt� und f�ur jede Wahl �� positiver Wurzeln von � sei ��a��� 
� ��a�� � ��

gesetzt�
Analog wird ��a�� 
� f� � � 
 A� � a�g gesetzt� und ��a��� 
� ��a�� � ���
Die Schnitte mit �� � ��� werden analog bezeichnet�

Dann gelten die folgenden �aquivalenten Beschreibungen

�i� � � ��a�� �� � � � � � �� �ja� � � �� �a����
�ii� � � ��a�� �� � � � � �� �� �ja� � � �� �a����
Beweis� Da die Elemente A� �uber die Killing Form de�niert sind �	�A�A�� �
��A� �A � a� und a ��invariant ist� folgt ��A�� � A���� Dies zeigt die beiden
ersten �Aquivalenzen� da stets A�� � A� f�ur alle Wurzeln � aus � gilt�
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Wenn � � � � � gilt� so gilt f�ur alle A aus a�
 ���A� � ������A�� � � � ��A� �
��A�� und es folgt die zweite �Aquivalenz in �i�� Die zweite �Aquivalenz in �ii� zeigt
man analog� �
Nun haben wir die folgende Zerlegung des Wurzelsystems � �F�ur einen sehr knappen
Beweis siehe �Mat	�


Proposition ��	� F�ur jedes System positiver Wurzeln �� in � hat man die fol�
gende Zerlegung von �� und �� in disjunkte Teilmengen�

�� � ��a��� � ���� � � � ��� n ��a��� � ��� � � � ���
�� � ��a��� � ���� � � � ��� n ��a��� � ��� � � � ���

���
�

Hierin besteht jeweils die mittlere Teilmenge aus den Wurzeln in �� beziehungsweise
��� die von � ohne Fixpunkte permutiert werden� und die jeweils dritten Teilmengen
der rechten Seiten werden von � bijektiv aufeinander abgebildet� Die jeweils ersten
Teilmengen bestehen aus den von � �xierten Wurzeln�

 bildet die �ubereinanderstehenden Teilmengen bijektiv aufeinander ab�

Beweis�
Es sei � � �� und � � � mit � � � � �� Ist � � �� so gilt � � ��a���� ist � �� ��
und � � �� so gilt �� � � ��� � � � ��� n ��a��� weil � Involution ist� und wenn
� � ��� so ist � � �� � � � �� und � � �� � � � ��� Dies zeigt den ersten Teil der
Behauptung�

Nun sei � � ��a���� dann ist 
 � � � �� nach Bemerkung ��
�� und � � �
 � �� �

 � �� � �� � 
 � �� also 
 � � � ��a����
F�ur � � �� � � � �� und � � �� � � � �� mit � � � � � gilt 
 � � � �� und
� � �
 � �� � 
 � �� � �� � 
 � � � ��� damit ist 
 � � � �� � ��� � ���
Da j��j � j��j ist� und � nach demGezeigten � 
 die ersten und dritten Teilmengen
bijektiv aufeinander abbildet� folgt der Rest� �
Nun folgt ein einfaches� aber wichtiges Korollar


Korollar ��	� F�ur � � �n��a�� gilt g����g�� � f�g� und f�ur den ��invarianten
Unterraum g� � ��g�� hat man die Zerlegung
g� � ��g�� � fX � ��X� 
 X � g�g 	 fY � ��Y � 
 Y � g�g in die Eigenr�aume von
�	 diese haben die gleiche Dimension�

Jetzt k�onnen wir in Termen von Wurzelr�aumen beschreiben� wie die Summe der Fix�
punktalgebra h und der minimal parabolischen Unteralgebra P�a����� gebildet zu
einer ��invarianten� maximal abelschen Unteralgebra a von p� aussieht� Der Beweis
wird hier geliefert� da er zum einen in �Mat	� Lemma �� sehr knapp gefa�t ist� und
zum anderen f�ur das Verst�andnis der weiteren �Uberlegungen von Bedeutung ist


Proposition ��	� F�ur jede Wahl der ��invarianten� maximal abelschen Unteralge�
bra a von p und jedes System positiver Wurzeln �� des Wurzelsystems � bez�uglich
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a gilt die folgende Zerlegung�

h� P�a���� �

� zk�a� � a �
P

��������� g��

�
P

�����������n��a���g
� � ��g��� � h �

P
����a��� g� � h

Beweis� ����
 Zu zeigen ist nur� da� f�ur � � �� stets ��g�� � g��� � h �
P�a���� gilt
 Sei X � g�� dann ist X � P�a���� und X � ��X� � h� also
��X� � h � P�a�����

����
 Es gen�ugt zu zeigen� da� h in der rechten Seite der behaupteten Gleichung
enthalten ist
 Nach Gleichung ���
� gilt f�ur � die Zerlegung
� � ��� � � � ��� � ���� � � � ��� n ��a��� � ��a����
Damit zerlegt sich g wie folgt in ��invariante Unterr�aume


g � zk�a� � a �
X

���������
g� �

X
�����������n��a��

�g� � ��g��� �
X

����a���
g��

Daher gilt die Gleichung

h � h � g �

� �zk�a� � h� � �a � h� � �
P

��������� g�� � h�

�
P

�����������n��a���g� � ��g��� � h �
P

����a����g� � h��

Diese Summe ist o�ensichtlich in der rechten Seite der behaupteten Gleichung ent�
halten� �
Nach Proposition ���� permutiert � die Teilmenge ���������n��a�� �xpunktfrei�
Daher existieren r �� �� verschiedene Wurzeln ��� � � � �r in ��� so da� � ��i �� �j
f�ur alle � � i� j � r� und

f��� � � � �r� � � ��� � � � � � �rg � ��� � � ���� n ��a�� �����

gilt� Damit haben wir das folgende Korollar �siehe �Mat	� Proposition ��


Korollar ��	
 h � P�a���� zerlegt sich in die direkte Summe

zk�a� 	 a 	 X
���������

g� 	
rM

i��

��g�i � ��g�i�� � h� 	 X
����a���

�g� � h��

Ein Vektorraumkomplement zu h � P�a���� in g ist gegeben durch

rM
i��

��g�i � ��g�i�� � q� 	 X
����a���

�g� � q� �����
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Die Kodimension von h � P�a���� in g ist

rX
i��

dim�g�i� �
X

����a���
dim�g� � q� �����

Beweis� Die Zerlegung von h � P�a���� ist klar� da in der Zerlegung dieses
Unterraums in Proposition ���� die Wurzeln in den drei Summanden aus Teilmengen
von � mit paarweise leerem Schnitt kommen�Die Zerlegung des zweiten Summanden
als direkte Summe folgt aus Gleichung ������
Es zerf�allt der Unterraum g�i���g�i� in die direkte Summe aus seinem Schnitt mit h
und q f�ur jedes i � f�� � � � � rg� ebenso der ��invariante Wurzelraum g� f�ur jedes � �
��a���� Weil das Wurzelsystem � die disjunkte Vereinigung aus ���� ���� ��a���
und der Teilmenge aus Gleichung ����� ist� liefert ����� ein Vekorraumkomplement�
Die Dimensionsformel folgt aus dann aus Gleichung ����� und Korollar ����� �
Charakterisierungen f�ur h � P�a���� � g

F�ur die Konstruktion komplement�arer Unteralgebren zu h in Abschnitt ��� wird es
sich als n�utzlich erweisen� verschiedene Charakterisierungen zu kennen� wann h in
der Summemit einer minimal parabolischen Unteralgebra ganz g ergibt� Wir stellen
diese Ergebnisse hier mit Beweisen vor� da dies bei der konkreten Konstruktion
hilfreich sein wird� �siehe wieder �Mat	� Prop� ��


Satz ��	� �Aquivalent f�ur die Wahl eines ��invarianten Unterraums a in p und
eines Systems positiver Wurzeln �� sind die folgenden Bedingungen�

� h � P�a���� � g

� F�ur alle � � ��a��� liegt g� in h� und ��� � � � ��� n ��a�� � ��
� F�ur alle � � ��a�� liegt g� in h� und ��� � � � ��� n ��a�� � ��
� a ist q�maximal und f�ur alle � in ��n��a�� ist �� �� wieder in ��n��a���

De
nition ���� Ein System positiver Wurzeln �� mit der Eigenschaft im letzten
Punkt der �aquivalenten Bedingungen im Satz ���� hei�t q�kompatibel�

Zun�achst zeigen wir ein einfaches Lemma


Lemma ���� F�ur jeden ��invarianten� maximal abelschen Unterraum a von p gilt

zg�a
�� � zk�a� � a �

X
����a��

g� �����

Beweis�
Der Zentralisator von a� � a � q in g ist zk�a� � a in der Summe mit vollen
Wurzelr�aumen bez�uglich a� da er invariant ist unter ad�a�� Ein Wurzelraum g� liegt
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genau dann in dem fraglichen Zentralisator� wenn �ja� � � gilt� Dies ist �aquivalent
zu � � ��a��� Das zeigt die behauptete Gleichheit� �
Beweis �von Satz ��	���
Die �Aquivalenz der ersten beiden Bedingungen ist klar mit der Dimensionsformel
����� f�ur ein Vektorraumkomplement von h� P�a�����

F�ur die �Aquivalenz der zweiten und dritten Bedingung ist wegen Proposition ���� nur
zu zeigen
 Wenn � � ��a��� und g� � h� so gilt g�� � h
 Ist X � g� � h� so
gilt ��
�X�� � 
���X�� � 
�X�� also ist 
�X� � g�� � h� folglich g�� � 
�g�� � h�

Zur entscheidenden �Aquivalenz der dritten und vierten Bedingung

Nach Proposition ���� ist die Bedingung ��� � � � ��� n ��a�� � � �aquivalent zu
���� ��� � ��n��a��� Ist in diesem Fall � � ��n��a��� so gilt �� � ���� ���

und folglich �� � � � � � ���� � � � ���� � �� � �� n ��a���
Ist umgekehrt � � ����� ����n��a�� �� �� so ist �� � 
 �� � ����� ����n��a��
wiederum nach Proposition ����� und damit � � ���� �� ��� � � � ��� n ��a��� die
zweite Bedingung im vierten Punkt ist also verletzt�

Nun m�ussen wir nur noch die folgende �Aquivalenz zeigen


� g� � h f�ur alle � � ��a��
� a ist q�maximal� d�h� a� � a � q ist maximal abelsch in p � q�

Sei die erste Bedingung vorausgesetzt� Die drei Summanden auf der rechten Sei�
te der Gleichung ����� sind invariant unter � und 
� Daher gilt die Gleichung
zp�q�a�� � zg�a�� � p � q � f�g � a� � �

P
����a�� g

�� � p � q � a�� also ist a

q�maximal�

Ist umgekehrt � �� Y � g� � q f�ur ein � � ��a��� so ist Y �� 
�Y � � g��� und
a� � IR � �Y � 
�Y �� ist abelscher Unterraum von p � q� der a� echt umfa�t

Da Y in q liegt� ist Y � 
�Y � � p � q� weiterhin ist � �� Y � 
�Y � � g� � g���
insbesondere liegt Y � 
�Y � nicht in a� Schlie�lich vertauscht Y � 
�Y � mit a��
weil �ja� � ����ja� � �� nach Wahl von �� �
Die entscheidende Aussage in der Arbeit von Matsuki ��Mat	� Prop��� ist die folgen�
de
 Ist H eine abgeschlossene Untergruppe der Lie Gruppe G mit Lie Algebra h und
P� irgendeine minimal parabolische Untergruppe von G� so existiert eine endliche
Teilmenge fx�� � � � � xrg von G� derart� da� H � x� � P�� � � � �H � xr � P� alle o�enen
Doppelnebenklassen in der Doppelnebenklassenzerlegung von G bez�uglich der Un�
tergruppen H und P� sind�
Dabei h�angt die Zahl r nur von der reellen Lie Algebra g von G ab�

Dies besagt� da� zu jeder minimal parabolischen Untergruppe P von G� f�ur welche
H �P eine o�ene Teilmenge von G ist� ein h � H und ein i � f�� � � � � rg existieren�
so da� P � h � xi � P� � �xi��� � h�� gilt� der Index i ist dabei eindeutig�
Beweis�
Minimal parabolische Untergruppen sind alle zueinander konjugiert in G� Damit
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existiert ein g in G� so da� P � g �P� � g�� gilt� mit H � P ist dann auch H � g �P�
o�en in G� und es existiert ein j � f�� � � � � rg� so da� H � g � P� � H � xj � P�
gilt� Das hei�t� g � h � xj � p f�ur ein p � P und h � H� Insgesamt haben wir
P � hxjP��xj���h���
Nun zur Eindeutigkeit
 Seien i� j � f�� � � � � rg� h � H und xiP��xi��� �
hxjP��xj���h��� Dann wird P� normalisiert von �xi��� � h � xj� welches damit in P�
liegt� da minimal parabolische Untergruppen selbstnormalisierend sind� es existiert
also ein p in P � so da� xi � p � h � xj� Dies hei�t nach Wahl der Doppelnebenklas�
senvertreter i � j� �
Insbesondere existiert eine minimal parabolisch Untergruppe P von G derart� da�
H � P o�ene Teilmenge von G ist�
Es gilt der folgende� wichtige Satz �siehe �Mat	� Theorem �� �i��


Satz ���� Zu jeder minimal parabolischen Unteralgebra P der Lie Algebra g von
G existiert zur vorgegebenen Cartan Involution 
� bez�uglich der g zerlegt wird in
k � p� und die mit � vertauscht� eine maximal abelsche Unteralgebra a von p und
ein System positiver Wurzeln �� bez�uglich a� so da� P unter Ad�H� konjugiert
ist zur minimal parabolischen Unteralgebra P�a���� �
Wenn in obiger Situation �H � P o�en in G� P die Lie Algebra der minimal para�
bolischen Untergruppe P ist� so gilt h � P � g� Nehmen wir die Konjugation aus
dem Satz hier vor� das hei�t wir konjugieren diese Summe mit einem h � H mit den
im Satz erkl�arten Eigenschaften� so bleibt h invariant� und wir haben die Zerlegung
g � h� P�a�����
Satz ���� besagt f�ur diese Gleichung� da� a q�maximal ist� und �� q�kompatibel�

��� Konstruktion q�kompatibler� positiver Wur�

zeln

In diesem Abschnitt entwickeln wir ein Verfahren zur Konstruktion q�kompatibler
Wurzeln� Mit diesemVerfahren werden wir in Abschnitt ��� komplement�are Unteral�
gebren zur Fixpunktalgebra von � in g� konstruieren� Wie wir im letzten Abschnitt
gesehen haben� spielen die q�maximalen� maximal abelschen Unteralgebren von p

eine wichtige Rolle� Wir wollen uns daher zun�achst mit dem Fall besch�aftigen� in
dem die abelsche Unteralgebra a� � a � q stets trivial ist� Da eindimensionale Un�
terr�aume stets abelsch sind� ist dies �aquivalent zu q � p � f�g� Um diese Situation
zu kl�aren� brauchen wir zun�achst eine De�nition und ein Lemma


De
nition ���� Ein halbeinfacher� lokal symmetrischer Raum �g� �� hei�t semi�
irreduzibel� wenn die Fixpunktalgebra h von � kein Ideal der ganzen Lie Algebra g

enth�alt�
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Jetzt k�onnen wir das folgende� einfache Lemma zeigen �siehe auch �Helg	� Chapter
V� Theorem ��� nebst Beweis�


Lemma ���	 Ein halbeinfacher� lokal symmetrischer Raum �g� �� mit der reellen�
halbeinfachen Lie Algebra g ist genau dann semi�irreduzibel� wenn �q� q	 � h� gilt�
wobei h und q die 
� Eigenr�aume von � sind�

Beweis� Sei i �� f�g ein Ideal von g� welches in h liegt� Dann ist das orthogonale
Komplement j von i in g bez�uglich der Killing Form ein Ideal von g� Wegen der
Halbeinfachheit von g gilt g � i 	 j� und j ist mit i wieder ��invariant� Da i in h

liegt� folgt q � j� und wir haben �q� q	 � Fix��jj�� Dies ist eine echte Unteralgebra
von h � i� Fix��jj��
Sei umgekehrt �q� q	 echt in h enthalten� Der Unterraum q� �q� q	 ist stets ein Ideal
von g
 F�ur X � q ist �X� q � �q� q	 Teilmenge von �q� q	 � q� und f�ur Y � h ist
�Y� q� �q� q	 wieder in q � �q� q	 enthalten�
Das orthogonale Komplement dieses Ideals in g ist wieder ein Ideal von g� welches
in h liegt� da q � �q� q	 den Unterraum q enth�alt� und es ist nicht trivial� weil nach
Voraussetzung �q� q	 nicht ganz h ist� �
Jetzt k�onnen wir die folgende Aussage �uber q�maximale Unteralgebren von p be�
weisen


Proposition ���� Ist einer der halbeinfachen� lokal symmetrischen R�aume �g� 
�
oder �g� �� semi�irreduzibel� dann ist f�ur jede q�maximale� maximal abelsche Unter�
algebra a von p der Unterraum a� � a � q nicht trivial�

Beweis� Wir zeigen die Aussage durch Widerspruch
 Der Unterraum a� einer q�
maximalenUnteralgebra a ist genau dann trivial� wenn p�q trivial ist� In diesemFall
zerf�allt g in die direkte Summe g � �h�k�	�h�p�	�k�q� � h	�k�q� � k	�h�p��
Dies zeigt die Inklusionen q � k und p � h�
Insbesondere haben wir �p� p	 � h � k sowie �q� q	 � h � k�
Ist nun der symmetrische Raum �g� 
� semi�irreduzibel� so folgt mit Lemma ���

die Inklusion k � �p� p	 � h � k� also k � h� was den Widerspruch q � k � h� also
q � f�g bzw� � � id liefert�
Wenn der symmetrische Raum �g� �� semi�irreduzibel ist� so ergibt sich analog 
 �
id� was ausgeschlossen ist� da g als nicht kompakte Lie Algebra vorausgesetzt war��
Bemerkung ���� �i� Betrachten wir nocheinmal die Situation in der Proposition
����� um zu sehen� wie man Beispiele konstruieren kann� in welchen beide sym�
metrischen R�aume nicht semi�irreduzibel sind und a� trivial ist
 Ist �g� 
� nicht
semi�irreduzibel und p � q trivial� so ist wegen der Invarianz von k und p unter
�� p ein Unterraum von h� Weiterhin bezeichne i ��� f�g� das maximale Ideal von
g in k� Dann ist ��i� wieder Ideal von g in k gleicher Dimension� also ist i ��
invariant� damit ist auch das orthogonale Komplement i� �� invariant� und wir
haben i� � p� �p� p	� sowie k � i� �p� p	� weil 
 semi�irreduzibel ist auf i� �Ma�
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ximalit�at von i�� Mit p ist auch �p� p	 in h enthalten� folglich liegt das nicht triviale
�p �� f�g� Ideal i� in h� � operiert also als die Identit�at auf i� und als Involution
nur auf dem halbeinfachen� kompakten Ideal i�

�ii� Wenn �g� �� nicht semi�irreduzibel ist� so bezeichne j ��� f�g� das maximale
Ideal von g in h� Dann ist � wie gehabt � g � j�j�� und � operiert semi�irreduzibel
auf j�� Wie eben in Teil �i� l�a�t 
 beide Ideale invariant� folglich vertauschen �jj�
und 
jj� � Das Problem� komplement�are Unteralgebren zu h in g zu �nden� ist damit
auf den semi�irreduzibelen� symmetrischen Raum �j�� �jj�� zur�uckgef�uhrt�
�iii� Ab jetzt beschr�anken wir uns f�ur den Rest dieses Kapitels auf semi�irreduzibele�
symmetrische R�aume �g� �� mit nicht kompakter� halbeinfacher Lie Algebra g mit
Cartan Involution 
� die mit � vertauscht� Nach Proposition ���� und Bemerkung
���� �iii� sind dann die Unterr�aume a� nicht trivial f�ur jeden q�maximalen�maximal
abelschen Unterraum a von p�

Um die q�kompatiblen Systeme positiver Wurzeln in � besser zu verstehen und
sie auch konstruieren zu k�onnen� m�ussen wir unseren Begri�sapparat noch etwas
ausbauen


De
nition ���� Es sei � ein �nicht notwendig reduziertes� Wurzelsystem auf dem
reellen� euklidischen Raum v�
�i� Es sei �� ein System positiver Wurzeln in �� Dann hei�t C 
� fX � v 

��X� � � �� � ��g die Weyl Kammer zu �� in v�
Der topologische Abschlu� von C in v hei�t die abgeschlossene Weyl Kammer zu ��

in v�
�ii� Ein X in v hei�t regul�ar� wenn ��X� �� � gilt f�ur alle � in ��
�iii� Ist u ein Unterraum von v� u �� f�g� so hei�t ein Y � u in u regul�ar� wenn
f�ur alle � in � mit �ju �� f�g stets ��Y � �� � gilt�

Es gelten die folgenden� bekannten Tatsachen


� Ist f��� � � � � �kg eine Basis f�ur ��� so liefert der Schnitt �uber die positiven
Halbr�aume fX � v 
 �i�X� � �g �� � i � k� die Weyl Kammer C zu ���
da k � dim�v� gilt� ist C nicht leer�

� Mit der in Abschnitt ����� de�nierten Operation der Weyl Gruppe des Wur�
zelsystems � auf v gilt
 Die Weyl Gruppe operiert simultan und scharf einfach
transitiv auf der Menge aller Systeme positiver Wurzeln und deren Weyl Kam�
mern� das hei�t� f�ur jedes w � W und f�ur jedes System positiver Wurzeln ��

mit Weyl Kammer C ist w ��� System positiver Wurzeln mit Weyl Kammer
"w�C��

� Zu jedem regul�aren X � v existiert genau ein System positiver Wurzeln� so
da� X in der zugeh�origen Weyl Kammer liegt� Da die regul�aren Elemente eine
o�en dichte Teilmenge von v bilden� wird insbesondere v von den abgeschlos�
senen Weyl Kammern �uberdeckt�
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� Es sei u �� f�g ein Unterraum von v und �u � f� � � 
 �ju �� �g� so ist
�u im allgemeinen kein Wurzelsystem auf u�

� Die in u regul�aren Elemente eines Unterraums u �� f�g von v bilden eine
o�en dichte Teilmenge von u� da die Einschr�ankung der Linearformen der
�endlichen� Menge � auf u den Dualraum von u erzeugt�

Die folgenden Ergebnisse sind nun das entscheidendeHilfsmittel f�ur die Konstruktion
der q�kompatiblenWurzeln� Die Beweise sind am besten nachzulesen bei �Ros	� p����
� p����� insbesondere Theorem �


Proposition ���
 Es sei a eine q�maximale� maximal abelsche Unteralgebra von p

und � das zugeh�orige Wurzelsystem von g bez�uglich a mit Weyl Gruppe W � Dann
gilt�
�i� Die Einschr�ankung von f� � � 
 �ja� �� �g � � n ��a�� auf a� ist ein
Wurzelsystem R auf a�� wenn man a� mit dem durch durch die Einschr�ankung
der Killing Form von g gegebenen Skalarprodukt versieht� Die Weyl Gruppe von R
werde mit WR bezeichnet�

�ii� W � 
� fw � W 
 w�a�� � a�g ist die Untergruppe von W aller Weyl Grup�
penelemente� die a� und a� invariant lassen	 W � ist die Untergruppe aller w � W �
die mit der Wirkung von � auf das Wurzelsystem � vertauschen�

�iii� Es bezeichne W a� die Untergruppe aller w � W � die a� punktweise festlas�
sen� Dann ist W a� die Weyl Gruppe des Wurzelsystems ��a�� auf a�� Die Weyl
Gruppe WR des Wurzelsystems R auf a� ist isomorph zur Faktorgruppe W ��W a�

verm�oge w �W a� 
� wja� � �
Bemerkung ���� �i� Die Ordnung der Untergruppe W � von W h�angt von der
Wahl des ��invarianten� maximal abelschen Unterraums a von p ab� W � ist aber
eindeutig bis auf Isomorphie� wenn a q�maximal �beziehungsweise h�maximal� ist�
wie in diesem Abschnitt stets vorausgesetzt ist�
�ii� Die in Teil �iii� enthaltene Behauptung� da� ��a�� ein Wurzelsystem auf a� ist
�genauer gesagt die Einschr�ankung auf a��� erkennt man direkt aus der De�nition
von ��a��
 � � ��a�� � A� � a�� Damit ist die Einschr�ankungsabbildung
� � ��a�� 
� �ja� � �a��� eine Isometrie�
�iii� Wenn a� trivial ist� so ist ��a�� leer und W a� trivial� �
O�enbar sind die in a� regul�aren Elemente von a genau die regul�aren Elemente von
a� bez�uglich des Wurzelsystems R�
Die Konstruktion q�kompatibler Systeme positiver Wurzeln in � werden wir �uber
die in a� regul�aren Elemente erzielen� Der folgende Satz kl�art zun�achst den Zu�
sammenhang zwischen positiven Wurzeln in R und in � �siehe �Schl	� Lemma ��
���
��
��� p��
� f�ur den Teil �i� des Satzes�


Satz ���� Es sei a eine q�maximale� maximal abelsche Unteralgebra von p� F�ur die
Wurzelsysteme � und R aus Proposition ���� gelten dann die folgenden Aussagen�
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�i� Sei �� ein System positiver Wurzeln in �� Dann ist f�ja� 
 � � �� n��a��g �
R ein System positiver Wurzeln in R genau dann� wenn �� q�kompatibel ist�
�ii� Zu jedem System positiver Wurzeln R� in R gibt es ein q�kompatibles System
positiver Wurzeln �� in � derart� da� R� aus den Einschr�ankungen uf a� der
Wurzeln in �� n ��a�� besteht�

Beweis� �i� Es sei R� � f�ja� 
 � � �� n��a��g System positiver Wurzeln des
Wurzelsystems R auf a� und H� � a� in der zugeh�origen o�enen Weyl Kammer�
Die q�Kompatibilit�at von �� bedeutet nach De�nition ����� da� ���������n��a��
leer ist� Seien also �� � � ��� � �� � und � � � � �� dann ist �� � �� ��a�� und
� � �ja� �H�� � ��H�� � � � ��H�� � ������H��� � ���H��� Da aber H� in der
Weyl Kammer zu �� liegt� und �� � in �� liegen gilt auch ��H�� � �� Dieser
Widerspruch liefert� da� �� q�kompatibel ist�

Die Umkehrung ist gut lesbar in �Schl	� Lemma ��
��� ��
��� p��
� bewiesen� indem
aus der Basis von � zu �� eine Basis des WurzelsystemsR konstruiert wird� welche
R� erzeugt�

�ii� Es sei H� ein regul�ares Element in a� bez�uglich R� welche das vorgegebene
System positiver Wurzeln R� festlegt� H� liegt im Abschlu� �mindestens� einer
Weyl Kammer von a bez�uglich �� Fixieren wir eine solche Weyl Kammer C mit
zugeh�origen positiven Wurzeln ��� Es ist ��H�� �� � f�ur alle � � � n ��a��� da
R die Einschr�ankung der Wurzeln von � n ��a�� auf a� ist� da H� im Abschlu�
von C liegt� gilt ��H�� � � f�ur alle � in ��� also ist ��H�� � � f�ur alle � in
�� n��a��� Daher ist ��� � � � ��� n��a�� � wie im Beweis von Teil �i� � leer� da
��H�� � �H�� Damit ist �

� q�kompatibel� Dies zeigt die Existenz q�kompatibler
positiver Wurzeln in �� derart� da� die Einschr�ankung der Wurzeln aus �� n��a��
auf a� gleich R� liefert
 Zu zeigen bleibt nur das folgende
 Wenn �ja� in R�

liegt� so ist � auch in ��� Nach Voraussetzung an H� ist ��H�� � �� Da H� in
der abgeschlossenen Weyl Kammer zu �� liegt� folgt � � ��� �
Konstruktion� Die Konstruktion von q�maximalen� maximal abelschen Unteralge�
bren von p haben wir bereits in Bemerkung ���� �ii� nebst Beweis beschrieben� Nun
sei a eine solche Unteralgebra�
Der Beweis von Satz ���� zeigt dann die folgende einfache �Aquivalenz


Ein System positiver Wurzeln �� in � ist genau dann q�kompatibel� wenn ein in
a� regul�ares Element existiert� welches in der abgeschlossenen Weyl Kammer zu ��

in a liegt�

Die Konstruktion von q�kompatiblen �� erhalten wir nun wie folgt

Wir betrachten das auf a� eingeschr�ankte Wurzelsystem R des Wurzelsystems ��
und �xieren ein regul�ares Element H� in a� bez�uglichR� Dann liegtH� in der abge�
schlossenen Weyl Kammer bez�uglich �mindestens� eines Systems positiver Wurzeln
��� jedes solche System �� ist q�kompatibel�
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��� Assoziierte� symmetrische R�aume

Bevor wir schlie�lich zur Konstruktion der komplement�aren Unteralgebren kommen�
wollen wir noch einen wichtigen Punkt kl�aren� der in der Einleitung dieses Kapitels
anhand eines Beispiels angedeutet wurde� n�amlich die Assoziiertheit von symmetri�
schen R�aumen und der Zusammenhang mit abgeschlossenen und o�enen Doppelne�
benklassen bez�uglich der Untergruppen P und H der Lie Gruppe G� Zun�achst die
De�nition


De
nition ���� Es sei �g� �� ein lokal symmetrischer Raum vom nicht kompak�
ten Typ mit halbeinfacher Lie Algebra g� und 
 eine Cartan Involution� die mit �
vertauscht� Dann hei�t �g� � � 
� der zu �g� �� assoziierte� symmetrische Raum�

Wenn die Involution � eine Cartan Involution ist� dann ist � selbst die einzige Cartan
Involution� die mit � vertauscht� wie man direkt an der De�nition ��� erkennt� Nach
unserer Konvention ist aber �g� id� kein symmetrischer Raum� Wir k�onnen jedoch
jede halbeinfache Lie Algebra selbst als lokal symmetrischen Raum betrachten


Es sei G eine halbeinfache Lie Gruppe mit Lie Algebra g� Dann wird auf der Lie
Gruppe G�G durch � 
 �g� h� 
� �h� g� eine Involution de�niert mit Fixpunktgrup�
pe D 
� f�g� g� 
 g � Gg� und der symmetrische Raum �G � G��D ist als pseudo�
Riemannsche Mannigfaltigkeit isomorph zu G verm�oge �g� h� � D 
� g � h�� � G�
wenn wir G mit der links�invarianten pseudo�Riemannschen Struktur versehen� wel�
che wir via der Killing Form 	 von g mittels der Exponentialabbildung auf G
de�nieren k�onnen� �siehe �Helg	� Chapter II� Exercise A � und Chapter IV� x ��
Der zugeh�orige� lokal symmetrische Raum ist �g � g� ���

Der in der De�nition eingef�uhrte� assoziierte� symmetrische Raum ist nicht eindeu�
tig� wie das folgende Lemma zeigt �siehe �Mat	� Lemma ���

Lemma ���� Sind 
� und 
� Cartan Involutionen von g� die mit der Involution
� vertauschen� dann existiert ein h� in der Untergruppe H von G� �Lie�H� � h �
Fix����� so da� Ad�h�� � 
� �Ad�h��� � � 
� gilt� �
Da � �Ad�h� � Ad���h���� � Ad�h��� gilt f�ur alle h � H� folgt mit dem Lemma�
da� assoziierte� symmetrische R�aume unter der Wirkung von Ad�H� stets zuein�
ander konjugiert sind� da Ad�h�� � �� � 
�� � Ad�h��� � � � � 
� f�ur je zwei mit �
vertauschende Cartan Involutionen 
�� 
� gilt mit dem Element h� in H aus dem
Lemma�
Damit ist der zu �g� �� assoziierte� symmetrische Raum wohlde�niert�

Kehren wir zur�uck zu einer q�maximalen� maximal abelschen Unteralgebra a von p

und einem q kompatiblen System positiver Wurzeln �� von � bez�uglich des sym�
metrischen Raums �g� �� und einer Cartan Involution 
� die mit � vertauscht�
Es sei g � h� � q� die Zerlegung von g in die 
� Eigenr�aume von � 
� � � 
� Dann
ist h� � h � k � q � p� Damit ist die Unteralgebra a h��maximal� da sie q�maximal
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gew�ahlt war�
Weiterhin bezeichne ��a��� die Menge aller Wurzeln � in �� f�ur welche H� in
q� liegt� Dies sind also genau die Wurzeln� f�ur welche � � � � �� gilt� das hei�t
� � � � �� Wir haben also die Gleichheit ��a��� � ��a��� Die q�Kompatibilit�at
von �� hei�t nach Satz ����� da� f�ur alle � in �� n ��a�� wieder �� � � in ��

liegt� Da � � � � �� � � gilt f�ur alle Wurzeln �� ergibt dies f�ur �� die disjunk�
te Zerlegung �� � ��� � ������ � ��a���� Ein System positiver Wurzeln mit
dieser Eigenschaft hei�t h��kompatibel� Der folgende Satz von Matsuki kl�art nun
den Zusammenhang zwischen den abgeschlossenen und den o�enen Doppelneben�
klassen bez�uglich der Untergruppe H und P von G beim �Ubergang zu assoziierten�
symmetrischen R�aumen
 �siehe �Mat	� Prop� 
 und folgendes Korollar�

Proposition ���� Es sei �g� �� ein nicht kompakter� halbeinfacher� lokal symme�
trischer Raum und 
 eine Cartan Involution� die mit � vertauscht� Weiterhin sei a
eine ��invariante� maximal abelsche Unteralgebra von p und P�a���� die minimal
parabolische Unteralgebra bez�uglich a und eines Systems positiver Wurzeln �� von
�� P sei die zugeh�orige minimal parabolische Untergruppe in G� und H � eine Un�
tergruppe von G mit Lie Algebra Fix��� � h�� Dann gilt�
�i� Das Produkt P �H � ist genau dann eine abgeschlossene Teilmenge von G� wenn
a h��maximal ist� und �� h��kompatibel ist�
�ii� Die Bedingungen in Teil �i� an a und �� sind �aquivalent dazu� da� a im as�
soziierten� symmetrischen Raum �g� � � 
� q�maximal ist� und �� q�kompatibel�
wobei q der ���� Eigenraum der assoziierten Involution � 
� � � 
 ist�
�iii� Die Anzahl der o
enen Doppelnebenklassen bez�uglich H und einer minimal
parabolischen Untergruppe P in G ist gleich der Anzahl der abgeschlossenen Dop�
pelnebenklassen bez�uglich H � und P � �
Betrachten wir zuletzt noch einmal den einfachen Fall� da� unsere Involution � selbst
eine Cartan Involution ist

Wie eingangs in diesem Abschnitt erkl�art� gilt in diesem Fall h � k und q � p� Damit
ist jede maximal abelsche Unteralgebra von p bereits ��invariant und zugleich q�
und h�maximal� weil h � p � f�g ist� Weiterhin ist jedes System positiver Wurzeln
�� q� und h�kompatibel�
Ist P�a���� eine minimal parabolische Unteralgebra von g zu einer maximal abel�
schen Unteralgebra a von p� so gilt also nach Satz ���� stets g � h�P�a����� Das
Produkt der beiden zugeh�origen Untergruppen H und P ist in diesem Fall bereits
ganz G� da hier H � P � K � P � K �A �N � G �Iwasawa Zerlegung von G� gilt�
Es existiert also genau eine Doppelnebenklasse bez�uglich H und P � Dies entspricht
f�ur allgemeine Lie Gruppen dem dritten Fall in der in der Einleitung dieses Kapitels
beschriebenen Situation�
Jetzt kommen wir schlie�lich zu den komplement�aren Unteralgebren
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��	 Komplement�are Unteralgebren zu Fix 
��

In diesem Abschnitt werden wir diskutieren� wie� ausgehend von der Zerlegung
g � h � P�a���� bei geeigneter Wahl von a und ��� die minimal parabolische
Unteralgebra zu einer Unteralgebra v verkleinert werden kann� welche in der Sum�
me mit der Fixpunktalgebra h der Involution � immer noch g ergibt� wobei Schnitt
von v und h m�oglichst klein sein soll�

Weiterhin wird das urspr�ungliche Problem� komplement�are Unteralgebren zu h zu
�nden� auf die analoge Frage in halbeinfachen� kompakten� symmetrischen R�aumen
reduziert�
Zuletzt werden die halbeinfachen Lie Algebren klassi�ziert� f�ur welche zur Fixpunkt�
algebra jeder Involution komplement�are Unteralgebren existieren� Diese Frage wurde
unseres Wissens bisher in der Literatur noch nicht behandelt�

����� Verkleinerung minimal parabolischer Unteralgebren

Satz ���	 Wir �ubernehmen die Voraussetzungen von Satz ���� und nehmen an� da�
eine der �aquivalenten Bedingungen an die Wahl der maximal abelschen Unteralgebra
a und das System positiver Wurzeln �� aus Satz ���� erf�ullt ist�
Dann ist

v � zk�a� � a�
X

����n��a��
g� �����

eine Unteralgebra von P�a����� f�ur die h� v � g gilt�
Der Schnitt ist die Unteralgebra h � v � �zk�a� � h� � �a � h��

Beweis�
Wir zeigen zun�achst� da�

P
����n��a�� g� unter den Voraussetzungen des Satzes ei�

ne nilpotente Unteralgebra ist� Zu zeigen ist hierf�ur
 Sind �� � in �� n��a��� und
ist � � � wieder eine Wurzel� so ist auch �� � in �� n ��a���
Es gilt jedenfalls �� � � ���
Wenn ��� � ��a��� w�are� so folgte � ���� �� � � � ����� � ��� � ��� Nach
Voraussetzung �siehe Satz ����� ist ����� ����n��a�� � �� und nach Proposition
���� ist � � �� � � � in ��� � � � ��� � �� n ��a�� � ��� was den Widerspruch
� � � � � � � � �� ergibt� Also ist �� n ��a�� additiv abgeschlossen�
Damit ist v eine Unteralgebra� da zk�a� � a eine Unteralgebra ist� die unter ad
jeden Wurzelraum g� invariant l�a�t nach Proposition ��

 Teil �i��

Nun zeigen wir die Gleichung h� v � g

Nach Voraussetzung ist h�P�a���� � g� und es gilt v	P����a��� g� � P�a�����
Wegen der Voraussetzung �Satz ����� Punkt �� ist

P
����a�� g

� � h� folglich gilt
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h� v � g�

Wir haben noch zu zeigen� da� der Schnitt von h und v gleich �zk�a� � h� � �a � h�
ist� Diese Unteralgebra ist o�ensichtlich in h � v enthalten�
Das Wurzelsystem � zerlegt sich nach Gleichung ���
� in Proposition ���� und un�
seren Voraussetzungen wie folgt

� � ��a�� � �� n ��a�� � �� n ��a��
Nach Voraussetzung und Proposition ���� vertauscht � die beiden letzten Teilmen�
gen� Da � wiederum nach Voraussetzung � g� in h liegt f�ur alle � in ��a��� besitzt
h die folgende Zerlegung


h � �zk�a� � h�	 �a � h�	 X
����a��

g� 	 X
����n��a��

�g� 	 g���� � h� �����

Nach Korollar ���� gilt f�ur alle � in �� n ��a�� die Gleichung �g� 	 g���� � h �
fX � ��X� jX � g�g� Dieser Unterraum hat die Dimension dimg�� Damit ist die
Dimension von h gleich
dimh � dim��zk�a� � h� � �a � h�� �

P
����a�� dim�g�� �

P
����n��a�� dim�g���

Die Dimension von v ist dim�v� � dim�zk�a� � a� �
P

����n��a�� dim�g
���

Zusammen ergibt dies dim�g� � dim�zk�a� � a� �
P

��� dim�g�� � dim�v� �
dim�h�� dim��zk�a� � h� � �a � h��� Weil h� v � g gilt� folgt die Behauptung� �
Sehen wir uns nun die Situation auf der Gruppenseite an� Zun�achst noch brauchen
wir noch eine Hilfsaussage� die wir hier zwar nicht in dieser Allgemeinheit ben�otigen�
welche aber sp�ater wichtig wird


Lemma ���� Der Unterraum n�a�� 
�
P

����a��� g� ist eine Unteralgebra� Es
sei N�a�� die analytische Untergruppe von G mit Lie Algebra n�a��� Weiterhin sei
unter den Voraussetzungen von Satz ���� Nv die analytische Untergruppe von G
mit Lie Algebra nv 
�

P
����n��a�� g

�� Dann gilt f�ur die Untergruppe N von G mit
Lie Algebra n 
�

P
���� g�� N � Nv �N�a���

Beweis� Die additive Abgeschlossenheit von ��a��� ist klar� Damit ist n�a��
eine Unteralgebra� nv ist unter den Voraussetzungen von Satz ���� ebenfalls eine
Unteralgebra� wie im Beweis des Satzes gezeit wurde� Beide Unteralgebren sind
Summen von vollen Wurzelr�aumen� Ihre Summe ergibt die nilpotente Unteralgebra
n� und ihr Schnitt ist trivial� Damit folgt mit �War	� Lemma ������� die Aussage
 Die
Abbildung

n�a��� nv � N
�X�Y � 
� exp�X� � exp�Y �

ist ein analytischer Di�eomorphismus auf N �
Die nilpotenten Untergruppen N�a�� und Nv sind als analytische Untergruppen
zusammenh�angend� daher sind die zugeh�origen Exponentialabbildungen surjektiv
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�siehe z�B� �HilNe	� Korollar III� ��
��� Es gilt also N � N�a�� �Nv� �
Jetzt erhalten wir sehr einfach die folgende Aussage


Proposition ���� Es gelten die Voraussetzungen des Satzes ����� Es sei V die
Untergruppe V � M � A � Nv� und P � M � A � N die minimal parabolische
Untergruppe von G mit Lie Algbera P�a����� Dann ist H � V � H � P 	 dies ist
eine o
ene Umgebung des neutralen Elements in G�

Beweis�
Die Untergruppe N�a�� liegt in der Untergruppe H� da erstens die zugeh�orige
Unteralgebra n�a�� in der Fixpunktalgebra h von � liegt � wie im Beweis von Satz
���� gesehen � und N�a�� zusammenh�angend ist�
Ferner wird N�a�� und Nv von den UntergruppenM und A normalisiert� da diese
Untergruppen unter Ad jeden Wurzelraum invariant lassen�
Daher ist V eine abgeschlossene Untergruppe� da die Produktabbildung M �A�
N � P ein analytischer Di�eomorphismus ist der abgeschlossenen Untergruppen
M � A und N ist� und Nv selbst abgeschlossen ist nach Lemma ����� Die Lie Algebra
von V ist v� wie aus Gleichung ����� leicht zu sehen ist�
Nun haben wir die folgende Gleichungskette


H � V � �H �N�a��� � V � H � �N�a�� �M �A �Nv� � H � �M �A �N�a�� �Nv� �
H � �M �A �N� � H � P � wegen Lemma �����
Die O�enheit des Produkts H � P ist gegeben� da die Summe der zugeh�origen Lie
Algebren unter den Voraussetzungen von Satz ���� ganz g ist� �
Bemerkung ���� Die analytische Untergruppe Vana mit Lie Algebra v aus Glei�
chung ����� ist gleich M� � A � Nv� wobei M� die Zusammenhangskomponente des
neutralen Elements in M bezeichnet� F�ur diese Untergruppe gilt im allgemeinen
nicht die Gleichung H � Vana � H � P � wie das folgende Beispiel zeigen wird� Es ist
jedoch nach wie vor H � Vana eine o�ene Umgebung des neutralen Elements in G�
Beispiel� Es sei g � sl�
� IR�� G � SL�
� IR� und 
�X� � �X	 auf g bezie�
hungsweise  �g� � �g	��� auf G eine �xierte Cartan Involution� Die mit 
 vertau�
schende Involution � von g sei gegeben durch

��X� �

�
� �
� �

�
�X �

�
� �
� �

�
�

F�ur den Lift von � auf G k�onnen wir dieselbe Formel verwenden� Die Menge a

aller Diagonalmatrizen in g bildet eine maximal abelsche Unteralgebra von g und
liegt in p� q� a ist also eine q�maximale� maximal abelsche Unteralgebra von p� Da
��E���� � E��� gilt� ist ��a�� � �� und �� � f����g ist ein q�kompatibles System
positiver Wurzeln� Damit ist die Untergruppe N gleich Nv gleich der Untergruppe
aller oberen Dreieckmatrizen mit Einsen auf der Diagonalen�
Der Zentralisator von a in K � SO�
� � Fix� � ist 
E� wobei E die Einheits�
matrix bezeichnet�
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Die analytische Untergruppe A mit Lie Algebra a sind alle Diagonalmatrizen in G
mit positiven Diagonaleintr�agen�
W�ahlen wir f�ur die Untergruppe H die Zusammenhangskomponente von E in
Fix���� so gilt

H �

��
cosh�t� sinh�t�
sinh�t� cosh�t�

�

 t � IR

�
�

Dann ist nach Proposition ���� die Teilmenge H � �M �A �Nv� � H � V eine o�ene
Umgebung von E in G� Andererseits ist Vana � A�Nv� und �E ist nicht in H �Vana
enthalten�

����� R�uckf�uhrung auf den kompakten Fall

In diesemAbschnitt werden wir die Unteralgebra v von P�a���� weiter verkleinern
und damit die Konstruktion komplement�arer Unteralgebren zur�uckf�uhren auf ein
analoges Problem in kompakten� halbeinfachen Lie Algebren� die wir zun�achst stets
ausgeschlossen hatten� Zun�achst ben�otigen wir ein Lemma


Lemma ���
 Der Zentralisator zk�a� einer ��invarianten� maximal abelschen Un�
teralgebra a von p ist ��invariant und reduktiv� � l�a�t auch das Zentrum Z 
�
Z�zk�a�� und das kompakte� halbeinfache Ideal �zk�a�� zk�a�	 von zk�a� invariant�

Beweis�
Die Algebra zk�a� ist als Unteralgebra von k kompakt� insbesondere reduktiv� zk�a�
zerlegt sich damit in die direkte Summe Z	�zk�a�� zk�a�	� wobei der zweite Summand
halbeinfaches Ideal von zk�a� ist� das als halbeinfache Lie Algebra kompakt ist�

Das Zentrum Z�l� und die Kommutatorunteralgebra �l� l	 jeder Lie Algebra l sind
charakteristische Unteralgebren� das hei�t� invariant unter allen Automorphismen
von l� �
Nun k�onnen wir die Unteralgebra v aus Satz ���� noch weiter verkleinern� ohne die
Komplimentarit�at zu h zu verletzen


Satz ���� Es gelten die Voraussetzungen von Satz ����� Dann ist

w 
� �zk�a�� zk�a�	 � �Z � q� � �a � q� �
X

����n��a��
g� �����

eine Unteralgebra in P�a���� mit h�w � g�
Der Schnitt von h und w ist

h � w � �zk�a�� zk�a�	 � h� ������

Beweis� �i� Es ist �zk�a�� zk�a�	� �Z � q� eine Unteralgebra von zk�a�� die insbe�
sondere �a� q� zentralisiert und unter ad jeden Wurzelraum invariant l�a�t� Damit
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ist w eine Unteralgebra von g�
�ii� Es gilt w	 �Z � h�	 �a � h� � v �siehe Gleichung ������� weil Z und a beide
��invariant sind� Damit gilt wegen h� v � g auch h�w � g�
�iii� Da der Kommutator �zk�a�� zk�a�	 nach Lemma ���� ebenfalls ��invariant ist�
folgt mit der Beschreibung des Schnitts h�v aus Satz ���� die Gleichung ������ f�ur
h �w� �
Bemerkung ���� Sehen wir uns noch die Struktur von v und w an

Die Unteralgebra s 
� �Z � q� � �a � q� �

P
����n��a�� g� ist ein au%�osbares Ide�

al von w� und die Faktoralgebra w�s ist isomorph zur kompakten� halbeinfachen
Unteralgebra j 
� �zk�a�� zk�a�	 von w� Es ist also w � j � s eine Levi Zerlegung
von w mit der halbeinfachen Unteralgebra j und Radikal s� w ist also genau dann
au%�osbar� wenn zk�a� abelsch ist�
F�ur die Algebra v aus Gleichung ����� gelten die analogen Aussagen mit dem Ra�
dikal Z � a�

P
����n��a�� g�� �

Jetzt k�onnen wir das Problem� komplement�are Unteralgebren zu h � Fix��� in g

zu konstruieren� in dem folgenden Sinne auf den kompakten Fall zur�uckf�uhren


Satz ���� Es seien die Voraussetzungen von Satz ���� erf�ullt�
Wenn eine zu h komplement�are Unteralgebra u von g existiert� das hei�t g � h	u�
welche in v �Gleichung ������ liegt� dann zerlegt sich die Unteralgebra g� � zk�a��a

in die direkte Summe aus ihrem Schnitt mit h und u�

Weiterhin existiert in diesem Fall eine zu h komplement�are Unteralgebra u�� die in
w �Gleichung ������ enthalten ist�
F�ur jede zu h komplement�are Unteralgebra� die in w liegt� zerlegt sich die kompakte�
halbeinfache Unteralgebra �zk�a�� zk�a�	 in die direkte Summe aus ihrem Schnitt mit
h und der komplement�aren Unteralgebra�

Beweis� �i� Nach Voraussetzung zerlegt sich g in die direkte Summe aus den
Unteralgebren h und u� wobei u in v liege� Nun sei X in g�� Wir zerlegenX bez�uglich
h und u
 X � Xh �U � Weiter zerlegen wir Xh nach Gleichung ����� bez�uglich der
Unterr�aume g��h�

P
����a�� g� und

P
����n��a���g��g�����h von h� Da U in v

liegt� haben wir eine Zerlegung U � U� �
P

����n��a�� U�� U� in g�� U� in g��
Da X in g� liegt� und die SummeP

����a�� g� �
P

����n��a���g� � g���� � h �
P

����n��a�� g� �
P

��� g� direkt ist�
folgt U� � U � u� und Xh � g� � h� es gilt also g� � �g� � h� � �g� � u��
Die Direktheit der Summe folgt aus der Voraussetzung h � u � f�g�
�ii� F�ur den Beweis der zweiten Aussage f�uhren wir eine Abk�urzung ein

z 
� zk�a�� Nach Lemma ���� zerf�allt g� in �z� z	 	 Z 	 a mit drei ��invarianten
Idealen von g�� Im allgemeinen ist jedoch g��u nicht gleich der Summe der einzelnen
Schnitte der drei Ideale mit u�
Wir ben�otigen den folgenden Unterraum

�z� z	u 
� fX � �z� z	 
 �U � umitU � X � Z �A � �z� z		Z 	 ag�
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Dies ist eine Unteralgebra von �z� z	� da u eine Unteralgebra ist� und �z� z	� Z und
a paarweise im Kommutator f�g ergeben�
�z� z	u ist als Unteralgebra der kompakten Lie Algebra �z� z	 reduktiv� ist daher die
direkte Summe aus dem halbeinfachen Ideal i � ��z� z	u� �z� z	u	 und seinem Zentrum
C� Da Z und a abelsch sind� ist o�enbar i � �u� u	 � u eine Unteralgebra von u�
Nun sei X in �z� z	� und X � Xh � U � �g� � h�	 �g� � u� die Zerlegung� welche
nach Teil �i� existiert� Wir zerlegen Xh und U bez�uglich �z� z	� Z und a


Xh � Xh

z�z� �Xh

Z �Xh
a � U � U
z�z� � UZ � Ua �

Dann gilt X � Xh

z�z� � U
z�z�� Xh

Z � UZ � � und Xh
a � Ua � �� Weil Xh


z�z� in
h und nach De�nition U
z�z� in �z� z	u liegt� folgt �z� z	 � ��z� z	 � h� � �z� z	u� wobei
diese Summe nicht notwendig direkt ist�
F�ur das halbeinfache Ideal i von �z� z	u gilt aber i � ��z� z	 � h� � f�g� weil i in u

liegt� Wir hatten die Zerlegung �z� z	u � C 	 i� Damit existiert ein Untervektorraum
"C von C� so da� �z� z	 � ��z� z	� h�	 � "C� i� gilt� Weil C das Zentrum von �z� z	u ist�
bildet "C 	 i eine Lie Algebra� welche nun komplement�ar ist zu �z� z	 � h in �z� z	�

Insgesamt liefert nach Satz ����

u� 
� � "C � i� � �Z � q� � �a � q� �
X

����n��a��
g� ������

eine zu h komplement�are Unteralgebra von g� die in w liegt�

�iii� Betrachten wir nun eine Unteralgebra u von w� f�ur die g � h	 u gilt� Nach
����� ist der Unterraum s� 
� �Z � h� � �a � h� �

P
����a�� g

� �
P

����n��a���g
� �

g�����h in h enthalten� und der Unterraum s� 
� �Z�q���a�q��
P

����n��a�� g
�

liegen in h ist eine au%�osbare Unteralgebra von w� Weiter gilt h � ��z� z	 � h�	 s�
sowie w � �z� z		 s��
Nach Satz ���� zerf�allt g in die direkte Summe g � �z� z		 s� 	 s��
Zerlegen wir nun ein X in �z� z	 bez�uglich h und u
 X � Xh �Xu�
Da nach Voraussetzung Xu auch in w liegt� haben wir die Zerlegung Xu � Xu


z�z��

Xu
s�
� ebenso Xh � Xh


z�z��h �Xh
s�
�

Zusammen ergibt dies X � �Xh

z�z��h �Xu


z�z�� � Xh
s�
�Xu

s�
�

Weil X in �z� z	 liegt� sind Xh
s�
und Xu

s�
gleich �� da g die direkte Summe aus

�z� z	� s� und s� ist�
Folglich ist Xu


z�z� � Xu � u� also �z� z	 � ��z� z	 � h�	 ��z� z	 � u�� �
Bemerkung ���� In folgender Hinsicht reduziert der Satz ���� das Problem auf
kompakte� halbeinfache Lie Algebren
 Wenn eine zu h � Fix��� komplement�are
Unteralgebra von g existiert� die in v liegt� so existiert auch eine komplement�are
Unteralgebra zu �z� z	 � h� z 
� zk�a�� in der kompakten� halbeinfachen Lie Alge�
bra �z� z	� Diese existieren jedoch nicht immer� wie das folgende �dimensionsm�a�ig
kleinste� Beispiel zeigt
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Beispiel� In der kompakten� einfachen Lie Algebra so��� aller rellen� schiefsym�
metrischen � � � Matrizen ist ��X� � T � X � T�� mit T � diag��������� ein
involutorischer Automorphismus mit Fixpunktalgebra h � IR � �E��� � E����� Alle
nicht trivialen Unteralgebren von so��� sind eindimensional� Es existiert also keine
zu h komplement�are Unteralgebra� �
Das Problem in kompakten� halbeinfachen Lie Algebren ist in allgemeinerer Form
schon negativ beantwortet
 Es gilt der folgende Satz nach �Oni	� x ��� Theorem �


Satz ���� Es sei u eine kompakte Lie Algebra� und u�� u� seien zwei komple�
ment�are Unteralgebren von u� das hei�t u � u� 	 u�� Dann gilt�
�i� u schreibt sich als die direkte Summe aus zwei Idealen u � i� 	 i� derart�
da� mit den zugeh�origen Projektionen pk 
 u � ik� k � �� 
 gilt� pk 
 uk �
ik� k � �� 
 sind Isomorphismen von Lie Algebren� Insbesondere ist u isomorph
zur �au�eren� direkten Summe u� 	 u��
�ii� Die Ideale i�� i� aus Teil �i� k�onnen so gew�ahlt werden� da� f�ur die Projektion
� 
 u � Z�u� von u auf das Zentrum von u l�angs des halbeinfachen Ideals �u� u	
von u gilt� Z�ik� � ��Z�uk��� k � �� 
� �
Dieser Satz gibt das f�ur uns wichtige Korollar


Korollar ���	 Zur Fixpunktalgebra einer Involution � � Aut�u�� � �� id� einer
kompakten� einfachen Lie Algebra u existiert keine komplement�are Unteralgebra�

����� Komplemente zu Fix ��	

Wir kommen jetzt zu den F�allen� bei denen stets eine komplement�are Unteralgebra
zu Fix��� existiert


Satz ���� Es seien die Bedingungen an die Wahl der maximal abelschen Unter�
algebra a von p und die Wahl eines Systems positiver Wurzeln �� aus Satz ����
erf�ullt� Dann gilt�
�i� Wenn die halbeinfache� kompakte Unteralgebra �zk�a�� zk�a�	 in h � Fix��� liegt�
so ist

s 
� �Z � q� � �a � q� �
X

����n��a��
g� ����
�

eine au��osbare� zu h komplement�are Unteralgebra� das hei�t es gilt g � h� s und
h � s � f�g�
�ii� Wenn die Unteralgebra zk�a� der Lie Algebra g abelsch ist� so existiert zur
Fixpunktalgebra jeder Involution von g eine au��osbare� komplement�are Unteralgebra�
n�amlich die Algebra s aus Gleichung �������

�iii� Zur Fixpunktalgebra jeder Involution einer normalen� reellen Form existiert
eine komplement�are� au��osbare Unteralgebra�
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Beweis�
�i� Nach Satz ���� ist der Schnitt von h und w gleich h��zk�a�� zk�a�	� was hier nach
Voraussetzung gleich der Kommutatorunteralgebra von zk�a� ist� da h�w � g ist�
folgt g � h	 s�
�ii� In diesem Fall hat man s � w nach Gleichung ������ und der Schnitt
h �w � f�g wegen Gleichung �������
�iii� Nach De�nition einer normalen� reellen Form g ist jeder maximal abelsche Un�
terraum von p � ER����� schon maximal abelsch in ganz g� das hei�t zk�a� � f�g�
Damit ist s � �a � q� �

P
����n��a�� g� eine zu h komplement�are� au%�osbare Un�

teralgebra� wiederum nach Satz ����� �

Bemerkung ���� �i� Die Komplemente in normalen� reellen Formen kommendem
Komplement in der lokalen Iwasawa Zerlegung g � k� �a� n� zur kompakten Un�
teralgebra k am n�achsten� In diesem Fall haben wir � � 
 und p � q� Also wird in
diesem Fall s � a� n� wobei n die Summe aller Wurzelr�aume zu einem beliebigen
System positiver Wurzeln ist� da jedes q�kompatibel ist�

�ii� Die Struktur der Unteralgebra zk�a� h�angt nur von der betrachteten Lie Al�
gebra g ab� da alle Cartan Involutionen von g zueinander konjugiert sind� und
im Unterraum p alle maximal abelschen Unteralgebren a unter der Wirkung von
Ad�K� eine Bahn bilden� Die Zentralisatoren der maximal abelschen Unteralgebren
von p werden dabei simaltan transportiert� �
Der Satz ���� liefert nun das folgende Korollar �uber Komplemente in komplexen�
halbeinfachen Lie Algebren


Korollar ���� �i� Es sei l eine komplexe� halbeinfache Lie Algebra und g eine
reelle Form� Dann existiert eine reelle� au��osbare Unteralgebra s von lIR� so da�
lIR � g	 s�

�ii� Zur Fixpunktalgebra jeder IC�linearen Involution � von l existiert eine au��osba�
re� komplexe Unteralgebra von l� die komplement�ar ist zu Fix����

Bemerkung ���
 Da die reellen Formen einer komplexen� halbeinfachen Lie Alge�
bra l genau die Fixpunktalgebren der IC�antilinearen Involutionen von l sind� werden
in Korollar ���� alle Involutionen von lIR erfa�t�

Beweis� �von Korollar �����
Nach Proposition ��
� ist zk�a� gleich i � a� sofern a eine maximal abelsche Unteral�
gebra von p ist� wobei p der �����Eigenraum einer Cartan Involution von lIR ist�
Es ist also zk�a� mit a wieder eine abelsche Unteralgebra� Weiter ist c 
� i � a� a

eine gew�ohnliche Cartan Unteralgebra von l�
Nach Satz ���� Teil �ii� existiert dann zur Fixpunktalgebra jeder �IR�linearen� Invo�
lution von lIR eine au%�osbare� komplement�are Unteralgebra von lIR�
Es bleibt also nur zu zeigen� da� dieses Komplement als Lie Algebra �uber IC gew�ahlt
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werden kann� sofern � auch IC�linear ist�
Dies wird allerdings bereits von dem Komplement s aus Satz ���� Teil �i� erf�ullt

�Z � q� � �a � q� � c � q� da Z � zk�a� � i � a gilt� dieser Unterraum ist mit c und
q wieder invariant unter der Skalarmultiplikation mit IC�
Die Wurzelr�aume g� sind ebenfalls IC Vektorr�aume
 Es sei H� ein regul�ares Ele�
ment von a� das hei�t ��H�� ist reell� aber ungleich � f�ur alle � in �� Nun sei X
in g�� Da die Wurzelr�aume invariant sind unter ad�g��� folgt g� � �i � H��X	 �
i � �H��X	 � i ���H�� �X� Damit liegt i �X auch in g�� und der Beweis ist fertig� �
Zum Abschlu� dieses Kapitels sehen wir uns noch eine wichtige Klasse von lokalen�
halbeinfachen� symmetrischen R�aumen an� n�amlich die halbeinfachen Lie Algebren
selbst� In diesen F�allen ist zk�a� nicht notwendig abelsch� und �zk�a�� zk�a�	 liegt
nicht in der Fixpunktalgebra h von �� Dennoch werden wir komplement�are Unter�
algebren konstruieren� Zun�achst brauchen wir eine einfache Proposition


Proposition ���� In der Situation von Satz ���� operiert � auf den einfachen
Idealen von �zk�a�� zk�a�	� Wenn � keines der einfachen Ideale invariant l�a�t� so
existiert eine zu h � Fix��� komplement�are Unteralgebra� die in w liegt�

Beweis�
Es sei j 
� �zk�a�� zk�a�	 � i�	� � �	ik die Zerlegung der halbeinfachen Lie Algebra j

als Summe ihrer einfachen Ideale� Da stets ��il� wieder einfaches Ideal von j ist� und
die Zerlegung von j eindeutig� gilt ��il� � il� mit einem l� � f�� � � � � kg� Da � eine
Involution ist� folgt mit der Voraussetzung� da� k gerade ist� Ohne Einschr�ankung
k�onnen wir ��il� � il�� f�ur alle ungeraden l annehmen� Daher ist h � j gleich

h � j �

k
�M

l��

fX � ��X� 
 X � i�l��g�

O�enbar ist dann i�l�� eine zu fX���X� 
 X � i�l��g komplement�areUnteralgebra
in i�l�� 	 i�l��� folglich ist

P k
�

l�� i�l�� � s eine zu h komplement�are Unteralgebra�
wobei s aus Gleichung ����
� entnommen wird� �
Jetzt haben wir den angek�undigten

Satz ��
� Es sei g eine reelle� nicht kompakte� halbeinfache Lie Algebra� Auf der
direkten Summe l � g� g werde eine Involution � wie folgt erkl�art� ��X�Y � �
�Y�X�� Dann existiert zu h � Fix��� � f�X�X� 
 X � gg eine komplement�are
Unteralgebra� die nicht isomorph ist zu g�

Der Beweis soll hier allen Details ausgef�uhrt werden� nicht zuletzt um die Kon�
struktion von q�maximalen Unteralgebren und q�kompatiblen Systemen positiver
Wurzeln einmal vorzuf�uhren

Beweis�
Es sei "
 eine Cartan Involution der zugrunde liegenden Lie Algebra g� Dann ist
die kanonische Fortsetzung auf l � g � g �mit 
 bezeichnet�� n�amlich 
�X�Y � �
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�"
�X�� "
�Y ��� eine Cartan Involution von l� da g�f�g und f�g�g orthogonal sind
unter der Killing Form von l�
O�enbar vertauscht 
 mit �� Ist a irgendeine maximal abelsche Unteralgebra von
p�� g�� so ist a � a maximal abelsch im �����Eigenraum p � p von 
� und
�a� a� � q � f�X��X� 
 X � ag ist maximal abelsch in �p� p� � q � f�Y��Y � 

Y � pg �q � f�X��X� 
 X � gg�� a� a ist also q�maximal�

Ist "� das Wurzelsystem von g bez�uglich a� so wird � � f��� �� 
 � � "�g � f��� �� 

� � "�g das Wurzelsystem von l bez�uglich a � a mit zugeh�origen Wurzelr�aumen
g� � f�g und f�g � g��
Die Operation von � auf den Wurzeln ist gegeben durch � � ��� �� � ��� ��� folglich
ist ���a� a��� leer� da keine Wurzel �xiert wird�
Wenn "�� ein System positiver Wurzeln in "� ist� so wird �� 
� f��� �� 
 � �
"��g � f��� �� 
 � � "�� � �"��g ein System positiver Wurzeln in �� welches q�
kompatibel ist� da � � �� � �� gilt�

Es bezeichne � wie immer � zk�a� den Zentralisator von a in k � Fix�"
�� und Z
das Zentrum von zk�a�� Weiterhin sei i � �zk�a�� zk�a�	 das halbeinfache Ideal von
zk�a�� Dann haben wir f�ur den Zentralisator zk�a� � zk�a� von a � a in k � k die
Zerlegung i � i � Z � Z in sein halbeinfache Ideal und sein Zentrum� Da � auf
i � i durch Vertauschung operiert� haben wir mit Proposition ���� die folgende zu
h komplement�are Unteralgebra von l


x � i� f�g � �Z �Z� � q � �a� a� � q �
X
�����

g� � f�g � X
�����

f�g � g��������

�
Bemerkung ��
� �i� Nat�urlich ist stets g � f�g ein Ideal von l� das eine zu h

komplement�are Unteralgebra ist� Das in unserem Satz ���� vorgestellte Komplement
x zu h ist allerdings nie halbeinfach� falls zk�a� abelsch ist� wird x sogar au%�osbar�
�ii� Die Unteralgebra a � a aus dem Beweis des Satzes ist zugleich auch h�
kompatibel� also ist a� a� � h maximal abelsch in �p� p� � h�
�iii� Die Teilmenge & 
� f��� �� 
 � � "��g � f��� �� 
 � � "��g von � ist eben�
falls ein System positiver Wurzeln� Dieses bleibt unter ��invariant� Damit ist & ein
h�kompatibles System positiver Wurzeln� wie in Abschnitt ��� de�niert�
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Weitere Ergebnisse und Beispiele

In diesem Kapitel werden wir die Konstruktion von komplement�aren Unteralgebren
durchf�uhren� Im ersten Abschnitt werden wir dazu das allgemeine Problem auf ein�
fache� reelle Lie Algebren reduzieren� Dabei geben wir auch das bekannte Verfahren
an� mit dem man alle reellen Formen einer gegebenen� einfachen� komplexen Lie
Algebra ermittelt�
Im zweiten Abschnitt erzeugen wir mit diesem Verfahren alle reellen Formen der
Lie Algebra sl�n� IC�� Dies geschieht� um reelle Lie Algebren und Involutionen von
diesen zu erhalten�
Im letzten Abschnitt werdn wir schlie�lich die Konstruktion von komplement�aren
Unteralgebren zur Fixpunktalgebra einer Involution an ausgew�ahlten Beispielen
durchf�uhren� Die Beispiele sind so gew�ahlt� da� alle in Kapitel �� insbesondere in
Abschnitt ���� aufgef�uhrten F�alle bei der Suche nach komplement�arenUnteralgebren
abgedeckt sind�

��� Reduktion auf einfache� reelle Lie Algebren

Lemma ��� Es sei � ein involutorischer Automorphismus der reellen� halbeinfa�
chen Lie Algebra g� Dann permutiert � die einfachen Ideale von g�

Beweis� Die Zerlegung von g in die direkte Summe seiner einfachen Ideale �g �
j� 	 � � � 	 jk� ist eindeutig� d�h� jedes Ideal von g ist halbeinfach und gleich der
Summe von gewissen Idealen jl� Ein Automorphismus bildet stets Ideale wieder auf
Ideale ab� und erh�alt die Einfachheit� Damit folgt die Aussage� �
Wir behandeln zun�achst den Fall� in dem � zwei einfache Ideale austauscht� Diese
sind als Lie Algebren nat�urlich isomorph


��
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Satz ��� Es sei g eine einfache Lie Algebra und l � g � g� Weiterhin sei � ein
involutorischer Automorphismus von l� f�ur den ��g � f�g� � f�g � g gilt� Dann
existiert ein Automorphismus � von g� so da� ��X�Y � � ���Y �� ����X�� gilt f�ur
alle X�Y � g�
� ist in Aut�l� konjugiert zur Involution 
�X�Y � 
� �Y�X��

Beweis�
Es werden mit j�� j� die beiden einfachen Ideale g� f�g und f�g � g bezeichnet�
Weiterhin seien pi 
 l � g� i � �� 
� die Projektoren auf die erste beziehungsweise
zweite Komponente� und �i� i � �� 
 die Einbettungen von g auf j� und j��
Dann werden durch die Abbildungen � 
� p� � � � �� und � 
� p� � � � �� En�
domorphismen der Lie Algebra g de�niert� Da � ein Automorphismus von l ist�
folgt aus der Voraussetzung auch ��j�� � j�� Daher gilt f�ur alle X�Y � g

��X�Y � � ��X� �� � ���� Y � � ��� � �X�� � ���Y �� �� � ���Y �� � �X���
Da � Involution ist� gilt weiterhin �X�Y � � ���X�Y � � �� � � �X�� � � ��Y �� f�ur
alle X�Y � g� Es ist also � � ��� ein Automorphismus von g�

Mit dem Automorphismus � von l� erkl�art durch ��X�Y � 
� ���X�� Y � gilt
schlie�lich
��� � � � ��X�Y � � ��������X�� Y �� � ������Y ��X� � �Y�X� � 
�X�Y � f�ur
alle X�Y � g� womit der Satz bewiesen ist� �
Damit k�onnen wir das folgende Korollar zeigen


Korollar ��� Es sei in der Situation von Satz ��� die Lie Algebra g nicht kom�
pakt� Dann existiert zur Fixpunktalgebra von � eine komplement�are Unteralgebra�
die nicht isomorph zu g ist�

Beweis�
In Satz ���� wurde zur Fixpunktalgebra f�X�X� 
 X � gg von 
 die kom�
plement�are Unteralgebra x in Gleichung ������ konstruiert� Nach Satz 
�
 gilt
��� � � � � � 
� Damit ist ��Fix�
�� � Fix���� und ��x� wird eine zu Fix���
komplement�are Unteralgebra� die isomorph zu x ist� Nach Satz ���� ist damit das
Komplement ��x� nicht isomorph zu g� �
Bemerkung ��	 Wenn die Lie Algebra g kompakt ist� das hei�t g � k � Fix�
��
so reduziert sich die Lie Unteralgebra x aus Gleichung ������ im Beweis von Satz
���� auf i � f�g� und es ist i � �zk�a�� zk�a�	 � �k� k	 � �g� g	 � g� da a � f�g ist�
Damit ist also i � g � f�g eines der beiden Ideale von l� welches nat�urlich stets
eine zu Fix�
� � f�X�X� 
 X � gg komplement�are Unteralgebra ist� �
Wegen Satz 
�
 reduziert sich das Problem� komplement�are Unteralgebren� die in
minimal parabolischen Unteralgebren enthalten sind� darauf� Komplemente in ��
invarianten Idealen von g zu �nden�
Wenn die Einschr�ankung von � auf ein einfaches Ideal j von g gleich der Identit�at
auf diesem Ideal ist� so haben wir j � h � Fix���� Damit ist j bei der Konstruktion
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komplement�arer Unteralgebren nicht zu ber�ucksichtigen�

Damit bleibt uns nur der folgende Fall zu betrachen
 Die Einschr�ankung von � auf
das einfache Ideal j von g ist ein Automorphismus der Ordnung 
�
Wenn das einfache Ideal j von g kompakt ist� so besagt der Satz ����� da� keine zu
Fix��jj� komplement�are Unteralgebra in j existiert�

Wir besch�aftigen uns daher nur noch mit einem nicht kompakten� ��invarianten
Ideal j von g�
Es sei hier nochmal kurz aus Kapitel � Abschnitt ��� zusammengefa�t� in welchen
Situationen wir zu Fix��jj� komplement�are Unteralgebren in j konstruieren k�onnen�
Zur Abk�urzung setzen wir � 
� �jj� Es sei a eine ��invariante� maximal abelsche
Unteralgebra im �����Eigenraum p einer mit � vertauschenden Cartan Involution�
Weiterhin sei a so gew�ahlt� da� a�q maximal abelsch in p�q ist� Dabei bezeichne
� wie �ublich � q den �����Eigenraum der Involution �� Dann k�onnen wir die folgenden
F�alle unterscheiden


� Der Zentralisator zk�a� von a in k ist abelsch� Dann existiert stets ein au%�osba�
res Komplement� �siehe Gleichung ����
� in Satz ���� Teil �ii��

� Das halbeinfache Ideal �zk�a�� zk�a�	 von zk�a� liegt in Fix���� Auch in diesem
Fall existiert ein au%�osbares Komplement� �siehe Gleichung ����
� in Satz ����
Teil �i��

� � l�a�t keines der einfachen Ideale der halbeinfachen Unteralgebra �zk�a�� zk�a�	
invariant� In diesem Fall haben wir ein nicht au%�osbares Komplement nach
Proposition ����

� Die Lie Algebra g ist die Reelli�zierung einer halbeinfachen� komplexen Lie
Algebra l� das hei�t� g � lIR� In diesem Fall existiert nach Korollar ����
zur Fixpunktalgebra jeder Involution von g eine au%�osbare� komplement�are
Unteralgebra�

Bemerkung ��� Die Eigenschaft im ersten Punkt der obigen Au%istung ist nach
Bemerkung ���� eine Eigenschaft der einfachen Lie Algebra j� das hei�t� wir k�onnen
in diesen Algebren stets komplement�are Unteralgebren konstruieren�

Um Beispiele f�ur die Konstruktion der komplement�aren Unteralgebren in einfachen�
reellen Lie Algebren zu erhalten� wollen wir hier in K�urze ein Verfahren zur Kon�
struktion der einfachen� reellen Lie Algebren �bis auf Isomorphie� vorf�uhren


Wegen Satz ��� Teil �iii� brauchen wir nur die reellen Formen von einfachen� kom�
plexen Lie Algebren zu betrachten
 Sind zwei reelle� einfache Lie Algebren isomorph�
so sind entweder beide reelle Formen zweier einfacher� komplexer Lie Algebren� die
dann ebenfalls isomorph sind� oder beide sind Reelli�zierungen einfacher� komplexer
Lie Algebren� Es ist ausgeschlossen� da� eine reelle Form einer einfachen� komplexen
Lie Algebra isomorph ist zur Reelli�zierung einer einfachen� komplexen Lie Algebra�
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da deren Komplexi�zierung isomorh ist zur direkten Summe zweier isomorpher Ko�
pien der urspr�unglichen komplexen Lie Algebra� Da wir nach Punkt vier der obigen
Au%istung stets Komplemente konstruieren k�onnen� wenn die betrachtete Lie Alge�
bra die Reelli�zierung einer einfachen� komplexen Lie Algebra ist� k�onne wir uns auf
reelle Formen einfacher� komplexer Lie Algebren beschr�anken� Wir tre�en noch die
folgende Vereinbarung


Vereinbarung�
Im folgenden sei l stets eine einfache� komplexe Lie Algebra und u eine fest gew�ahl�
te� kompakte� reelle Form von l� Aut�l� bezeichne die IC�linearen Automorphismen
von l� Die IR�linearen Automorphismen sind die Automorphismen der Reelli�zierung
lIR und werden mit Aut�lIR� bezeichnet� Aus Proposition ��� Teil �v� entnehmen
wir die folgende Aussage


Proposition ��� Es sei � �� id eine Involution von u� mit den �
���Eigenr�aumen
k und "p in u� Dann ist g�
� 
� k� i � "p eine nicht kompakte� reelle Form in Cartan
Zerlegung mit Cartan Involution �� 
� ��IC�jg� � wobei �IC die IC�lineare Fortsetzung
von � auf l bezeichnet�

Die n�achste Proposition zeigt� da� alle nicht kompakten� reellen Formen von l bis
auf Konjugation entstehen� wie in Proposition 
�� beschrieben� Auch dies folgt direkt
aus Proposition ��� und der Konjugiertheit aller Cartan Involutionen von l unter
der Gruppe Int�lIR�


Proposition ��� �i� Es sei g eine nicht kompakte� reelle Form von l mit Cartan
Involution 
 und Cartan Zerlegung g � k�p� Dann ist "u 
� k� i �p eine kompakte�
reelle Form von l� und "� 
� �
IC�j�u ist Involution von "u mit Fix�"�� � k und �����
Eigenraum i � p�
�ii� Es sei 
 in Aut�l� mit 
�u� � "u� Dann gilt mit � 
� 
�� � "� � 
ju � Aut�u�
die Gleichung g � 
�g�
�� und 
 � 
 � �� � 
��� wobei �� wie in Proposition ���
gebildet wird�

Die entscheidende Aussage �uber konjugierte� nicht kompakte� reelle Formen von l

folgt in der n�achsten Proposition� zuvor brauchen wir noch eine De�nition


De
nition ��
 Es sei � eine Involution der kompakten� reellen Form u von l�
sowie g eine weitere� reelle Form mit Cartan Involution 
� Dann hei�en die lokal
symmetrischen R�aume �u� �� und �g� 
� dual zueinander� wenn g � g�
� und 
 �
�� gilt mit der Konstruktion aus Proposition ����

Wegen Proposition 
�� ist die zu �u� �� duale� reelle Form stets nicht kompakt�
Die folgende Proposition kl�art� wann zwei nicht kompakte� reelle Formen konjugiert
sind� �siehe �Helg	� Chapter V� Prop� 
�
�


Proposition ��� Es seien ��� �� ��� id� zwei Involutionen von u� und g�
�� und
g�
�� die zugeh�origen dualen� nicht kompakten� reellen Formen von l� Dann sind
�� und �� genau dann konjugiert zueinander in Aut�u�� wenn g�
�� und g�
��
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konjugiert sind bez�uglich Aut�l�� das hei�t� wenn ein 
 � Aut�l� existiert mit

�g�
��� � g�
���

De
nition ���� F�ur den Rest dieses Abschnitts werde mit Ku die Menge aller
Konjugiertenklassen von Involutionen � �� id� in Aut�u� bezeichnet� F�ur eine Kon�
jugiertenklasse f��� � � � � 
 � � Aut�u�g einer Involution � in Aut�u� schreiben
wir ��	u�
Die analogen Bezeichnungen verwenden wir f�ur die Konjugiertenklassen von IC�
linearen Involutionen in Aut�l��

Die Propositionen 
��� 
�� und 
�� liefern uns nun das

Korollar ���� Die Zuordnung

Ku � ��	u 
� f
�g�
�� 
 
 � Aut�l�g
ist eine bijektive Abbildung von Ku auf die Menge aller Bahnen nicht kompakter�
reeller Formen von l unter Aut�l��

Beweis� Die Wohlde�niertheit der Abbildung steht in Proposition 
�� und 
��� Die
Injektivit�at steht ebenso in Proposition 
��� und die Surjektivit�at folgt aus Propo�
sition 
��� �
Bemerkung ���� Zwei reelle Formen von l sind genau dann isomorph als reelle Lie
Algebren� wenn sie konjugiert sind unter Aut�l�� �siehe �Helg	� Chapter X� Theorem
����
Die Menge Ku liefert also �uber Korollar 
��� eine Parametrisierung der Isomor�
phieklassen der reellen� nicht kompakten Lie Algebren� deren Komplexi�zierung iso�
morph zu l ist�
Die kompakten Lie Algebren� deren Komplexi�zierung isomorph zu l ist� sind nach
Proposition ��� Teil �iii� alle isomorph� Sie bilden eine Bahn unter Int�lIR� �
Die folgende Spezialit�at von kompakten� reellen Formen erlaubt eine Charakterisie�
rung der Isomorphieklassen reeller Formen �uber die Konjugiertenklassen von Invo�
lutionen in Aut�l� �siehe �Helg	� Chapter X� Prop� ����


Proposition ���� Es seien Ku und Kl die Konjugationsklassen von Involutionen
aus De�nition ����� Dann ist die Abbildung

Ku � ��	u 
� ��IC	l � Kl �
���

eine Bijektion�

Die Konjugationsklassen Kl sind f�ur alle einfachen� komplexen Lie Algebren l klas�
si�ziert� In �Helg	� Chapter X �Classi�cations� werden f�ur alle komplexen� einfachen
Lie Algebren sogar alle Automorphismen endlicher Ordnung bis auf Konjugiertheit
klassi�ziert unter Zuhilfenahme getwisteter� a�ner Loop Algebren� Diese Klassi��
kation basiert auf einer fr�uhen Arbeit von Victor Kac�
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Die Automorphismen endlicher Ordnung werden in Chapter X� Theorem ���� �i�
realisiert durch Angabe der Bilder eines Erzeugendensystems der Lie Algebra�

Die Fixpunktalgebren der involutorischen Automorphismen der einfachen� komple�
xen Lie Algebren werden in den Tabellen II und III in Chapter X bis auf Isomorphie
aufgelistet� und zwar getrennt nach inneren �Tabelle II� k � � und Tabelle III� und
�au�eren �Tabelle II� k � 
� Automorphismen�

Um die Konstruktion von komplement�arenUnteralgebren � wie in Kapitel � beschrie�
ben � an Beispielen durchf�uhren zu k�onnen� brauchen wir jedoch Realisierungen von
reellen� einfachen Lie Algebren m�oglichst als Matrix Algebren nebst der zu betrach�
tenden Involutionen� Betrachten wir das ergiebige Beispiel sl�n� IC�


��� Die reellen Formen der sl�n� IC�

Wir behandeln hier kurz die reellen Formen der Serie al� �l � �� von einfachen�
komplexen Lie Algebren� Die Realisierung als Matrix Algebra f�ur al ist bekanntlich
die sl�l � �� IC�� Unsere fest gew�ahlte kompakte� reelle Form wird stets die Unter�
algebra su�n� der sl�n� IC� aller schief�Hermitschen Matrizen sein� Wir werden die
sl�
� IC� gesondert behandeln� da sie nur eine Konjugationsklasse von Involutionen
besitzt�

Es sei also n � ��
F�ur ungerades n sind folgende Automorphismen ein Vertretersystem der Kon�
jugationsklassen K

sl�n�IC�� welche die kompakte� reelle Form su�n� invariant lassen

�siehe �Helg	� Chapter X� x �� Table II und Table III�


�p�X� �

�
Ep �
� �En�p

�
�X �

�
Ep �
� �En�p

�
� � � p � n��

� �

��X� � �XT � X � sl�n� IC��
�
�
�

Dabei bezeichne Ek die k � k Einheitsmatrix�
Die Fixpunktalgebra von �p hat ein eindimensionales Zentrum� und ihr halbeinfa�
ches Ideal ist isomorph zu sl�p� IC�	 sl�n� p� IC� � ap�� 	 an�p���
Fix��� sind die schiefsymmetrischen� komplexen n� n Matrizen� also isomorph zu
bn��

�

�

F�ur gerades n haben wir als Vertretersystem der Konjugationsklassen von Invo�
lutionen wiederum die Automorphismen �p� � � p � n

�
und den �au�eren Auto�

morphismus �� Dessen Fixpunktalgebra ist i somorph zu dn
�
� Aber es existiert eine

weitere Konjugationsklasse �au�erer Involutionen mit dem Vertreter �siehe �Helg	�
Chapter X� x �� Table II und III�

��X� � �
�

� En
��En

�
�

�
�XT �

�
� �En

�

En
�

�

�
� X � sl�n� IC�� �
���
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Die Fixpunktalgebra von � ist die symplektische Algebra

cn
�
� sp �

n



� IC� �

��
A B
C �AT

�

 A� B� C � ICn

�
�n

� � B � BT � C � CT

�
�

Jetzt k�onnen wir sofort aus diesem Vertretersystem die nicht kompakten� reellen
Formen der sl�n� IC� hinschreiben


� Dual zu �su�n�� �p� ist o�ensichtlich �su�p� n� p�� �p�� mit

su�p� n� p� �

��
A B
�BT D

�
�
A � u�p�� D � u�n� p�� B � ICp��n�p��
Spur�A� � Spur�D� � �

�
�
���

wobei u�k� die Algebra der schief�Hermitschen k � k Matrizen bezeichnet�

� F�ur das Paar �su�n�� �� haben wir die Zerlegung �nach Proposition 
���

k � Fix���� su�n� � fX � gl�n� IR� 
 X � �XTg und
"p � fi �X 
 X � sl�n� IR�� X � XTg�
Damit ist die duale� reelle Form gleich g��� � k� i � "p � sl�n� IR��
dies ist ��die� normale� reelle Form der sl�n� IC� in Cartan Zerlegung�

� Falls n gerade ist� haben wir noch das Paar �su�n�� �� zu betrachten

k � sp �n� � IC� � su�n� und "p � ER����� � su�n��
Die zu �su�n�� �� duale� reelle Form g��� � k � i � "p wird in der Literatur oft
mit su��n� �siehe �Helg	� Chapter X� x 
� Abschnitt �� bezeichnet� Eine kurze
Rechnung zeigt� die folgende Matrix Darstellung


su��n� �

��
Z� Z�

� �Z�
�Z�

�
� Z�� Z� � ICn

�
�n

� � Re �SpurZ�� � �

�
� �
���

Bemerkung ���	 Eine weitere Matrix Darstellung der su��n� ist die Lie Algebra
der speziellen� linearen Gruppe �uber den Hamiltonschen Quaternionen� das ist die
Algebra

sl�
n



� IH� � fX � gl�

n



� IH� 
 Re�SpurX� � �g�

wobei gl�m� IH� die Menge aller m�m Matrizen mit Koe�zienten aus IH bezeich�
net� und der Realteil von r� � i � r� � j � r� � k � r
 � IH ist r��
Der Isomorphismus von sl�n� � IH� auf su

��n� wird wie folgt konstruiert

F�ur X � sl�n� � IH� sei X� � i � X� � j � X� � k � X
 die Zerlegung bez�uglich der
IR�Basis f�� i� j� kg von IH� und es sei Z� 
� X� � i � X� sowie Z� 
� X� � i �X


gesetzt� Dann ist X � Z� � j � Z�� und der gew�unschte� IR�lineare Isomorphismus
ist gegeben durch �siehe z�B� �Hein	� Kapitel I� x 
� Abschnitt ����

sl�
n



� IH� � X 
�

�
Z� � �Z�

Z�
�Z�

�

�
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Schlie�lich betrachten wir noch die Lie Algebra sl�
� IC�� In der Automorphismen�
gruppe dieser Algebra sind die Involutionen ��� � und � zueinander konjugiert�
folglich sind die zugeh�origen� nicht kompakten� reellen Formen alle konjugiert zu
unserer normalen� reellen Form sl�
� IR� unter Int�sl�
� IC�IR��

Bemerkung ���� Unsere kompakte� reelle Form su�n� der sl�n� IC� ist die Fix�
punktalgebra der IC�antilinearen Involution 
�X� � � �XT � Unsere Vertreter der
Konjugationsklassen der IC�linearen Involutionen von sl�n� IC� lassen su�n� invari�
ant� su�n� zerlegt sich in die 
��Eigenr�aume k und "p� bez�uglich der Einschr�ankung
dieser Vertreter� Damit ist die zugeh�orige� duale� reelle Form g � k � i � "p auch

�invariant mit �����Eigenraum k und �����Eigenraum i � "p� Da dies nach Propo�
sition 
�� eine Cartan Zerlegung von g ist� liefert 
jg stets die zugeh�orige Cartan
Involution von g� �
Die nicht kompakten� reellen Formen der �ubrigen einfachen� komplexen Lie Alge�
bren �bl� l � 
� cl� l � �� dl� l � �� e�� e�� e�� f
� g�� sollen hier nicht aufgef�uhrt
werden� Dies ist sehr ausf�uhrlich nachzuschlagen zum Beispiel bei �Kn	� Appendix
C� Seiten ��� �� Dort �ndet sich auch f�ur jede reelle Form der reelle Rang� das hei�t
die Dimension einer maximal abelschen Unteralgebra a im �����Eigenraum p einer
Cartan Involution 
� sowie die f�ur unsere Konstruktion komplement�arer Unteralge�
bren entscheidende Struktur des Zentralisators zk�a� von a in k � Fix�
�� Kl�aren
wir diese Struktur dieses Zentralisators f�ur die oben konstruierten� reellen Formen
der sl�n� IC� �siehe �Kn	� Appendix C Seiten ��� ��


Lemma ���� Es sei g eine reelle Form der sl�n� IC� und zk�a� der Zentralisator
einer maximal abelschen Unteralgebra a � p in k� Dann gilt�
�i� zk�a� � f�g� falls g � sl�n� IR�� Die reellen Diagonalmatrizen sind eine maxi�
mal abelsche Unteralgebra in p der Dimension n� ��
�ii� Falls g � su�p� n�p� mit p � bn

�
c� so ist der von fE��n�En��� � � � � Ep�n���p�

En���p�pg erzeugte� reelle Unterraum eine maximal abelsche Unteralgebra a von p�
Der Zentralisator zk�a� von a in k ist isomorph zu

IRp 	 su�n� 
p�� falls n � 
p � 

IRp� falls p � n��

�

IRp��� falls p � n

�

�
���

�iii� Wenn g � su��n� ist� so bilden die reellen Diagonalmatrizen in g eine
maximal abelsche Unteralgebra der Dimension n

� � � von p	 ihr Zentalisator in k

ist isomorph zu su�
�	 � � �	 su�
� �n� Summanden�� �
Bemerkung ���� �i� Nach Satz ���� Teil �iii� k�onnen wir zur Fixpunktalgebra
jeder Involution der sl�n� IR� eine komplement�are Unteralgebra konstruieren�
�ii� Nach Lemma 
��� Teil �ii� ist dies wegen Satz ���� Teil �ii� auch stets m�oglich
in den Algebren su�p� p� und su�p� p � �� f�ur alle p � ��
�iii� Im n�achsten Abschnitt werden wir eine Involution der Algebra su��n� kon�
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struieren� f�ur welche die Situation in Proposition ���� erf�ullt wird� das hei�t� wir
k�onnen auch hier Komplemente konstruieren�

��� Durchf�uhrung der Konstruktion an Beispie�

len

In diesem Abschnitt wird das Verfahren zur Konstruktion komplement�arer Unter�
algebren aus Kapitel � an f�unf Beispielklassen vorgef�uhrt� Die Beispiele sind so
gew�ahlt� da� die verschiedenen F�alle aus Abschnitt ����� alle abgedeckt werden�

�� Beispiel�
Wir betrachten die reelle� einfache Lie Algebra g � sl�
n� IR� mit n � 
� sowie die
Involution

��X� � �
�

� J
�J �

�
�XT �

�
� �J
J �

�
�

von g� wobei J � E��n � � � � � En��� Die �
���Eigenr�aume von � werden � wie
immer � mit h und q bezeichnet� Die Cartan Involution 
�X� � �XT von g

vertauscht o�enbar mit �� Wir w�ahlen als maximal abelsche Unteralgebra a im
�����Eigenraum p von 
 die reellen Diagonalmatrizen in g�
Um nun eine komplement�are Unteralgebra konstruieren zu k�onnen� mu� nach Satz
���� die Algebra a auch q�maximal sein� das hei�t a � q mu� maximal abelsch sein
in p� q� Dieser Nachweis ist m�uhsam� Aber nach dem Beweis von Satz ���� ist dies
�aquivalent dazu� da� der Wurzelraum g� f�ur jede Wurzel� die von � �xiert wird
�Das ist die Menge ��a���� in h liegt�

Die Wurzelr�aume von g bez�uglich a sind die reell�zweidimensionalen Unterr�aume
IC �Ei�j� i �� j� i� j � f�� � � � � 
ng mit den zugeh�origen Wurzeln �i�j� Es gilt � wie ei�
ne kurze Rechnung zeigt � ��g�i�j� � g��n�j����n�i�� � Damit ist ��a�� � f�i��n�i�� 

� � i � 
ng� Da ��Ei��n�i��� � Ei��n�i�� gilt� folgt g�i��n�i�� � h� es ist also a

schon q�maximal�

Im n�achsten Schritt wollen wir imWurzelsystem � ein q�kompatibles System positi�
ver Wurzeln konstruieren� Nach dem Verfahren� welches wir am Ende von Abschnitt
��� vorgestellt haben� m�ussen wir das Wurzelsystem � auf a� 
� a�q einschr�anken�
Dieses eingeschr�ankte System ist ein Wurzelsystem auf a�� Wir w�ahlen nun ein in a�

regul�ares Element H�� Dann ist jedes System positiver Wurzeln in �� f�ur welchesH�

in der zugeh�origen� abgeschlossenen Weyl Kammer liegt� schon q�kompatibel
 Eine
Basis von a� ist gegeben durch fYk 
� Ek�k � E�n�k����n�k�� � En�n � En���n�� 

� � k � �n� ��g� Ein in a� regul�ares Element ist etwa

H� 
�
Pn��

k���n � k� � Yk � diag��n � ��� � � � � ���n�n���
� ��n�n���

� � �� � � � � �n � ����
da ��H�� �� � f�ur alle � �� ��a��� Nun gilt �i�j�H�� � � genau f�ur die folgenden
Indextupel
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I 
� f�i� j� 
 � � i � n� i � j � 
n� i� �g � f�i� j� 
 i � n� 
n� i� � � j � ig�
Es ist also jedes System positiver Wurzeln �� von �� welches die Wurzeln f�i�j 

�i� j� � Ig enth�alt� schon q�kompatibel� F�ur jedes n�Tupel � � f�� ��gn mitPn

j�� �j � � ist H
���
� 
� H� � diag��� � �

� � � � � � �n � �
�� �� � � � � �� ein regul�ares Ele�

ment in a� f�ur welches die zugeh�origen positiven Wurzeln ��
� unsere Wurzeln

f�i�j 
 �i� j� � Ig vereinigt mit der Menge f�k � �k��n�k�� 
 � � k � 
ng� Dies
ergibt auch alle Systeme positiver Wurzeln� f�ur die H� im Abschlu� der zugeh�ori�
gen Weyl Kammer liegt� da jedes solche System neben der Menge f�i�j 
 �i� j� � Ig
eine n�elementige Teilmenge des Wurzelsystems ��a�� enthalten mu�� Es l�a�t sich
zeigen� da� genau 
n Systeme positiver Wurzeln in � existieren� f�ur welche H� im
Abschlu� der zugeh�origen Weyl Kammer liegt�
Die Menge �� n ��a�� ist also in jedem Falle gleich f�i�j 
 �i� j� � Ig� Eine zu
h � Fix��� komplement�are Unteralgebra ist daher nach ���� Teil �iii� gegeben durch

s � a� �
X

�i�j��I
g�i�j � �
���

Abschlu�bemerkung
 Das Wurzelsystem ��a�� ist eine n�fache� direkte Summe
von a�� �
�� Beispiel�
F�ur dieses Beispiel nehmen wir die reelle Form su��
k� der sl�
k� IC� mit geradem
k � 
� wie wir sie in Gleichung �
��� konstruiert hatten �n � 
k�� Die Involution �
wird de�niert durch

��X� �

�
� J
�J �

�
�X �

�
� �J
J �

�
�

mit der Schr�agdiagonalmatrix J in IRk�k aus dem ersten Beispiel� Diese Involution
l�a�t su��
k� invariant� ist also ein Automorphismus und vertauscht mit unserer Car�
tan Involution 
�X� � � �XT � Eine maximal abelsche� �� invariante Unteralgebra a

in p ist gegeben mit den reellen Diagonalmatrizen in der su��
k�� Die Bedingung�
da� a� � a � q maximal abelsch in p � q ist� werden wir auch hier mit der �aqui�
valenten Begingung testen� Wir pr�ufen� ob g� in h liegt f�ur alle � � ��a��� Die
Wurzelr�aume bez�uglich a sind gegeben durch

g�i�j �

��
z �Ei�j w � Ei�j

� �w � Ei�j �z � Ei�j

�
� z� w � IC

�
� � � i� j � k� i �� j�

wobei �i�j�diag�x�� � � � � xk� x�� � � � � xk�� � xi � xj�
Eine kurze Rechnung zeigt� da� ��g�i�j� � g�k�i���k�j�� gilt� folglich wird keine
Wurzel von � �xiert� es ist also ��a�� � �� und a damit auch q�maximal�

Die Matrix H� 
� diag�k� �
k

� � �� � � � � ��� � � � ��k

� � ���k

� �
k

� �
k

� � �� � � � � ��� � � � ��k

� �
���k

�� � a ist regul�ar und liegt in q� ist also ein in a� regul�ares Element� Damit
ist das System positiver Wurzeln� f�ur welches H� in in der o�enen Weyl Kammer
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liegt� q�kompatibel� Dieses System positiver Wurzeln ist �� � f�i�j 
 i � jg�
Der Zentralisator von a in k ist

zk�a� �

��
i �D F
� �F �i �D

�
� D reell� diagonal� F komplex� diagonal

�
�

Er ist isomorph zur direkten Summe su�
�k� und es gilt

�

��
i � r � Ej�j w � Ej�j

� �w � Ej�j �i � r � Ej�j

��
�

� �i � r � Ek�j���k�j�� �w � Ek�j���k�j��
�w � Ek�j���k�j�� i � r � Ek�j���k�j��

�
�

Da wir k als gerade vorausgesetzt haben� zeigt die letzte Gleichung� da� � keines
der einfachen Ideale von zk�a� invariant l�a�t� wir k�onnen also nach Proposition ����
eine zu Fix��� komplement�are Unteralgebra in su��
k� konstruieren� Dazu m�ussen
wir die einfachen Ideale von zk�a� numerieren


ij 
�

��
i � r �Ej�j w � Ej�j

� �w � Ej�j �i � r � Ej�j

�

 r � IR� w � IC

�
�� su�
�� � � j � k�

Wir haben also ��ij� � ik�j��� Eine zu h komplement�are Unteralgebra in su��
k�
ist nach Proposition ���� gegeben mit

r �

k
�X

j��

ij � a� �
X

�
i
j
k
g�i�j �
���

�� Beispiel�
In diesem Beispiel betrachten wir die einfache Lie Algebra su�p� n � p� mit n � �
und p � bn�c wie in Gleichung �
��� beschrieben� Wir geben uns Involutionen �m
vor� von der Gestalt

�m�X� �

�
Em �
� �En�m

�
�X �

�
Em �
� �En�m

�
�

mit m aus f�� � � � � n� �g� Diese Automorphismen vertauschen mit unserer Cartan
Involution 
�X� � � �XT � Eine maximal abelsche Unteralgebra von p� die invari�
ant ist unter den �m� wird �uber IR erzeugt von fS� 
� �E��n � En���� � � � � Sp 
�
�Ep�n�p�� � En�p���p�g� Die Zerlegung der Algebra su�p� n � p� in die �
���
Eigenr�aume bez�uglich �m sei hm�qm� Der Unterraum p�qm besteht aus Matrizen
der Gestalt�

� B
�BT �

�
� wobei B � ICm��n�p�� falls m � p� und B � ICp��n�m�� falls m � p�

Dies zeigt sofort� da� a� � a � qm f�ur jedes m maximal abelsch ist in p � qm�
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In diesem Beispiel interessieren wir uns nicht f�ur die Konstruktion von q�
kompatiblen Systemen positiver Wurzeln� sondern f�ur die Struktur von zk�a� und
dessen Schnitt mit hm
 Nach Lemma 
��� Teil �ii� ist f�ur n�
p � 
 zk�a� isomorph
zu IRp 	 su�n� 
p�� Konkret sieht dies wie folgt aus


zk�a� �

���
��
	
B
 � � �
� U �
� � �

�
CA 
 U � su�n� 
p�

��

�� �

� fdiag�ir�� � � � � irp��iR� � � � ��iR� i � rp� � � � � i � r�� 
 rj � IR� R 
� �
n��p �

Pp
j�� rjg�

Das Zentrum von zk�a� liegt f�ur jedes m in hm� und das einfache Ideal von zk�a�
liegt � falls n � 
p � 
 � genau dann in hm� wenn m � p oder m � n � p gilt� In
diesen F�allen k�onnen wir also nach Satz ���� Teil �i� komplement�are Unteralgebren
zu hm in su�p� n� p� konstruieren�

Im Fall n� 
p � � ist zk�a� abelsch und liegt �uberdies in hm� Nach Satz ���� Teil
�ii� haben wir auch in diesem Fall zu hm komplement�are Unteralgebren� �
	� Beispiel�
In diesem Beispiel wollen wir einfache� komplexe Lie Algebren vorgeben mit einer
reellen Form als Fixpunktalgebra� Es sei also l eine einfache� komplexe Lie Algebra
und g eine reelle Form von l� mit zugeh�origer Konjugation � � das hei�t � ist eine
IC�antilineare Involution von l mit Fix�� � � g� Wir brauchen nun eine Cartan
Involution 
 von lIR� die mit � vertauscht� Dazu geben wir uns eine Cartan Zerlegung
k � p von g vor mit zugeh�origer Cartan Involution '� Dann ist nach Proposition

�� Teil �i� u 
� k � i � p eine kompakte� reelle Form von l� und l � u � i � u
ist eine Cartan Zerlegung von lIR� Die zugeh�orige Cartan Involution 
 hat u als
Fixpunktalgebra und i � u als �����Eigenraum�
Im n�achsten Schritt m�ussen wir eine � �invariante� maximal abelsche Unteralgebra
a von i � u � i � k � p konstruieren� derart� da� a � �i � g� maximal abelsch ist in
i � u � i � g�
Die � �Invarianz von a erzwingt� da� a gleich der Summe aus seinem Schnitt mit i � k
und p ist� da � auf i � k gleich der negativen Identit�at� und auf p die Identit�at ist�
Da lIR in die direkte Summe aus k� p� i�k und i�p zerf�allt� gilt a��i�g� � a��i�k��
dieser Schnitt mu� also maximal abelsch sein in i � k � i � u � i � g�
Wir w�ahlen also eine maximal abelsche Unteralgebra t in k� Es bezeichne zp�t� den
Zentralisator von t in p� Ist nun b eine maximal abelsche Unteralgebra in zp�t��
dann hat a 
� i � t � b � i � u die gew�unschten Eigenschaften� Zu zeigen ist nur�
da� a maximal abelsch ist in i � u
 Es sei X � i � u mit �X� a	 � f�g� Wir
zerlegen X in Xi�k �Xp � Dann gilt f�ur alle H � i � t die Gleichung � � �H�X	 �
�H�Xi�k 	 � �H�Xp 	 � k 	 �i � p�� Folglich gilt nach Wahl von t
 Xi�k � i � t und
Xp � zp�t�� Da X auch mit b vertauscht� folgt nach Wahl von b auch Xp � b�

Tats�achlich brauchen wir die Unteralgebra b von zp�t� nicht zu konstruieren
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Lemma ���
 Es sei t maximal abelsch in k� Dann ist der Zentralisator zp�t� von
t in p abelsch�

Beweis� �i� Es sei b eine maximal abelsche Unteralgebra von zp�t�� Dann ist
t � b eine Cartan Unteralgebra von g� das hei�t� sie ist maximal abelsch� wie wir
oben gezeigt hatten� und ad�H� operiert halbeinfach auf g f�ur alle H � t� b� Dies
ist klar� da nach Abschnitt ����
 ad�T � schiefsymmetrisch� und ad�B� symmetrisch
bez�uglich des Skalarprodukts �	���'���� von g operiert f�ur alle T � t und B � b�
Insbesondere ist c 
� �t� b�IC eine Cartan Unteralgebra von l�

�ii� Nun k�onnen wir die Behauptung zeigen

Es sei X � zp�t�� Dann ist �X� t	 � f�g� und es ist �X�B	 � k f�ur alle B �
b� da �p� p	 � k gilt� Weiterhin haben wir �T �X�B		 � ��T�X	B	 � �X�T�B		 �
��� B	 � �X� �	 � � f�ur alle T � t und B � b� Da t maximal abelsch ist in
k� liegt �X�B	 schon in t� Zusammen folgt �X� t � b	 � t � t � b� das hei�t
X normalisiert unsere Cartan Unteralgebra t � b� diese sind in halbeinfachen Lie
Algebren selbstnormalisierend� Es folgt X � b� �
Mit diesem Lemma k�onnen wir sofort das folgende Korollar haben


Korollar ���� Es ist a 
� i � t � zp�t� eine maximal abelsche Unteralgebra von
i � u� die �i � g��maximal ist� �
Im n�achsten Schritt betrachten wir das Wurzelsystem � von lIR bez�uglich a� und
suchen nach einem �i � g��kompatiblen System positiver Wurzeln� Hier hilft uns die
folgende Proposition weiter


Proposition ���� Es sei t maximal abelsch in k� und a � i �t�zp�t� die maximal
abelsche Unteralgebra von i � u aus Korollar ����� Dann ist ��a�� leer� das hei�t
� �xiert keine Wurzel aus dem Wurzelsystem � bez�uglich a�

Beweis� Es ist c � �i � t� zp�t��IC eine Cartan Unteralgebra der einfachen� kom�
plexen Lie Algebra l� Damit sind die Wurzeln von l bez�uglich c die IC�linearen Fort�
setzungen der Wurzeln aus �� Insbesondere sind die Wurzelr�aume eindimensionale�
komplexe Unterr�aume von l�

Die �i � g��Maximalit�at von a ist nach Satz ���� nebst Beweis �aquivalent dazu� da�
f�ur jedes � � ��a�� der Wurzelraum �lIR�� ganz in Fix�� � � g liegt� Da � als
Konjugation von l bez�uglich der reellen Form g eine IC�antilineare Involution ist� ��
xiert � keinen� nicht trivialen IC�Unterraum von l punktweise� es ist also ��a�� leer�
da f�ur � � ��a�� stets � �lIR�� � �lIR�� gilt� �
Bemerkung ���� Nach De�nition ���� Teil �iii� ist in der Situation von Korollar

��� wegen Proposition 
�
� jedes in a� � a� �i � g� � i � t regul�are Element schon
regul�ar in a� da ��a�� leer ist� Es ist also die Menge aller Wurzeln � in �� f�ur welche
��H�� positiv ist mit einem in �i � t� regul�aren Element H�� ein �i � g��kompatibles
System positiver Wurzeln� �
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Bevor wir die Konstruktion am Beispiel l � sl�n� IC� und h � sl�n� IR� duchf�uhren�
sehen wir uns noch einen Spezialfall an� in dem die Durchf�uhrung sehr einfach wird


Proposition ���� Es sei t eine maximal abelsche Unteralgebra von k� Wenn t

schon maximal abelsch in ganz g ist� so ist jedes System positiver Wurzeln im
Wurzelsystem � bez�uglich a � i � t schon �i � g��kompatibel�
Beweis� Nach Voraussetzung ist zp�t� � f�g� also isynach Korollar 
��� a 
� i � t
maximal abelsch in i �u� und �i �g��maximal� Da k in g � Fix�� � und t in k liegt�
operiert � auf a als negative Identit�at� Folglich gilt f�ur jede Wurzel �
 � �� � ���
Mit Satz ���� folgt nun die Behauptung� �
Bemerkung ���� �i� Die reellen� einfachen Lie Algebren� f�ur welche in einer ma�
ximal kompakten Unteralgbera eine maximal abelsche Unteralgebra der ganzen Lie
Algebra liegt� sind in �Helg	� Kapitel IX� Theorem ���� klassi�ziert
 Eine reelle�
einfache Lie Algebra g mit Cartan Zerlegung g � k � p besitzt genau dann eine
maximal abelsche Unteralgebra� die in k liegt� wenn die zugeh�orige Cartan Involu�
tion in Int�g� liegt� also ein innerer Automorphismus von g ist� Diese Eigenschaft
ist nat�urlich unabh�angig von der gew�ahlten Cartan Zerlegung�

�ii� Unter den nicht kompakten� reellen Formen der sl�n� IC�� �n � ��� ist die�
se Eigenschaft genau f�ur die Algebren su�p� n � p� gegeben
 Die rein imagin�aren
Diagonalmatrizen mit Spur � bilden eine maximal abelsche Unteralgebra t in der
Fixpunktalgebra von 
 �aus Bemerkung 
���� in su�p� n� p� der Dimension n� ��
Da der Unterraum t alle Diagonalmatrizen der Algebra su�p� n � p� enth�alt� ist t

auch maximal abelsch in su�p� n � p�� �
Nun fassen wir die Ergebnisse zusammen


Satz ���	 �i� Es sei g � k � p eine reelle Form der einfachen� komplexen Lie
Algebra l in Cartan Zerlegung� sowie t eine maximal abelsche Unteralgebra von k�
Es sei � das Wurzelsystem von lIR bez�uglich a 
� i � t � zp�t�� Weiterhin sei H�

ein in �i � t� regul�ares Element� Dann ist f� � � j��H�� � �g ein System positiver
Wurzeln in �� und der Unterraum

s � i � zp�t� � i � t � X
����

�lIR�� �
���

ist eine zu g komplement�are Unteralgebra in lIR�

�ii� Wenn die Unteralgebra t aus Teil �i� schon maximal abelsch ist in ganz g�
dann ist f�ur jedes System positiver Wurzeln ��

s � i � t � X
����

�lIR�� �
����

eine zu g komplement�are Unteralgebra in lIR�
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Beweis� Nach Korollar 
��� ist die Algebra a aus Teil �i� �i � g��maximal und
folglich auch i � t in Teil �ii�� Nach Proposition 
�
� ist dann jeweils das Teilsystem
��a�� leer� und die Menge f� � � j��H�� � �g aus Teil �i� ist nach Bemerkung

�
� ein �i � g��kompatibles System positiver Wurzeln� Nach Proposition 
�

 ist in
der Situation von Teil �ii� jedes System positiver Wurzeln �i � g��kompatibel�
Nach Satz ���� Teil �ii� haben wir damit nur noch die Unteralgebra Z � q zu be�
rechnen� Dabei ist Z das Zentrum des Zentralisators von a in u � Fix�
� und
q � ig
 Es ist a maximal abelsch in i � u� damit ist zu�a� gleich i � a � t� i � zp�t��
Also gilt Z � q � i � zp�t�� und es folgen �
��� und �
����� da a � q � it gilt� �
Bemerkung� Ein �ahnliches Problem auf der Gruppenseite wurde in �Aom	 be�
arbeitet
 Aomoto gibt sich eine halbeinfache� komplexe Lie Gruppe GIC mit einer
reellen Form G vor und konstruiert explizit ein Vertretersystem der Doppelneben�
klassen in GIC bez�uglich der Untergruppen B und G� wobei B eine Borel Unter�
gruppe von GIC bezeichnet� Dies sind �siehe Proposition ��
� Teil �iv�� genau die
minimal parabolischen Untergruppen von GIC� Jedoch hat der Schnitt einer sol�
chen Borel Untergruppe mit der reellen Form G stets positive� reelle Dimension�
da dim�B� � dim�G� � dimGIC � dim�a� gilt� �
Jetzt kommen wir zu unserem eigentlichen Beispiel 	�
Es sei n � � gerade und l � sl�n� IC�� Die Involution � � Aut�lIR� sei gegeben
als die Komplexkonjugation � �X� � �X � es ist also g 
� Fix�� � � sl�n� IR��
Als Cartan Involution auf der sl�n� IR� nehmen wir nat�urlich 
 aus der Bemerkung

���� Eine Basis einer maximal abelschen Unteralgebra t der Menge k aller reel�
len� schiefsymmetrischen Matrizen ist gegeben durch f�E��n�En���� � � � � �En

�
�n
�
�� �

En
�
���n

�
�g�

Der Zentralisator zp�t� von t in p ist das IR�Erzeugnis der Diagonalmatrizen
fdiag��� �� � � � � �������� �� � � � � �� ��� � � � � diag��� � � � � �� �������� �� �� � � � � ��g�
Nach Lemma 
��� und Korollar 
��� ist a 
� i � t� zp�t� maximal abelsch im Un�
terraum i � u aller Hermitschen Matrizen in l und �i � g��maximal�
Um die Rechnungen leichter durchf�uhren zu k�onnen und die �Ubersichtlichkeit zu
bewahren� werden wir das gesamte Problem ��verdrehen�� das hei�t wir konjugieren
die Algebra a mit einer unit�aren Matrix C auf die Menge aller reellen Diagonal�
matrizen� um dann die Wurzelraumzerlegung leichter untersuchen zu k�onnen� Diese
Transformation ist stets m�oglich� da je zwei maximal abelsche Unteralgebren von
i � u unter der Wirkung von Ad�U� zueinander konjugiert sind� wobei U � exp�u�
die spezielle� unit�are Gruppe ist� Eine kurze Rechnung zeigt� da� mit der Matrix

C 
�
�p


�

	
BBBBBBBBBB


� i
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� i
i �

� � � �

i �

�
CCCCCCCCCCA

� SU�n�
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gilt
 Ad�C��i � t� � hfdiag��� �� � � � � ������ � � � � diag��� � � � � �� ����� �� � � � � ��gi�
und C vertauscht punktweise mit zp�t�� Es ist also "a 
� Ad�C��a� gleich der
Menge aller reellen Diagonalmatrizen in g� Um die Rechnung fortsetzen zu k�onnen�
m�ussen wir auch die Involutionen � und 
 von lIR mit Ad�C� konjugieren� wir setzen
also "� 
� Ad�C� � � � Ad�C��� und "
 
� Ad�C� � 
 � Ad�C���� Dann ist "
 � 
�
weil C unit�ar ist� "� ist die Involution Ad�J� � � von lIR� wobei J �

Pn
k�� Ek�n�k���

Wir bezeichnen mit "h die Fixpunktalgebra von "� � und mit "q den �����Eigenraum
von "� � Dann ist "a eine maximal abelsche Unteralgebra von i � u� die "q�maximal ist�
da die analoge Eigenschaft f�ur a gilt�

Die Wurzelr�aume von lIR bez�uglich "a sind nun die IC � Ei�j mit i �� j�
Ein in "a� regul�ares Element �"a� � "a � "q � Ad�C��i � t�� ist zum Beispiel
diag�n

�
� � � � � ����� � � � ��n

�
�� Dieses ist � wie in Bemerkung 
�
� allgemein gezeigt �

schon regul�ar in "a� Das zugeh�orige System positiver Wurzeln in � ist f�i�j 
 i � jg�
Nach Satz 
�
� Teil �i� ist damit die folgende Unteralgebra komplement�ar zu "h


"s � i � zp�t� � "a� �
X
i
j

�lIR��i�j �

Dies ist klar� da zp�t� invariant ist unter Ad�C� �sogar punktweise �x��

Bemerkung ���� Es ist nicht jedes System positiver Wurzeln "q�kompatibel� Zum
Beispiel sind die positiven Wurzeln zum regul�aren Element diag�����
� � � � ���n�
��� n�n���� � � die zugeh�origen positiven Wurzeln haben die Indexmenge I � f�i� j� 

i � j � �n���g�f�n� k� 
 � � k � �n���g � nicht "q�kompatibel� da �"� ��n��n���� �
����� aber �
� �� �� I ist� �
Schlie�lich erhalten wir eine zu sl�n� IR� komplement�are Unteralgebra in sl�n� IC�
durch ��zur�uckdrehen� von "s mit Ad�C���


s 
� Ad�C����"s� � i � zp�t� � i � t � Ad�C����n�� �
����

wobei n die nilpotente Unteralgebra aller komplexen� echten oberen Dreiecksmatri�
zen in ICn�n bezeichnet�

�� Beispiel�
In Kapitel � werden wir eine verallgemeinerte Iwasawa Zerlegung in getwisteten Loop
Algebren entwickeln� Grundlage hierf�ur ist die in Kapitel � entwickelte verallgemei�
nerte Iwasawa Zerlegung in den endlich dimensionalen Lie Algebren� Die Zerlegung
in getwisteten Loop Algebren ist eine lokale Version der Iwasawa Zerlegung in den
zugeh�origen Loop Gruppen� In der Ver�o�entlicung �Hel	 wird die Iwasawa Zerleung
angewandt f�ur die Konstruktion von Willmore Fl�achen� Es soll aber an dieser Stelle
nicht n�aher auf diese Fl�achen eingegangen werden� F�ur die lokale Version der Iwa�
sawa Zerlegung haben wir dabei folgende Lie Algebren zu betrachten

Die komplexe� halbeinfache Lie Algebra l 
� so��� ��IC und die reelle Form h 
�
so��� ��� es ist also die zugeh�orige Involution die gew�ohnliche Komplexkonjugation
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auf l� Die Algebra l ist isomorph zur direkten Summe sl�
� IC�	 sl�
� IC��

Wir betrachten die Algebren so�p� n � p� zun�achst allgemein


so�p� n � p� �

��
A B
BT D

�

 A � so�p�� D � so�n� p�� B � IRp��n�p�

�

Eine Cartan Involution der so�p� n � p� ist Konjugation mit der Diagonalmatrix
diag��� � � � � ��� �z �

p

��� � � � ���� �z �
n�p

�� die Blockdiagonalmatrizen in so�p� n� p� sind also eine

maximal kompakte Unteralgebra k�

Bemerkung� Die Komplexi�zierung so�p� n � p�IC ist isomorph zur Lie Algebra
so�n�IC aller komplexen� symmetrischen n � n Matrizen� Der Isomorphismus wird
f�ur uns aber keine Rolle spielen�

Kehren wir jetzt zur�uck zu unserem Spezialfall n � � und p � �� Wir sind hier
in der Situation� eine komplement�are Unteralgebra zu einer reellen Form �so��� ���
einer komplexen� halbeinfachen Lie Algebra �l � so��� ��IC� zu konstruieren� Dazu
gehen wir wie in Beispiel � beschrieben vor
 Eine maximal abelsche Unteralgebra
t von k ist gegeben durch IR � H� mit H� 
� E��� � E���� Der Zentralisator zp�t�
von t im ���� Eigenraum p unserer Cartan Involution von so��� �� ist IR �H� mit
H� 
� E��
 � E
��� Nach Korollar 
��� ist a 
� IR � �i �H�� � IR �H� in i � k � p und
q�maximal �q � i � so��� ����
Nun brauchen wir die Wurzelraumzerlegung von lIR bez�uglich a 
� IR��i�H���IR�H��
Dazu betrachten wir die Matrizen C� 
� E����E���� C� 
� i � �E����E����� C� 
�
E
�� � E��
 und C
 
� ��i� � �E��
 � E
��� in lIR� Eine kurze Rechnung zeigt nun
folgendes
 ad�iH�� vertauscht C� und C� sowie C� und C
� ad�H�� vertauscht
C� und C� sowie C� und C
�
Damit bekommen wir vier simultane Eigenr�aume f�ur ad�a�


�lIR��� � IC � �C� � C� � C� � C
� mit ���iH�� � � � ���H��
�lIR��� � IC � �C� � C� � C� � C
� mit ���iH�� � ��� ���H�� � �
�lIR��� � IC � �C� � C� � C� � C
� mit ���iH�� � �� ���H�� � ��
�lIR��� � IC � �C� � C� �C� � C
� mit �
�iH�� � �� � �
�H��

Weil aIC �
P


k���l
IR��k � lIR gilt� liefern diese vier Unterr�aume die komplette Wur�

zelraumzerlegung von lIR bez�uglich a� es ist also � � f�k 
 � � k � �g�
Es gilt f�ur die Wurzeln �k
 �
 � ��� und �� � ����
Im eindimensionalen Unterraum a� � IR ��iH�� ist o�enbar jedes von � verschiede�
ne Element regul�ar bez�uglich �� Wir nehmen also H� als in a� regul�ares Element�
Ein q�kompatibles System positiver Wurzeln in � ist damit �� � f��� ��g�

Bemerkung ���� �i� Die Wurzeln f��� ��g sind ebenfalls positive Wurzeln� da
�j�H�� � � f�ur j � �� 
� Sie sind aber nicht q�kompatibel� da ���H�� � � � ���H���
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�ii� Das Wurzelsystem � auf a ist nat�urlich nicht irreduzibel� die Kommutatoren
der Wurzelr�aume zu den Wurzeln �� und �� sowie zu den Wurzeln �� und ��
sind trivial� Daher sind die komplexen Unterr�aume ��lIR���� �lIR���	 � �lIR��� � �lIR���

und ��lIR���� �lIR���	 � �lIR��� � �lIR��� die beiden zu sl�
� IC� isomorphen Ideale von
l� �
Jetzt k�onnen wir nach Satz 
�
� eine zu so��� �� komplement�are Unteralgebra in
so��� ��IC angeben


s 
� i � zp�a� � i � t� �lIR��� � �lIR��� �

�

�����
����

	
BBB


� z �i � z i � r
�z � i � s w
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Kapitel �

Kac�Moody�Algebren und die

Iwasawa Zerlegung in Loop

Algebren

In diesem Kapitel werden wir zun�achst in K�urze die wichtigsten Grundlagen der
Theorie der Kac�Moody�Algebren vorstellen� wobei unser spezielles Interesse den
Kac�Moody�Algebren vom a�nen Typ gilt� Im zweiten Abschnitt werden die Reali�
sierungen dieser Algebren als zentrale Erweiterungen von ungetwisteten und getwi�
steten Loop Algebren �uber halbeinfachen� komplexen Lie Algebren entwickelt�

Die Theorie der a�nen Kac�Moody�Algebren f�uhren wir nicht nur als Grundlage der
Loop Algebren ein� Diese Algebren besitzen eine Wurzelraumzerlegung �ahnlich wie
die endlichdimensionalen� einfachen� komplexen Lie Algebren und eine zugeh�orige
Weyl Gruppe� Diese wird im n�achsten Kapitel bei der globalen Iwasawa Zerlegung
von Loop Gruppen eine zentale Rolle spielen�

Im vorletzten Abschnitt dieses Kapitels wird die Iwasawa Zerlegung in polynomialen
Loop Algebren durchgef�uhrt� Die zu betrachtenden Fixpunktalgebren sind die reell�
wertigen Loops bez�uglich einer reellen Form der zugrundeliegenden� halbeinfachen�
komplexen Lie Algebra�

Im letzten Abschnitt wird auf den Loop Algebren eine Norm eingef�uhrt� bez�uglich
der diese abgeschlossen werden� Dies f�uhrt uns zu einer lokalen Version der Iwasawa
Zerlegung wie sie im n�achsten Kapitel entwickelt wird� das hei�t� die Iwasawa Zer�
legung wird auf den Lie Algebren der Loop Gruppen durchgef�uhrt� die in Kapitel �
eingef�uhrt werden�

��



Kapitel �� Kac�Moody�Algebren und die Iwasawa Zerlegung in Loop Algebren ��

��� A�ne Kac�Moody�Algebren

Die Theorie der Kac�Moody�Algebren wurde ���� unabh�angig von Kac und Moody
entwickelt� Diese Algebren sind eine Verallgemeinerung der endlichdimensionalen�
einfachen� komplexen Lie Algebren� Ausgangspunkt dieser Verallgemeinerung ist
die folgende� bekannte Aussage �uber einfache� komplexe Lie Algebren� n�amlich der
Satz von Serre �siehe z�B� �Hum	� Proposition �����


Proposition ��� Es sei l eine einfache� komplexe Lie Algebra und c eine Cartan
Unteralgebra� $ � f��� � � � � �ng bezeichne das Wurzelsystem von l bez�uglich c� Mit
der in Proposition ���� Teil �iv� de�nierten Bilinearform im Dual c� erhalten wir

ganze Zahlen aij 
�
����j��i�
��i��i�

� �� � i� j � n�� Dann gelten die folgenden Aussagen�

Die Lie Algebra l wird von der Menge von �n Elementen fEi� Fi�Hi� � � i � ng
erzeugt� welche den folgenden Relationen gen�ugen�

�HiHj 	 � �� � � i� j � n

�Ei Fj	 � �ij �Hi� � � i� j � n

�HiEj 	 � aij � Ej und �Hi Fj	 � �aij � Fj � � i� j � n

�adEi���aij�Ej� � � � �adFi���aij �Fj� � � i� j � n� i �� j�

�����

Die aus den Zahlen aij gebildete Matrix A 
� �aij��
i�j
n hei�t Cartan Matrix der
Lie Algebra l� Sie gen�ugt den folgenden Bedingungen�
�i� aii � 
 f�ur i � f�� � � � � ng�
�ii� Die aij sind ganze Zahlen kleiner oder gleich � f�ur alle i �� j�
�iii� aij � � genau dann� wenn aji � �� und
�iv� alle Hauptminoren von A sind positiv� �
Bemerkung ��� Nach dem Satz von Serre sind die Gleichungen in ����� auch de�
�nierende Relationen f�ur die Lie Algebra l� Das hei�t� wir geben das irreduzible
Wurzelsystem $ mit Cartan Matrix A � ZZn�n der Algebra l vor� In der freien Lie
Algebra f mit den �n Erzeugern Ei� Fi�Hi� �� � i � n� faktorisieren wir nach den
Relationen ������ das hei�t� wir betrachten die Lie Algebra "l 
� f�i� wobei i das von
den Elementen �HiHj 	� � � � � �adFi���aij�Fj� aus ����� erzeugte Ideal von f ist� Dann
ist "l isomorph zu l� und die Hj � i erzeugen eine Cartan Unteralgebra von "l mit
zugeh�origem Wurzelsystem $� �
Der wesentliche Punkt in der Verallgemeinerung von Kac und Moody besteht darin�
Lie Algebren �ahnlich wie in Bemerkung ��
 aus verallgemeinerten Cartan Matrizen
zu konstruieren� wobei diese Cartan Matrizen alle Eigenschaften aus aus Proposition
��� besitzen� au�er der vierten


De
nition ��� �i� Eine Matrix A � ZZn�n hei�t verallgemeinerte Cartan
Matrix� wenn A die Bedingungen �i�� �ii� und �iii� aus Proposition ��� erf�ullt�
�ii� Zwei verallgemeinerte Cartan Matrizen A und B hei�en �aquivalent� wenn eine
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Permutationsmatrix P mit Koe�zienten aus f�� �g existiert� so da� B � P �A �P T

gilt�
�iii� Eine verallgemeinerte Cartan Matrix A hei�t zerlegbar� wenn eine Permuta�
tionsmatrix P existiert� so da� P �A � P T Blockdiagonalgestalt hat� Existiert diese
nicht� so hei�t A unzerlegbar�
�iv� Eine Matrix A � IRn�n hei�t symmetrisierbar� wenn eine reelle� invertierbare
Diagonalmatrix D existiert und eine symmetrische Matrix B� so da� A � D � B
gilt�

Der erste Schritt bei der Konstruktion von Lie Algebren aus verallgemeinerten Car�
tan Matrizen ist die Realisierung dieser Matrizen in Cartan Unteralgebren


De
nition ��	 Es sei A � ZZn�n eine verallgemeinerte Cartan Matrix� Ein Tripel
�c�!�!�� bestehend aus einem endlichdimensionalen� komplexen Vektorraum c und
Mengen ! � f��� � � � � �ng � c� sowie !� � fH�� � � � �Hng � c hei�t Realisie�
rung von A� wenn gilt
�i� die Teilmengen ! und !� der Vektorr�aume c� und c sind linear unabh�angig�
�ii� �j�Hi� � aij� f�ur alle � � i� j � n�

Zwei Realisierungen �c��!��!�� � und �c��!��!�� � hei�en isomorph� wenn ein Vek�

torraumisomorphismus � 
 c� � c� existiert� so da� ��H���
i � � H

���
i und

�������i � � �
���
i gilt f�ur alle i � f�� � � � � ng� wobei �� 
 c�� � c��� �

�����H���� �
����H����� ist�

Jetzt zitieren wir das wichtige Resultat �uber die Realisierungen von verallgemeiner�
ten Cartan Matrizen �siehe �Wan	� Proposition ����


Proposition ��� Es sei A � ZZn�n eine verallgemeinerte Cartan Matrix vom Rang
l� und �c�!�!�� eine Realisierung von A� Dann ist dim c � 
n � l�
Es existiert eine Realisierung �c�!�!�� von A mit dim c � 
n � l� Je zwei Rea�
lisierungen von A der Dimension 
n � l sind isomorph im Sinne von De�nition
���

Die Realisierung der Cartan Matrix A der Dimension 
n� l hei�t minimale Rea�
lisierung� Wegen ihrer Wichtigkeit f�ur die Kac�Moody�Algebren werden wir die
Konstruktion dieser Realisierung kurz ausf�uhren


Die Matrix A � ZZn�n besitze den Rang l� Daher existieren Permutationsmatrizen
P� und P� mit Koe�zienten aus f�� �g� so da� in der Matrix

"A 
� P� �A � P t
� �

�
A�� A��

A�� A��

�

A�� eine invertierbare Matrix in ZZ
l�l ist� Damit wird die Matrix

C 
�

	
B
 A�� A�� �

A�� A�� In�l
� In�l �

�
CA � ZZ��n�l����n�l�
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eine invertierbare Martix� Wir setzen c 
� IC�n�l� ��� � � � �n seien die Linearformen
von c mit �i�ej� � �ij f�ur alle i � f�� � � � � ng und j � f�� � � � � 
n � lg� wobei
fej� � � j � 
n � lg die kanonische Basis des IC�n�l bezeichnet�
Ferner seien H�� � � � �Hn � c die ersten n Zeilenvektoren der Matrix C� Dann ist
�j�Hi� � cij f�ur alle i� j � f�� � � � � ng� Zuletzt permutieren wir in den Mengen
! 
� f�j 
 � � j � ng und !� 
� fHi 
 � � i � ng die Indizes mit den zu P T

�

beziehungsweise P T
� geh�origen Permutationen� Dann ist �c�!�!�� eine minimale

Realisierung der Matrix A� �
Der IC�Vektorraum c wird die Cartan Unteralgebra der zu konstruierenden Kac�
Moody�Algeben� und die Menge ! eine Basis des Wurzelsystems� Wenn A eine
klassische Cartan Matrix ist� so sind wir mit einer minimalen Realisierung von A in
der bekannten Situation aus Proposition ��� in Gleichung ������ In diesem Fall ist
die Dimension von c gleich 
n � l � n� da A invertierbar ist�

Zun�achst wollen wir noch die Klassi�kation der verallgemeinerten Cartan Matrizen
vorstellen� soweit sie bis heute bekannt ist� Wir k�onnen uns dabei auf unzerlegbare�
verallgemeinerte Cartan Matrizen beschr�anken� wie sie in De�nition ��� Teil �iii�
eingef�uhrt wurden
 Wenn die Matrix A durch simultane Zeilen� und Spaltenvertau�
schungen auf Blockdiagonalgestalt gebracht werden kann mit den Diagonalbl�ocken
A� und A�� so wird die �noch einzuf�uhrende� Lie Algebra g�A� isomorph zur direk�
ten Summe g�A��	 g�A��� Wir zitieren nun den �uberraschenden Satz von Vinberg
zur Klassi�kation verallgemeinerter Cartan Matrizen� Zuvor brauchen wir noch eine

Bezeichnung� F�ur einen Vektor u � IRn schreiben wir u � �� wenn alle Koe��
zienten von u gr�o�er � sind� und u � �� wenn alle Koe�zienten gr�o�er oder gleich
� sind� u � � hei�t �u � �� ebenso u � � hei�t �u � ��
Damit k�onnen wir den Satz von Vinberg formulieren �siehe �Wan	� Theorem 
�
 und
Corollary 
�
�

Satz ��� Es sei A � ZZn�n eine unzerlegbare� verallgemeinerte Cartan Matrix�
Dann erf�ullt A genau eine der folgenden Bedingungen�
�Fin� A ist invertierbar� und es existiert ein u � IRn� u � �� so da� A �u � � gilt�
�A
� A hat den Rang n� �� und es existiert ein u � IRn� u � �� so da� A �u � �
gilt�
�Ind� Es existiert ein u � IRn� u � �� so da� A � u � � gilt� �
Bemerkung ��� �i� Die Abk�urzungen �Fin�� �A�� und �Ind� in dem Satz stehen
f�ur endlich� a�n und inde�nit� Nach dem Satz von Vinberg ist eine unzerlegbare�
verallgemeinerte Cartan Matrix also stets vom endlichen� a�nen oder inde�niten
Typ� Die Matrizen vom inde�niten Typ sind bis heute nicht klassi�ziert� Die ersten
beiden Typen von Cartan Matrizen sind klassi�ziert bis auf �Ahnlichkeit� wie sie in
De�nition ��� Teil �ii� eingef�uhrt wurde�

�ii� Um sich von der �Ahnlichkeit von Matrizen freizumachen� f�uhrt man � wie in
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der klassischen Theorie � ein Dynkin Diagramm zu jeder verallgemeinerten Cartan
Matrizen ein


Wenn A � ZZn�n eine verallgemeinerte Cartan Matrix ist� so wird das zugeh�ori�
ge Dynkin Diagramm S�A� als Graph mit n Knoten de�niert� welche indiziert
werden mit den Zahlen �� � � � � n� Je zwei Knoten i und j werden verbunden mit
max�jaijj � jajij� Kanten� wenn aij � aji � � ist� Die Kanten werden mit einem Pfeil
in Richung i versehen� wenn jaijj � � gilt� Das hei�t� auch Pfeile in beide Richtun�
gen sind m�oglich�
Wenn aij �aji � � ist� werden die Knoten i und j mit einer fetten Kante verbunden�
�uber welche das Tupel �jaijj � jajij� gesetzt wird� wenn der Knoten i links liegt�
�iii� Eine verallgemeinerte Cartan Matrix A ist bis auf �Aquivalenz eindeutig be�
stimmt durch sein Dynkin Diagramm S�A�� und S�A� ist genau dann zusam�
menh�angend� wenn A unzerlegbar ist� �
Das entscheidende Hilfsmittel bei der Kassi�zierung der unzerlegbaren� verallgemei�
nerten Cartan Matrizen ist die folgende Aussage
 �siehe etwa �Wan	� Proposition 
��
B und Theorem 
���

Proposition ��
 �i� Es sei A eine unzerlegbare� verallgemeinerte Cartan Matrix
vom endlichen oder a�nen Typ� Dann ist jedes echte Teildiagramm des Dynkin
Diagramms S�A� Vereinigung von Dynkin Diagrammen zu unzerlegbaren� verallge�
meinerten Cartan Matrizen vom endlichen Typ�
�ii� Die Dynkin Diagramme der unzerlegbaren� verallgemeinerten Cartan Matrizen
vom endlichen Typ sind genau die Dynkin Diagramme der endlichdimensionalen�
einfachen� komplexen Lie Algebren� �
Die Kassi�kation der Dynkin Diagramme vom a�nen Typ wurde ���� von Kac und
Moody durchgef�uhrt� Eine Liste dieser Dynkin Diagramme �ndet sich in �Kac	� Seite
�� � ��� Nun kommen wir schlie�lich zur Konstruktion der Lie Algebra g�A��

De
nition ��� Es sei A � ZZn�n eine verallgemeinerte Cartan Matrix vom endli�
chen oder a�nen Typ vom Rang l und �c�!�!�� die minimale Realisierung von A�
Es werde !� � fH�� � � � �Hng zu einer Basis fH�� � � � �H�n�lg von c erg�anzt�
Es sei f die freie Lie Algebra� welche erzeugt wird von den Mengen fH�� � � � �H�n�lg
und fEi� Fi 
 � � i � ng� Weiterhin sei i das Ideal von f� welches von den folgen�
den Elementen erzeugt wird�

�i� �HiHj	 � � i� j � 
n � l

�ii� �Ei Fj	� �ij �Hi � � i� j � n

�iii� �HiEj 	� �j�Hi� � Ej und

�Hi Fj	 � �j�Hi� � Fj � � i � 
n� l� � � j � n

�iv� �adEi���aij�Ej�� �adFi���aij �Fj� � � i� j � n� i �� j�

���
�

Die Faktoralgebra g�A� 
� f�i hei�t die Kac�Moody�Algebra zur Cartan Matrix A�
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Bemerkung ���� �i� Wenn A die Cartan Matrix zu einer einfachen� komplexen
Lie Algebra l ist� so besagt der Satz von Serre� da� die Lie Algebra g�A� isomorph
zu l ist�

�ii� Der urspr�ungliche Zugang zur Lie Algebra g�A� mit einer verallgemeinerten
Cartan Matrix A ist etwas komplizierter
 Die freie Lie Algebra f aus De�nition ���
wird faktorisiert nach dem Ideal "i� welches von den Elementen in �i�� �ii� und �iii�
erzeugt wird� In der Faktoralgebra "g�A� � f�"i existiert genau ein maximales Ideal
j� das die Algebra c�"i trivial schneidet� Wenn die verallgemeinerte Cartan Matrix A
symmetrisierbar ist� so sind die Algebren g�A� und "g�A��j isomorph �siehe �Wan	�
Proposition ����� Die verallgemeinerten Cartan Matrizen vom endlichen und a�nen
Typ sind jedoch alle symmetrisierbar �siehe �Wan	� Proposition 
�� A��

�iii� Die Projektionen der Elemente Hi� Ej und Fj �� � i � 
n � l� � � j � n�
aus De�nition ��� von f auf die Lie Algebra g�A� werden ebenfalls mit Hi� Ej und
Fj bezeichnet� �
Jetzt kl�aren wir die grobe Struktur der a�nen Lie Algebren g�A�� Zun�achst noch
eine De�nition


De
nition ���� Es sei �c�!�!�� die minimale Realisierung der verallgemeinerten
Cartan Matrix A� Dann hei�t Q 
�

Pn
i�� ZZ � �i � c� das Wurzelgitter der Lie

Algebra g�A�� Weiter sei Q� �
Pn

i�� ZZ� � �i gesetzt�

Die Aussagen des folgenden Satzes �nden sich in �Wan	� Chapter �� Theorem ����
Proposition ��� und ���


Satz ���� Es sei A � ZZn�n eine verallgemeinerte Cartan Matrix vom a�ne Typ�
Dann besitzt die Lie Algebra g�A� eine Wurzelraumzerlegung der Gestalt

g�A� �
M
��Q

g�� �����

wobei g� 
� fX � g�A� 
 �HX	 � ��H� � X �H � cg� F�ur alle �� � � Q gilt
�g�� g�	 � g���� Die Unteralgebra g� ist die Cartan Unteralgebra c der Dimen�
sion n � �� Diese ist abelsch� Ein � � Q n f�g hei�t Wurzel von g�A�� wenn
g� �� f�g ist�
Jede Wurzel von g�A� liegt in Q� oder in �Q�� F�ur jedes � � Q� mit
� � �i� � � � �� �ik � �i�� � � � � ik � f�� � � � � ng� wird der Unterraum g� aufgespannt
von allen Elementen der Form �Ej� �� � �Ejk 	 � � �	� wobei die Tupel �j�� � � � � jk� alle
Permutationen von �i�� � � � � ik� durchlaufen� Die analogen Aussagen gelten f�ur die
� in �Q��

Die Wurzelr�aume zu den einfachen Wurzeln �i� � � i � n sind eindimensional�
und es gilt g�i � IC � Ei und g��i � IC � Fi f�ur � � i � n�
F�ur jedes i � f�� � � � � ng ist der Unterraum IC �Hi� IC �Ei� IC �Fi eine Lie Algebra�
die kanonisch isomorph zu sl�
� IC� ist�
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Die Kommutatorunteralgebra g�A�� � �g�A�� g�A�	 ist

g�A�� �
P

��Q� g�� 	 c� 	 P
��Q� g��

wobei c� 
�
Pn

i�� IC �Hi� der Kommutator g�A�� hat also Kodimension � in g�A��

Das Zentrum z von g�A�� ist gleich dem Zentrum von g�A�� und es gilt
z � fH � c 
 �i�H� � � � � � i � ng�
z ist also eindimensionaler Unterraum von c� �
Bemerkung ���� �i� F�ur die Lie Algebren g�A� zu den Cartan Matrizen vom
endlichen Typ gelten alle Aussagen analog� Allerdings ist das Zentrum von g�A�
trivial� da ! eine Basis des Duals von c ist� und der Kommutator g�A�� ist gleich
g�A�� da wiederum fH�� � � � �Hng eine Basis von c ist�

�ii� Wenn A eine verallgemeinerte Cartan Matrix vom a�nen Typ ist� so ist nach
Satz ���
 g�A� nicht einfach� aber g�A�� und z sind die einzigen nicht trivialen
Ideale von g�A� �siehe �Wan	� Proposition ���� A��

�iii� Die Linearkombination eines zentralen Elements Z �� � des Zentrums z von
g�A� aus Satz ���
 ist von der Gestalt Z �

Pn
i�� ci �Hi� Die Koe�zienten sind bis

auf einen Skalar eindeutig bestimmt� Diese werden zum Beispiel in �Wan	� Lemma
��� B hergeleitet� F�ur unsere Betrachtungen werden sie aber nicht ben�otigt�

�iv� Die Algebren g�A���z zu den verallgemeinerten Cartan Matrizen vom a�nen
Typ haben Kodimension 
 in g�A�� Diese Algebren werden genau die polynomia�
len� getwisteten und ungetwisteten Loop Algebren� die wir im n�achsten Abschnitt
einf�uhren� �
F�ur die Strukturtheorie der Lie Algebren g�A� ist � wie auch f�ur die endlichdimen�
sionalen� einfachen Lie Algebren � eine assoziative� symmetrische� nicht ausgeartete
Bilinearform sehr n�utzlich� In den endlichdimensionalen� einfachen Lie Algebren ist
jede solche Bilinearform bekanntlich ein skalares Vielfaches der Killing Form�
F�ur die Lie Algebren g�A� zu unzerlegbaren� verallgemeinerten Cartan Matrizen
l�a�t sich eine Killing Form nicht analog erkl�aren� da die Algebren g�A� nur f�ur die
Cartan Matrizen vom endlichen Typ endlichdimensional sind�
Aber man hat nach einem Satz von Kac und Moody eine Klassi�kation der verall�
gemeinerten Cartan Marizen� f�ur welche auf den zugeh�origen Kac�Moody�Algebren
solche Bilinearformen existieren� Zun�achst brauchen wir noch eine kurze De�nition


De
nition ���	 Es sei g�A� die Kac�Moody�Algebra zur verallgemeinerten Cartan
Matrix A� Dann hei�t ein Element � im Wurzelgitter Q n f�g von g�A� eine
Wurzel� wenn der Unterraum g� aus Satz ���� nicht trivial ist� Die Menge aller
Wurzeln von g�A� werde mit $ bezeichnet� $� 
� $ � Q� und $� 
� $ � Q�

hei�en die Mengen aller positiven beziehungsweise aller negativen Wurzeln�

Nach Satz ���
 haben wir f�ur g�A� die folgende direkte Zerlegung


g�A� �
X

��	�
g� 	 c 	 X

��	�

g� �����
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Nun kommen wir zu dem angek�undigten Satz �siehe �Wan	� Theorem ��� und ��
�

Satz ���� Es sei A eine verallgemeinerte Cartan Matrix� Es existiert auf der kom�
plexen Lie Algebra g�A� genau dann eine assoziative� symmetrische Bilinearform�
wenn A symmetrisierbar ist �siehe De�nition ��� Teil �iv��� In diesem Fall gilt f�ur
jede solche Bilinearform ��� �� auf g�A� und je zwei �� � � $� f�g das folgende�

�X�Y � � �� f�ur alle X � g�� Y � g�� falls �� � �� �� und
��� �� ist eine nicht ausgeartete Paarung� wenn �� � � � gilt�
Insbesondere ist die Einschr�ankung von ��� �� auf c nicht ausgeartet�

Zwei assoziative� symmetrische� nicht ausgeartete Bilinearformen auf g�A� sind ge�
nau dann gleich� wenn ihre Einschr�ankungen auf c �ubereinstimmen� �
Bemerkung ���� �i� Wenn A � ZZn�n eine unzerlegbare� verallgemeinerte� sym�
metrisierbare Cartan Matrix ist� so ist in der Zerlegung A � D �B aus De�nition
��� Teil �iv� die Diagonalmatrix D bis auf skalare Vielfache eindeutig bestimmt� D
kann als Diagonalmatrix D � diag���� � � � � �n� mit �i � IQ�� � � i � n gew�ahlt
werden �siehe �Wan	� Lemma 
����

�ii� Mit einer �xierten Zerlegung der Matrix A � wie in Teil �i� beschrieben � wird
eine assoziative� symmetrische� nicht ausgeartete Bilinearform ��� �� auf g�A� kon�
struiert� deren Einschr�ankung auf c die folgende Gestalt hat ��Wan	� Beweis von
Theorem ��� sowie �Kac	� Lemma 
�� und Theorem 
�
�


Wir w�ahlen zu c� �
Pn

i�� IC � Hi ein Vektorraumkomplement c�� in der Cartan Un�
teralgebra c� Auf c wird dann durch

�Hj �H� � �j�H� � �j �H � c� � j � f�� � � � � ng
�K�L� � � �K�L � c��

�����

eine symmetrische� nichtausgeartete Bilinearform auf c de�niert� Dies ist also die
Einschr�ankung einer assoziativen� symmetrischen� nicht ausgearteten Bilinearform
auf g�A�� diese ist nach Satz ���� schon eindeutig�

�Ahnlich wie in der klassischen Theorie wird nun ein Isomorphismus � 
 c � c�

de�niert� verm�oge ��H��K� � �H�K� f�ur alle H�K � c�
Mit diesem Isomorphismus ziehen wir die Bilinearform von c auf c� zur�uck� gem�a�
��� �� 
� �������� ������� f�ur �� � � c��
Es gilt o�enbar ��Hi� � �i � �i f�ur i � �� � � � � n� Folglich haben wir
��i� �j� � � �

�i
Hi�

�
�j
Hj� �

�
�i�j

�j�Hi� � �j � aij

�i
f�ur alle i� j � f�� � � � � ng�

�iii� F�ur die Bilinearform auf g�A� aus Teil �ii� gelten die Gleichungen �X�Y 	 �
�X�Y � � ������ f�ur jede Wurzel � � $ und f�ur alle X � g� und Y � g���

�iv� Mit der in Teil �ii� konstruierten Bilinearform auf c� erhalten wir die Cartan
Matrix A wie in der klassischen Theorie der Wurzelsysteme zur�uck �siehe �Wan	�
Chapter ����


aij �
����i��j�
��i��i�

i� j � f�� � � � � ng� �
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Jetzt k�onnen wir die f�ur das n�achste Kapitel wichtigen Weyl Gruppen der a�nen
Kac�Moody�Algebren einf�uhren


De
nition ���� Es sei A eine verallgemeinerte� symmetrisierbare Cartan Matrix
und �c�!�!�� ihre minimale Realisierung� F�ur jedes i � f�� � � � � ng sei wi die
durch wi��� 
� ����Hi� ��i de�nierte Spiegelung wi 
 c� � c�� Die wi hei�en die
Fundamentalspiegelungen�
Die von der Menge fw�� � � � � wng erzeugte Untergruppe W � W �A� der Automor�
phismengruppe des Vektorraums c� hei�t die Weyl Gruppe der Lie Algebra g�A��
Weiterhin sei w�i �� � i � n� die durch ��w�i �H�� � wi����H�� H � c� � � c�

de�nierte lineare Abbildung w�i 
 c � c�

Es gilt dann �siehe �Wan	� Chapter ��
� Theorem ��
� f�ur die w�i 

w�i �H� � H � �i�H� �Hi f�ur alle H � c� Ferner ist wi��j� � �j � aij � �i f�ur alle
� � i� j � n� und die Weyl Gruppe l�a�t die Menge aller Wurzeln $ invariant� und
operiert treu auf dieser�
Die genauere Struktur der Weyl Gruppen werden wir in Kapitel � einf�uhren� insbe�
sondere die Einbettung der Weyl Gruppe in die Loop Gruppen�

��� Loop Algebren

In diesem Abschnitt werden wir die polynomialen Loop Algebren einf�uhren� f�ur
die im n�achsten Abschnitt unsere Iwasawa Zerlegung hergeleitet wird� Wir werden
auch in groben Z�ugen darstellen� wie aus den ungetwisteten und getwisteten Loop
Algebren alle a�nen Kac�Moody�Algebren bis auf Isomorphie entstehen�

Proposition ���
 Es sei l eine einfache� komplexe Lie Algebra� Weiterhin sei
L�l� 
� IC�t� t��	 � l das Tensorprodukt der Algebra IC�t� t��	 aller Laurent Poly�
nome in der Unbestimmten t mit l �uber IC�
Mit der Verkn�upfung �tk�X� tm�Y 	 
� tk�m� �X�Y 	 wird L�l� eine Lie Algebra�
die polynomiale Loop Algebra �uber l� �
Die Loop Algebra L�l� ist die direkte Summe aller Unterr�aume tk � l� k � ZZ� und
�� l ist eine Unteralgebra von L�l�� die isomorph zu l ist�

Die Lie Algebra L�l� ist auch kanonisch isomorph zum Vektorraum aller mero�
morphen Abbildungen der Riemnannschen Zahlenkugel S� nach l� welche Pole
h�ochstens in � und � besitzen� Dies sind genau die rationalen Funktionen von
IC nach l mit Polen h�ochstens in �� Konkret hei�t dies
 Wenn fX�� � � � �Xdg eine
Basis des IC�Vektorraums l ist� so wird L�l� identi�ziert mit
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�poll 
� fg 
 IC� � l� g�z� �
dX
i��

X
m�ZZ

fi�m � zm �Xi 


fi�m � � f�ur fast alle m � ZZ � ig� �����

verm�oge zk �Xi 
� tk �Xi�
Eine Vektorraumbasis dieses Funktionenraums ist dabei fzm � Xi 
 m � ZZ� i �
f�� � � � � kgg� Die Lie Klammer aus L�l� �ubertragen auf �poll mit obigem Isomor�
phismus ist genau die von l kommende Lie Klammer punktweise auf dem Funktio�
nenraum �poll ausgef�uhrt�

Im n�achsten Abschnitt werden wir allerdings die Lie Algebra l lieber als Unter�
algebra einer geeigneten sl�n� IC� betrachten� Dies ist stets m�oglich mit dem Satz
von Ado �siehe zum Beispiel �HilNe	� Chapter II� x �� Satz ����� Damit wird �poll
isomorph zu der einfacher zu handhabenden Algebra

fg 
 IC� sl�n� IC�� g�z� �
X
m�ZZ

zm � gm 
 gm�z� � l� gm � � f�ur fast alle m � ZZg�

Um zu den ungetwisteten a�nen Kac�Moody�Algebren zu kommen� f�uhren wir
zun�achst eine Gradderivation und einen nicht trivialen 
�Kocykel von L�l� ein
�siehe �GoWal	� x ����

Proposition ���� �i� Die durch D 
 L�l� � L�l�� D�tk � X� 
� k � tk � X
de�nierte lineare Abbildung ist eine Derivation der Lie Algebra L�l��

�ii� Es sei 	 die Killing Form der Lie Algebra l� Dann wird durch �tk �X� tm �
Y � 
� �k��m � 	�X�Y � auf L�l� eine assoziative� symmetrische� nicht ausgeartete
Bilinearform erkl�art�

�iii� Die bilineare Abbildung � 
 L�l� � L�l� � IC� � 
 �a� b� 
� �D�a�� b� ist
ein ��Cocykel in die �abelsche� Lie Algebra IC� das hei�t� f�ur alle a� b� c in L�l� gilt
��a� b� � ���b� a� und ���a� b	� c�� ���b� c	� a� � ���c� a	� b� � ��

Bemerkung ���� Mit 
�Kozykeln lassen sich bekanntlich ��HilNe	� Chapter II� x ��
�Ubung �� zentrale Erweiterungen konstruieren� F�ur unsere Loop Algebra L�l� hei�t
dies konkret
 Auf der direkten Summe von Vektorr�aumen L�l�	IC�Z wird durch �a�
x�Z� b�y�Z	 
� �a� b	���a� b��Z eine Lie Klammer de�niert� Die so konstruierte Lie
Algebra ist genau dann isomorph zu einer trivialen� eindimensionalen Erweiterung
von L�l�� wenn eine lineare Abbildung � 
 L�l� � IC exisiert� f�ur welche ��a� b� �
���a� b	� gilt f�ur alle a� b � L�l�� Dies ist f�ur unseren 
�Kozykel � nicht der Fall�

Die Lie Algebra "L�l� 
� L�l�	IC�Z ist also eine nicht triviale� zentrale Erweiterung
von L�l�� �siehe wieder �GoWal	� x ���� � �
Den folgenden Satz zitieren wir aus �Wan	� Lemma ��� D� Proposition ��� B
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Satz ���� Durch die Festsetzung D�Z� � � wird die Derivation D von L�l� fort�
gesetzt zu einer Derivation von "L�l� � L�l� � IC � Z�
In dem resultierenden� semidirekten Produkt �L�l� 
� "L�l� �� �IC � D� ist die Lie
Klammer gegeben durch

�tk �X � x�Z � x�D � tm � Y � y�Z � y�D	 � �����

tk�m � �X�Y 	 � k � �k��m � 	�X�Y � � Z � �x�m� � tm � Y � �y�k� � tk �X

f�ur alle X�Y � l� k�m � ZZ� x�� x�� y�� y� � IC�

IC � Z ist das Zentrum der Lie Algebra L�l� und ihres Kommutators �L�l��� Dieser
ist gleich der Algebra "L�l� � L�l� � IC � Z� �
Bevor wir zu den getwisteten Loop Algebren �ubergehen� ist noch die Wurzelraum�
zerlegung der konstruierten Lie Algebra L�l� zu kl�aren� Dazu geben wir uns eine
Cartan Unteralgebra a der zugrundeliegenden Lie Algebra l vor mit zugeh�origem
Wurzelsystem $� und Wurzelr�aumen l� �� � $���
Dann ist c 
� ��a � IC �Z � IC �D eine abelsche Unteralgebra von �L�l�� Bez�uglich
dieser besitzt �L�l� eine Wurzelraumzerlegung

Wir de�nieren eine Linearform � auf c via
���� a� � f�g� ��Z� � � und ��D� � �� Dann gilt �siehe �GoWal	�
x ��� Seite ���

Proposition ���� c operiert via ad diagonal auf �L�l� und ist maximal abelsch�
Die Wurzelr�aume in �L�l� bez�uglich c sind tk� l� zu den Wurzeln ��k � �� �� �
$�� k � ZZ�� sowie tm � c zu den Wurzeln m � � mit m � ZZ n f�g� wobei � � $�

via ��Z� � ��D� � � auf c fortgesetzt wird�

Die Menge aller Wurzeln ist also
$ � f�� k � � 
 � � $�� k � ZZg � fm � � 
 m � ZZ n f�gg�
Wenn f��� � � � � �lg ein Satz einfacher Wurzeln in $� ist mit der h�ochsten Wurzel

� so wird f�� 
� �� 
� ��� � � � � �lg eine Basis des Wurzelsystems $ mit zugeh�ori�
gen positiven Wurzeln $� � f��n �� 
 n � IN� � � $�g � fn �� 
 n � INg � �$����
wobei �$��� die positiven Wurzeln von $� bez�uglich der gew�ahlten Basis sind� �
Bemerkung ���� �i� Die Dimensionen aller Wurzelr�aume zu den Wurzeln � �
k � � � $ sind stets gleich eins� wohingegen die Dimension der Wurzelr�aume zu den
Wurzeln m � � � $ gleich der Dimension der Cartan Unteralgebra c von l sind�
also gleich l�

�ii� Die Lie Algebren �L�l� zu den einfachen� komplexen Lie Algebren l sind ge�
nau die Kac�Moody�Algebren zu den a�nen Cartan Matrizen in Tabelle �A� �� in

�Kac	� x ���� Diese Cartan Matrizen werden in der Literatur �ublicherweise mit X���
l

bezeichnet� wobei Xl der Platzhalter f�ur die zugrundeliegende� einfache Lie Algebra
�Al� � � � � G�� ist�
Das Dynkin Diagramm der Cartan Matrix zu der Lie Algebra �L�l� ist genau das
bekannte erweiterte Dynkin Diagramm der Lie Algebra l� �
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Nun kommen wir zu den getwisteten Loop Algebren


Lemma ���	 Es sei l eine einfache� komplexe Lie Algebra und � ein Automor�
phismus von l der Ordnung m ��� Weiter sei � 
� exp��	i

m
� gesetzt� Dann wird

auf der Lie Algebra L�l� ein Automorphismus �� de�niert durch ���tk � X� �
��k � tk � ��X� �k � ZZ� X � l�� Dieser hat wieder die Ordnung m�

De
nition ���� Die Fixpunktalgebra L�l� �� 
� fa � L�l� 
 ���a� � ag von �� in
L�l� hei�t die mit � getwistete Loop Algebra�

Diese getwisteten Loop Algebren sind einfach darzustellen
 Da der Automorphismus
� von l endliche Ordnung hat� zerlegt sich l in die direkte Summe der Eigenr�aume
von �� Die Eigenwerte von � sind eine Teilmenge von f�k 
 � � k � m� �g� Da �k

nur von der Restklasse �k � k �m � ZZ abh�angt� k�onnen wir den Eigenraum von �
zum Eigenwert �k mit l�k benennen� Damit gilt o�enbar

L�l� �� �
M
k�ZZ

tk � l�k �����

Um die verbleibenden� a�nen Kac�Moody�Algebren durch getwistete Loop Alge�
bren zu realisieren� k�onnen wir uns auf bestimmte Twistungsautomorphismen be�
schr�anken� aufgrund der folgenden Aussage �siehe �Kac	� Propsition ��� und Propo�
sition ����


Satz ���� Es seien � und � zwei Automorphismen der komplexen� einfachen Lie
Algebra l� die in derselben Linksnebenklasse von Int�l� in Aut�l� liegen� das hei�t in
derselben Zusammenhangskomponente von Aut�l�� Dann sind die getwisteten Loop
Algebren L�l� �� und L�l� � � isomorph� �
Bemerkung ���� �i� Ein Vertretersystem der Links� �und Rechts�� Nebenklas�
sen der inneren Automorphismen einer einfachen� komplexen Lie Algebra l sind
bekanntlich die sogenannten Diagramm�Automorphismen� das hei�t die Automor�
phismen von l� welche sich aus den Automorphismen des Dynkin Diagramms von l

konstruieren lassen �siehe �Helg	� Chapter X� x �� Theorem ������ Die einzigen Dyn�
kin Diagramme mit nicht trivialer Gruppe E solcher Diagramm Automorphismen
sind
 Al� l � 
 mit jEj � 
� Dl� l � � mit jEj � 
� D
 mit E � S
 und E�

mit jEj � 
� Es treten also nur Diagramm� Automorphismen mit Ordnung 
 und �
auf�

�ii� Die Konstruktion der Isomorphismen aus Satz ��
� l�a�t sich einfach
durchf�uhren� wenn der innere Automorphismus � mit � � � � � geeingnet gew�ahlt
wurde�

�iii� Es ist nach Konstruktion L�l� �� eine Unteralgebra von L�l�� und diese Un�
teralgebra der Kac�Moody�Algebra �L�l� aus Satz ��
�� Mit den Gleichungen �����
zeigt man sofort� da�

�L�l� �� 
� L�l� �� � IC � Z � IC �D �����
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eine Lie Algebra wird� F�ur diese gelten die analogen Aussagen aus Satz ��
��

�iv� Wie in �Kac	� Chapter ���� ��
 und ��� gezeigt� sind die Algebren �L�l� ��
Realisierungen der verbleibenden Kac�Moody�Algebren von a�nen Typ� sofern �
die nicht trivialen Diagramm�Automorphismen von l durchl�auft�

��� Die Iwasawa Zerlegung in polynomialen Loop

Algebren

Nun kommen wir schlie�lich zu unserer Iwasawa Zerlegung in getwisteten� polyno�
mialen Loop Algebren� Im n�achsten Abschnitt werden wir zeigen� da� sich diese
Zerlegung kanonisch auf Vervollst�andigungen der getwisteten Loop Algebren �poll�
fortsetzt�

Bezeichnungen�
F�ur den Rest dieses Kapitels bezeichne g eine reelle� halbeinfache Lie Algebra� und
l 
� gIC sei ihre Komplexi�zierung� Die Konjugation von l bez�uglich g hei�e � �
Weiterhin sei � ein Automorphismus der Ordnung 
 von g� Wie in Kapitel � be�
zeichne h die Fixpunktalgebra von � in g und q den �����Eigeneraum von ��
Die IC�lineare Fortsetzung von � auf l werde ebenfalls mit � bezeichnet� �
Die getwistete Loop Algebra� f�ur welche wir die Iwasawa Zerlegung entwickeln� ist
die mit � getwistete� polynomiale Algebra �poll�� das hei�t die Fixpunktalgebra
von �� in L�l� aus De�nition ��
�� das ist die Algebra

�poll� � fg � �poll 
 ���g� � gg � fg � �poll 
 ��g�z�� � g��z� �z � IC�g �
� fg � �poll� g � X

m�ZZ
gm � zm 
 g�k � hIC� g�k�� � qIC � k � ZZg ������

Diese Darstellung von �poll� ist klar nach Gleichnung ������

Die Komplexkonjugation von l bez�uglich g k�onnen wir auf die Funktionenr�aume
�poll und �poll� fortsetzen� Punktweise l�a�t sich � nicht fortsetzen


De
nition ���
 Es sei �� die durch ��� g��z� 
� � �g���z ��� g � l auf �poll de�nier�
te� reelle Involution� Der Fixpunktraum von �� werde mit �polg bezeichnet�

Auf den Unterr�aumen zm � X operiert �� wie folgt
 �� �zm � X� � � ���
�z
�m � X� �

��
z
�m � � �X� � z�m � � �X�� da � eine IC�antilineare Involution ist�

Bemerkung ���� �i� Die Einschr�ankung der Involution �� auf die konstanten
Loops� das ist die zu l isomorphe Unteralgebra z� � l� stimmt mit der Komplexkon�
jugation � auf l �uberein�

�ii� Die Einschr�ankung der Loops aus �poll auf den Einheitskreis S� in IC ist eine
IC�lineare� bijektive Abbildung auf die Menge aller Abbildungen f 
 S� � l der
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Gestalt f��� �
P

m�ZZ gm � �m� � � S� und gm � � f�ur fast alle m � ZZ� Der
Transport der oben de�nierten Involution �� auf diese polynomiale Loop Alge�
bra ist die punktweise Fortsetzung der Konjugation � von l� da ��� � �� gilt f�ur
alle � � S�� �
Proposition ���� Die in De�nition ���� erkl�arte Involution �� ist ein IC�
antilinearer Automorphismus von �poll� Er vertausch mit ��� l�a�t also �poll� in�
variant� Es gelten die folgenden Darstellungen der Fixpunktalgebren von �� in �poll
und �poll��

�polg � fg � �poll 
 g �Pm�ZZ gm � zm 
 � �gm� � g�m �m � ZZg
�polg� � fg � �poll� 
 g �

P
m�ZZ gm � zm 
 � �gm� � g�m �m � ZZg� ������

Beweis� Die Darstellung von �polg und �polg� sind klar� nach der De�nition
von �� � Die Vertauschbarkeit von �� und �� folgt dierkt aus der Vertauschbarkeit der
Involutionen � und � auf der Lie Algebra l� indemman die Bilder der R�aume zm � l
unter �� und �� berechnet� �
Unser Ziel ist� eine zu �polg� komplement�areUnteralgebra in �poll� zu konstruieren�
Ein geeigneter Kandidat hierf�ur ist die folgende Unteralgebra


De
nition ���� Es bezeichne �pol�l beziehungsweise �pol�l� die Menge aller
Loops in �poll beziehungsweise �poll�� welche eine holomorphe Fortsetzung in �
besitzen�

Proposition ���� Die Teilmengen �pol�l beziehungsweise �pol�l� sind
IC�Unteralgebren von �poll beziehungsweise �poll�� Es gilt

�pol�l� � fg � �poll� 
 g�z� �
X
m
�

gm � zmg� ����
�

Damit erhalten wir den folgenden Satz


Satz ���� Es gilt f�ur die getwistete Loop Algebra �poll��

�poll� � �polg� � �pol�l� ������

Der Schnitt der beiden Unteralgebren ist der Unterraum aller � ��xen� konstanten
Loops in �poll�� das ist die reduktive Lie Algebra h�

Beweis� Es sei X � hIC und m � ZZ� m � � gerade� Dann ist zm �X in �poll��
und es gilt zm � X � �z�m � � �X� � zm � X� � z�m � � �X� � �polg� � �pol�l��
Das Element z�m �X liegt bereits in �pol�l�� Die analogen Aussagen gelten f�ur die
ungeraden� negativen Zahlen m� Da unsere Loop Algebra �poll� gleich der direkten
Summe der Unterr�aume fzk � hIC� k � ZZ geradeg und fzm � qIC� m � ZZ ungeradeg
ist� folgt der erste Teil der Behauptung�
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Ein Loop g im Schnitt der beiden betrachteten Unteralgebren hat die Entwicklung
g�z� �

P
m
� gm � zm� und es gilt g�z� � �� �g��z� �

P
m
� � �gm� � z�m� Damit gilt

gm � � f�ur alle m � � und g� � � �g��� folglich ist g� � Fix��hIC� � h� Die
Unteralgebra h liegt o�ensichtlich auch im Schnitt der Unteralgebren� �
Um nun eine komplement�are Unteralgebra zu �polg� in �poll� zu konstruieren�
werden wir zun�achst eine reelle� zu h komplement�are Unteralgebra u in hIC w�ahlen�

Proposition ���	 Es existiert eine reelle Unteralgebra u von �hIC�IR� die komple�
ment�ar ist zu h� das hei�t hIC � h 	 u�

Beweis� Wie wir in Bemerkung ���� Teil �iii� zitiert haben� ist die Unteralgebra
hIC reduktiv� zerf�allt also in die direkte Summe aus seinem Zentrum z und dem
halbeinfachen Ideal �hIC� hIC	� � l�a�t das Zentrum invariant� und die Fixpunktalgebra
zIR der Einschr�ankung von � auf z ist eine reelle Form von z� Die Fixpunkalgebra
der Einschr�ankung von � auf �hIC� hIC	 ist genau �h� h	� Dies ist also eine reelle Form
der halbeinfachen� komplexen Algebra �hIC� hIC	� Zu dieser k�onnen wir nach Korollar
���� eine �au%�osbare�reelle� komplement�are Unteralgebra s in �hIC� hIC	 konstruieren�
Dann ist u 
� i � zIR � s eine zu h komplement�are Unteralgebra in hIC� �
Jetzt k�onnen wir auch in unserer getwisteten Loop Algebra die gesuchte� komple�
ment�are Unteralgebra konstruieren


Satz ���� Der Unterraum �pol�u l� 
� fg � �pol�l� 
 g��� � ug ist eine reelle
Unteralgebra von �poll�� Die getwistete Loop Algebra �poll� ist gleich der direkten
Summe aus �polg� und �pol�u l�� �

��� Vervollst�andigungen

In diesem letzten Abschnitt des Kapitels werden wir die in Kapitel ��� gewonne�
ne Iwasawa Zerlegung in den polynomialen� getwisteten Loop Algebren auf Ver�
vollst�andigungen erweitern� Um diese Vervollst�andigungen zu erhalten� m�ussen wir
zun�achst die in der Literatur bekannten� gewichteten Wiener Algebren einf�uhren�
Diese werden uns im Teilabschnitt ����
 Normen auf polynomialen Loop Algebren
liefern� Mit diesen Normen werden wir im n�achsten Kapitel auch die Loop Gruppen
de�nieren� f�ur welche dann die globale Iwasawa Zerlegung entwickelt wird�
Im letzten Teilabschnitt werden wir zeigen� da� die Abschl�usse der komplement�aren
Unteralgebren aus Satz ���� komplement�ar bleiben in der Vervollst�andigung �l�
von �poll��
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����� Gewichtete Wiener Algebren

Die gewichteten Wiener Algebren sind Vektorr�aume von stetigen Abbildungen
S� � IC� welche �uber eine ��gewichtete� Norm mittels der zugeh�origen Fourier Rei�
hen erkl�art sind�
Zun�achst besch�aftigen wir uns mit Gewichten� Eine knappe Einf�uhrung zum In�
halt dieses Teilabschnitts �ndet sich in �GoWal	� Appendix A� � und in �DoGrSzm	�
Abschnitt ����

De
nition ���� Eine Abbildung w 
 ZZ�	���� hei�t Gewicht� wenn w�k � l� �
w�k� � w�l� gilt f�ur alle k� l � ZZ�
Ein Gewicht w hei�t symmetrisch� wenn w�k� � w��k� gilt f�ur alle k in ZZ�

Ein Gewicht w hei�t vom nicht analytischen Typ� wenn limn��w�n�
�

n � � gilt�

Nun haben wir die folgenden einfachen Aussagen �uber Gewichte


Proposition ���� Es sei w ein symmetrisches Gewicht� Dann gilt

�i�
q
w��� � w�n� �n � ZZ

�ii� � � w�n�
�

n � w��� �n � IN

Beweis� Wegen der Symmetrie von w gilt �w�n��� � w�n� � w��n� � w���� das
zeigt den Teil �i��

Mit Induktion nach n � IN erh�alt man w�nk� � w�k�n f�ur alle k � ZZ� Insbesondere
folgt w�n�

�

n � w��� f�ur alle n � IN�
Ferner haben wir w��� � w�� � �� � w��� � w���� also � � w���� Damit folgt mit
�i� auch Teil �ii�� �
Die wichtigsten Beispielklassen f�ur symmetrische Gewichte sind die folgenden


wa�t�n� � �� � jnj�a � exp�t � jnj� a � �� t � �� n � ZZ ������

w�t�s��n� � exp�t � jnjs� t � �� � � s � �� n � ZZ ������

Nachweis� Die Abbildungen aus Gleichung ������ sind Gewichte� da �� � jk �
lj�a � �� � jkj � jlj � jk � lj�a � �� � jkj�a � �� � jlj�a�
Die Abbildungen aus Gleichung ������ sind Gewichte� da jk � ljs � jkjs � jljs gilt
f�ur alle k� l � ZZ und � � s � ��
Die Gewichte in Gleichung ������ hei�en exponential�polynomiale Gewichte� Sie sind
genau dann vom nicht analytischen Typ� wenn t � � gilt�
Die Gewichte in Gleichung ������ hei�en die Gewichte der ��Gevrey Klasse�� Sie sind
stets vom nicht analytischen Typ�

Nun k�onnen wir die Wiener Algebren einf�uhren
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De
nition ���
 Es sei w ein symmetrisches Gewicht� Dann hei�t der Funktio�
nenraum

Aw 
� ff 
 S� � IC 
 f��� �
X
n�ZZ

an � �n 
 kfkw 
�
X
n�ZZ

janj � w�n� ��g ������

die gewichtete Wiener Algebra zum Gewicht w�

Jetzt folgen die ersten� entscheidenden Aussagen �uber die Wiener Algebren


Satz ���� Es sei w ein symmetrisches Gewicht� Dann ist die Wiener Algebra Aw

unter punktweiser Addition und Multiplikation eine kommutative Banach �Algebra
mit Norm k � kw� das hei�t �Aw� k � kw� ist ein vollst�andiger IC�Vektorraum� und es
gilt kf � gkw � kfkw � kgkw sowie k �fkw � kfkw f�ur alle f� g � Aw�

Weiterhin gelten f�ur jedes f��� �
P

n�ZZ an � �n � Aw die Ungleichungen
kfk� � P

n�ZZ janj � �p
w���

� kfkw ���

Insbesondere besteht Aw nur aus stetigen Abbildungen S� � IC� �
Bemerkung ��	� �i� Die Submultiplikativit�at der Norm auf Aw leitet sich aus
der de�nierenden Eigenschaft f�ur Gewichte her� Die Normerhaltung unter Komplex�
konjugation ist genau die Symmetrie des Gewichts w�

�ii� Zum Beweis der Vollst�andigkeit von Aw siehe �GoWal	� Appendix A� ��

�iii� Der Vektorraum aller Laurent Polynome auf S�� das ist ff 
 S� � IC 
 f��� �P
n�ZZ an�n 
 an � � f�ur fast alle n � ZZg liegt o�enbar in Aw f�ur jedes symmetri�

sche Gewicht w und liegt dicht in Aw�

�iv� Die Normabsch�atzungen in Satz ���� zeigen� da� die Einbettungsabbildung von
Aw in den vollst�andigen Raum C�S�� aller stetigen Abbildungen S� � IC �versehen
mit der Supremumsnorm k � k�� stetig ist� �
Zuletzt kl�aren wir noch die Bedeutung der Gewichte vom nicht analytischen Typ
f�ur die zugeh�origen Wiener Algebren


Proposition ��	� Es sei w ein symmetrisches Gewicht vom nicht analytischen
Typ� Dann liegt f�ur jedes z � IC n S� die Abbildung � 
� �� � z��� in Aw�
Insbesondere liegt die Menge aller rationalen Funktionen
ff��� � p���

q���

 p� q Polynome� q��� �� � �� � S�g auf S� in Aw�

Beweis� Wenn jzj � � ist� so entwickeln wir die in � � IC n fzg holomorphe
Funktion � 
� ��� z��� in die Laurent Reihe mit Konvergenzbereich j�j � jzj�
Das hei�t es gilt �� � z��� �

P
k
�� z�k�� � �k� j�j � jzj�

Dann gilt k�� � z���kw �
P

k
�� jzj�k�� � w�k� � P
k
� jzjk�� � w�k�� Mit dem

Wurzelkriterium erhalten wir die Konvergenz der letzten Reihe� da w vom nicht
analytischen Typ ist
 limk���jzjk�� � w�k�� �k � jzj � limk��w�k�

�

k � jzj � ��

Der Fall jzj � � l�auft analog
 Es wird die Funktion �� � z��� in die Potenzreihe
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in � um � entwickelt� �
Die wesentliche Konsequenz dieser Proposition ist folgender Satz �siehe
�Gok	�Chapter I� Seite ���

Satz ��	� Es sei w ein symmetrisches Gewicht vom nicht analytischen Typ� Dann
besteht die Gruppe A�

w aller in Aw invertierbaren Elemente genau aus allen� auf
S� nullstellenfreien Abbildungen in Aw� �
Wegen dieser Eigenschaft der symmetrischen Gewichte vom nicht analyti�
schen Typ werden wir ab jetzt nur mit solchen Gewichten arbeiten�
Zuletzt betrachten wir noch drei Projektoren von Aw� die im letzten Abschnitt f�ur
uns wichtig werden


Proposition ��	� Es sei Aw die Wiener Algebra zum symmetrischen Gewicht w�
Dann werden durch

���f���� 
�
X
k��

ak � �k� ���f���� 
�
X
k
�

ak � �k� ���f���� 
� a�

�f��� �
P

k�ZZ ak � �k � Aw� drei Projektoren von Aw de�niert� Diese sind be�
schr�ankt mit �Operator��Norm �� insbesondere sind sie stetig�
Die Bilder der Projektoren sind also abgeschlossene Unterr�aume von Aw� Es gilt
�� � �� � �� � id� �

����� Die Banach � Lie Algebra sl�n�Aw�

Mit den im letzten Teilabschnitt ������� eingef�uhrten Wiener Algebren Aw werden
wir nun die Banach � Lie Algebra sl�n�Aw� de�nieren�
Zun�achst betrachten wir das Tensorprodukt aus Aw mit der Algebra aller n � n
Matrizen �uber IC


Lemma ��		 Es sei w ein symmetrisches Gewicht vom nicht analytischen Typ�
Dann ist das Tensorprodukt Matn�Aw� 
� Matn�IC� � Aw eine Banach �Algebra
bez�uglich der Norm kAkw 
�

qP
i�j kaijk�w und dem �Operator A� � �At� A �

sl�n�Aw�� das hei�t �Matn�Aw�� k � kw� ist ein normierter� vollst�andiger IC�
Vektorraum von stetigen Abbildungen S� � Matn�IC�� und es gilt kA��� �
B���kw � kA���kw � kB���kw sowie kA����kw � kA���kw f�ur alle A���� B��� �
Matn�Aw�� �
Bemerkung ��	� Nach Satz ���
 und der Cramerschen Regel ist ein A��� aus
Matn�Aw� genau dann invertierbar in Matn�Aw�� wenn detA��� �� � f�ur alle
� � S�� �
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Die Spurabbildung Spur 
 Matn�Aw� � Aw ist stetig� wegen folgender Unglei�
chung


kSpurAkw �
nX
i��

kaiikw �
nX

i�j��

kaijkw � K �
vuut nX

i�j��

kaijk�w � K � kAkw

mit einer nur von n abh�angigen Konstanten K�
Damit bekommen wir schlie�lich die gew�unschte Lie Algebra
�siehe �GoWal	� Appendix A� ��


Proposition ��	� Der Unterraum sl�n�Aw� 
� fA � Matn�Aw� 
 Spur A �
�g ist abgeschlossen in Matn�Aw�� Mit dem punktweise de�nierten Kommuta�
tor �A�B	��� � �A���� B���	 und der auf sl�n�Aw� eingeschr�ankten Norm gilt
k�A�B	kw � 
 � kAkw � kBkw� Die Projektoren ��� �� und �� aus Proposition ����
werden auf sl�n�Aw� fortgesetzt zu beschr�ankten Operatoren durch punktweise An�
wendung auf die Matrixeintr�age� Insbesondere sind die Bilder von ��� �� und ��
auf sl�n�Aw� abgeschlossene Unteralgebren� �
Jetzt k�onnen wir unsere polynomialen Loop Algebren �poll und �poll� aus Ab�
schnitt ��
 vervollst�andigen


����� Die Iwasawa Zerlegung in �l�

Wir kehren nun zur�uck zu unserer einfachen� komplexen Lie Algebra l� Diese betten
wir in eine geeignete Lie Algebra sl�n� IC� ein und de�nieren


�l 
� fA � sl�n�Aw� 
 A��� � l �� � S�g�
wobei w ein symmetrisches Gewicht vom nicht analytischen Typ sei�
Wir haben nun die folgende Darstellung f�ur �l


Proposition ��	� Ein A �
P

n�ZZAn � �n aus sl�n�Aw� liegt genau dann in �l�
wenn An � l gilt f�ur alle n � ZZ�
�l ist eine abgeschlossene Unteralgebra von sl�n�Aw��

Beweis� Die Lie Algebra l ist ein komplexer Unterraum von sl�n� IC�� Daher

existieren komplexe Zahlen x
�k�
ij � � � i� j � n� � � k � l derart� da� f�ur ein

B � �bij��
i�j
n � sl�n� IC� gilt


B � l genau dann� wenn
Pn

i�j�� x
�k�
ij � bij � � � k � �� � � � � l�

Ist nun A � A��� � �l� so gilt nach De�nition
� �

Pn
i�j�� x

�k�
ij � aij��� � Pn

i�j�� x
�k�
ij �Pm�ZZ amij � �m �

P
m�ZZ�

Pn
i�j�� x

�k�
ij � amij � � �m

f�ur alle � � S� und k � f�� � � � � lg� Dies hei�t wiederum� da� die Koe�zienten Am

der Fourier Reihe von A in l liegen f�ur alle m � ZZ�
Die Vollst�andigkeit von �l bez�uglich der Norm von sl�n�Aw� folgt� da die Koe��
zientenmatrizen A�p�

m � m � ZZ einer Cauchy�Folge �A�p��p�IN selbst Cauchy�Folgen
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in sl�n� IC� sind� �
Nun k�onnen wir uns im weiteren auf die Untersuchung der in sl�n�Aw� eingebet�
teten� vollst�andigen Banach Loop Algebra �l beschr�anken�

Betrachten wir zun�achst noch einmal die in Kapitel ��� eingef�uhrten� polynomialen
Loop Algebren �poll� Wie in Bemerkung ��
� Teil �ii� erkl�art� ist die Einschr�ankungs�
abbildung g � �poll 
� gjS� bijektiv� Das Bild ist die Menge aller polynomialen
Loops f� �� S�� 
� P

n�ZZ gn � �n 
 gn � l� gn � � f�ur fast alle n � ZZg� Auf diesen
ist die Involution �� gleich der punktweisen Operation von � auf den Loops�

Die Lie Algebra aller polynomialen Loops nach l liegt dicht in unserer Banach Loop
Algebra �l� Dies ist klar nach Bemerkung ���� Teil �iii��
Wir wollen den Twistungsautomorphismus �� und die IC�antilineare Involution ��
auf �l fortsetzen


Proposition ��	
 �i� Auf der Banach Loop Algebra �l wird durch ���A���� 
�
��A����� eine IC�lineare� stetige Involution de�niert�
Die abgeschlossene Unteralgebra �l� 
� Fix���� hat die Darstellung

�l� � fg � X
n�ZZ

gn � �n � �l 
 g�k � hIC� g�k�� � qIC �k � ZZg� ������

wobei hIC und qIC die ����� und �����Eigenr�aume von � in l sind�

�ii� Die Abbildung ���A���� 
� � �A���� de�niert eine IC�antilineare� stetige In�
volution auf �l� die mit �� vertauscht� Die Fixpunktalgebra �g 
� Fix���� aller
g �� Fix�� ���wertigen Loops in �l ist eine abschlossene� reelle Unteralgebra von
�l� Sie hat die Darstellung

�g � fg � X
n�ZZ

gn � �n � �l 
 gk � � �g�k� �k � IN�g ������

Beweis� �i� Zur Stetigkeit von ��
 Es sei K � � derart� da� f�ur jede Matrix
X � ICn�n gilt

Pn
i�j�� j���X��i�jj � K � Pn

i�j�� j�X�i�jj� und L � � derart� da�Pn
i�j�� j�X�i�j j � L �

qPn
i�j�� j�X�i�jj�� Es sei A��� � �l und B��� 
� ���A�����

Dann gilt die Ungleichung

kB���k�w �
Pn

i�j�� k
P

m�ZZ����m � b�m�
ij � �mk�w �

Pn
i�j���

P
m�ZZ jbmij j � w�m��� �

� �
Pn

i�j��

P
m�ZZ jbmij j � w�m��� � �

P
m�ZZw�m� �Pn

i�j�� jbmij j�� �
� K� � �Pm�ZZw�m� �

Pn
i�j�� jamij j�� � K� � �Pn

i�j���
P

m�ZZw�m� � jamij j � w�m���� �
� K� � �L �

qPn
i�j���

P
m�ZZ jamij j � w�m����� � K� � L� �Pn

i�j���
P

m�ZZ jamij j �w�m���

Zusammen liefert dies k���A�kw � K � L � kAkw�
�ii� Die Stetigkeit von �� zeigt man analog�
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�iii� Die Darstellungen der Fixpunktalgebren folgt aus der analogen Darstellung in
der polynomialen Loop Algebra �poll� da diese dicht liegt in �l�
�iv� Die Vertauschbarkeit von �� und �� folgt wiederum aus der Vertauschbarkeit
auf dem dichten Unterraum �poll und der Stetigkeit beider Involutionen auf �l� �
Die Vertauschbarkeit von �� und �� hei�t genau� da� jede der beiden Involutionen
die Fixpunktalgebra der anderen invariant l�a�t�
Die Fixpunktalgebra von �� in �l� werde mit �g� bezeichnet� Nun kommen wir zu
unserem abschlie�enden Satz in diesem Kapitel


Satz ��	� Der Abschlu� der Lie Algebra �pol�u l� aus Satz ���� hei�e ��u l�� Dies ist
eine Unteralgebra von ����l�� � hIC� Sie ist komplement�ar zur reellen Lie Algebra
�g� in �l�� das hei�t

�l� � �g� 	 ��u l� � ������

es wird also die getwistete Banach Loop Algebra �l� zerlegt in die direkte Summe
zweier abgeschlossener� reeller Lie Unteralgebren� wobei �g� die ��reellwertigen�
Loops in �l� bez�uglich der reellen Form g von l sind� �
Beweis� Die Abgeschlossenheit der Lie Algebra ��u l� ist klar� da sie eine Unteral�
gebra der vollst�andigen Algebra ��l� ist� und sich die Eigenschaft lim��� g��� � u

�g � ��u l�� auf den Limes von Cauchy Folgen in ��l� �ubertr�agt�
Mit den Darstellungen in den Gleichungen ������ und ������ erh�alt man sofort� da�
der Schnitt von �g� und ��u l� trivial ist� da h � u � f�g gilt�
Der Nachweis von �g� � ��u l� � �l� geht wie der analoge Nachweis in Satz �����
da die Projektoren aus Proposition ���� stetig sind auf der Loop Algebra �l�� �



Kapitel �

Iwasawa Zerlegung in Loop

Gruppen

In diesem Kapitel werden wir schlie�lich die Iwasawa Zerlegung in getwisteten und
ungetwisteten Loop Gruppen �GIC

� beziehungsweise �G
IC durchf�uhren�

Im ersten Abschnitt wird die Konstruktion der Kac�Moody�Gruppen zu den a�nen
Kac�Moody�Algebren kurz vorgestellt� Diese besitzen ein eindimensionales Zentrum�
Die Faktorisierung dieser Gruppen nach dem Zentrum liefert bis auf Isomorphie al�
le polynomialen� getwisteten und ungetwisteten Loop Gruppen �uber den einfachen�
komplexen Lie Gruppen�
Diese polynomialen Loop Gruppen werden dann im n�achsten Abschnitt ver�
vollst�andigt� �ahnlich wie die Loop Algebren in Abschnitt ����
Im Abschnitt ��� werden wir zun�achst in den ungetwisteten Loop Gruppen �GIC

die Iwasawa Zerlegung bez�uglich der reellen Form �G und der Untergruppe ��GIC

entwickeln�

Im vorletzten Abschnitt ��� werden die Kodimensionen der Doppelnebenklassen
�G � s ���GIC berechnet� welche ungleich dem Produkt �G ���GIC der betrachteten
Untergruppen sind� Es wird� unter der Voraussetzung� da� eine kompakte� reelle
Form U von GIC einfach zusammenh�angend ist� gezeigt� da� diese Kodimensionen
stets �endlich und� positiv sind� insbesondere ist das Produkt �G ���GIC eine o�ene
und dichte Teilmenge der Loop Gruppe �GIC�

Im letzten Abschnitt wird f�ur Involutionen �� die innere Automorphismen der Lie
Gruppe GIC sind� die Konstruktion aus Abschnitt ��� modi�ziert f�ur die getwistete
Loop Gruppe �GIC

� � indem diese in die ungetwistete Loop Gruppe �GIC eingebet�
tet wird� Die dazu n�otige Reduktion � �symmetrischer Elemente wird allerdings nur
bis zum Weyl Gruppen Element durchgef�uhrt� dabei bezeichnet � die Konjugation
der Lie Gruppe GIC bez�uglich der reellen Form G� Weiterhin wird in Abschnitt ���
gezeigt� da� in getwisteten Loop Gruppen im allgemeinen weitere� o�ene Doppelne�

��
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benklassen �G� � s ���GIC
� neben dem stets o�enen Produkt �G� ���GIC

� auftreten�

��� Die Kac�Moody�Gruppen zu den a�nen Kac�

Moody�Algebren

In diesem Abschnitt soll die Konstruktion von Kac�Moody�Gruppen aus den Kac�
Moody�Algebren vom endlichen und a�nen Typ vorgestellt werden� Dies wird
ben�otigt� um die Zerlegungss�atze �Bruhat und Birkho�� sowie die Strukturs�atze
�uber die Weyl Gruppen im n�achsten Abschnitt auf die Vervollst�andigungen der
Kac�Moody�Gruppen anwenden zu k�onnen� Wir folgen bei der Entwicklung und
Darstellung dieser Gruppen dem Artikel von Kac in �KacII	�

Weitere Artikel� die diese Kac�Moody�Gruppen behandeln� sind �TitsI	 und �TitsII	�
sowie �PetKac	 mit einer sehr knappen Darstellung�

Wir brauchen zun�achst ein paar De�nitionen


De
nition 	�� Es sei V ein IC�Vektorraum von beliebiger Dimension und A ein
Endomorphismus von V�
Dann hei�t A lokal endlich� wenn jedes v � V in einem endlichdimensionalen�
A�invarianten Untervektorraum liegt�
A hei�t lokal nilpotent� wenn f�ur jedes v � V ein n � IN existiert mit An�v� � ��
A hei�t halbeinfach� wenn V eine Basis aus Eigenvektoren von A besitzt�

Wenn der Endomorphismus A einer der Bedingungen aus De�nition ��� gen�ugt� so
ist die Exponentialabbildung auf A erkl�art


exp�t �A� � X
n
�

�

n#
tnAn t � IC �����

Dies ist eine Einparameter�Gruppe von Automorphismen von V�
Die lokale Endlichkeit des Endomorphismus A ist �aquivalent zur Bedingung� da�
der von fAn�v� jn � INg erzeugte Untervektorraum endlichdimensional ist f�ur jedes
v � V�
Jetzt kehren wir zu den Lie Algebren zur�uck


De
nition 	�� Es sei l eine komplexe Lie Algebra beliebiger Dimension� Weiter
sei �V� �� ein l�Modul� das hei�t � 
 l � gl�V� ist ein Homomorphismus von Lie
Algebren�
�i� Ein X � l hei�t ��lokal endlich� wenn ��X� ein lokal endlicher Endomorphis�
mus von V ist� Es bezeichne Fl die Menge aller ad�lokal endlichen Elemente von
l� und f�ur einen l�Modul �V� �� sei Fl� 	 
� fX � Fl 
 X ist � � lokal endlichg�
�ii� Ein l�Modul �V� �� hei�t integrierbar� wenn Fl� 	 � Fl gilt�
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�iii� Die Lie Algebra l hei�t integrierbar� wenn sie von Fl erzeugt wird�

Es gilt dann das folgende Lemma �siehe �KacII	� x ��
 Lemma�

Lemma 	�� Der von der Menge Fl erzeugte Untervektorraum von l ist eine Un�
teralgebra�

Mittels der integrierbaren l�Moduln wird jetzt die assoziierte Gruppe de�niert


De
nition 	�	 Es sei l eine integrierbare Lie Algebra� "L sei die freie Gruppe
auf der Menge Fl� Dann wird f�ur jeden integrierbaren l�Modul �V� �� eine Darstel�
lung "�	 von "L de�niert verm�oge "�	�X� 
� exp���X�� X � Fl�

Es bezeichne K �
T
Kern "�	 den Schnitt �uber die Kerne der "�	 zu allen integrier�

baren l�Moduln �V� ���
Die Faktorgruppe L 
� "L�K hei�t die zur integrierbaren Lie Algebra l assoziierte
Gruppe�

�V� �	� hei�t die zum integrierbaren l�Modul �V� �� assoziierte Darstellung von L�
wobei kanonisch �	�L � K� � "�	�L� f�ur alle L � "L de�niert wird�

Auf dieser� so de�nierten Gruppe L zur Lie Algebra l haben wir mittels der ka�
nonischen Surjektion "L � L eine Exponentialabbildung� allerdings nur auf der
Teilmenge Fl� das hei�t wir de�nieren

exp�X� 
� X � K � L � X � Fl� ���
�

Dann gilt nach De�nition �	�exp�X�� � exp���X�� f�ur alle x � Fl f�ur jeden
integrierbaren l�Modul �V� ���
Diese Gleichung zeigt sofort� da� fexp�t � X� j t � ICg f�ur jedes X aus Fl eine
Einparameter�Gruppe in L ist� da Fl abgeschlossen ist unter Skalarmultiplikation
mit IC�

De
nition 	�� Es sei l eine integrierbare Lie Algebra� Die zum intergierbaren l�
Modul �l� ad� assoziierte Darstellung der Gruppe L hei�t die adjungierte Darstel�
lung �l� Ad� von L�
F�ur die adjungierte Darstellung gilt insbesondere

Ad�X� � exp�ad�X�� �X � Fl�

Nun wird die Konstruktion der assoziierten Gruppen auf a�ne Kac�Moody�Algebren
angewandt�
Es sei hierf�ur A � ZZn�n eine verallgemeinerte Cartan Matrix vom endlichen oder
a�nen Typ vom Rang n beziehungsweise n � � und g�A� die in De�nition ���
eingef�uhrte Kac�Moody�Algebra zur Matrix A� Dann gilt �siehe �KacII	� x ���� a��

Lemma 	�� Die Elemente Ei� Fi� � � i � n sind ad�lokal nilpotent� und die
Elemente der Cartan Unteralgebra c sind ad�halbeinfach�
Insbesondere sind die Lie Algebren g�A� und sein Kommutator g��A� integrierbar�



Kapitel �� Iwasawa Zerlegung in Loop Gruppen ��

Die Integrierbarkeit dieser Lie Algebren folgt� da g�A� beziehungsweise sein Kom�
mutator erzeugt wird von fEi� Fi 
 � � i � ng und c beziehungsweise von
fEi� Fi 
 � � i � ng und c��

F�ur das folgende ben�otigen wir Bezeichnungen f�ur verschiedene Unteralgebren von
g�A�


Bezeichnungen� Wir bezeichen f�ur jedes i � f�� � � � � ng mit gi die zu sl�
� IC�
isomorphe Unteralgebra IC �Hi � IC � Ei � IC � Fi�
Weiterhin sei u� 
�

P
��	� g� gesetzt� sowie b� 
� c � u�� �

Die Unteralgebren u� liegen auch in g��A�� und b�� 
� b� � g��A� � c� � u��

De
nition 	�� Die zur integrierbaren Lie Algebra g��A� � �g�A�� g�A�	 assoziier�
te Gruppe G�A� hei�t die Kac�Moody�Gruppe zur Cartan Matrix A�

Nun konstruieren wir die zu den Unteralgebren u� und b�� geh�origen Untergruppen
von G�A�


De
nition 	�
 �i� Es bezeichne U� die Untergruppe von G�A�� welche von den
Einparameter�Untergruppen fexp�g�� 
 � � $�

reg erzeugt wird� Analog wird U�
de�niert�
�ii� Es seien B� die Untergruppen von G�A�� die von U� und C 
� exp�c��
erzeugt werden�
�iii� F�ur jedes i � f�� � � � � ng sei Gi die von fexp�IC � Ei�g� fexp�IC � Fi�g und
Ci 
� exp�IC �Hi� erzeugte Untergruppe von G�A� sowie Ni der Normalisator von
Ci in Gi�

Auf den Wurzelr�aumen von g�A� zu den imagin�arenWurzeln existiert die Exponen�
tialabbildung nicht� da deren Elemente nicht ad�lokal endlich auf g�A� operieren�
Nun gelten die folgenden� fundamentalen Aussagen ��KacII	� x ��� und �PetKac	�

Satz 	�� �i� Der Homomorphismus

� 


�
x y
z �x

�

� x �Hi � y � Ei � z � Fi

der komplexen Lie Algebra sl�
� IC� in die Lie Algebra g��A� hat �f�ur jedes i �
f�� � � � � ng� einen Lift ( 
 SL�
� IC� � G�A�� ( ist injektiv und sein Bild ist die
Untergruppe Gi� Weiterhin gilt

(

�
� y
� �

�
� exp�y � Ei�� (

�
� �
z �

�
� exp�z � Fi�� und

(�exp

�
x �
� �x

�
� � exp�x �Hi�� �x� y� z � IC�

�ii� Es sei N die von den Untergruppen Ni �� � i � n� erzeugte Untergruppe von
G�A�� Dann ist N der Normalisator der abelschen Untergruppe C � exp�c��� und
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die Faktorgruppe N�C ist isomorph zur Weyl Gruppe W der Kac�Moody�Algebra
g�A��

�iii� Das Zentrum von G�A� liegt in C� Die Untergruppe B� ist gleich dem
semidirekten Produkt der Untergruppen C und U�	 es gilt die analoge Aussage f�ur
B�	 der Schnitt von U� mit B� ist trivial� ebenso von U� und B��

�iv� Wenn die Cartan Matrix A vom endlichen Typ ist� so ist die Gruppe G�A�
isomorph zur der einfach zusammenh�angenden Lie Gruppe� deren Lie Algebra die
einfache� komplexe Lie Algebra g�A� ist� B� ist eine Borel Untergruppe von G�A�
mit zugeh�origer� maximal unipotenter Gruppe U�� und Cartan Untergruppe C�

Nun k�onnen wir die f�ur unsere Iwasawa Zerlegung wesentlichen Zerlegungss�atze der
Gruppe G�A� bez�uglich der Untergruppen U� und der Weyl Gruppe W � N�C
zitieren� Diese sind wohlbekannt f�ur die endlichdimensionalen� halbeinfachen Lie
Gruppen� �siehe �PetKac	� Corollar ��

Satz 	��� In der Kac�Moody�Gruppe G�A� zur Cartan Matrix A von endlichen
oder a�nen Typ gelten die folgenden Zerlegungen�

G�A� �
S
w�W U� � w � C � U� �

S
w�W B� � w �B� Birkho
 Zerlegung

G�A� �
S
w�W U� � w � C � U� �

S
w�W B� � w �B� Bruhat Zerlegung

�����
Die Vereinigungen sind disjunkt�
Weiterhin besitzt jedes g � G�A� eine Zerlegung g � u� �n �u� mit u� � U�� n �
N derart� da� n�� �u� �n in U� liegt� In dieser Zerlegung sind u� und n eindeutig�

F�ur w � W � N�C sind die Untergruppen w �U� �w�� wohlde�niert� und es gelten
die Zerlegungen

U� � �U� � w � U� � w��� � �U� � w � U� � w���
U� � �U� � w � U� � w��� � �U� � w � U� � w��� �����

Die zugeh�origen Faktorisierungen von Elementen in U� beziehungsweise U� sind
eindeutig� �
Bemerkung 	��� F�ur endlichdimensionale� einfache Lie Gruppen folgt die Birk�
ho� Zerlegung sofort aus der Existenz der Bruhat Zerlegung� da in diesem Fall
U� und U� unter der Weyl Gruppe zueinander konjugiert sind� Dies ist f�ur die
Kac�Moody�Gruppen zu Cartan Matrizen vom a�nen Typ nicht der Fall� Hier sind
beide Zerlegungen getrennt nachzuweisen� Dies geschieht� indemman nachweist� da�
�G�A�� B�� N� S� einTits System ist� wobei S die Menge der Elementarre%exionen
�i�H� � H � �i�H� �Hi auf c zu den einfachen Wurzeln �i � ! ist�

Zur Illustration sehen wir uns die Kac�Moody�Gruppen an einem einfachen Beispiel
an
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Beispiel�
Wir betrachten die Cartan Matrix

A �

	
BBBBBBBB



 �� � ��
�� 
 �� � � �

�
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � ��

�� � �� 


�
CCCCCCCCA
� ZZl���

mit l � �� Dies ist die erweiterte Cartan Matrix der Matrix zur Lie Algebra al�
Wie in Abschnitt ��
 beschrieben� ist die Kac�Moody�Algebra g�A� eine zweidi�
mensionale Erweiterung der polynomialen Loop Algebra �polsl�n� IC�� welche wir
mit der Lie Algebra aller polynomialen Abbildungen � � S� 
� sl�n� IC� identi��
zieren k�onnen� Das hei�t die Koe�zientenfunktionen sind Laurent Polynome in ��
Es ist also g�A�� � �g�A�� g�A�	 eine eindimensionale� zentrale Erweiterung von
�polsl�n� IC��

Die Wurzelr�aume zu den einfachen Wurzeln ��� ��� � � � � �l sind IC � � � En�� sowie
IC�Ek�k�� �� � k � l�� Diese erzeugen die Unteralgebra u�� welche aus allen polyno�
mialen Abbildungen der S� nach sl�n� IC� besteht� die eine holomorphe Fortsetzung
ins Innere des Einheitskreises besitzen und bei � � � ausgewertet eine echte obere
Dreiecksmatrix liefern� Die Wurzel �� ist genau ���� wobei � die Gradderivation
der Algebra g�A� ist und � die h�ochste Wurzel im Wuzelsystem al� das von den
einfachen Wurzeln ��� � � � � �l erzeugt wird�
Die l�dimensionalen Wurzelr�aume zu den imagin�aren Wurzeln k � �� k � ZZ n f�g
sind die R�aume �k �"c� wobei "c die Cartan Unteralgebra aller Diagonalmatrizen der
sl�n� IC� bezeichne� Es ist also "c � c��z� wobei c� � c � g�A�� ist� und z das eindi�
mensionale Zentrum von g�A���
Die Wurzelr�aume zu den �ubrigen Wurzeln� das sind die �ij � k � � �� � i� j �
n� i �� j� k � ZZ�� sind die eindimensionalen R�aume IC � �k � Eij � Diese operieren via
ad lokal nilpotent auf g�A���

Die zur Algebra g�A�� assoziierte Kac�Moody�Gruppe G�A� ist nun eine eindimen�
sionale� zentrale Erweiterung der Gruppe �polSL�n� IC� aller polynomialen Abbil�
dungen der S� in die Lie Gruppe SL�n� IC�� das hei�t� �polSL�n� IC� besteht aus
allen Abbildungen der S� nach SL�n� IC�� deren Koe�zientenfunktionen Laurent
Polynome in � � S� sind� Diese Gruppe �polSL�n� IC� wird erzeugt von den Einpa�
rametergruppen exp�IC � �k � Eij� mit i �� j und k � ZZ� Die Untergruppe U� ist
die Menge aller Loops in �polSL�n� IC� mit holomorpher Fortsetzung ins Innere des
Einheitskreises derart� da� die Auswertung bei � � � eine obere Dreiecksmatrixmit
Einsen in der Diagonalen ist� Diese Untergruppe U� wird erzeugt von den Bildern
der Exponentialabbildung von den Wurzelr�aumen in der Algebra u� zu den reellen
Wurzeln�
Das analoge gilt f�ur die Untergruppe U��
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Die Untergruppe "C � exp�"c� ist die Cartan Untergruppe von �polSL�n� IC�� Sie
besteht aus allen konstanten Diagonalmatrizen mit Determinate �� Wir wollen im
weiteren die Tilden weglassen�
Der Normalisator N von C in �polSL�n� IC� ist das Produkt aus der Gruppe TT
und dem Normalisator von C in SL�n� IC�� Dabei ist TT die Untergruppe aller
Diagonalmatrizen in �polSL�n� IC�� Daher ist TT die Gruppe aller polynomialen Ho�
momorphismen der S� in den maximalen Torus T 
� C � SU�n� der kompakten�
reellen Form SU�n� von SL�n��
Das hei�t TT � fdiag��m� � � � � � �mn� jmk � ZZ� Pmk � �g�
Der Normalisator von C in SL�n� IC� besteht bekanntlich aus allen Permutationsma�
trizen� Die Weyl Gruppe W � N�C ist damit isomorph zum semidirekten Produkt
aus der symmetrischen Gruppe Sn und TT� wobei TT der Normalteiler ist�

Da das Zentrum der Kac�Moody�Gruppe G�A� in seiner Cartan Untergruppe C
liegt� haben wir in der polynomialen Loop Gruppe �SL�n� IC� die analogen Zerle�
gungen wie in den Gleichungen ����� und ������ wobei nat�urlich C wieder die Menge
der konstanten Diagonalmatrizen aus SL�n� IC� bezeichnet� �
Der gro�e Nachteil beim Rechnen mit diesen polynomialen Loop Gruppen besteht
darin� da� die Exponentialabbildung von der Algebra in die Kac�Moody�Gruppe nur
auf der Menge der ad�lokal endlichen Elemente erkl�art ist und nicht auf der ganzen
Lie Algebra� In obigem Beispiel k�onnen wir nicht die Exponentialabbildung auf den
Wurzelr�aumen zu den imagin�aren Wurzel bilden� da diese nicht in der zugeh�ori�
gen polynomialen Loop Gruppe liegt� Dieser Nachteil wird nun behoben� indem wir
unsere Gruppen geeignet vervollst�andigen


��� Banach Lie Gruppen

Wir werden in diesemAbschnitt die Banach Lie Gruppen konstruieren� deren Lie Al�
gebren die in Abschnitt ����
 eingef�uhrten Banach Lie Algebren sind� Diese Banach
Lie Gruppen erhalten wir aus Vervollst�andigungen der polynomialen Loop Gruppen�
f�ur welche wir bereits ein Beispiel im letzten Abschnitt vorgestellt hatten� Zuletzt
zeigen wir mit Resultaten aus �DoGrSzm	� da� die im letzten Abschnitt zitierten
Zerlegungss�atze f�ur die zugeh�origen Kac�Moody�Gruppen entsprechend gelten�

Wir f�uhren zun�achst die Notationen ein� die im Rest dieses Kapitels verwendet wer�
den

Notationen� Es sei g eine einfache� reelle Lie Algebra und gIC ihre Komplexi�
�zierung� welche nach Voraussetzung eine einfache� komplexe Lie Algebra ist� Wei�
terhin bezeichne � die Komplexkonjugation von gIC bez�uglich g� das hei�t � ist
IC�antilinear und g � Fix �� ��
Es sei GIC die einfach zusammenh�angende� komplexe Lie Gruppe mit Lie Algebra
gIC� Es sei GIC eingebettet in eine geeignete SL�n� IC� �siehe �GoWal	� x ���� derart�
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da� GIC die gemeinsame Nullstellenmenge in SL�n� IC� einer Familie von komplexen
Polynomen auf ICn�n ist�
Dann ist kanonisch gIC Unteralgebra von sl�n� IC�� Wir bezeichnen wieder mit � den
Lift der Komplexkonjugation von gIC bez�uglich g auf GIC� Es sei G die Zusammen�
hangskomponente des neutralen Elements der Fixpunktgruppe von � in GIC� Dann
ist die Lie Algebra von G gleich g�
Weiter sei 
 eine Cartan Involution von gIC� die mit � vertauscht� Ihr Lift auf GIC

werde ebenfalls mit 
 bezeichnet� Die Zerlegung von gIC beziehungsweise g in die
�
���Eigenr�aume bez�uglich 
 sei gIC � u 	 i � u beziehungsweise g � k 	 p� Die
Fixpunktgruppen von 
 auf GIC und auf G hei�en U und K� Diese sind zusam�
menh�angende Gruppen�
Wir k�onnen auch voraussetzen� da� U � GIC � SU�n� und u � gIC � su�n� gilt�
�siehe wiederum �GoWal	� x ���� �
Nun k�onnen wir die f�ur uns relevanten Loop Gruppen de�nieren


De
nition 	��� Es sei w 
 ZZ� IR� ein symmetrisches Gewicht vom nicht analy�
tischen Typ und Aw die zugeh�orige gewichtete Wiener Algebra �siehe De�nitio�
nen ���� und ������ Dann sei SL�n�Aw� die Menge aller Abbildungen von S�

nach SL�n� IC�� die in der Banach � Algebra Matn�Aw� liegen �siehe Lemma ������
das hei�t SL�n�Aw� � fg � Matn�Aw� 
 det g��� � ��� � S�g� Weiter sei
�GIC � fg � SL�n�Aw� 
 g��� � GIC �� � S�g und �G � fg � SL�n�Aw� 

g��� � G�� � S�g�
Nach Satz ���
� Bemerkung ���� und der Cramerschen Regel ist GL�n�Aw� un�
ter punktweiser Verkn�upfung eine Gruppe� die bez�uglich der Norm in der Ba�
nach �Algebra Matn�Aw� vollst�andig ist� Folglich sind auch �GIC und �G Grup�
pen� Diese sind mit der eingeschr�ankten Norm von Matn�Aw� vollst�andige Lie
Gruppen� also Banach Lie Gruppen� Zusammenfassend haben wir die folgenden
Eigenschaften dieser Lie Gruppen und ihrer Lie Algebren

�siehe �GoWal	� Proposition ����

Proposition 	��� Die Gruppe �GIC ist mit der eingeschr�ankten Norm von
Matn�A� eine vollst�andige� zusammenh�angende und einfach zusammenh�angende�
komplexe Lie Gruppe mit Lie Algebra �gIC �siehe Proposition ������ Die Gruppe
aller polynomialen Loops der S� nach GIC ist eine dichte Untergruppe von �GIC�
das hei�t der Abschlu� von �polGIC bez�uglich der Norm in Matn�Aw� ist �GIC�

Nun stellen wir den Zusammenhang zwischen der Lie Algebra �polgIC und der Kac�
Moody�Algbera g�A� her� wobei A die a�ne Cartan Matrix zum erweiterten Wur�
zelsystem der zugrundeliegenden Lie Algebra gIC ist �siehe �Kac	� Chapter �� x ����

Proposition 	��	 �i� Es sei A die Cartan Matrix zum erweiterten Wurzelsystem
$ mit den einfachen Wurzeln f��� ��� � � � � �lg des Wurzelsystems $� der einfa�
chen� komplexen Lie Algebra gIC mit den einfachen Wurzeln f��� � � � � �lg� Dann
ist die Kac�Moody�Algebra g�A� eine zweidimensionale Erweiterung der Algebra
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�polgIC aller polynomialen Loops� Genauer ist �g�A�� g�A�	�z isomorph zu �polgIC�
wobei z das eindimensionale Zentrum der Kac�Moody�Algebra g�A� bezeichnet�
Der Wurzelraum zur einfachen Wurzel �� ist unter diesem Isomorphismus � � g��
wobei 
 die h�ochste Wurzel in $� bez�uglich der einfachen Wurzeln f��� � � � � �lg
bezeichnet�
�ii� Der Abschlu� der Lie Algebra �polgIC bez�uglich der Norm auf Matn�Aw� ist
die Banach Lie Algebra �gIC�
�iii� Es sei c eine Cartan Unteralgebra von gIC� und $�� das System positi�
ver Wurzeln zu den einfachen Wurzeln f��� � � � � �lg sowie u�� die zugeh�orige nil�
potente Untergruppe von gIC� Weiterhin sei polu� �

P
��	� �polgIC�� wobei �

polgIC�
den Wurzelraum zur Wurzel � in �polgIC bezeichnet� Dann ist der Abschlu� u�

von polu� in Matn�Aw� die Unteralgebra von �gIC� welche aus allen Loops X���
besteht� die eine holomorphe Fortsetzung in die Einheitskreisscheibe besitzen mit
X�� � �� � u��� Die analoge Aussage gilt f�ur polu��
�iv� �gIC zerlegt sich in die direkte Summe polu� 	 c 	 polu�� Alle drei Summanden
sind Banach Lie Gruppen� �
Nun k�onnen wir die analogen Aussagen auf der Gruppenseite zitieren �siehe die
Bemerkung in x ��
� Seite ��� sowie Lemma ������� in �DoGrSzm	�

Proposition 	��� �i� Das Zentrum Z der polynomialen Loop Gruppe �polGIC aus
De�nition ���� ist das �diskrete� Zentrum der zugrundeliegenden Lie Gruppe GIC�
Die Fakorgruppe �polGIC�Z ist isomorph zur Fakorgruppe G�A�� "Z� wobei G�A� die
zur Kac�Moody�Algebra g�A� assoziierte Gruppe ist und "Z ihr Zentrum�
�ii� Die Untergruppe polU� von �polGIC� welche von den Einparameteruntergrup�
pen fexp�IC � �polgIC�� 
 � � $�

reg erzeugt wird� ist die Menge aller Loops g��� in
�polGIC� deren Koe�zientenfunktionen Polynome in � sind mit der Eigenschaft� da�
g�� � �� in der unipotenten Untergruppe U�� von GIC mit Lie Algebra u�� liegt�
Die analogen Aussagen gelten f�ur polU��
�iii� Der Abschlu� U� von polU� in Matn�Aw� besteht aus allen Loops g��� in
�GIC� die eine holomorphe Fortsetzung in die Einheitskreisscheibe besitzen mit der
Eigenschaft� da� g�� � �� in U�� liegt�
Die analoge Aussage gilt wieder f�ur U��
Die Untergruppen U� sind zusammenh�angende Banach Lie Gruppen�
�iv� Ein Loop g aus �GIC hat genau dann eine holomorphe Fortsetzung in die
Einheitskreisscheibe beziehungsweise auf die obere H�alfte der Riemannschen Zahlen�
kugel� wenn die Fourier Reihe von g��� die Gestalt

P
k
�Ak � �k beziehungsweiseP

k
�Ak � �k besitzt�
�v� Die Cartanuntergruppe C von GIC ist abgeschlossen in �GIC� �
De
nition 	��� Es bezeichne ab jetzt B� die Untergruppen C � U��
Weiterhin sei N der Normalisator von C in der polynomialen Loop Gruppe �polGIC�
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Bemerkung 	��� �i� Die holomorphe Fortsetzung von Loops aus �GIC in die
Einheitskreisscheibe beziehungsweise auf die obere Halbsph�are ist jeweils eindeutig
wegen des Maximumprinzips f�ur holomorphe Funktionen�
�ii� Die Untergruppen B� von �GIC bestehen genau aus den Loops� welche eine
holomorphe Fortsetzung in die Einheitskreisscheibe beziehungsweise auf die obere
Halbsph�are besitzen�
�iii� Damit ist der Schnitt der Untergruppen B� und U� sowie der Untergruppen
B� und U� trivial� da holomorphe Abbildungen auf der ganzen Riemannschen
Zahlenkugel konstant sind� und die Schnitte von C mit U�� trivial sind�
�iv� Der Normalisator von C in der Loop Gruppe �GIC ist das Produkt der Weyl
Gruppe der endlichdimensionalen Lie Gruppe GIC mit der Gruppe aller Loops in
die Cartan Untergruppe C� dieser ist also ��deutlich� gr�o�er als die Gruppe N aus
De�nition ����� Mit dieser Untergruppe N werden wir allerdings die Zerlegungss�atze
der Gleichungen ����� auf die Vervollst�andigungen ubertragen� wie dies in �DoGrSzm	
gezeigt wurde� �
Wir wollen nun die in �DoGrSzm	 bewiesenen Zerlegungss�atze f�ur unsere Iwasawa
Zerlegung verwenden� Dazu brauchen wir noch etwas Vorbereitung


De
nition 	��
 Eine Unteralgebra ppol der polynomialen Loop Algebra �polgIC

hei�t standard�parabolische Unteralgebra� wenn c � polu� � ppol gilt�
F�ur jede Teilmenge X der Menge aller einfachen Wurzeln ! � f��� � � � � �lg sei
p
pol
X die kleinste� standard�parabolische Unteralgebra� die alle Wurzelr�aume �polgIC��
mit � � X enth�alt�
Mit pX werde der Abschlu� einer solchen Algebra in �gIC bezeichnet�

Bemerkung 	��� �i� Nach �BourII	� Ch� �� Sect� ���� Ch� �� Sect� 
�� existiert zu
jeder standard�parabolischen Unteralgebra ppol von �polgIC eine Teilmenge X von
!� so da� ppol � p

pol
X gilt�

�ii� Diese Algebra stellt sich dar als
L

���	� �polgIC�� � c � polu�� wobei "$� �P
��X ZZ � � gilt�

Insbesondere ist p
pol

� � c � polu� �
 polb�� �

Es sei P pol
X die Untergruppe von �polGIC� welche von den Untergruppen fexp�IC �

�polgIC��� 
 � � "$� �$reg� C und polU� erzeugt wird� Diese ist nach �DoGrSzm	�

Cor� 
�
��� a� zusammenh�angend� Nach Cor� 
�
��� b� ist der Abschlu� von P pol
X in

�GIC eine zusammenh�angende Banach Lie Gruppe mit Lie Algebra pX� Insbeson�
dere ist P� � C � U� � B��

Nun k�onnen wir die f�ur uns entscheidendenAussagen zitieren �siehe �DoGrSzm	� Pro�
position ������� �nebst Beweis� und �PresSeg	� Ch� �� Theorem ����
 bzw� �DoGrSzm	�
Theorem ��������


Proposition 	��� Es seien B� und N die Untergruppen von �GIC aus De�nition
����� sowie W � N�C� die Weyl Gruppe� Dann sind f�ur jedes w � W die Mengen
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w �B�� w �B� � w�� sowie w � U� � w�� wohlde�niert� und es gilt

�GIC � U� �N � U� �
�

w�W
B� � w �B� �

�
w�W

U� � w � C � U� �����

Weiterhin gelten f�ur jedes w aus der Weyl Gruppe W die Gleichungen

U� � �U� � w �B� � w��� � �U� � w �B� � w���
U� � �U� � w �B� � w��� � �U� � w �B� � w��� �����

Dabei sind die Vereinigungen in Gleichung ����� disjunkt� und in den Gleichungen
����� sind die Produkte auf den rechten Seiten Di
eomorphismen auf U� bzw� U���
Die Gleichung ����� verallgemeinert dabei die Birkho� Zerlegung f�ur die Kac�Moody�
Gruppen �siehe erste Gleichung ������ auf unsere vervollst�andigten Loop Gruppen�
Die Gleichungen ����� haben jedoch �scheinbar� nicht die gleiche Gestalt wie die
entsprechenden Gleichungen ����� f�ur die Kac�Moody�Gruppen� Doch dies k�onnen
und werden wir beheben�
Doch zun�achst werden wir endlich die Gestalt der Weyl Gruppe W � N�C kl�aren
�siehe �PresSeg	� Proposition �����
��

Proposition 	��� Es sei t eine maximal abelsche Untergruppe der kompakten�
reellen Form u der einfachen� komplexen Lie Algebra gIC und T � exp�t� der
zugeh�orige maximale Torus der kompakten� reellen Form U von GIC� Dann ist
c 
� t � i � t eine Cartan Unteralgebra von gIC� und C � exp�c� die zugeh�ori�
ge Cartan Untergruppe von GIC�
Dann ist der Normalisator N von C in �polGIC gleich dem Produkt aus dem Nor�
malisator N� von C in der endlichdimensionalen Lie Gruppe GIC und der Gruppe
TT � �polGIC aller Homomorphismen der S� nach T � �
Bemerkung� Die Cartan Untergruppe C ist isomorph zur multiplikativen� abel�
schen Gruppe �IC��l� Daher haben alle Homomorphismen der S� Werte in der ein�
zigen� maximal kompakten Untergruppe T � �S��l� Diese sind von der Gestalt
t��� � ��k� � � � � � �kl� mit ganzen Zahlen kj � �
Nun k�onnen wir die oben angedeutete Aussage zeigen


Lemma 	��� F�ur jedes w � W gelten die Gleichungen
U� � w � U� � w�� � U� � C � w � U� � w���
U� � w � U� � w�� � U� � C � w � U� � w��
U� � w � U� � w�� � U� � C � w � U� � w��
U� � w � U� � w�� � U� � C � w � U� � w���
Beweis� O�enbar sind stets die Gruppen auf der linken Seite in der rechten Seite
enthalten� Der Beweis der zweiten Gleichung ist analog dem der ersten Gleichung�
und die vierte Gleichung erh�alt man aus der dritten� indem man die Involution �
aus �Kac	� x ���� Gleichung ������� anwendet� welche U� und U� austauscht und
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auf C die negative Identit�at ist� Diese l�a�t damit auch N und W invariant�

�i� Wir beweisen zun�achst die erste Gleichung

Es sei c � C und u� � U� derart� da� cwu�w

�� in U� liegt� Das hei�t� es
existiert ein u� in U�� so da� cwu�w

�� � u� gilt� Damit ist wu�w
�� holo�

morph fortsetzbar auf die obere Halbsph�are� da w��� ein Laurent Polynom in �
ist� bricht die Fourier Reihe von U� nach oben ab� Daher liegt auch u� in der po�
lynomialen Loop Gruppe �polGIC� und wir haben nach �PetKac	� Cor� � b� �X � ��
��w � w���� eine Faktorisierung von c��u� � wu�w

�� � "u� � "u� � U� � U�� Da�
mit ist B� � �"u���� � c �u� � "u� � U�� Da B��U� � feg und C �U� � feg
gilt� folgt "u� � e und c � e�

�ii� Wir beweisen jetzt die dritte Gleichung

Die behauptete Gleichung ist �aquivalent zu folgendem

Wenn n � N und u� � U� ist� und das Element n � u� � n�� in B� �� C � U��
liegt� so liegt es schon in U�� Wir gehen also von der Gleichung n �u� �n�� � c �v�
aus� Es sei u� �

P
k
�Ak � �k die Fourier Reihe von u�� Dann sind die Ak in

ICn�n� und A� in U���
Nach Proposition ��
� hat n eine Faktorisierung n � p � t mit p � N

GIC�c� und
mit einem Homomorphismus t in den maximalen Torus T �

Da Konjugation mit Loop Gruppen Elementen eine stetige Operation auf der Loop
Gruppe ist� k�onnen wir die Matrizen Ak einzeln konjugieren
 Es sei t � u� � t�� �P

k�ZZGk � �k� Wenn ein Koe�zient Gk mit negativem Index k ungleich � ist� so
kann unsere obige Voraussetzung nicht erf�ullt sein� da p ein konstanter Loop ist� das
hei�t� es w�are n � u� � n�� nicht in der Gruppe ��GIC 
� GIC � U� enthalten� Daher
ist t � u� � t�� � P

k
�Gk � �k�
F�ur die folgende �Uberlegung wird benutzt� da� wir die Lie Gruppe GIC in SL�n� IC�
so konjugieren k�onnen� da� die Menge aller Diagonalmatrizen in GIC eine Cartan
Unteralgebra von GIC ist� Da u � gIC�su�n� und U � GIC�SU�n� gilt� besteht die
maximal abelsche Unteralgebra t � u � c von u aus rein imagin�aren Diagonalma�
trizen� und der zugeh�orige� maximale Torus T von U liegt auf der Diagonalen und
ist isomorph zu �S��l� Damit wird jeder Homomorphismus t 
 S� � T dargestellt
durch Diagonalmatrizen� wobei die Diagonaleintr�age Monome �k sind�
Wir betrachten die Koe�zientenfunktionen unseres Loops u�
 u���� �
�fi�j����ni�j��� Dann ist nach Voraussetzung die Fourier Reihe von fi�j von der Gestalt

fi�j��� �
P

k
� f
�i�j�
k � �k� Da u��� � �� in U�� liegt� ist insbesondere f

�i�i�
� � �

f�ur alle � � i � n�
Wir betrachten nun t � u� � t�� � �gi�j����ni�j��� Dann ist � wie oben gezeigt wurde �

gi�j��� �
P

k
� g
�i�j�
k � �k�

Es sei t � diag��k� � � � � � �kn�� Damit errechnen wir die Gleichungen gi�j��� �

�ki�kj � fi�j���� Insbesondere ist g�i�i�� � � f�ur alle i�

Damit gilt f�ur die Koe�zientenfunktionen
 gii��� � fii��� � � � f
�ii�
� � �� � � � ��
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Daher ist die Projektion von t � u� � t�� auf die Diagonalmatrizen gleich

diag�g��� � � � � gnn� � En � diag�f
����
� � � � � � f

�nn�
� � � �� � � � �� Nun konjugieren wir das

Element t �u� � t�� noch mit p� Dies ergibt also n �u� �n��� Nach Voraussetzung ist
n � u� � n�� � c � v�� Da unsere Cartan Untergruppe C in der Menge aller Diago�
nalmatrizen liegt� und p � En � p�� � En ist� folgt die Behauptung c � e� �
Es gelten also die Gleichungen ����� auch in unserer Loop Gruppe �GIC f�ur je�
des w � W � N�C� Damit k�onnen wir nun die folgende eindeutige ��U�NU��
Zerlegung� zeigen� die f�ur unsere Iwasawa Zerlegung von gro�er Bedeutung ist


Proposition 	��� Jeder Loop g � �GIC besitzt eine Faktorisierung g � u� � n �
u� � U� �N �U� derart� da� n�� �u� �n in U� liegt� Diese Zerlegung ist eindeutig�

Beweis� Nach Gleichung ����� existieren v� � U� und n � N � so da� g �
v� � n � v� gilt� Nach der zweiten Gleichung in ����� gilt n�� � U� � n � �n�� � U� �
n � U�� � �n�� � U� � n � U��� damit existieren u� in U� und "u� in U� mit
n�� � u� � n � U� �und n � "u� � n�� � U��� so da� n�� � v� � n � �n�� � u� � n� � "u�
gilt� Damit haben wir g � v� � n � v� � u� � n � "u� � v�� und wir sind fertig mit
u� 
� "u� � v� � U�� �
Zuletzt zeigen wir noch eine topologische Aussage f�ur die Untergruppen U� und
U� von �GIC� die wir ebenfalls im n�achsten Abschnitt brauchen


Proposition 	��	 Die Untergruppen U� und U� von �GIC sind zusam�
menh�angend und einfach zusammenh�angend�
Insbesondere sind die Untergruppen U� � w �U� �w��� U� � w �U� �w��� U� �
w � U� � w��� und U� � w � U� � w�� f�ur jedes Weylgruppenelement w � W
zusammenh�angend und einfach zusammenh�angend�

Beweis� Nach Proposition ���� sind die Untergruppen U� von �GIC zusam�
menh�angende Banach Lie Gruppen� Wir haben also jeweils nur den einfachen Zu�
sammenhang zu zeigen� In �GoWal	� x �� Lemma ��� wird gezeigt� da� die Loop
Gruppe �GIC �dort mit "Gw bezeichnet� w ist das Gewicht vom nicht�analytischen
Typ� einfach zusammenh�angend ist� Weiterhin wird in Theorem ��� gezeigt� da�
die Produktabbildung Vw � N � A � "Kw nach "Gw ein reell�analytischer Isomor�
phismus von Mannigfaltigkeiten ist� Dies ist die globale Iwasawa Zerlegung in der
Loop Gruppe �GIC mit kompakter� reeller Form K von GIC� Es ist dabei Vw die
Untergruppe U�� aller Loops g in U�� f�ur die g�� � �� � e gilt� und N ist unse�
re unipotente Untergruppe U�� von GIC� Das Produkt dieser Untergruppen ist die
Untergruppe U�� Damit ist nach dem Satz ��� in �GoWal	 U� mit �GIC ebenfalls
einfach zusammenh�angend�

Die Aussagen �uber den Zusammenhang und einfachen Zusammenhang der restlichen
Gruppen folgt mit Proposition ��
� und Lemma ��

� da die Produkte in Gleichung
����� Di�eomorphismen sind� �
Damit haben wir die Vorbereitungen f�ur unsere Iwasawa Zerlegung zusammen�
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��� Die Iwasawa Zerlegung in ungetwisteten Loop

Gruppen

Bevor wir mit der Konstruktion der verallgemeinerten Iwasawa Zerlegung beginnen�
ben�otigen wir noch ein paar weitere Notationen und Bezeichnungen� Diese setzen
die in Abschnitt ��
 getro�enen Notationen fort� Weiterhin benutzen wir die Be�
zeichnungen der Banach Lie Gruppen �GIC� der zugeh�origen Banach Lie Algebren
�gIC und deren Wurzelsysteme $ mit Weyl Gruppe W � wie sie in den De�nitionen
���
� ���� und ���� sowie den Propositionen ���� bis ���� eingef�uhrt wurden�

Notationen und Bezeichnungen�
Es sei a eine maximal abelsche Unteralgebra im �����Eigenraum p der Cartan
Involution 
 auf der einfachen� reellen Lie Algebra g� Weiterhin sei tk ein maxi�
mal abelscher Unterraum des Zentralisators zk�a� von a in k � Fix �
�� Dann ist
tk � a eine maximal abelsche Unteralgebra von g� die via ad halbeinfach auf ganz
g operiert� ist also eine Cartan Unteralgebra� Die Unteralgebra t 
� tk � i � a ist
dann eine maximal abelsche Unteralgebra von u� Es bezeichne T 
� exp�t� den
zugeh�origen maximalen Torus in der kompakten� reellen Form U von GIC�
Die Unteralgebra c 
� �tk � a�IC � tk 	 i � tk 	 a	 i � a ist eine Cartan Unteralgebra
der einfachen� komplexen Lie Algebra gIC� Dann ist C 
� exp�c� die zugeh�orige
Cartan Untergruppe von GIC�

Weiterhin bezeichne $� die Menge aller Wurzeln von gIC bez�uglich der Cartan
Unteralgebra c� sowie W � die zugeh�orige Weyl Gruppe des Wurzelsystems� Es gel�
ten dann die Isomorphismen W � �� N

GIC�c��ZGIC �c�
�� NU�t��ZU �t�� das hei�t� die

Weyl Gruppe W ist isomorph zur Faktorgruppe des Normalisators N
GIC�c� von c

in GIC nach dem Zentralisator unter der Wirkung der adjungierten Darstellung Ad
von GIC beziehungsweise zur Faktorgruppe des Normalisators von t in U nach dem
zugeh�origen Zentralisator�
Nach Proposition ��
� �i� ist cIR 
� i � tk 	 a die kanonische� reelle Form von
c� das hei�t cIR �

P
��	� H�� wobei H� � c durch die Gleichung 	�H�H�� �

��H� ��H � c� de�niert ist� Diese kanonische� reelle Form von c ist invariant unter
� und liegt im Unterraum i�u� insbesondere ist exp 
 cIR � exp�cIR� ein Di�eomor�
phismus� und wir haben die Polar Zerlegung T � cIR � C� �t� X� 
� t � exp�X��
welche ebenfalls ein Di�eomorphismus ist�

Es sei N der Normalisator der Cartan Untergruppe C von GIC in der polynomialen
Loop Gruppe �polGIC� Dann ist N das semidirekte Produkt TT�N

GIC�c� � TT�W ��C�
wobei TT die Gruppe aller Homomorphismen von S� in den maximalen Torus T
bezeichnet� diese Gruppe TT ist in dem semidirekten Produkt der Normalteiler �sie�
he auch Proposition ��
���

Die IC�antilinearen Involutionen � und 
 der Lie Gruppe GIC beziehungsweise gIC

werden auf die Banach Lie Algebra �gIC und die Banach Lie Gruppe �GIC fortge�
setzt� indem wir sie punktweise auf den Loops operieren lassen� Diese Fortsetzungen
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bezeichnen wir wieder mit � beziehungsweise 
� Diese Involutionen sind stetig auf
unseren Loop Gruppen beziehungsweise Algebren� Damit sind ihre Fixpunktgrup�
pen �G und �U abgeschlossene Untergruppen von �GIC� Das Analoge gilt f�ur die
Fixpunktalgebren von � und 
 in �gIC�
Die Menge ��GIC bezeichne die abgeschlossene Untergruppe aller Loops in �GIC�
welche ein holomorphe Fortsetzung in die Einheitskreisscheibe besitzen� es ist also
��GIC � GIC � U� die Menge aller Loops� in deren Fourier Reihe bez�uglich � die
Koe�zieneten zu negativen Exponenten von � verschwinden� �
Wie wir zu Beginn dieses Kapitels schon angedeutet haben� wollen wir in der Loop
Gruppe �GIC ein Vertretersystem der Doppelnebenklassen bez�uglich der Untergrup�
pen �G und ��GIC konstruieren� Bei dieser Konstruktion wird auch ein Verfahren
eingef�uhrt� mit dem man zu gegebenem Loop g��� den Vertreter s��� � �GIC er�
mittelt� f�ur welchen g��� in der Doppelnebenklasse �G � s � ��GIC liegt�
Zun�achst brauchen wir noch ein paar technische Vorbereitungen


De
nition 	��� Es werden mit U�� und U�� die Untergruppen von U� bezie�
hungsweise U� bezeichnet� welche aus allen Loops g��� bestehen� f�ur die g�� �
�� � e beziehungsweise g�� ��� � e gilt�
Mit U�� werden die unipotenten Untergruppen von GIC bezeichnet� deren Lie Alge�
bren u�� die Summe der Wurzelr�aume gIC�� � � 
$�� sind�

Damit haben wir die folgenden Faktorisierungen von U� und U�


Lemma 	��� Es gelten die Faktorisierungen U� � U�� � U�� und
U� � U�� � U���

Beweis� Es sei "w � W � das Weyl Gruppen Element �der Ordnung 
�� welches
die unipotente Gruppe U�� nach U�� konjugiert� das hei�t "w � U�� � "w�� � U���
Dann gelten nach Proposition ��
� und Lemma ��

 die Faktorisierungen
U� � �U� � "w � U� � "w��� � �U� � "w � U� � "w��� und
U� � �U� � "w �U� � "w��� ��U� � "w �U� � "w���� Es ist U�� � U� � "w �U� � "w�� und
U�� � U� � "w �U� � "w��� da "w ein konstanter Loop ist� Die analogen Gleichungen
gelten f�ur U�� und U��� Damit ist die Behaupung gezeigt� �
Mit diesen Gleichungen k�onnen wir die Birkho� Zerlegung aus Proposition ��
� f�ur
unsere Zwecke geeignet modi�zieren


Proposition 	��� Es gilt � �U��� � U��� Weiterhin existiert ein w� � W �� f�ur
welches � �U��� � w��� � U�� � w� gilt� Insbesondere ist

� �U�� � w��� � U� � w�� �����

und es gilt die modi�zierte Birkho
 Zerlegung

�GIC �
�

w�W
� �U�� � w � C � U�� �����

Die Vereinigung ist disjunkt�
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Beweis� Da � nach Konstruktion die Cartan Unteralgebra c von gIC invariant
l�a�t� operiert � auf der Menge aller Wurzelr�aume gIC�� � � $�� und ebenso auf der
Menge aller Systeme positiver Wurzeln von $�� Daher existiert ein w� � W � derart�
da� � �u��� � Ad�w��� ��u

��� gilt� Dies liefert auf der Gruppe GIC die Gleichung
� �U��� � w��� � U�� � w�� wobei wir f�ur w� einen Vertreter aus der zugeh�origen
Nebenklasse von Z

GIC�c� in N
GIC�c� w�ahlen�

Da � punktweise auf �GIC operiert� gilt � �U��� � U��
 Es sei g��� � e �P
k��Ak � �k � U�� die Fourier Reihe eines Loops aus U��� Dann gilt wegen der

Stetigkeit von � die Gleichung � �g���� � e �
P

k�� � �Ak� � ��k � e �
P

k�� � �Ak� �
��k � U���
Zusammen erhalten wir mit Lemma ��
� � �U�� � � �U��� � � �U��� � w��� � U�� �
w� � U�� � w��� � U�� � U�� �w�� da wiederum w� ein konstanter Loop ist�
Mit der Birkho� Zerlegung aus Proposition ��
� erhalten wir schlie�lich
�GIC � w��� � �GIC � w��� � Sw�W U� � w � C � U� �

S
w�W w��� � U� � w � C � U� �S

w�W w��� � U� � w� � w � C � U� �
S
w�W � �U�� � w � C � U�� wobei wir ausnutzen�

da� w� �W � W gilt� �
Die folgende Eindeutigkeitsaussage wird f�ur uns von gro�er Bedeutung sein


Proposition 	��
 Es seien vi� ui in U� und ni aus der Gruppe N � W � C
�i � �� 
� derart� da� � �v�� � n� � u� � � �v�� � n� � u� gilt� Dann ist n� � n��

Beweis� Nach Proposition ��
� existieren x�� x� in U�� so da� � �vi� � w��� �xi�w�

f�ur i � �� 
 gilt� Weiterhin existiert ein c in der Cartan Untergruppe C so da�
n� � n� � c gilt� da die Vereinigung in Gleichung ����� disjunkt ist� Wir setzen
v� 
� w��� � x��� � x� � w� und u� 
� u� � u��� � sowie n 
� n�� Dann wird die
gegebene Gleichung zu �w� � n��� � v� � �w� � n� � c � u�� Die linke Seite dieser Glei�
chung hat nach Proposition ��
� eine Faktorisierung y� � y� � U� � U�� Damit gilt
U� � y� � c � �u� � y��� � � C �U� � B�� Da der Schnitt von B� und U� trivial
ist� folgt y� � e� Da auch C � U� � feg gilt� folgt c � e� und die Behauptung
ist gezeigt� �
F�ur unsere Iwasawa Zerlegung ben�otigen wir eine eindeutige Zerlegung in der modi�
�zierten Birkho� Zerlegung aus Gleichung ������ Diese werden wir auf die eindeutige
��U�NU��Zerlegung� aus Proposition ��
� zur�uckspielen�
Zun�achst noch ein Lemma


Lemma 	��� Es sei v� � U� und n � N � Dann existieren r�� r� in U�� so da�
n � r� � n�� in � �U�� und n � r� � n�� in � �U�� liegt� und v� � r� � r� gilt�

Beweis� Im ersten Schritt wollen wir sehen� da� das Element n � v� � n�� in der
Menge � �U� � U�� liegt� oder �aquivalent� da� � �n� � � �v�� � � �n��� � U� � U�

gilt
 Nach Gleichung ����� aus Proposition ��
� existiert ein r� in U�� so da�
� �v�� � w��� �r� �w� gilt� Mit "n 
� � �n� �w��� � N �� l�a�t die Cartan Untergruppe
C invariant� also auch N� erhalten wir die Gleichung � �n � v� � n��� � "n � r� � "n���
Nach Proposition ��
� und Lemma ��

 existieren s� � U� � "n � U� � "n�� und
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s� � U� � "n � U� � "n��� so da� "n � r� � "n�� � s� � s� gilt�
Zusammen liefert dies die Faktorisierung n � v� � n�� � � �s�� � � �s�� mit � �s�� �
� �U�� � n � U� � n�� und � �s�� � � �U�� � n � U� � n��� weil � �"nU�"n��� �
n � � �w��� �U� �w�� �n�� � n � � �� �U��� �n�� � nU�n�� gilt� Setzen wir schlie�lich
r� 
� n�� � � �s�� � n und r� 
� n�� � � �s�� � n� so erhalten wir v� � r� � r� mit
r�� r� � U� sowie n � r� �n�� in � �U�� und n � r� �n�� in � �U��� wie gefordert� �
Nun kommen wir zu der angek�undigten Aussage


Proposition 	��� Es sei y � �GIC� Dann existieren s� und r� in U� und ein
n � N � so da� y � � �s�� � n � r� gilt� und n � r� � n�� in � �U�� liegt�
Diese Zerlegung ist eindeutig�

Beweis� Wir zeigen zun�achst die Existenz der gew�unschten Zerlegung

Nach Proposition ��
� existieren "s�� "r� � U� und ein n in N � so da� y �
� �"s�� � n � "r�� Wir faktorisieren das Element "r� nach Lemma ��
�
 "r� � r� �
r�� r�� r� � U� und n � r� � n�� � � �U�� sowie n � r� � n�� � � �U��� Dann ist
y � � �"s�� � �n � r� �n��� �n � r�� Setzen wir s� 
� � �� �"s�� �n � r� �n��� und r� 
� r��
so ist y � � �s�� �n � r�� und es gilt s�� r� � U� mit der gew�unschten Eigenschaft
an r��

Nun kommen wir zur Eindeutigkeit dieser Zerlegung

Nach Proposition ��
� ist das Element n aus dem Normalisator N in einer wie
oben konstruierten Zerlegung in jedem Fall eindeutig� Wir k�onnen zum Beweis der
Eindeutigkeit also wie folgt ansetzen
 Es seien s

�i�
� � r

�i�
� � U� �i � �� 
� und n � N

so da� � �s
���
� � �n � r���� � � �s

���
� � �n � r���� gilt sowie n � r�i�� �n�� � � �U�� f�ur i � �� 
�

Wir setzen s� 
� �s���� �
�� � s���� � U� und r� 
� r

���
� � �r���� �

�� � U�� dann liegt
wieder n � r� � n�� in � �U��� und wir haben die Gleichung � �s�� � n � n � r��
Folglich haben wir � �s�� � n � r� � n�� � � �U��� Da � �U�� � � �U�� trivial ist�
folgt s� � e � r�� und die Eindeutigkeit ist gezeigt� �
Wir wollen nun das Rezept vorstellen� wie wir ein Vertretersystem der Doppelne�
benklassen konstruieren� Dazu brauchen wir zun�achst eine De�nition


De
nition 	��� Ein Loop x � �GIC hei�t � �symmetrisch� wenn � �x� � x�� gilt�
Die Menge aller � �symmetrischen Elemente in �GIC hei�e T �
Insbesondere ist f� �g��� � g 
 g � �GICg eine Teilmenge von T �
Bemerkung zu De
nition 	���
Der Begri� der � �symmetrischen Elemente kommt vom analogen Ausdruck in den
endlichdimensionalen Lie Gruppen und verallgemeinert dort den Begri� der 
�
symmetrischen Elemente� sofern 
 eine Cartan Involution einer endlichdimensio�
nalen� halbeinfachen� reellen oder komplexen Lie Gruppe ist
 Auf den Lie Grup�
pen SL�n� IR� und SL�n� IC� ist 
�g� � ��gT ��� die kanonische Cartan Invo�
lution beziehungsweise 
�X� � � �XT auf den zugeh�origen Lie Algebren� Dann
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sind die 
�symmetrischen Matrizen die Menge aller reellen� symmetrischen be�
ziehungsweise aller hermitschen Matrizen mit Determinante �� Die Menge aller

�g����g �g � SL�n� IR� oder SL�n� IC�� sind hierin die positiv de�niten Matrizen�
Dies ist die Zusammenhangskomponente des neutralen Elements der Untermannig�
faltigkeit aller 
�symmetrischen Elemente� �
Nun k�onnen wir das Konzept ausf�uhren� Die Idee f�ur dieses Vorgehen stammt von
Prof� Dorfmeister


Konzept� Die Untergruppe ��GIC operiert auf der Menge T aller � �
symmetrischen Elemente verm�oge �g� x� 
� � �g��� �x �g� Wir werden unter anderem
ein �diskretes� Vertretersystem der Bahnen dieser Operation konstruieren�
Wir gehen dazu wie folgt vor
 Zu einem beliebigen Loop g � �GIC zerlegen wir das
� �symmetrische Element x 
� � �g��� �g bez�uglich der Faktorisierung � �U���N �U�

von �GIC� Dann ist das Mittelelement n � N wegen Proposition ��
� selbst � �
symmetrisch� Wir konstruieren ein Element u� � U�� so da� � �u���� � x � u� � n
gilt�
Im n�achsten Schritt �nden wir einen konstanten Loop y � GIC derart� da�
� �y��� � n � y � t��� in der �diskreten� Gruppe aller Homomorphismen der S� in
einen maximalen Torus T der maximal kompakten Untergruppe U von GIC liegt�
Im letzten Schritt wird ein Loop s � �GIC konstruiert� der t��� � �symmetrisch
splittet� das hei�t t � � �s��� � s�
Zusammen erhalten wir die Gleichung
� �u�� � � �y� � � �s��� � s � y�� � u��� � x � � �g��� � g�
Diese zeigt sofort� da� h 
� g �u��y �s von � �xiert wird� also in der Gruppe �G al�
ler� bez�uglich � reellen Loops liegt� Folglich ist g � h�s����y���u��� � � �G�s���GIC�
An einem Beispiel werden wir sehen� da� sich nicht alle � �symmetrischen Loops
� �symmetrisch splitten lassen� Das Verfahren wird zeigen� da� dies genau daran
scheitern kann� da� nicht alle � �symmetrischen Homomorphismen in maximale Tori
splittbar sind� Wir k�onnen sogar anhand der reellen Form G von GIC charakteri�
sieren� wann dieser Fall eintreten kann� �
Nach dem Konzept gehen wir im folgenden stets von � �symmetrischen Loops aus�
die wir mittels der Operation von ��GIC auf T auf ein Element in N reduzieren


Satz 	��� Es sei x � �GIC ein � �symmetrischer Loop� Dann existieren Elemente
n � N und r� v � U�� so da� die Gleichungen

� �r� � x � r�� � n � v�
� �n� � n�� und n � v � n�� � � �v���

�����

gelten�

Beweis� Es sei x � � �v�� �n �r� die eindeutige Zerlegung von x nach Proposition
����� das hei�t v�� r� liegen in U�� und es gilt n � r� � n�� � � �U���
Nach Voraussetzung gilt dann � �v�� �n � r� � x � � �x��� � � �r���� � � �n��� �v��� �
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Die rechte Seite hat im allgemeinen nicht die Eigenschaft aus Proposition ����� Aber
nach Proposition ��
� gilt n � � �n���� und wir erhalten die Gleichung � �v�� � n �
r� � � �r���� �n �v��� � Nun splitten wir das Element v��� � U� gem�a� Lemma ��
��
das hei�t� wir erhalten v�� v� � U�� so da� n�v��n�� � � �U��� n�v� �n�� � � �U��
und v��� � v� � v� gilt� Damit erhalten wir die Gleichung x � � �r���� � n � v��� �
�� �r���� �n�v��n����n�v�� Dies ist wieder die Zerlegung von x nach Proposition �����
mit der Eindeutigkeitsaussage in dieser Proposition schlie�en wir die Gleichungen
r� � v� und � �v�� � � �r���� � n � v� � n��� Die zweite Gleichung ist �aquivalent zu
� �r� � v�� � n � v� �n��� Da � �n��� � n gilt� folgt � �v�� � � �v� � v�� � n � v� �n��
und v��� � r��� � v��� � v��� � v��
Zusammen erhalten wir � �r�� � x � r��� � � �r�� � �� �r���� � n � v��� � � r��� � n � v��
mit � �n��� � n und n � v� � n�� � � �v��

��� �
Bemerkung 	��� �i� Die Zerlegung n � v des Elements � �r�� � x � r��� aus dem
letzten Satz ist genau dann die eindeutige Zerlegung aus Proposition ����� wenn
v � e gilt� da n � v � n�� � � �v��� � � �U�� ist und � �U�� � � �U�� trivial ist�
Die Zerlegung �n � v � n��� � n � e � � �U�� �N ist dagegen stets die Zerlegung aus
Proposition �����

�ii� Wenn wir ein � �symmetrisches n � N gegeben haben� und ein v � U� derart�
da� n � v wieder � �symmetrisch ist� dann folgt die Gleichung
n � v � n�� � � �v���� �
Wir werden f�ur das folgende eine weitere Involution von �GIC einf�uhren


Lemma 	��	 Es sei n � N ein �xiertes � �symmetrisches Element� Dann wird
auf �GIC durch


�g� 
� � �n � g � n���� g � �GIC

eine stetige� di
erenzierbare Involution de�niert� Ihre Ableitung d
 
 �gIC � �gIC

ist gegeben durch d
�X� � � �Ad�n�X��
Es sei U�� 
� fq � U� 
 
�q� � U�g � U� � 
�U��� Dies ist eine 
�invariante
Untergruppe von U�	
es gilt U�� � U� � �w� � n��� � U� � �w� � n� mit dem Weyl Gruppen Element
w� � W � aus Proposition ����� Die Untergruppe U�� ist zusammenh�angende
und einfach zusammenh�angende� nilpotente Lie Gruppe mit Lie Algebra u�� �
u� � Ad�w� � n����u��� Sie ist endlichdimensional�
Insbesondere ist die Exponentialabbildung von u�� nach U�� ein surjektiver Dif�
feomorphismus�

Beweis� Es ist 
�
�g� � � �n �� �n �g �n��� �n��� � n�� �� �� �n �g �n���� �n�� � g�
Die Stetigkeit und Di�erenzierbarkeit von 
 folgt� da � stetig und di�erenzierbar
ist und ebenso Konjugation mit Gruppenelementen�
Die 
�Invarianz der Gruppe U�� und der Lie Algebra u�� sind klar� Ebenso ist
klar� da� u�� die Lie Algebra von U�� ist�
Weiterhin gilt U�� � U� �
�U�� � U� � n�� �� �U�� �n � U� � n�� � �w��� �U� �
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w�� � n � U� � �w� � n��� � U� � �w� � n�� Damit folgt� da� U�� endlichdimensional
ist� Nach Proposition ��
� und Lemma ��

 gilt U� � �U� � �w� � n��� � U� �
�w� � n�� � �U� � �w� � n��� � U� � �w� � n�� Wieder nach Proposition ��
� ist dieses
Produkt ein Di�eomorphismus auf die Gruppe U�� welche nach Proposition ��
�
zusammenh�angend und einfach zusammenh�angend ist� Dies gilt damit auch f�ur die
beiden Faktoren� insbesondere f�ur die endlichdimensionale� nilpotente Lie Gruppe
U��� Nach �HilNe	� Kapitel III� Satz ��
�� und Korollar ��
� ist damit die Exponen�
tialabbildung exp 
 u�� � U�� ein Di�eomorphismus� �
Bemerkung� Die Gleichung 
�U�� � �w� � n��� � U� � �w� � n� gilt nicht ele�
mentweise� da Konjugation mit dem Weyl Gruppenelement w� � N�C nur auf
der ganzen Untergruppe U� wohlde�niert ist� Bei elementweiser Konjugation ist
w� � v � w��� � v � U� nat�urlich abh�angig vom gew�ahlten Vertreter w�� �
Wir zerlegen nun die nilpotente Lie Algebra u�� in ihre �
���Eigenr�aume bez�uglich
der Involution d

 u�� � u������ 	 u������� Damit gilt das Lemma


Lemma 	��� Die Menge aller 
�symmetrischen Elemente in U�� ist genau
exp�u��������

Beweis� Ist X in u������� so gilt 
�exp�X�� � exp�d
�X�� � exp��X� �
�exp�X����� und exp�X� ist 
�symmetrisches Element von U���
Es sei umgekehrt g 
�symmetrisch in U��� Da die Exponentialabbildung surjektiv
ist auf U��� existiert ein Y in u��� so da� g � exp�Y � gilt� Dann haben wir
exp�d
�Y �� � 
�g� � g�� � exp��Y �� Da die Exponentialabbildung auch injek�
tiv ist� folgt d
�Y � � �Y � und das Lemma ist gezeigt� �
Nun k�onnen wir den n�achsten Reduktionschritt durchf�uhren


Proposition 	��� Es sei n ein � �symmetrisches Element in der Gruppe N und
v in U�� so da� x 
� n � v wieder � �symmetrisch ist� Dann existiert ein Loop g
in der Untergruppe U�� so da� � �g��� � x � g � n gilt�

Beweis� Nach Bemerkung ���� �ii� gilt f�ur x die Gleichung n � v � n�� � � �v����
das hei�t 
�v� � v��� Der Loop v liegt damit automatisch in U�� und ist

�symmetrisch� Nach Lemma ���� existiert ein V in u������� das unter der Expo�
nentialabbildung auf v geht� Nun setzten wir g 
� exp���

� � V � und rechnen

� �g����x�g � � �exp���V ���n�exp�V ��exp���

�V � � n�� �n�exp���V ��n����exp���V � �
n � 
�exp��

�
V �� � exp��

�
V � � n � exp�d
��

�
V �� � exp��

�
V � �

n � exp���
�V � � exp���V � � n� �

Es wird also die Reduktion des Elements x � n � v auf n vorgenommen mit einer

�symmetrischen Quadratwurzel von v in U���
Von jetzt an haben wir es also nur noch mit � �symmetrischen Elementen in der
Gruppe N � dem Zentralisator der Cartan Untergruppe C in der polynomialen Loop
Gruppe �polGIC� zu tun�
Nach den einf�uhrenden Notationen und Bezeichnungen in diesem Abschnitt ��� hat
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jedes n � N eine Faktorisierung n � p�h�t� wobei t � t��� � TT ein Homomorphis�
mus der S� in den maximalen Torus T von U ist� p ein Element des Normalisators
von t in U ist und h in der Cartan Untergruppe C von GIC liegt� Diese Zerlegung
ist nicht eindeutig� da NU �t� � C � T nicht trivial ist� Der Homomorphismus t
hingegen ist eindeutig
 Ist n � p� �h� �t� � p� �h� �t�� so ist t� �t��� � h��� �p��� �p� �h�
ein konstanter Homomorphismus der S� nach T � also gleich dem neutralen Element
e� Nun werden wir Eindeutigkeit in der ganzen Faktorisierung herstellen


Lemma 	��� Zu jedem n � N existieren q � NU �t�� H� � cIR und t � TT� so
da� n � q � exp�H�� � t gilt� Diese Zerlegung ist eindeutig�

Beweis� n besitzt eine Zerlegung n � p � h � t� wie oben beschrieben� Wegen der
Polarzerlegung C � T � exp�cIR� existieren eindeutige h� � T und H� � cIR� so
da� h � h� � exp�H��� Wir setzen q 
� p � h�� Dann ist wieder q � NU�t�� und
wir haben die gew�unschte Zerlegung n � q � exp�H�� � t�
Der Homomorphismus t ist wie oben gezeigt eindeutig� Folglich ist f�ur die Ein�
deutigkeit der ganzen Zerlegung nur q� � exp�H�� � q� � exp�H�� anzusetzen� Da
H�� H� nach Voraussetzung in cIR � i � u liegen� zeigt bereits die Polar Zerlegung
GIC � U �exp�i�u� der ganzen Lie Gruppe auch hier die Eindeutigkeit von q � NU�t�
und H � cIR� �
Diese eindeutige Zerlegung wenden wir jetzt nat�urlich auf � �symmetrische n � N
an


Proposition 	��
 Es sei n � N � �symmetrisch und n � q � exp�H�� � t sei�
ne eindeutige Zerlegung nach Lemma ����� Dann gelten die Gleichungen q �
� �q���� t � � �q � t�� � q��� und H� � � �Ad�q���H����

Beweis� Es gilt nach Voraussetzung q � exp�H�� � t � n � � �n��� � � �t��� �
� �exp�H��� � � �q��� � � �q��� � � �q � exp��H�� � q��� � � �q � t � q���� Wenn gezeigt ist�
da� der letzte Term wieder die Zerlegung aus ���� ist� so folgt die Behauptung mit
der Eindeutigkeit
 � l�a�t die Gruppe NU �t� invariant� da t und U invariant sind
unter � � folglich ist � �q��� wieder in NU�t�� Weiterhin l�a�t Ad�q� die Unteralgebra
cIR invariant� weil i � u und die Cartan Unteralgebra c darunter invariant sind
�q � U�� Folglich ist auch exp�� �Ad�q���H���� wieder in exp�cIR�� Schlie�lich ist
auch � �q � t � q��� wieder ein Homomorphismus der S� in den maximalen Torus T �
da q � T � q�� � C � U � T und � �T � � T gilt� �
Jetzt k�onnen wir unser Element n �ahnlich wie in Proposition ���� � �symmetrisch
reduzieren auf einen Loop in �U 


Proposition 	��� Es sei n � N � �symmetrisch und n � q � exp�H�� � t seine
Zerlegung nach Lemma ����� Dann liegt n in der Bahn von q �t unter der Operation
von ��GIC

Beweis� Der Beweis wird durch die folgende Rechnung gef�uhrt� wobei wir die
Gleichungen aus der letzten Propositon verwenden
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� �exp���
�
H����� �n�exp���

�
H�� � q�� �q�exp��

�
H���q����exp�H���t�exp���

�
H�� �

q � exp�� �Ad�q���
�
H���� � exp���

�
H�� � t � q � exp���

�
H�� � exp���

�
H�� � t � q � t� �

Bis jetzt haben wir also gezeigt� da� jeder � �symmetrische Loop x � �GIC unter der
Operation von ��GIC auf der Menge T aller � �symmetrischen Loops in der Bahn
eines Elements q � t liegt� wobei q in NU�t� und t in T liegt� und die Gleichungen
q � � �q��� und t�� � � �q � t � q��� gelten� F�ur die n�achsten Reduktionsschritte
ben�otigen wir nicht nur die Voraussetzung� da� x � �symmetrisch ist� sondern auch�
da� ein Loop g in �GIC existiert� der x splittet� das hei�t x � � �g��� � g� Die
� �symmetrischen und in �GIC splittbaren Loops sind nat�urlich die Vereinigung von
vollen Bahnen der Operation von ��GIC auf T �
Satz 	�	� Es sei n � q �t � �symmetrisch in der Faktorisierung� die in Proposition
���� konstruiert wurde� Dann hat q eine � �symmetrische Splittung in der maximal
kompakten Untergruppe U von GIC� das hei�t� es existiert ein r� � U � so da�
q � � �r���� � r� gilt�

Beweis� Nach Voraussetzung existiert ein Loop g in �GIC� so da� � �g��� �g � q � t�
Da die Wirkung von � auf unsere Loop Gruppe punktweise ist� und ebenso die Ver�
kn�upfung in der Loop Gruppe� vertauschen � und Inversenbildung mit der Punkt�
auswertung � 
� �� � S�� Weil t�� � �� � e gilt� folgt die Existenz eines Elements
r in GIC� so da� q � � �r��� � r gilt� Dann bekommen wir die folgende Gleichung

� �r��� � r � q � 
�q� � 
�� �q���� � 
 � � �� �r��� � r��� � 
 � � �r�� � � �r�� �
� �
�r���� � � �
�� �r��� � � �
�r���� � 
�r��
Dies ist �aquivalent zur Gleichung r � 
�r��� � � �r � 
�r����� Daher existiert ein f
in Fix �� �� so da� 
�r� � f � r� Dieses f ist 
�symmetrisch� da f � 
�r� � r���
Nun zerlegen wir das Element r bez�uglich der Polar Zerlegung in GIC� Das hei�t�
wir �nden Elemente U in u �� Fix �
� in gIC� und r� in der maximal kompakten
Untergruppe U von GIC� so da� r � exp�i�U��r� gilt� Dies liefert f � 
�r��r�� �
�exp��i � U� � r�� � �exp�i � U� � r���� � exp��i � U� � exp��i � U� � exp��
 � i � U��
Wir setzen F 
� �
 � i � U und schlie�en exp�F � � f � � �f� � exp�� �F ��� Da
die Exponentialabbildung auf dem �� �invarianten� Unterraum i �u injektiv ist� folgt
� �F � � F � Damit wird auch r� 
� exp�i � U� � exp���

�F � von � �xiert� Zusam�
men erhalten wir q � � �r��� �r � � �r� �r���� �r� �r� � � �r���� �� �r���� �r� �r� �
� �r���� � r� und sind fertig� �
Bemerkung� Das Element r welches q in GIC � �symmetrisch splittet� k�onnen wir
direkt ermitteln� sofern das � �symmetrische Element x von der Form � �g��� � g ist

Wir haben n�amlich in dem Verfahren einen Loop z bestimmt� f�ur den � �z��� �x�z �
q � t gilt� Dann ist q � � �r��� � r mit r 
� g � zj��� �
Nun werden wir die letzte Reduktion bez�uglich der Operation von ��GIC vorneh�
men� Dies wird uns Homomorphismen in einen �anderen� maximalen Torus von U
liefern
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Proposition 	�	� Es sei n � N � �symmetrisch und � �symmetrisch splittbar
in �GIC� Weiterhin sei n � q � t die Zerlegung nach Proposition ���� und
q � � �r���� � r� mit r� � U nach Satz ����� Dann ist � �r�� �n � r��� � r� � t � r���
ein Homomorphismus der S� in den maximalem Torus r� �T �r��� � Dieser ist wieder
� �invariant�

Beweis� Es ist � �r�� � n � r��� � � �r�� � q � t � r��� � r� � t � r��� �
O�ensichtlich ist r� � t � r��� ein Homomorphismus in die Gruppe r� �T � r��� � Da r�
in U liegt� ist r� � T � r��� wieder ein maximaler Torus�
Dieser ist auch � �invariant
 � �r� �T �r��� � � � �r���T �� �r���� � r� �q���T �q �r��� �
r� � T � r��� � weil q den Torus T normalisiert�
Der Homomorphismus r� � t � r��� ist mit n nat�urlich wieder � �symmetrisch und
splittbar� �
Wir haben es also nun nur noch zu tun mit � �symmetrischen Homomorphismen in
maximale Tori� die � �invariant sind� Bevor wir uns daran machen� solche Homomor�
phismen � �symmetrisch in �GIC zu splitten� m�ussen wir noch ein wichtiges Problem
l�osen

Wenn wir ein � �symmetrisches und splittbares n � q �t � N in der Zerlegung nach
Proposition ���� gegeben haben� so existieren im allgemeinen �uberabz�ahlbar viele
Elemente c im maximalen Torus T � so da� n� 
� q �c � t wieder � �symmetrisch und
splittbar ist� Ein Beispiel f�ur diesen Fall geben wir unten� Die in Proposition ����
konstruierten r� in U liefern damit �uberabz�ahlbar viele maximale Tori r� �T � r���
in U � Es sind aber tats�achlich nur endlich viele


Satz 	�	� Es sei n � q � t ein � �symmetrisches und splittbares Element von N
in der Faktorisierung aus Proposition ����� sowie r� � U �aus Satz ����� mit
q � � �r���� � r��
Weiterhin sei c � T derart� da� n �c �� q �c �t� wieder � �symmetrisch und splittbar
ist� Dann existiert ein s in T � 
� r� �T �r��� von der Ordnung �� so da� r� �t�r��� �s
in der Bahn der Operation von ��GIC des Elements n � c liegt�
Die Anzahl der Elemente der Ordnung � in T � ist 
l��� wobei l gleich der M�achtig�
keit eines Systems einfacher Wurzeln des Wurzelsystems $� von gIC ist�

Beweis� Das Element n � q �c �t liegt in der ��GIC�Bahn von � �r�� �q �c �t �r��� �
r� � c � t � r��� � �r� � c � r��� � � �r� � t � r��� � � T � �TT�� wobei TT� � r� �TT � r��� gesetzt
wird� Weiter sei c� 
� r� � c � r��� und t� 
� r� � t � r��� �
Nach Proposition ���� ist der maximale Torus T � � �invariant� desselben seine Lie
Algebra t� � u� Dann ist c� 
� t� 	 i � t� eine � �invariante Cartan Unteralgebra mit
kanonischer� reeller Form c�IR � i � t�� Es existiert ein H in t� mit c� � exp�H��
Mit dem Element n � c ist auch t� � c� � �symmetrisch und splittbar� Da t� und
c� vertauschen� gilt dasselbe f�ur c�� Insbesondere ist e � � �c�� � c� � exp�� �H�� �
exp�H� � exp�� �H� �H�� Nun k�onnen wir das Element t� � c� mit einem Element
aus T � � �symmetrisch ab�andern
 t� � c� 
� � �exp���

�H��
�� � t� � c� � exp���

�H� � t� �
exp���

�� �H���exp�H��exp���
�H� � t��exp��� ��H�� �H���� Es ist exp��� ��H�� �H���
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gleich e oder hat Ordnung 
� und liegt in T ��

Es ist t� �
Q
���� exp�i � IR � H�� �� �S��l� Damit hat jeder maximale Torus 
l

Elemente� deren Quadrat e ist� �
Bemerkung 	�	� Mit dem letzten Satz haben wir also ein diskretes Vertretersy�
stem der � �symmetrischen und splittbaren Elemente unter der Operation von ��GIC

indem wir wie folgt vorgehen
 Wir suchen in jeder Doppelnebenklasse von unserem
�xierten� maximalen Torus T in NU�t� nach einem Vertreter q� der � �symmetrisch
und splittbar ist� Dies sind �aller�� h�ochstens jW �j viele� Zu jedem solchen q er�
mitteln wir ein r� in U nach Satz ����� welches q splittet
 q � � �r���� � r��
Dann berechnen wir alle Homomorphismen t��� � TT� die t�� � � �q � t � q���
gen�ugen� Diese Eigenschaft eines Homomorphismus ist nat�urlich unabh�angig von
gew�ahlten Vertreter q� das hei�t� sie ist nur von der Nebenklasse q � T abh�angig�
Die Menge aller solchen Homomorphismen ist eine Untergruppe von TT ��� �ZZ�l��
also isomorph zu einem �ZZ�k mit � � k � l� Insbesondere ist dies eine diskrete
Menge�

Zuletzt berechnen wir alle Elemente s in T � 
� r� � T � r��� der Ordnung 
� wel�
che � �symmetrisch und splittbar sind� Mit t� 
� r� � t � r��� ist dann das Element
s � t� � t� � s � TT� � T �� Wenn diese Element s eine Splittung in T � besitzt� so
k�onnen wir s � t� � �symmetrisch �mit ��GIC� reduzieren auf den Homomorphismus
t� � TT�� Andernfalls behandeln wir das Element s � t� noch einmal mit Satz �����
das hei�t wir �nden ein r�� in U � soda� s � � �r���

�� � r�� gilt� dann reduzieren wir
s � t� 
� � �r��� � s � t� � �r����� � r�� � t� � �r����� � TT�� 
� �r�� � r�� � TT � �r�� � r�����
Die Aussage des Satzes ���
 ist� da� die Anzahl der so entstehenden maximalem
Tori h�ochstens gleich der M�achtigkeit der Weyl Gruppe W � �� NU�t��T mal der
Anzahl der Elemente der Ordnung 
 und � in einem maximalen Torus ist� das hei�t
h�ochstens jW �j � 
l� Insgesamt erhalten wir eine diskrete� h�ochstens abz�ahlbar unend�
liche Menge von Homomorphismen der S� in endlich viele� verschiedene� maximale
Tori derart� da� jeder � �symmetrische und splittbare Loop bez�uglich der Operation
von ��GIC in der Bahn eines der konstruierten Homomorphismen liegt� �
Es folgen jetzt zwei
Beispiele�
�i� Wir setzen GIC � SL�
� IC� und de�nieren

� �g� 
�

�
� �
� ��

�
� �gT�� �

�
� �
� ��

�
g � SL�
� IC��

Weiterhin nehmen wir die kanonische Cartan Involution 
�g� 
� ��g�T�� die mit �
vertauscht�
Als Cartan Untergruppe C w�ahlen wir die Diagonalmatrizen in SL�
� IC�� Wir neh�
men f�ur q ein triviales Weyl Gruppenelement� Die Homomorphismen der S� in
den maximalen Torus T � SU�
� � C sind von der Gestalt diag��k� ��k�� k � ZZ�
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und nur der triviale ist � �symmetrisch� Nach Satz ���
 brauchen wir nur nach den
Elementen der Ordnung 
 und � in T zu suchen� die � � symmetrisch und splittbar
sind� Dies ist neben dem neutralen Element nur die Matrix c 
� diag��������
Diese Matrix hat weder im Torus T noch in C eine Splittung� wie man sofort
errechnet� Es gilt aber die Gleichung

�

�
� �
�� �

�
�

�
� �
�� �

�
�
� �� �
� ��

�

Dies ist also die Matrix r� in U � SU�
�� die c splittet�

�ii� Im zweiten Beispiel gehen wir von der Gruppe GIC � SL��� IC� aus mit der
reellen Form G � SL��� IR�� es ist also � �g� � �g� Als Cartan Involution w�ahlen wir
wieder 
�g� � ��g�T�� auf GIC� beziehungsweise 
�X� � � �XT auf der zugeh�origen
Lie Algebra gIC � sl��� IC�� Die Cartan Unteralgebra c beziehungsweise Cartan
Untergruppe C seien wieder die Diagonalmatrizen in gIC beziehungsweise GIC�
Wir greifen uns diesmal als Weyl Gruppenelement die Spiegelung an der Wurzel
���� heraus� w�ahlen einen Vertreter q in der zugeh�origen Nebenklasse von T �
C � SU��� im Normalisator von t � c � su��� in U � SU���� der � �symmetrisch
und splittbar ist� Ein solcher ist gegeben mit

q �

	
B
 � � �
� � �
� � ��

�
CA � NU �t�

Die Gruppe aller Homomorphismen der S� nach T � die der Gleichung t�� � � �q �
t � q��� gen�ugen� ist dann fdiag��k� �k� ���k� 
 k � ZZg�
Eine Splittung des Weyl Gruppenelements q der Gestalt q � � �r���� � r� ist
gegeben mit

r� �
�p


�
	
B
 � � �
�i i �

� � �i � p


�
CA � SU����

Wir bestimmen nun zun�achst alle Elemente c in T � f�ur welche q � c wieder � �
symmetrisch ist� Eine kurze Rechnung zeigt� da� dies die Gruppe fdiag��� �� ���� 

� � S�g ist�
Diese Elemente vertauschen �in diesem Fall� alle mit q und lassen sich � �
symmetrisch in T splitten� es ist n�amlich � �b��� �b � diag��� �� ���� mit der eben�
falls � �symmetrischen Matrix diag�

p
��
p
�� ���� mit einer fest gew�ahlten Wurzelp

� von � � S�� Wir haben also zumWeyl Gruppenelement q die � �symmetrischen
Homomorphismen r� � t � r��� � r� � TT � r��� mit t � diag��k� �k� ���k� �k � ZZ�
ermittelt� �
Nun kommen wir zum letzten Schritt� Eine weitere Reduktion der � �symmetrischen
Homomorphismen ist jetzt nicht mehr m�oglich� Wir sind nun in der folgenden Aus�
gangslage
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Es ist T ein � �invarianter� maximaler Torus der maximal kompakten Untergruppe
U von GIC� und wir haben einen Homomorphismus der S� nach T gegeben� der
� �symmetrisch ist� Die Lie Algebra von T sei t� und c 
� t 	 i � t die zugeh�orige
Cartan Unteralgebra von gIC mit kanonischer� reeller Form cIR � i � t�
Den � �symmetrischen Homomorphismus t wollen wir nun in der vollen Loop Grup�
pe �GIC � �symmetrisch splitten� Wir werden sehen� da� dies nicht immer m�oglich
ist� aber wir haben ein hinreichendes Kriterium� welches nur von der gew�ahlten�
reellen Form G von GIC abh�angt und sicherstellt� wann die Splittung der Homo�
morphismen immer m�oglich ist� Zun�achst brauchen wir noch etwas Vorbereitung
�siehe �Helg	� Chapter VII� x �� Lemma ��� und Corollar ����

Proposition 	�		 Es sei te 
� fT � t 
 exp�T � � eg das sogenannte Einheitsgit�
ter in t� Dies ist eine endlich erzeugte� abelsche Gruppe vom Rang dimIR�t� � l�
Es existieren Elemente C�� � � � � Cl in cIR� so da� f
�iC�� � � � � 
�iClg eine Basis
des Gitters te ist�
Es sei f�ur jedes � � $� das Element H� de�niert durch 	�H�H�� � ��H� �H �
c� Dann ist cIR �

P
��	� IR �H� und die von der Menge f�
�i� �

�����
�H� 
 � � $�g

erzeugte� additive Gruppe t	� ist ein Untergitter des Einheitsgitters te� wobei das
Skalarprodukt aus ��� �� 
� 	�H��H�� kommt�
Wenn die maximal kompakte Untergruppe U von GIC einfach zusammenh�angend
ist� so sind die Gitter gleich � t	� � te� In diesem Fall ist f 
�	�i

�����
�H� 
 � � !�g

eine Basis von te� wobei !� eine Basis des Wurzelsystems $� sei�

Es existiert noch ein weiteres interessantes Gitter in t
 Wir setzen t�u� � fH � t 

exp�H� � Zg� wobei Z das Zentrum von GIC bezeichne� �dies liegt bekanntlich stets
in U�� Dann gilt �siehe �Helg	� Ch VII� x �� Lemma ����
 t�u� � fH � t 
 ��H� �

 � � � iZZg� Insbesondere ist te ein Untergitter von t�u�� und dieses ist unabh�angig
von der kompakten Lie Gruppe U � deren Lie Algebra u ist�
Das Einheitsgitter te h�angt dagegen von der gew�ahlten Lie Gruppe U zur Lie Al�
gebra u ab� das Einheitsgitter und t�u� stimmen genau dann �uberein� wenn das
Zentrum von U trivial ist�

Beispiel� Die kompakte Gruppe SU�n� ist f�ur n � 
 einfach zusammenh�angend�
In der Komplexi�zierung sl�n� IC� der zugeh�origen Lie Algebra su�n� ist die Kil�
ling Form gegeben durch 	�X�Y � � 
n � Spur�X � Y �� Wir nehmen die Diago�
nalmatrizen in sl�n� IC� als Cartan Unteralgebra und betrachten die Linearformen
ei�diag�z�� � � � � zn�� � zi� Dann sind die Wurzeln gegeben mit �ij � ei � ej i �� j�
Wir setzen an H�i�j � xi�j � �Eii � Ejj�� Dann erhalten wir mit � � �ij die Glei�
chung 
xij � ��H�� � ����� � 	�H��H�� � 
n � Spur�H�

�� � 
n � 
x�ij� Dies
liefert xij �

�
�n
und ����� � �

n
f�ur alle i �� j� Damit ist �

�����
�H� � Eii � Ejj�

Es ist also 
�	�i
����� � H� � 
 � � � i � �Eii � Ejj� f�ur � � �ij � Wir k�onnen f�ur die

Basis des Gitters te nach Proposition ���� folglich Ck 
� 
�i � �Ekk�Ek���k��� f�ur
� � k � l � n � � w�ahlen� Das Einheitsgitter te hat in diesem Fall den Index n
im Gitter t�u�� �
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Wir kehren nun zur�uck zu Homomorphismen t 
 S� � T � Indem wir die Ab�
leitung von t��� bei � � e bilden� �nden wir ein Element H in T � so da�
t�� � ei��� � exp�� � H� f�ur alle � � IR gilt� Dieses H ist auch eindeutig�
Insbesondere ist exp�
 cot �H� � e� es liegt also 
� �H im Einheitsgitter te� Da�
mit existieren eindeutig bestimmte� ganze Zahlen mj� so da� H � i �Pl

j��mj �Cj

gilt� Wir fassen zusammen


Proposition 	�	� Die Gruppe T aller Homomorphismen der S� ist gleich

f� � ei�� 
� exp�i �H� 
 H �
lX

j��

nj � Cj� nj � ZZg�

Diese Gruppe ist kanonisch isomorph zu Z l� Die Untergruppe aller � �symmetrischen
Homomorphismen ist ft � T 
 t � exp�i �H� mit � �H� � Hg�
Beweis� Mit der Vorarbeit bleibt f�ur den ersten Teil der Proposition nur zu zeigen�
da� exp�i �H� mit H � te einen Homomorphismus t�� � ei��� de�niert� Dies ist
jedoch klar�
F�ur einen � �symmetrischen Homomorphismus t�� � ei��� � exp�i �H� gilt
exp��i � � � �H�� � exp�� �i �H�� � � �exp�i �H�� � � �t� � t�� � exp��i �H�
f�ur alle � � IR� Damit ist �i � � �H� � �i � H oder � �H� � H� Die Umkehrung
ist trivial� �
Jetzt k�onnen wir schlie�lich die Splittung unseres � �symmetrischen Homomorphis�
mus vornehmen� Die hier entscheidende Idee� die ���periodische Kurve � in Glei�
chung ������ durch die Kurve � aus ������ zu einer 
��periodischen Kurve zu
schlie�en� verdanke ich Prof� Dorfmeister


Satz 	�	� Es sei t�� � ei��� � exp�i �H� ein � �symmetrischer Homomorphismus
in den � �invarianten� maximalem Torus T � Dann wird durch

� 
 IR � T
� 
 � 
� ���� 
� exp��

�
i �H�

������

eine analytische Abbildung von IR in den Torus T de�niert� Diese ist punktwei�
se � �symmetrisch� und ��
�� ist gleich e oder hat Ordnung �� Insbesondere wird
��
�� von � �xiert�
Wenn ��
�� ungleich dem neutralen Element e ist und in der Zusammenhangs�
komponente des neutralen Elements von Fix �� �� das hei�t in G liegt� so existiert
ein X in k � u � g� so da� ��
�� � exp�
� �X� gilt� Dann de�niert

� 
 IR � K
� 
 � 
� ���� 
� exp�� �X� ������

eine analytische Abbildung von IR nach K� und

"s 
 IR � U
"s 
 � 
� ���� � ���� ����
�
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ist analytische Abbildung von IR nach U mit "s�
�� � "s����
F�ur den Loop s � �GIC� s�� � ei �� 
� "s��� gilt t � � �s��� � s�
Wenn ��
�� � e ist� so setzen wir s�� � e�� � ����	 dann splittet s wiederum
den Homomorphismus t � �symmetrisch� Wenn ��
�� nicht in der Zusammen�
hangskomponente des neutralen Elements von Fix�� �� das hei�t� nicht in G liegt�
so hat t keine � �symmetrische Splittung in �GIC�

Beweis� Nach Proposition ���� wird das Element H � cIR von � �xiert� Damit
ist die Einparametergruppe � punktweise � �symmetrisch� Nach Prososition ����
ist ��
�� � exp�i �H� gleich e oder hat die Ordnung 
� Damit ist ��
�� in je�
dem Fall auch �x unter � � Liegt ��
�� in G und ist ungleich e� so liegt dieses
Element auch in der zusammenh�angenden� kompakten Gruppe K � G � U � Die
Exponentialabbildung exp 
 k � K ist surjektiv� daher existiert ein X � k mit
��
�� � exp�
� �X�� und die Einparametergruppe � aus Gleichung ������ l�auft in
K und hat die gew�unschte Eigenschaft ��
�� � ��
�� � e�
Nun k�onnen wir die Splittungseigenschaft von "s nachrechnen
 � �"s������ � "s��� �
� �������� � ������ � ���� � ���� � � �������� � ���� � � �exp��

�
i �H���� �

exp��� i �H� � exp���
�
i � � �H���� � exp��

�
i �H� � exp�i �H� � t�� � ei ��� da �

in K l�auft� also punktweise von � �xiert wird�
"s��� ist eine analytische Abbildung mit "s�
�� � "s��� �� e�� Folglich ist der Loop
s de�niert und liegt in �GIC� Wenn ��
�� � e ist� so w�ahlen wir X � � und die
Aussage folgt�

Es bleibt noch zu zeigen� da� t keine Splittung hat� wenn ��
�� nicht in der Zu�
sammenhangskomponente von e in Fix�� � liegt

Wir f�uhren den Beweis durch Widerspruch� das hei�t� wir nehmen an� es existiere
ein Loop g � �GIC derart� da� t � � �g��� � g gilt� Ohne Einschr�ankung k�onnen
wir annehmen� da� g��� gleich e ist� denn es gilt e � t��� � � �g������ � g����
folglich � �g���� � g���� Dann wird t auch von g����� � g��� gesplittet�
Wir betrachten die 
��periodische� glatte Kurve "g��� 
� g�ei��� Dann de�nie�
ren wir mit der analytischen Kurve � aus Gleichung ������ die Kurve ���� 
�
"g��� � ������ und zeigen� da� diese punktweise von � �xiert wird

� �������� ����� � ����� � t�ei�� � � �"g������ � "g���� dies liefert "g��� ������� �
� �"g��� � �������� also die Behauptung�
Weiterhin gilt f�ur die Kurve �
 ���� � "g��� � ������ � e � e�� � e und
��
�� � "g�
�� � ��
���� � e � ��
���� � ��
��� Dies ist der gew�unschte Wi�
derspruch� da die glatte Kurve � in Fix�� � l�auft und e mit ��
�� verbindet�
Diese Elemente liegen aber nach Voraussetzung in verschiedenen Komponenten von
Fix�� �� �
Nach diesem Satz wollen wir noch die wichtige Frage kl�aren� ob sich die Splittung ei�
nes � �symmetrischenHomomorphismus t��� mit einem Loop in ��GIC durchf�uhren
l�a�t
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Satz 	�	� Es sei t��� �� e ein � �symmetrischer Homomorphismus der S� in den
� �invarianten� maximalen Torus T von U � Dann existiert kein k��� in ��GIC� so
da� t � � �k��� � k gilt�
Wenn g ein Loop in �GIC ist� f�ur welchen das Element � �g��� � g in der Bahn des
Elements t �� e unter der Operation von ��GIC liegt� so ist g nicht in der ��big
cell� �G � ��GIC�

Beweis� Wir f�uhren den Beweis der ersten Aussage durch Widerspruch
 Wir neh�
men an� es sei e �� t � � �k��� � k mit einem k in ��GIC� Dann zerlegen wir k wie
folgt
 k��� � kj��� � �kj������ � k���� Dann ist kj��� in GIC� und �kj������ � k���
liegt in der Untergruppe U�� von U� �siehe auch Proposition ��
�� Es liegt
� ��kj������ � k������ in � �U��� � U�� �� U���
Damit hat also unser t��� eine Faktorisierung in U� �GIC �U�� Der konstante Loop
� �k���j��� �kj��� in GIC liegt �nach der Birkho� Zerlegung von GIC� in einer Doppel�
nebenklasse U�� �w �C � U�� mit einem w in der Weyl Gruppe W � � N

GIC�c��C�
Also liegt t selbst in der Doppelnebenklasse U� � w � C � U�� Es sind aber die Ne�
benklassen t � C und w � C genau dann gleich� wenn w�� � t��� in C liegt� Da t
nach Voraussetzung nicht konstant ist� folgt der Widerspruch�

Nun zeigen wir leicht den zweiten Teil der Aussage
 Wenn � �g��� � g in der ��GIC�
Bahn von t liegt� und wir annehmen� da� g � h � v� mit einem h in �G und v�
in ��GIC� dann ist � �v���� � v� � � �g��� � g � � �u���� � t � u� mit einem u� in
��GIC� Damit steht die daraus folgende Gleichung t � � �v� � u��� ��� � v� � u��� im
Widerspruch zum ersten Teil dieses Satzes� �
Zuletzt zeigen wir noch eine Aussage zur Existenz weiterer Doppelnebenklassen
bez�uglich der Untergruppen �G und ��GIC


Satz 	�	
 Wenn die Komplexkonjugation � von GIC bez�uglich G selbst eine Car�
tan Involution ist� dann ist G gleich U �das hei�t � � 
�� und � ist die negative
Identit�at auf der kanonischen� reellen Form cIR jeder � �invarianten Cartan Unteral�
gebra c von gIC� Insbesondere wird jeder Homomorphismus in einen � �invarianten�
maximalen Torus T in U von � �xiert� Es gilt in diesem Fall �GIC � �G ���GIC�
Wenn � keine Cartan Involution ist� so existiert stets ein � �symmetrischer und
splittbarer Homomorphismus der S� in einen � �invarianten� maximalen Torus der
maximal kompakten Untergruppe U von GIC� Insbesondere ist �G � ��GIC echte
Teilmenge der Loop Gruppe �GIC�

Beweis� Es sei � Cartan Involution� die mit der Cartan Involution 
 vertauscht�
Dann ist � � 
� Daher ist � die Identit�at auf jeder maximal abelschen Unteralge�
bra t von u� und gleich der negativen Identit�at auf der kanonischen� reellen Form
cIR � i � t der zugeh�origen Cartan Unteralgebra c � t 	 i � t� Nach Proposition
���� existiert zu jedem Homomorphismus t der S� in den zugeh�origen maxima�
len Torus T von U ein Element H in cIR� so da� t�� � ei�� � exp�i�H� gilt�
Daher ist � �t� � exp��i�� �H�� � exp��i� � ��H�� � exp�i�H� � t� Folglich
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existieren �au�er e� keine � �symmetrischen Homomorphismen� Damit existiert nach
Proposition ���� f�ur jeden Loop g ein Element v� in ��GIC� so da� das Element
� �g��� � g � � �v���� � v� gilt� Dann ist h 
� g � v��� in �G� und folglich ist g in
�G � ��GIC�

Wir beweisen jetzt den zweiten Teil
 Nach Voraussetzung ist nun � nicht gleich der
Idetit�at auf u� Wir konstruieren uns induktiv eine maximal abelsche� � �invariante
Unteralgebra von u� auf der � nicht gleich der Identit�at ist� Dazu zerlegen wir u in
seine �
���Eigenr�aume u� bez�uglich � �
Es sei t� eine maximal abelsche Unteralgebra von u�� Dann ist t� �� f�g� weil
nach Voraussetzung u� nicht trivial ist� Weiter sei t� eine maximal abelsche Un�
teralgebra des Zentralisators zu� �t�� von t� in u�� Dann ist t 
� t� � t� eine
� �invariante Unteralgebra� Wir m�ussen noch zeigen� da� sie maximal abelsch ist in
u
 Es sei Y � Y��Y� im Zentralisator von t� Dann vertauscht Y insbesondere mit
jedem X� � t�
 � � �Y�X�	 � �Y��X�	 � �Y��X�	� Anwenden von � zeigt� da�
�Y��X�	 � � � �Y��X�	 gilt� Folglich ist Y� in t� und Y� in zu� �t��� Ebenso
vertauscht Y mit allen Elementen in t�� und das selbe Argument zeigt� da� Y�
auch mit t� elementweise vertauscht� also in t� liegt� Zusammen folgt Y � t�
Damit ist auch die kanonische� reelle Form cIR � i � t � �invariant� und der
�����Eigenraum von � auf cIR ist nicht trivial� Wir betrachten nun das Gitter
in cIR� welches von den C�� � � � � Cl aus Proposition ���� erzeugt wird� Dieses ist
� �invariant� Denn aus exp�
� iH� � e folgt e � � �e� � exp��
� i � �H�� �
exp�
� i � ��� �H���� also ist auch �� �H� und damit � �H� im Gitter� Unsere Invo�
lution � kann nicht die negative Identit�at auf diesem Gitter sein� da fC�� � � � � Clg
eine IR�Basis von cIR ist� und der �����Eigenraum von � auf cIR nicht tri�
vial ist� Daher existiert ein H im Gitter derart� da� � �H� �� �H� Dann ist
"H 
� H � � �H� ein � ��xes Gitterelement ungleich �� Der zugeh�orige Homo�
morphismus t�� � ei�� 
� exp�i � "H� der S� nach T 
� exp�t� ist dann � �
symmetrisch� braucht aber keine Splittung in �GIC zu besitzen� Jedoch ist dann
t� ��� e� � �symmetrisch mit Splittung t� � � �t��� � t� Mit Satz ���� folgt dann die
Behauptung� �
Bemerkung 	�	� �i� Auch wenn � keine Cartan Involution von gIC ist� existie�
ren im allgemeinen maximal abelsche Unteralgebren von u� auf welchen � als die
Identit�at operiert� wie das folgende Beispiel zeigt

Wir betrachten die Lie Algebra sl�
� IC� mit der reellen Form su��� ��� Die zu�
geh�orige Involution � ist gegeben durch � �X� � �diag������ � �X�T diag�������
Die � �invariante� kompakte� reelle Form sei wie immer su�
�� Eine maximal abel�
sche Unteralgebra in dieser sind die rein imagin�aren Diagonalmatrizen mit Spur ��
Diese werden von � �xiert�
�ii� Der erste Teil von Satz ���� ist bekannt
 Zum Beispiel in �GoWal	�
Theorem ���

Es sei C IR 
� exp�cIR�� Dann ist die Produktabbildung
�U � C IR � U�� � U�� � �GIC ein Isomorphismus von Mannigfaltigkeiten� Dies
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ist die Verallgemeinerung der klassischen Iwasawa Zerlegung in endlichdimensiona�
len� halbeinfachen Lie Gruppen auf die Loop Gruppen� sofern die reelle Form ��U�
von einer Cartan Involution der zugrundeliegenden Lie Gruppe GIC stammt�

Nun ist U�� � U�� � U� und die Gruppe C IR � U� liegt in B�� Diese wiederum
ist Untergruppe von ��GIC� Folglich gilt stets �U � ��GIC � �GIC� �
Es werden zum Abschlu� dieses Kapitels noch zwei Beispiele gebracht� Das erste
wird zeigen� da� der zweite Fall im letzten Satz auch auftreten kann� das hei�t� da�
nicht immer alle � �symmetrischen Homomorphismen gesplittet werden k�onnen� falls
Fix�� � nicht zusammenh�angend ist� Das zweite illustriert das Verfahren in der Loop
Gruppe �SL�
� IC� mit der reellen Form �SL�
� IR�


Beispiele�
�i� Wir w�ahlen die Gruppe GIC � SO�n� IC� �n � �� mit der Komplexkonjugation

� �g� �

�
Ep �
� �Eq

�
� �g �

�
Ep �
� �Eq

�
� g � GIC�

wobei p� q � �� p � q � n� Eine mit � vertauschende Cartan Involution von GIC

ist gegeben durch 
�g� � ��g�T���
Dann ist Fix�� � die Menge aller Matrizen g � SL�n� IC� mit g � gT � En� wobei
g von der Gestalt

g �

�
A B
C D

�

ist� mit reellen Matrizen A und D und rein imagin�aren Matrizen B und C� Diese
Gruppe hat zwei Zusammenhangskomponenten� da dies f�ur die maximal kompakte
Untergruppe K von Fix�� � der Fall ist

K � Fix�
� � Fix�� � � S�O�p� � O�q��� 
 K� � K�� wobei K� isomorph ist
zu SO�p��SO�q� und K� zu �diag���� �� � � � � �� �SO�p�� � ��diag���� �� � � � � �� �
SO�q����
Damit hat Fix�� � die beiden Komponenten �in Polarzerlegung�


G � K� � exp

	
BBBB
f
�

� B
�BT �

�
� B � i � IRp�qg� �z �

� p

�
CCCCA

sowie die Nebenklasse K� � exp�p��
Wir nehmen uns nun das Element Y 
� Ep�p�� � Ep���p in u � so�n�� Dann
ist � �Y � � �Y � und es existiert eine maximal abelsche� � �invariante Unteralge�
bra t von u� die Y enth�alt� Es de�niert damit t�� � ei�� � exp��Y � einen � �
symmetrischenHomomorphismus in den zugeh�origen� maximalen Torus T � exp�t�
von U � da exp�
� Y � � En ist� F�ur die Kurve ���� � exp����Y � in Gleichung
������ gilt nun ��
�� � diag��� � � � � �������� �� � � � � ��� Diese Matrix liegt aber in
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K�� damit ist nach Satz ���� der Homomorphismus t nicht splittbar in �SO�n� IC��

�ii� Wir betrachten in diesem zweiten Beispiel die Gruppe GIC � SL�
� IC�� Diese
kleine Lie Gruppe gen�ugt� um das Prinzip der Splittung von Homomorphismen zu
illustrieren� wie sie in Satz ���� allgemein durchgef�uhrt wurde� Bis auf Isomorphie
ist SL�
� IR� die einzige nicht kompakte� reelle Form von SL�
� IC�� Wir w�ahlen al�
so G � SL�
� IR�� und folglich ist � �X� � �X� Als � �invariante� kompakte� reelle
Form w�ahlen wir SU�
�� Wir nehmen die Diagonalmatrizen kanonisch als Cartan
Untergruppe beziehungsweise als Cartan Unteralgebra�
Nach dem Verfahren bestimmen wir zun�achst ein Element q in der Gruppe NU �t��
welches in der nicht trivialen Nebenklasse der Weyl Gruppe W � � NU�t��T liegt
und � �symmetrisch ist� Es ist T � fdiag��� ���� 
 � � S�g� Ein solches q ist
gegeben durch q � i � �E��� � E����� Die Gruppe aller Homomorphismen der S�

in den maximalen Torus T � die der Gleichung t�� � � �q � t � q��� gen�ugen� ist
trivial� da � �q � diag��k� ��k� � q��� � � �diag���k� �k�� � diag��k� ��k� gilt� So�
dann brauchen wir nur alle Elemente s in T der Ordnung 
 zu bestimmen� f�ur
welche q � s wieder � �symmetrisch ist� Das einzige Element der Ordnung 
 in T �
�s � �e� erf�ullt dies� Mit r� 
� diag�i��i� � T hat s eine � �symmetrische Split�
tung
 s � � �r���� � r�� Dieses r� vertauscht allerdings nicht mit q� Aber es hat das
Element s auch eine � �symmetrische Splittung mit r� 
� q selbst� Damit liegen
q und q � s in der selben Bahn unter der Operation von ��SL�
� IC�� wir brauchen
also nur eine Splittung von q in SL�
� IC� zu �nden� Es wird q gesplittet von der
Matrix r 
� �p

�
� �E�� � i � E�� � i � E�� � E��� � SU�
��

Nun begeben wir uns in die triviale Nebenklasse von T in NU�t�� das hei�t� wir
nehmen das neutrale Element e als � �symmetrisches q� Die Gruppe aller Homomor�
phismen� die obiger Gleichung gen�ugen� sind dann nat�urlich alle � �symmetrischen
Homomorphismen in den Torus T � Dies ist die volle Gruppe TT � fdiag��k� ��k� 

k � ZZg� Wieder ist s � �e das Element� f�ur welches q � s � �symmetrisch ist�
Allerdings vertauscht die Splittung von s mit dem Element r� mit allen Homomor�
phismen� so da� wir uns auf deren Splittung beschr�anken k�onnen�
Weiterhin stellen wir fest� da� mit der Matrix p 
� E�� � E�� � SU�
� stets gilt
t�� � � �p��� � t � p� das hei�t� da� t und t�� hier stets in der selben ��SL�
� IC��
Bahn liegen� Dies ist kein allgemeines Ph�anomen� da die negative Identit�at auf
einem Wurzelsystem $� im allgemeinen nicht durch ein Weyl Gruppen Element
dargestellt wird� zum Beispiel in der Serie al f�ur l � 
 von einfachen Lie Algebren�
Es bleibt uns also nur noch die Homomorphismen t � diag��k� ��k� mit k � �
gem�a� Satz ���� zu splitten
 Wenn k gerade ist� so wird ein solcher Homomorphis�
mus t�� � ei�� � exp�i�k � diag������� gesplittet von sk��� � diag��

k
� � ��

k
� ��

Wenn k ungerade ist� so betrachten wir die Kurve ���� � exp�k�i��diag������� �
diag�e

i�k

� � e�
i�k

� �� Dann ist ��
�� die negative Einheitsmatrix� Wir m�ussen nun ein
X in k � so�
� berechnen� derart� da� exp�
�X� � �e ist� Dies wird bekannt�
lich von X 
� �

� � �E�� � E��� � so�
� geleistet� Dann wird t��� � �symmetrisch
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gesplittet von dem Loop s�� � ei�� � exp��X� � ���� und es ist

sk��� �

	

 e

i�k

� � cos��� � e�
i�k

� � sin��� �
�e i�k

� � sin��� � e�
i�k

� � cos��� �

�
A �

� �
�
�
�

�
k��
� � �

k��
� i � ��� k��

� � ��
k��
� �

i � �� k��
� � �

k��
� � ��

k��
� � ��

k��
�

�
�

������

Damit sind wir mit diesem Beispiel fertig� Wir haben die disjunkte Doppelne�
benklassenzerlegung von �SL�
� IC� bez�uglich der Untergruppen �SL�
� IR� und
��SL�
� IC� konstruiert

�SL�
� IC� �

S
k
� �SL�
� IR� � sk��� � ��SL�
� IC�� �

��� Die Kodimensionen der Doppelnebenklassen

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit der Frage besch�aftigen� welche Kodimensi�
on f�ur jeden� im letzten Abschitt konstruierten Doppelnebenklassenvertreter s die
Untermannigfaltigkeit �G � s � ��GIC in �GIC hat� Wir werden diese Fage nicht
vollst�andig kl�aren� k�onnen aber unter bestimmten Voraussetzungen an die reelle Lie
Gruppe G zeigen� da� das Produkt �G � ��GIC eine o�ene und dichte Teilmenge
der ganzen Loop Gruppe ist� indem wir zeigen� da� jede andere Doppelnebenklasse
�endliche� positive Kodimension in �GIC hat�
Wir ben�otigen zun�achst etwas Vorarbeit�

Lemma 	��� Es sei c eine Cartan Unteralgebra von gIC und cIR seine kanonische�
reelle Form� Weiterhin sei X aus cIR und � � $� eine Wurzel und E� � gIC�nf�g�
Dann gilt Ad�exp�i�X��E� � ei���X� � E� f�ur alle � in IR�
Wenn H in dem von C�� � � � � Cl erzeugten Gitter in cIR liegt� so ist ��H� in ZZ
f�ur alle � in $�� �siehe Proposition ���� zur De�nition�

Beweis� Es ist Ad�exp�i�X��E� � exp�i�ad�X��E� � ei���X�E�� da �X�E�	 �
��X�E� gilt�
Die Voraussetzung an das Element H ist �aquivalent zu exp�
�H� � e nach Pro�
position ����� Damit folgt ��H� � ZZ� �
Die Eigenschaft ��H� � ZZ gilt nat�urlich auch f�ur alle H � cIR� f�ur welche exp�
�H�
im Zentrum von GIC liegt�

Um Kodimensionen berechnen zu k�onnen� machen wir davon Gebrauch� da� jede
Doppelnebenklasse �G � s � ��GIC als Mannigfaltigkeit di�eomorph zu s�� � �G �
s � ��GIC ist� also zu einem Produkt abgeschlossener Untergruppen� Der Tangen�
tialraum dieser Untermannigfaltigkeit beim neutralen Element ist die Summe der
zugeh�origen Loop Algbren
 s�� ��g � s � ��gIC� Die Kodimension dieses reellen Un�
terraums von �gIC ist dann die Kodimension der betrachteten Doppelnebenklasse�
Wir kommen zum Hauptsatz dieses Abschnitts� Wir brauchen noch eine De�nition
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De
nition 	��� Es bezeichne f�ur jede Wurzel � � $� von gIC bez�uglich der Car�
tan Unteralgebra c E� den Unterraum der Loop Algebra �gIC aller Abbildungen
der S� mit Werten im Wurzelraum IC � gIC� das hei�t� es ist E� � fX��� � �gIC 

X��� � f��� � E�g� wobei E� ein von Null verschiedener Vertreter aus gIC� ist�
Weiterhin bezeichne p� 
 �gIC � E� die Projektion der Loop Algebra auf E�
bez�uglich der Wurzelraumzerlegung gIC � c	P��	� g

IC
� von gIC�

Satz 	��� Es sei t��� ein � �symmetrischer Homomorphismus in den � �
invarianten� maximalem Torus T mit der Splittung t � � �s��� � s wie sie in Satz
���� konstruiert wurde� Dann hat t die Darstellung t�� � ei�� � exp�i�H��� wobei
H� von � �xiert wird und in dem von den Elementen C�� � � � � Cl erzeugten Gitter
in cIR liegt�
Es sei � eine Wurzel aus $�� Wenn � ��� � � gilt� so ist die Kodimension des
reellen Unterraums p��s�� � �g � s � ��gIC� in E� gleich Null� falls ��H�� kleiner
oder gleich � ist und sie ist gleich ��H��� �� falls ��H�� � 
�

Wenn � ��� � � �� � gilt� so gilt ��H�� � ��H��� und die Kodimension von
�p� � p���s�� ��g � s � ��gIC� in E��E� ist wiederum gleich Null� falls ��H�� � �
ist� und sie ist gleich 
 � ���H��� ��� wenn ��H�� � 
 ist�

Insbesondere ist die Kodimension d�s� von s�� ��g � s � ��gIC in der vollen Loop
Algebra �gIC gleich

d�s� �
X

��	����H��
�
���H��� �� � �



� X
��	����H�� ���

�j��H��j � ��� ������

Beweis� Die erste Aussage ist klar nach Proposition ���� und �����
Nach Lemma ���� ist ��H�� stets eine ganze Zahl�
Im ersten Fall l�a�t � den komplex�eindimensionalen Wurzelraum gIC� invariant� Da
� IC�antilinear ist� existiert ein E� in diesem Wurzelraum� welches �x ist unter � �
F�ur den Beweis bezeichne hier F� die Menge aller Abbildungen f��� der S� nach
IC derart� da� f��� � E� in E� liegt� und die Fourier Reihe von f die GestaltP

k
� fk � �k hat� Analog werde F� de�niert� F �
� bezeichne den Unterraum aller

f��� aus F�� f�ur welche lim��� f��� � � gilt�
F�ur den Beweis bestimmen wir alle Funktionen f aus F �

� derart� da� ein Loop v�
aus ��gIC existiert� so da� f � E� � v� in s�� � �g � s liegt� Dies ist �aquivalent zur
Bedingung s�f � E� � v��s�� � �g� Dies wiederum ist �aquivalent zur Gleichung
s�f �E� � v��s�� � � �s�� �f �E� � � �v���� �s���� Au%�osen nach �f �E� � v�� liefert
schlie�lich die �aquivalente Gleichung � �Ad�t��f � E� � v�� � f � E� � v��
Weil die Involution � die Cartan Unteralgebra c invariant l�a�t� die Unterr�aume E�
permutiert und den Unterraum E� invariant l�a�t� vertauscht die Projektion p� mit
� � Nach Lemma ���� operiert Ad�t� durch Multiplikation auf den R�aumen c und
E�� es vertauscht folglich Ad�t� mit allen Projektionen aus De�nition �����
Daher k�onnen wir ohne Einschr�ankung f�ur den Loop v� mit u� �E� ansetzen� wobei
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u� in F� liegt�
Es ist nach Lemma ���� Ad�t��f � E�� � f � exp�i���H��� � E� � f������H�� � E��
Damit ist obige Gleichung �aquivalent zu ����H�� � �f��� � u����� � f � u� bezie�
hungsweise zur Gleichung
���H�� � f � �f � ���H�� � u� � u��
Wenn ��H�� � � gilt� so hat diese Gleichung f�ur jedes f � F �

� eine L�osung

u� � F�� n�amlich u� 
� ����H�� � f���� weil f��� in F �
� liegt�

Wenn ��H�� � 
 ist� so sind die Koe�zienten von �k gleich � f�ur alle � � k �
��H���� in der rechten Seite der letzten Gleichung� da u� in F� zu w�ahlen ist� Da�
her hat diese Gleichung genau f�ur den reellen Unterraum aller f��� �

P
n
� fn � �n

in F �
� eine L�osung� f�ur die f�k � �fk���H�� gilt f�ur alle � � k � ��H�� � �� Das

kanonische Vektorraumkomplement hierzu in F �
� ist gegeben durch alle Laurent Po�

lynome f��� �
P���H����

n��� fn�
n mit f�k � � �fk���H�� f�ur alle � � k � ��H��� ��

Dieser hat o�enbar die reelle Dimension ��H�� � �� Insgesammt ist gezeigt� da�
das Produkt dieses ���H��� ���dimensionalen Unterraums von F �

� mit E� in der
direkten Summe mit p��s�� ��g � s � ��gIC� gleich E� ergibt� Das zeigt den ersten
Teil der Behauptung�

Die Behandlung des zweiten Falles erfolgt �ahnlich
 Zun�achst haben wir ��H�� �
� ����H�� � ������H��� � ��� �H��� � ��H��� Wir nehmen ein E� aus gIC� n f�g
und setzten E� 
� � �E���
Wir gehen in den � �invarianten Raum E� � E� und bestimmen den reellen Unter�
vektorraum von F �

� � F �
� aller �f�� f��� f�ur welche ein Loop v� in �gIC existiert�

so da� f���� � E� � f���� � E� � v� in s�� � �g � s liegt� Dies f�uhrt wieder auf die
Gleichung � �Ad�t��f�E� � f�E� � v�� � f�E� � f�E� � v��
Es ist p� � p� die Projektion der vollen Loop Algebra auf E� � E�� da p� � p� �
p� � p� � � gilt� Wieder vertauscht � mit der Projektion p� � p�� ebenso Ad�t��
Daher k�onnen wir annehmen� da� v� � u� �E� �u� �E� ist� mit Funktionen u�� u�
in F��
Da ��H�� � ��H�� gilt� folgt sofort die �aquivalente Gleichung
f� � u� � ����H�� � � �f� � �u�� beziehungsweise ���H��f� � �f� � ���H��u� � �u��
Diese Gleichung hat f�ur ��H�� � � mit u� 
� �����H�� �f� � F� und u� 
�
�����H�� �f� � F� stets eine L�osung�
Wenn ��H�� � 
 ist� so ist diese Gleichung genau f�ur den Unterraum aller

�f�� f�� von F �
� � F �

� eine L�osung� f�ur welche f
���
�k � f

���
���H���k

gilt f�ur alle

� � k � ��H�� � �� wobei f �i�j den Koe�zienten von �j in der Fourier Reihe
der Funktion fi��� bezeichnet� Das kanonische Vektorraumkomlement in F �

� � F �
�

ist der reelle Unterraum f�f������H�� �f� 
 f��� �
P���H����

n��� fn � �n � F �
�g der

reellen Dimension 
���H��� ���
Da der Verktorraum s�� ��g�s� ��gIC insbesondere ��gIC enth�alt� folgt die Formel
f�ur die Kodimension� da im zweiten Fall die Kodimension von �p� � p���s�� � �g �
s � ��gIC� in E� � E� gleich 
 � ���H��� �� � ���H��� �� � ���H��� �� ist� �
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Bevor wir die Konsequenz dieses Satzes auf der Gruppenseite betrachten� folgt noch
ein einfaches Beispiel zur Illustration


Beispiel� Wir betrachten das Beispiel �ii� am Ende des Abschnitts ���� Es sei also
GIC � SL�
� IC� zusammen mit der reellen Form G � SL�
� IR�� Wir betrachten
den � �symmetrischen Homomorphismus t��� � diag��k� ��k� mit k in IN mit
seiner Splittung t � � �sk���sk� Dann gilt mit der Wurzel � 
� ���� die Gleichung
��Hk 
� diag�k��k�� � 
k � 
� Weiterhin ist � ��� � � f�ur beide Wurzeln � in
$��
Nach Satz ���
 ist dann die Kodimension von p��s���sl�
� IR�s � ��sl�
� IC�� in
E� gleich ��Hk�� � � 
k � ��
Ein komplement�arer Unterraum der Projektion von s���sl�
� IR�s � ��sl�
� IC� auf
E� �dies sind die Loops mit Werten in IC �E���� ist gegeben durch i IR��� �E���� �
Nun wird das Ergebnis aus Satz ���
 auf die Loop Gruppen �ubertragen


Korollar 	��� Wenn in der Situation von Satz ���� ein � in $� existiert mit
j��H��j � 
� so hat das Produkt �s���Gs���GIC als Mannigfaltigkeit eine endliche�
positive Kodimension in der Loop Gruppe �GIC� Diese ist gleich der Kodimension
der Doppelnebenklasse �G � s � ��GIC�
Wenn f�ur jedes von � �xierte Element H�� f�ur welches exp�
�i � H�� � e ist�
und f�ur welches der zugehorige� � �symmetrische Homomorphismus t�� � ei�H�� �
exp�i�H�� eine Splittung in �GIC besitzt� ein � in $� existiert mit j��H��j � 
�
so ist das Produkt �G � ��GIC o
en und dicht in �GIC�

Beweis� Die Kodimension des Produkts �s���Gs���GIC ist gleich der Kodimen�
sion der Summe der zugeh�origen Lie Algebren in �gIC� Diese ist nach Satz ���
 und
Gleichung ������ mit der Voraussetzung im Korollar positiv� Insbesondere enth�alt
�s���Gs���GIC keine nicht leeren� o�enen Teilmengen von �GIC� Damit k�onnen wir
den zweiten Teil beweisen
 Nach Satz ���
 und der Bemerkung ���� treten in dem
in Abschnitt ��� beschriebenen Verfahren zur Bestimmung von Doppelnebenklassen
h�ochstens abz�ahlbar unendlich viele Vertreter auf� Eine abz�ahlbare Vereinigung von
Untermannigfaltigkeiten �G � s � ��GIC von je positiver Kodimension hat keine in�
neren Punkte nach dem Satz von Baire� Daher ist das Produkt �G ���GIC dicht in
�GIC� und o�en� da die Summe der zugeh�origen Lie Algebren gleich �gIC ist� �
Das folgende Beispiel zeigt� da� tats�achlich der Fall eintreten kann� da� ein � ��xes
H� in cIR existiert� f�ur welches exp�
�i � H�� � e ist� und die Summe auf der
rechten Seite von Gleichung ������ Null ist� das hei�t� f�ur jede Wurzel � in $� ist
��H�� � f�� 
�g

Beispiel� Wir betrachten die einfache� komplexe Lie Gruppe GIC � SO��� IC� zu�
sammen mit der Komplexkonjugation � �X� 
� diag��������� �Xdiag����������
Dann ist die maximal kompakte Untergruppe SO��� von SO��� IC� invariant un�
ter � � Weiterhin nehmen wir die Cartan Unteralgebra c 
� IC � �E�� � E��� von
so��� IC�� Diese ist invariant unter � und der Cartan Involution 
�X� � �X � Damit
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ist die kanonische reelle Form cIR gegeben durch cIR � i � IR � �E�� � E���� und
t � i � cIR � IR�E�� � E��� ist maximaler Torus von so����
Nach �Helg	� Chapter III� x �� Seite ���� ��� ist eine der beiden Wurzeln � im
Wurzelsystem der so��� IC� bez�uglich der Cartan Unteralgebra c gegeben durch
��E�� � E��� � �i� Nach Gleichung ���� im obigen Zitat ist die Killing Form der
so��� IC� gegeben durch 	�X�Y � � Spur�X � Y �� Damit k�onnen wir das Element
H� aus cIR und ��� �� berechnen
 Wir setzen an H� � z � �E�� � E���� Dann gilt
die Gleichungskette
z��i� � ��H�� � ��� �� � 	�H��H�� � z���
�� Folglich ist H� �

i

�
�E�� � E���

und ��� �� � i
�
��i� � �

�
�

Dies liefert �
�����H� � 
i�E�� � E���� In diesem Fall hat das von �
�i� � �

�����H�

erzeugte Untergitter �vergleiche Proposition ���� des Einheitsgitters te�� fX � t 

exp�X� � eg� den Index 
 in te� Denn es ist bekanntlich te � 
�ZZ �E�� � E����
Folglich w�ahlen wir f�ur das Element H� ein Element in

�
�	i � te� welches kein gan�

zes Vielfaches von �
�����

H� ist� also zum Beispiel H� � i�E�� � E���� Dann gilt

� �H�� � H� und der zugeh�orige Homomorphismus t�� � ei�� � exp�i�H�� ist
� �symmetrisch�

Es gilt aber ��H�� � i � ��i� � �� Damit ist f�ur dieses H� die rechte Seite der
Gleichung ������ gleich Null�
Dies hei�t aber nicht� da� neben dem Produkt �G � �GIC noch eine weitere o�ene
Doppelnebenklasse existiert
 Es ist obiger Homomorphismus t��� nicht splittbar in
�SO��� IC� wegen Satz ����� Wir haben hierf�ur nur zu zeigen� da� mit der Abbildung
���� � exp���i�H�� das Element ��
�� nicht in der Zusammenhangskomponente
des neutralen Elements von Fix�� �� Da ���� in SO��� l�auft� haben wir nur zu
zeigen� da� ��
�� nicht in der Zusammenhangskomponente des neutralen Elements
von Fix�� � � SO��� liegt� Nun ist ��
�� � diag������� ��� und

Fix�� � � SO��� �

�
� �
� SO�
�

�
� diag������� �� �

�
� �
� SO�
�

�

Damit ist t��� nicht splittbar� �

Bemerkung 	��	 Es konnte nicht gekl�art werden� ob das Ph�anomen aus dem letz�
ten Beispiel allgemein gilt� Das hei�t� zu kl�aren ist folgende Frage

Wenn ein Element H� in dem von den Elementen C�� � � � � Cl erzeugten Gitter �siehe
Proposition ���� und ����� liegt und von � �xiert wird� und f�ur jede Wurzel � � $�

gilt j��H��j � �� so liegt exp��iH�� nicht in der Zusammenhangskomponente des
neutralen Elements von Fix�� �� �
Wir k�onnen jedoch noch ein positives Resultat zeigen bez�uglich der o�enen Doppel�
nebenklassen� Nach �Helg	� Chapter VII� x �� Cor� ��� ist das von den Elementen
f�
�i� �

�����H� 
 � � !�g erzeugte Gitter t	� gleich dem Einheitsgitter te� wenn
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die maximal kompakte Untergruppe U von GIC einfach zusammenh�angend ist� Wir
k�onnen nun zeigen� da� stets f�ur jedes Element H� im Gitter �

�	i
t	� eine Wur�

zel � existiert� so da� j��H��j gr�o�er oder gleich 
 ist� Wir brauchen noch etwas
Vorbereitung


De
nition 	��� Eine Linearform � 
 c � IC auf der Cartan Unteralgebra c hei�t
Gewicht� wenn � ��� � 
� ������

�����
eine ganze Zahl ist f�ur jede Wurzel � in $��

Die Menge aller Gewichte hei�t ��
Ein Gewicht � hei�t dominant bez�uglich einer Basis !� von $�� wenn � ��� �
gr�o�er oder gleich � ist f�ur alle � � $��� dem Systen positiver Wurzeln bez�uglich
!��
Ein dominantes Gewicht � hei�t minimal� wenn � ��� �� f��
�g f�ur alle � in
$� gilt�

Es gelten die folgenden� bekannten Aussagen �uber Gewichte �siehe �Hum	� x ��� und
Exercise ����� und �BourI	� Chapter VI� Exercices x �� Exercice 
�� 

Lemma 	��� �i� Eine Linearform � von c ist genau dann ein Gewicht� wenn
� ��� � eine ganze Zahl ist f�ur alle Wurzeln aus einer Basis !� von $�� Ein
Gewicht ist schon dominant� wenn diese Zahlen alle gr�o�er oder gleich � sind�
�ii� Wenn !� � f��� � � � � �lg eine Basis von $� ist� so existieren Gewichte �k
�� � k � l�� so da� � �k� �j �� �kj gilt f�ur alle � � k� j � l� In diesem Fall
hei�en die Gewichte ��� � � � � �l fundamentale� dominante Gewichte� Sie bilden eine
Basis des Gitters aller Gewichte in c��
�iii� Das Wurzelgitter $�

ZZ 
�
Pl

j�� ZZ � � ist Untergitter von �� Der Index ist die
Determinante der Cartan Matrix des Wurzelsystems $��
�iv� Jede Nebenklasse des Wurzelgitters $�

ZZ in � enth�alt genau ein minimales�
dominantes Gewicht�

Nun k�onnen wir den angestrebten Satz zeigen


Satz 	��� Es sei c eine Cartan Unteralgebra von gIC mit kanonischer� reeller Form
cIR� und H� �� � sei in dem von den Elementen f �

�����H� 
 � � !�g erzeugten

Gitter �
�	i t	�� Dann existiert eine Wurzel � � $�� so da� ��H�� gr�o�er oder gleich

� ist�

Dieser Satz l�a�t sich auch �m�uhsam� zeigen� indem man jedes Wurzelsystem
Al� � � � � G� einzeln durchgeht� Dies ist aber sehr aufwendig�

Beweis� Es sei !� � f��� � � � � �lg ein System einfacher Wurzeln� Dann hat H�

die Darstellung H� �
Pl

j��mj
�

��j��j�
Hj� wobei Hj 
� H�j gesetzt wird� und mj

in ZZ liegt� Wir setzen zum Beweis voraus� da� ��H�� � f��
�g gilt f�ur alle � in
$� und folgern H� � �

Es sei also � eine Wurzel� Dann ist ��H�� �

Pl
j��mj

�
��j ��j�

��Hj� �Pl
j��mj

�
��j��j�

	��� �j� �
Pl

j��mj
�����j�
��j��j�

�
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Es bezeichne )$� das zu $� duale Wurzelsystem� Dies ist f �
�����

� 
 � � $�g mit
dem selben Skalarprodukt ��� ���
Dann ist )!� 
� f �

�����
� 
 � � !�g eine Basis des dualen Wurzelsystems �nach

�Hum	� Exercise ������
Wir setzen also )�j 
� �

��j��j�
�j f�ur alle � � j � l� Damit ist ��H�� �Pl

j��mj��� )�j� �
Pl

j��mj�)�j� ��� Es ist )� � �
�����

�� folglich ist � )�� )�� � 

�����

�

Nun betrachten wir die Linearform � 
�
Pl

j��mj )�j � Dann wird ��H�� �

�
Pl

j��mj )�j � �� � ��� �� � �
�������

��� )���

Da ��H�� stets ganze Zahl ist� wird die Linearform � ein Gewicht des gecheckten
Wurzelsystems� es ist � �wie jedes Gewicht� auch dominant bez�uglich einer geeig�
neten Basis )!� von )$��
Da ��H�� nach Voraussetzung f�ur jedes � aus $� nur die Werte �� � oder ��
annimmt� ist � sogar ein minimales Gewicht von )$�� Weiterhin liegt � im Wur�
zelgitter )$�

ZZ� Nach Lemma ���� enth�alt jede Nebenklasse von )$�
ZZ im Gitter aller

Gewichte )� genau ein minimales Gewicht� Im Wurzelgitter ist die Null o�enbar
minimal� Damit ist � � �� folglich sind alle mj � �� �
Damit k�onnen wir nun den abschlie�enden Satz dieses Abschnitts formulieren�

Satz 	��
 Es sei t maximal abelsch in der kompakten Lie Algebra u� Dann ist der
Index des Wurzelgitters t	� im Einheitsgitter te nur abh�angig von der gew�ahlten
kompakten Lie Gruppe U � Wenn die Gitter gleich sind� so ist das Produkt �G���GIC

o
en und dicht in der vollen Loop Gruppe �GIC� Dies ist stets der Fall� wenn die
kompakte Gruppe U einfach zusammenh�angend ist�
In diesem Fall ist auch jeder � �symmetrische Homomorphismus t��� splittbar in
�GIC�

Beweis� Zu zeigen ist nur noch die letzte Aussage
 Wenn U einfach zusam�
menh�angend ist� so ist die Fixpunktgruppe von � in U zusammenh�angend nach
�Helg	� VII� Theorem ��
� Nach unserem Satz ���� folgt dann die Behauptung� �

��	 Die Iwasawa Zerlegung in getwisteten Loop

Gruppen

In diesem letzten Abschnitt betrachten wir getwistete Loop Gruppen� Die getwi�
steten Loop Algebren wurden bereits in De�nition ��
� f�ur die polynomialen Loop
Algebren eingef�uhrt� und in Proposition ���� wurde der Twistungsautomorphismus
�� auf die vervollst�andigte Loop Algebra �l �l � gIC� fortgesetzt�
Wir wiederholen hier noch einmal die Konstruktion f�ur die Loop Gruppen


Notationen� Es sei � �� id ein involutorischer Automorphismus der halbeinfa�
chen� zusammenh�angenden Lie Gruppe G� Die Ableitung d� auf der zugeh�origen�
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reellen� halbeinfachen Lie Algebra g werde ebenfalls mit � bezeichnet� Es sei � wie
immer � � die Komplexkonjugation der komplexen Lie Algebra gIC beziehungsweise
Lie Gruppe GIC bez�uglich g beziehungsweise G�
Wir setzten � IC�linear auf gIC fort und bezeichnen diese Involution wieder mit ��
Wir setzen voraus� da� � einen Lift auf die komplexe Lie Gruppe GIC besitzt� das
hei�t� da� eine Involution auf GIC existiert� deren Ableitung beim neutralen Element
gleich der Involution � auf gIC ist� Dann vertauschen die Involutionen � und �� In
der Lie Algebra g w�ahlen wir eine Cartan Involution 
g� die mit der Involution �
von g vertauscht� Diese existiert nach �Helg	� Chapter III� Exercises B �� und die
IC�antilineare Fortsetzung 
 von 
g auf gIC vertauscht mit � und der Fortsetzung von
� auf gIC� Wie in Bemerkung ���� �ii� beschrieben� k�onnen wir eine Cartan Unteral�
gebra von g konstruieren� die �� und 
g�invariant ist� Deren Komplexi�zierung c in
gIC ist dann invariant unter 
� � und ��

Die Involution 
 hat einen Lift auf die Lie Gruppe GIC �siehe Proposition ���� �i���
Dieser werde ebenfalls mit 
 bezeichnet�

Nun setzen wir die Involution � auf die Loop Gruppe �GIC durch Twistung fort�
indem wir ���g���� 
� ��g������ �� � S�� � g � �GIC setzen� Dann ist die Ein�
schr�ankung von �� auf die Untergruppe GIC aller konstanten Loops in �GIC gleich ��
Die Fixpunktgruppe von �� in �GIC werde mit �GIC

� bezeichnet� Es ist dies also die
Menge aller Loops g� f�ur welche ��g���� � g���� f�ur alle � in S� gilt�

Wie im letzten Abschnitt werden die Involutionen � und 
 von GIC durch punktwei�
se Operation auf die Loop Gruppe �GIC fortgesetzt� Dann haben wir die folgende
Proposition


Proposition 	��� Die Involution �� ist stetig auf der Loop Gruppe �GIC� Die In�
volutionen � � 
 und �� von �GIC vertauschen�

Beweis� Die Stetigkeit von �� zeigt man wie die Stetigkeit der Involutuion �� auf
der zugeh�origen Loop Algebra �gIC in Proposition �����
Wir zeigen die Vertauschbarkeit von � und �� auf �GIC� indem wir einen Loop g in
seine Fourier Reihe in � entwickeln

�� � � �

P
k�ZZAk � �k� � ���

P
l�ZZ � �A�l��

l� �
P

l�ZZ��� �A�l������l �
� �
P

l�ZZ��A�l������l� � � �
P

k�ZZ ��Ak�����k� � � � ���Pk�ZZAk � �k�� �
Ziel dieses Abschnitts ist es� die in Abschnitt ��� konstruierte Reduktion eines � �
symmetrischen Loops x��� auf ein Element n im Normalisator der Cartan Unter�
gruppe C mittels der Operation von ��GIC durchzuf�uhren f�ur � �symmetrische x in
der getwisteten Loop Gruppe �GIC

� � Dabei soll die Reduktion nur mittels der Ope�
ration von ��GIC

� �� ��GIC � �GIC
�� erfolgen�

Wir beschr�anken uns dabei auf solche Involutionen �� welche die Cartan Unter�
gruppe C von GIC punktweise �xieren� Zumindest f�ur alle Involutionen� die innere
Automorphismen einer komplexen� halbeinfachen Lie Algebra sind� existiert stets ei�
ne Cartan Unteralgebra� die von der Involution punktweise �xiert wird �siehe �Kac	�
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Chapter �� x ���� Lemma ��� und Proposition ����� L�a�t eine Involution von gIC eine
Cartan Unteralgebra c punktweise �x� so ist sie von der Gestalt exp�ad�H�� mit
einem H in c � Fix�
�� �siehe obiges Zitat in �Kac	�� Damit l�a�t dies Involution
jeden Wurzelraum gIC� �� � $�� invariant�

F�ur den Rest dieses Abschnitts gelten also obige Notationen� und die Involution �
lasse die Cartan Unteralgebra c beziehungsweise C punktweise �x�
Dann gilt folgendes Lemma


Lemma 	��� Die Involution �� von �GIC l�a�t die Untergruppen U�� U� und N
invariant� sofern die Involution � von GIC die Cartan Untergruppe C punktweise
�xiert�

Beweis� Die Invarianz vom Normalisator N von C in �GIC folgt schon aus der
Invarianz von C�
Die Wurzelr�aume IC � �k � E�� � � $�� k � ZZ sind invariant unter ��� da die Wur�
zelr�aume IC � gIC� ��invariant sind� Damit folgt die Behauptung� �
F�ur die Reduktion eines � �symmetrischen Loops y aus �GIC

� mittels der Gruppe
��GIC

� auf ein Element in der Gruppe N machen wir Gebrauch von Eindeutigkeits�
aussagen in Abschnitt ���


Proposition 	��� Es sei y � �GIC
�� und es seien s�� v� und n � N die Elemente

aus Proposition ����� f�ur welche y � � �s�� � n � r� ist und n � r� � n�� in � �U��
liegt� Dann sind auch s�� v� und n in der getwisteten Loop Gruppe �GIC

��

Beweis� Dies folgt sofort mit dem Lemma ����� da � und �� vertauschen und die
Zerlegung in Proposition ���� eindeutig ist
 Es ist y � ���y� � � ����s��� ����n� ����r���
und es liegt nach Voraussetzung ���n� � ���r�� � ���n��� in ���� �U��� � � ����U��� �
� �U��� �
Damit haben wir die folgende� zu Satz ���
 analoge Aussage f�ur getwistete Loop
Gruppen


Proposition 	��� Es sei x � �GIC
� ein � �symmetrischer Loop� Weiterhin seien

r� v � U� und n � N wie in Satz ����� so da� die Gleichungen ����� gelten� Dann
sind auch r� v und n in der getwisteten Loop Gruppe �GIC

��

Beweis� Der Beweis von Satz ���
 geht von der Zerlegung in Proposition ����
aus
 x � � �v�� � n � r�� F�ur diese Zerlegung haben wir in der letzten Proposition
gezeigt� da� v�� n und r� in der getwisteten Loop Gruppe liegen� Weiterhin wird
im Beweis zu Satz ���
 v��� zerlegt in das Produkt v� � v�� mit v�� v� � U�� und
n � v� � n�� � � �U�� sowie n � v� �n�� � � �U��� Da n und v� von �� �xiert werden�
und diese Zerlegung eindeutig ist� da U� � U� trivial ist� folgt mit Lemma �����
da� auch v� und v� in der getwisteten Loop Gruppe liegen� Damit folgt mit dem
Rest des Beweises von Satz ���
 sofort die Behauptung in der Proposition� �
Mit dieser Proposition kann also das � �symmetrische und ����xe Element x mit
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einem Element r in der Loop Gruppe ��GIC
� reduziert werden auf n � v mit n �

N � �GIC
� und v � U� � �GIC

� �
Um die Reduktion auf n in der getwisteten Loop Gruppe vornehmen zu k�onnen�
m�ussen wir nocheinmal die Involution 
 aus Lemma ���� betrachten� wir erhalten
sofort die folgenden Aussagen


Proposition 	��� Wenn in der Situation von Lemma ���� das � �symmetrische n
aus N von �� �xiert wird� so vertauscht die Involution 
 �
�g� 
� � �n �g �n���� mit
��� Die 
�invariante Untergruppe U�� � U� � 
�U�� und ihre Lie Algebra u��

sind ���invariant� Insbesondere ist der �����Eigenraum u������ von 
 in u�� auch
���invariant� �
Nun k�onnen wir schlie�lich die zu Proposition ���� analoge Reduktion in getwisteten
Loop Gruppen durchf�uhren


Satz 	��	 Es sei x ein � �symmetrischer� ����xer Loop� und x � n � v die Zerle�
gung nach Proposition ���� in der getwisteten Loop Gruppe �GIC

� � Dann liegt der in
Proposition ���� konstruierte Loop g � exp���

�
� V �� V � u������ ebenfalls in �GIC

� �

Mit diesem Loop gilt die Gleichung � �g��� � x � g � n�

Beweis� Der Loop v ist 
�symmetrisch und ����x� Damit existiert � wie im Be�
weis zu Proposition ���� gezeigt � ein V in u������� so da� v � exp�V � gilt� Der

Unterraum u������ ist nach Proposition ���� invariant unter ��� Da nach Lemma ����
und ���� die Exponentialabbildung von u������ ein Di�eomorphismus auf die Men�
ge aller 
�symmetrischen Elemente in U�� ist� folgt ���V � � V � Damit ist auch
g � exp���

�
� V � �x unter ��� und wir sind fertig� �

Die Splittung der � �symmetrischen Elemente n in N in der getwisteten Loop Grup�
pe �GIC

� l�a�t sich nicht in der geschlossenen Form durchf�uhren� wie dies in Abschnitt
��� im ungetwisteten Fall m�oglich war�

Zum Abschlu� sei hier noch ein Ph�anomen der Iwasawa Zerlegung in den getwi�
steten Loop Gruppen aufgezeigt
 Im allgemeinen existieren neben dem Produkt
�G� � ��GIC

� weitere o�ene Doppelnebenklassen
 Wenn im ungetwisteten Fall ein
� �symmetrischer� konstanter Loop q aus N eine Splittung in der Loop Gruppe �GIC

besitzt� so auch in GIC mittels der Einsetzung � 
� �� Folglich existiert auch eine
Splittung in ��GIC�
In getwisteten Loop Gruppen �GIC

� liefert die Einsetzung � 
� �� ebenfalls einen
�konstanten� Loop in GIC� Dieser liegt aber nur dann in der getwisteten Loop Grup�
pe� wenn er in H IC liegt� also der Fixpunktgruppe von � in GIC� Es sei dies zuletzt
an einem Beispiel illustriert


Beispiel� Es sei GIC � SL�
� IC� und G � SU��� ��� Dann ist die Involution � ge�
geben durch � �g� � diag��������g�T��diag������� Die Involution � von GIC sei die
Konjugation mit der Matrix diag������� Der konstante Loop q 
� diag�������
ist � �symmetrisch und liegt in der getwisteten Loop Gruppe �GIC

�� Er wird � �
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symmetrisch gesplittet von dem Loop w � � � E�� � ��� � E��� das hei�t� es gilt
q � � �w��� � w� Es ist auch w in der getwisteten Loop Gruppe �GIC

� � Eine kurze
Rechnung zeigt� da� q keine � �symmetrische Splittung in ��GIC

� besitzt� Daher ist
�G� � w � ��GIC

� eine von der ��big cell� verschiedene Doppelnebenklasse� Da die
Summe �g� � �w ���gIC� �w��� die ganze� getwistete Loop Algebra �gIC� ergibt� ist
obige Doppelnebenklasse auch o�en� �
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