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Introducere

Acest volum reproduce teza de doctorat a autorului, elaborată sub con-
ducerea ştiintifică a domnului profesor doctor Vasile Oproiu, la Facultatea
de Matematică a Universităţii ”Al.I.Cuza” din Iaşi.

Teoria aplicaţiilor armonice ı̂ntre varietăţi riemanniene este o teorie ce
a cunoscut o dezvoltare deosebită ı̂n ultimii 40 de ani, primul articol con-
sacrat studiului acestei probleme, [7], fiind publicat ı̂n 1964. De atunci au
apărut numeroase lucrări ı̂n acest domeniu, devenit unul clasic ı̂n geometria
riemanniană de astăzi.

Lucrarea de faţa este dedicată studiului aplicaţiilor armonice şi biarmon-
ice şi morfismelor armonice ı̂ntre varietăţi riemanniene, accentul căzând pe
studiul aplicaţiilor şi morfismelor armonice ı̂ntre ϕ-varietăţi metrice reper-
ate. De altfel majoritatea lucrării (capitolele 2-7) este alcătuită din rezul-
tate obţinute ı̂n acest context. În ultimul capitol, al optulea, se extind unele
rezultate obţinute ı̂n [4], pentru curbele biarmonice din grupul Heisenberg,
la cazul curbelor biarmonice ı̂n grupul Heisenberg generalizat.

În general, toate capitolele, mai puţin primul, se bazează pe câte o lucrare
ştiinţifică scrisă de autor ı̂ntre anii 1999-2004.

În Capitolul 1 sunt prezentate noţiuni şi rezultate fundamentale din
teoria aplicaţiilor armonice, cum ar fi definiţiile densităţii de energie , energiei
şi aplicaţiilor armonice, teoremele referitoare la prima şi a doua variaţie a
energiei, ecuaţia Euler-Lagrange, sau definiţia şi teorema de caracterizare a
morfismelor armonice. Toate acestea vor fi folosite apoi pe parcursul lucrării.
În elaborarea acestui prim capitol am urmat ı̂ndeaproape monografiile [1],
[8] şi [45].

În Capitolul 2 sunt studiate aplicaţiile ı̂ntre varietăţi aproape Kähler şi
varietăţi aproape de contact. Pentru astfel de aplicaţii definim şi calculăm
densităţile parţiale de energie şi energiile parţiale şi, apoi, folosind tehnici
similare celor din [48] pentru aplicaţiile ı̂ntre varieta̧ţi Kähler, demonstrăm
că orice aplicaţie ±(J, ϕ)-olomorfă este armonică şi, mai mult, un minim al
energiei ı̂n clasa sa de omotopie, unde am notat cu J structura aproape com-
plexă pe prima varietate şi cu ϕ tensorul de tip (1,1) ce apare ı̂n structura
aproape de contact pe cea de-a doua varietate. Este studiată apoi stabili-
tatea aplicaţiilor (J, ϕ)-olomorfe ı̂ntre o varietate Kähler şi o varietate cosim-
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Introducere 4

plectică şi stabilitatea aplicaţiilor (J, ϕ)-olomorfe ı̂ntre o varietate Kähler şi o
C-varietate, obţinându-se rezultate similare celui din [45] ı̂n cazul aplicaţiilor
ı̂ntre varietăţi Kähler. În final studiem aplicaţia incluziune i : M ↪→ M ×R,
unde M este o varietate Kähler iar pe varietatea produs avem definită o
structură de varietate cosimplectică. Pentru i determinăm nucleul oper-
atorului Jacobi. Trebuie precizat că ı̂n debutul acestui capitol se face o
scurtă prezentare a unor noţiuni şi rezultate din teoria ϕ-varietăţilor reper-
ate, unele dintre ele obţinute independent de către autor, rezultate ce vor fi
folosite pe parcursul ı̂ntregii lucrări. Acest capitol are la bază lucrarea [11],
a autorului, pentru partea introductivă fiind folosite, ı̂n special, lucrarea [22]
şi monografia [2].

În Capitolul 3 folosim structurile aproape complexă şi aproape de con-
tact induse pe o ϕ-varietate reperată de dimensiune pară şi, respectiv, im-
pară, introduse ı̂n [22], pentru a găsi condiţ̧ii suficiente de armonicitate pen-
tru aplicaţiile definite ı̂ntre astfel de varietăţi. Astfel, găsim condiţii ca o
ϕ-varietate reperată de dimensiune pară, dotată cu structura aproape com-
plexă indusă, să devină o varietate Kähler, şi, ı̂n acest caz condiţia necesară
şi suficientă pentru ca o aplicaţie ı̂ntre două astfel să fie armonică este ca
aplicaţia tangentă indusă să comute cu structurile induse. Găsim, ı̂n con-
tinuare, condiţiile ce trebuiesc ı̂ndeplinite pentru comutativitate şi, deci,
pentru armonicitatea aplicaţiei. Rezultate similare obţinem şi ı̂n cazul ϕ-
varietăţilor de dimensiune impară, folosind teorema din [24], conform căreia
orice aplicaţie ϕ-olomorfă ı̂ntre două varietăţi de contact este armonică.
În ultima parte a capitolului construim o ϕC-structură metrică reperată
pe fibratul tangent, TM , al unei varietăţi aproape de contact, (M, ϕ, ξ, η),
folosind liftul complet, ϕC , al câmpului tensorial de tip (1,1), ϕ, de pe M pe
TM , şi lifturile verticale şi complete ale câmpului vectorial ξ şi ale 1-formei
η. Arătăm că, ı̂n cazul ı̂n care M este o varietate cosimplectică, atunci
TM , dotat cu ϕC-structura metrică reperată indusă, ı̂ndeplineşte condiţiile
impuse anterior pentru varietăţile de dimensiune pară, şi bazându-ne pe
aceasta găsim, ı̂n final, rezultate legate de armonicitatea aplicaţiilor ı̂ntre
fibratele vectoriale ale unor varietăţi cosimplectice (o importantă sursă de
inspiraţie fiind lucrarea [37]), şi de armonicitatea proiecţiei canonice a unui
fibrat vectorial pe varietatea bază, atunci când aceasta este cosimplectică.
Capitolul reproduce, ı̂n mare măsură, lucrarea [12].

În debutul Capitolului 4 definim o structură aproape complexă pe varie-
tatea produs a două ϕ-varietăţi metrice reperate şi demonstrăm, ı̂n acelaşi
mod ca ı̂n cazul produselor de varietăţi cosimplectice, (vezi[5]), că aceasta
varietate este o varietate Kähler dacă şi numai dacă cele două varietăţi sunt
C-varietăţi. Apoi, găsim condiţii necesare şi suficiente pentru ca aplicaţia
produs a două aplicaţii ı̂ntre ϕ-varietăţi metrice reperate să fie ±-olomorfă
şi, astfel, armonică, dacă aceste varietăţi sunt C-varietăţi. Folosind rezul-
tatele anterioare şi procedând la fel ca ı̂n cazul varietăţilor cosimplectice,
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(vezi [21]), demonstrăm că o aplicaţie ϕ-olomorfă ı̂ntre C-varietăţi este ar-
monică. Demonstrăm că, ı̂n cazul ı̂n care M este o C-varietate compactă,
aplicaţia identitate pe M este o aplicaţie armonică stabilă. În continuare,
studiem aplicaţiile ϕ-pluriarmonice definite pe o ϕ-varietate reperată, ı̂n
acelaşi mod ca ı̂n cazul varietăţilor Kähler şi al varietăţilor aproape de con-
tact (vezi[24]). Găsim condiţiile necesare şi suficiente ca o aplicaţie definită
pe o ϕ-varietate metrică reperată să fie ϕ-pluriarmonică. Demonstrăm că o
aplicaţie, f : M → N , cu rang f ≥ 3, ı̂ntre o ϕ-varietate metrică reperată
şi un spaţiu formă complex având curbura secţională olomorfă constantă
nenulă, ϕ-pluriarmonică, are proprietatea f∗ϕ = ±Jf∗, unde J este struc-
tura complexă pe N , iar dacă M este compactă, atunci f este stabilă. Mai
demonstrăm că orice aplicaţie armonică ı̂ntre o C-varietate compactă şi o va-
rietate Kähler cu tensorul de curbură tare nenegativ, este ϕ-pluriarmonică.
În final, folosind ϕC-structura indusă pe fibratul tangent al unei C-varietăţi,
M , obţinută la fel ca ı̂n Capitolul 3, demonstrăm că proiecţia canonică,
π : TM → M , este o aplicaţie ϕC-pluriarmonică. Rezultatele din acest
capitol se regăsesc ı̂n lucrarea [15].

În Capitolul 5 studiem aplicaţiile definite pe varietăţi metrice aproape
de contact cu valori ı̂ntr-o ϕ-varietate metrică reperată. Arătăm că, dacă
domeniul unei aplicaţii ϕ-olomorfe, f : (M, ϕ, ξ, η, g) → N , este o vari-
etate metrică aproape de contact normală, astfel ı̂ncât dηx 6= 0, pentru orice
x ∈ M , şi 2-forma fundamentală corespunzătoare lui g este ı̂nchisă, sau
o varietate metrică de contact, iar codomeniul este o ϕ-varietate metrică
reperată normală cu 2-forma fundamentală ı̂nchisă, atunci f este o aplicaţie
armonică. Demonstrăm, apoi, că o aplicaţie ı̂ntre două varietăţi Sasaki
complexe, a cărei aplicaţie tangentă indusă comută (sau anti-comută) cu
tensorii ce definesc structurile aproape complexe pe cele două varietăţi şi
cu doi din tensorii ce definesc structurile aproape de contact complexe, este
o aplicaţie armonică. Deasemeni, prezentăm şi un exemplu de aplicaţie cu
proprietăţile de mai sus, definită pe grupul Heisenberg complex cu valori
ı̂n aceeaşi mulţime. În ultima secţiune a acestui capitol găsim câteva exem-
ple, legate de primele rezultate, obţinute folosind structuri induse pe fibratele
tangente ale unor varietăţi aproape de contact, structuri construite ı̂n acelaşi
mod ca ı̂n capitolele precedente, cu ajutorul lifturilor verticale şi complete
ale câmpurilor tensoriale, de la varietatea bază la fibratul său tangent. Acest
capitol reproduce o parte din lucrarea autorului, [10].

În Capitolul 6 definim noţiunea de varietate hiper-reperată, o gene-
ralizare a celor de varietate hipercomplexă şi de varietate 3-aproape de
contact, (vezi [2]). Demonstrăm că pe o varietate hiper-reperată există o
metrică asociată tuturor celor trei ϕi-structuri ce intervin ı̂n definiţia ei,
unde i = 1, 2, 3. Arătăm, folosind o structură aproape complexă pe M ×Rn,
definită ı̂n Capitolul 2, că dimensiunea unei varietăţi hiper-reperate, M , este
de forma 4m+3n, şi că pe o astfel de varietate nu există o patra ϕ-structură
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reperată care să satisfacă condiţiile de anti-comutativitate cu primele trei
structuri. Demonstrăm că, dacă două din structurile ce definesc o hiper-
varietate sunt normale, atunci şi a treia structură este normală. Utilizând
un rezultat din [23], generalizat ı̂n [27], demonstrăm că, dacă (M,ϕi, ξ

i
a, η

i
a, g)

este o hiper-varietate metrică, astfel ı̂ncât dηi
a = 0 şi dωi = 0, pentru

orice i = 1, 2, 3 şi a = 1, ..., n, unde ωi sunt 2-formele fundamentale cores-
punzătoare celor trei structuri, atunci fiecare structură pe M este normală
şi, astfel, M este o hiper C-varietate. Găsim că, pentru o astfel de varietate
tensorul Ricci se anulează. Studiem apoi armonicitatea aplicaţiilor ı̂ntre va-
rietăti hiper-reperate şi demonstrăm că o aplicaţie ϕi-olomorfă, cu i = 1, 2,
este o aplicaţie armonică. În final dăm două exemple de structuri hiper-
reperate obţinute pe fibratul tangent al unei varietăţi 3-aproape de contact,
folosind lifturile verticale, orizontale şi complete ale câmpurilor tensoriale de
la varietate la fibratul său tangent. Aceste rezultate se găsesc ı̂n lucrările
[10] şi [13].

În Capitolul 7 studiem morfismele ϕ-pseudo armonice definite pe o va-
rietate riemanniană cu valori ı̂ntr-o ϕ-varietate metrică reperată. Definim
mai ı̂ntâi aplicaţiile ϕ-pseudo orizontal slab conforme (ϕ-[PHWC]), ca fiind
aplicaţiile f : (M, g) → (N,ϕ, ξi, ηi, h), ı̂ntre o varietate riemanniană şi o
ϕ-varietate metrică reperată, cu proprietatea [df ◦ df∗, ϕ] = 0, şi găsim ca-
racterizări pentru astfel de aplicaţii. Pentru o ϕ-[PHWC] aplicaţie, f , ca mai
sus, obţinem o ψ-structură metrică reperată pe varietatea riemanniană M ,
indusă de ϕ-structura metrică reperată de pe N , mai ı̂ntâi ı̂n cazul ı̂n care
N este o varietate aproape de contact şi, apoi, ı̂n cazul general. Folosind
acestă structură găsim câteva clase de aplicaţii ϕ-[PHWC]. În continuare
definim morfismele ϕ-pseudo armonice ca fiind aplicaţiile ϕ-[PHWC] armo-
nice şi, folosind rezultatele precedente, găsim exemple de astfel de aplicaţii.
Încheiem obţinând o ψ-structură metrică reperată indusă pe fibratul tan-
gent al unei varietăţi metrice aproape de contact. Acest capitol are la bază
lucrarea [14].

În Capitolul 8 studiem curbele biarmonice ı̂n grupul Heisenberg gene-
ralizat. În articolul [4] sunt determinate ı̂n totalitate aceste curbe ı̂n cazul
grupului Heisenberg (de dimensiune 3). În lucrarea de faţă găsim ecuaţia
biarmonică a curbelor ı̂n cazul dimensiunii 2n+1 şi, folosind tehnici asemănă-
toare celor din lucrarea citată, găsim exemple notabile de curbe biarmonice
şi non-armonice ı̂n acest context (unele din ele generalizând rezultate din
[4]). Lucrarea [16] stă la baza acestui capitol.

Autorul doreşte să ı̂şi exprime recunoştinţa faţă de domnul profesor
Vasile Oproiu, pentru numeroasele discuţii avute, pentru sfaturile primite
de-a lungul timpului, pentru sprijinul constant şi pentru ı̂ncrederea acor-
dată.

Autorul mulţumeşte, deasemeni, familiei şi prietenei sale pentru ı̂nţelege-
re şi pentru sprijinul acordat.



Capitolul 1

Capitol introductiv

În acest capitol vom trece ı̂n revistă principalele noţiuni şi rezultate din
teoria aplicaţiilor armonice ce vor fi folosite pe parcursul lucrării de faţă. În
acest scop vom urma ı̂ndeaproape lucrările [1], [8] şi [45].

Vom presupune ca fiind cunoscute noţ̧iunile de varietate diferenţiabilă
netedă finit dimensională, conexiune liniară, varietate riemanniană, fibrat
vectorial, etc. (de exemplu vezi monografiile [18], [19], [42] şi [47]).

1.1 Operatori pe fibrate vectoriale

Fie M o varietate riemanniană. Dacă E şi F sunt două fibrate vectoriale
peste M vom face următoarele notaţii, E∗, dualul lui E; E⊕F , suma directă
(Whitney) a lui E cu F ; E ⊗ F , produsul tensorial al lui E cu F ; ⊗kE,
puterea tensorială k a lui E; ΛkE, puterea exterioară k a lui E; ¯kE, puterea
simetrică k a lui E.

Fie E un fibrat vectorial oarecare, de clasă C∞, peste M ,

E =
⋃

x∈M

Ex,

unde π : E → M este proiecţia canonică şi Ex = π−1(x) este un spaţiu
vectorial de dimensiune r (care nu depinde de x), numit fibra ı̂n x.

Notăm cu Γ(E), mulţimea C∞-secţiunilor lui E, adică mulţimea aplicaţii-
lor de clasă C∞, s : E → M , astfel ı̂ncât π ◦ s = id, adică s(x) ∈ Ex, x ∈ M .
Atunci Γ(E) este un spaţiu vectorial şi un C∞-modul; adică, dacă pentru
orice f ∈ C∞(M), s, s1, s2 ∈ Γ(E), se definesc

(f · s)(x) := f(x)s(x), (s1 + s2)(x) := s1(x) + s2(x), x ∈ M,

atunci f · s, s1 + s2 ∈ Γ(E).

7



Capitol introductiv 8

Spunem că ∇̃ este o conexiune (sau o derivare covariantă) a lui E dacă
pentru orice câmp vectorial X ∈ χ(M), aplicaţia

∇̃X : Γ(E) → Γ(E),

satisface următoarele condiţii

(i) ∇̃X+Y s = ∇̃Xs + ∇̃Y s,

(ii) ∇̃fXs = f∇̃Xs,

(iii) ∇̃X(s1 + s2) = ∇̃Xs1 + ∇̃Xs2,

(iv) ∇̃X(f · s) = Xf · s + f∇̃Xs,

pentru orice f ∈ C∞(M), X, Y ∈ χ(M) şi s, s1, s2 ∈ Γ(E).
Pentru X, Y ∈ χ(M) şi s ∈ Γ(E), se defineşte

R̃(X, Y )s := ∇̃X(∇̃Y s)− ∇̃Y (∇̃Xs)− ∇̃[X,Y ]s.

R̃ se numeşte câmpul tensorial de curbură al lui E relativ la conexiunea ∇̃.
Un fibrat vectorial E admite un produs interior, h, dacă pe fiecare fibră

Ex este definit un produs interior

hx : Ex × Ex → R, x ∈ M,

şi hx, ca funcţie de x, este de clasă C∞, adică, pentru orice s1, s2 ∈ Γ(E),
funcţia h(s1, s2), definită prin

h(s1, s2)(X) := h(s1(x), s2(x)), x ∈ M,

este de clasă C∞.
O conexiune ∇̃ este compatibilă cu un produs interior h, pe E, dacă

pentru orice X ∈ χ(M) şi s1, s2 ∈ Γ(E), avem

X · h(s1, s2) = h(∇̃Xs1, s2) + h(s1, ∇̃Xs2).

În continuare, fie M şi N două varietăţi diferenţiabile şi fie f : M → N
o aplicaţie netedă. Se defineşte fibratul indus peste M de fibratul tangent
al varietăţii N , TN , ı̂n felul următor. Fie π : TN → N proiecţia canonică,
şi fie

f−1TN = {(x, u) ∈ M × TN, π(u) = f(x), x ∈ M} =
⋃

x∈M

Tf(x)N.

Mulţimea tuturor C∞-secţiunilor lui f−1TN , notată Γ(f−1TN), este

Γ(f−1TN) = {V : M → TN, V is a C∞ − map, V (x) ∈ Tf(x)N, x ∈ M}.
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În cele ce urmează, notăm cu ∇M ,∇N conexiunile Levi-Civita pe va-
rietăţile riemanniene (M, g) şi, respectiv, (N,h). Atunci, pentru f ∈ C∞(M,
N), se poate defini conexiunea indusă pe fibratul indus peste M de TN ,
E = f−1TN , după cum urmează. Pentru X ∈ χ(M) şi V ∈ Γ(f−1TN),
definim ∇̃XV ∈ Γ(f−1TN), prin

(∇̃XV )(x) = ∇N
f∗XV :=

d

dt
|t=0(PN

f◦σt
)−1V (σ(t)), x ∈ M,

unde t → σ(t) ∈ M este o C1 curbă ı̂n M , satisfăcând σ(0) = x, σ′(0) =
Xx ∈ TxM şi σt este o curbă dată de σt(s) = σ(s), 0 ≤ s ≤ t, iar PN

f◦σt
:

Tf(x)N → Tf(σ(t))N este transportul paralel ı̂n lungul curbei f ◦σt ı̂n raport
cu conexiunea Levi-Civita pe N .

Mai mult, E = f−1TN admite un produs interior, provenit din metrica
riemanniană h, pe N , notat tot cu h, definit de

hf(X) : Tf(x)N × Tf(x)N → R,

deoarece Ex = Tf(x)N . Conexiunea indusă, ∇̃, şi produsul interior h, pe
f−1TN sunt compatibile.

În continuare, fie E un fibrat vectorial peste varietatea riemanniană M .
Notăm cu Ap = C(ΛpT ∗M ⊗ E) spaţiul p-formelor netede pe M cu valori
ı̂n E. Operatorul diferenţială exterioară d : Ap(E) → Ap+1(E), relativ la
conexiunea ∇̃, pe E, este dat de

dω(X1, ..., Xp) =
p+1∑

i=1

(−1)i+1∇X(ω(X1, ..., X̂i, ..., Xp+1))+

+
∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, ..., X̂i, ..., X̂j , ..., Xp+1),

unde termenii acoperiţi de ̂ sunt omişi.
În continuare presupunem că M este o varietate compactă şi orientabilă.

Pe fibratul vectorial ΛpT ∗M ⊗ E produsul interior este indus de cel de pe
E şi de metrica riemanniană de pe M . Acest produs se notează cu <,>x,
x ∈ M , pe fiecare fibră ΛpT ∗xM⊗Ex. Se poate defini un produs global, notat
(, ), pe Ap(E) prin

(ω, η) :=
∫

M
< ω, η > ∗1, ω, η ∈ Ap(E),

unde ∗1 este forma volum a varietăţii M . Acum se poate defini codiferenţiala
exterioară d∗ : Ap+1(E) → Ap(E), prin

(dω, η) = (ω, d∗η), ω ∈ Ap(E), η ∈ Ap+1(E).
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Se obţine că

d∗ω(X1, ..., Xp) = −
m∑

i=1

(∇̃eiω)(ei, X1, ..., Xp),

unde ω ∈ Ap+1(E), X1, ..., Xp ∈ χ(M), iar {ei}m
i=1 este un câmp local

ortonormat de repere pe M .
Pentru X ∈ χ(M), aplicaţia

Ap(E) 3 ω → ∇̃Xω ∈ Ap(E),

se numeşte derivata covariantă şi este definită prin

(∇̃Xω)(X1, ..., Xp) := ∇̃X(ω(X1, ..., Xp))−
p∑

i=1

ω(X1, ...,∇XXi, ..., Xk).

Aici ∇̃ este conexiunea pe E, şi∇ este conexiunea Levi-Civita pe M . Atunci,
pentru ω ∈ Ap(E) avem

(dω)(X1, ..., Xp+1) =
p+1∑

i=1

(∇̃Xiω)(X1, ..., X̂i, ..., Xp+1).

Pentru p = 1, avem dω(X, Y ) = (∇̃Xω)(Y )− (∇̃Y ω)(X).
Definiţia 1.1.1 Operatorul diferenţial

∆ := dd∗ + d∗d : Ap(E) → Ap(E),

se numeşte laplacianul pentru p-formele cu valori ı̂n E.

Propoziţia 1.1.1 Laplacianul, ∆, este un operator diferenţial eliptic au-
toadjunct de ordinul doi.

Observaţia 1.1.2 Fie f ∈ C∞(M). Atunci ∆f = d∗df = −trace∇df .

Definiţia 1.1.2 O p-formă ω se numeşte armonică dacă ∆ω = 0.

Propoziţia 1.1.3 O p-formă ω este armonică dacă şi numai dacă dω =
0 = d∗ω.

Teorema 1.1.4 (de unică prelungire) Fie ω ∈ Ap(E) o p-formă ar-
monică. Dacă ω se anulează pe o submulţime deschisă a lui M atunci ω se
anulează pe M .

Formula lui Weitzenböck. Vom prezenta această formulă doar pentru 0
şi 1-formele cu valori ı̂n E.

1. Dacă ω ∈ A0(E) atunci

∆ω = −trace∇dω = −trace∇2ω.
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2. Dacă ω ∈ A1(E) şi X ∈ χ(M) atunci

∆ω(X) = −trace∇2ω(X) +
m∑

i=1

R̃(ei, X)ω(ei)−
m∑

i=1

ω(RM (ei, X)ei),

unde {ei}m
i=1 este o bază ortonormată ı̂n TxM şi RM este tensorul de curbură

al conexiunii Levi-Civita pe M .

1.2 Aplicaţii armonice

Definiţia 1.2.1 Fie f : M → N o aplicaţie de clasă C1 ı̂ntre două varietăţi
riemanniene. Se defineşte funcţia densitate de energie a lui f , e(f) ∈ C(M),
prin

e(f)x =
1
2
traceg(f∗h)(x) =

1
2

m∑

i=1

(f∗h)(ui, ui) =
1
2

m∑

i=1

h(f∗ui, f∗ui), x ∈ M,

unde f∗h este câmpul tensorial de tip (0,2) pe M , definit prin (f∗h)(X,Y ) =
h(f∗X, f∗Y ), X, Y ∈ χ(M), traceg(f∗h) este urma câmpului tensorial f∗h
ı̂n raport cu g, f∗ : TxM → TxN este aplicaţia tangentă indusă de f , iar
{ui}m

i=1 este o bază ortonormată a spaţiului tangent, TxM , ı̂n x ∈ M .

Observaţia 1.2.1 Densitatea de energie a lui f , nu depinde de alegerea
bazei {ui}m

i=1.

Observaţia 1.2.2 Luând coordonatele locale {x1, ..., xm}, {y1, ..., yn}, pe
două vecinătăţi ale lui x şi f(x), ı̂n M şi, respectiv, N , şi notând fα = yα◦f ,
α = 1, ..., n, obţinem expresia densităţii de energie

e(f)(z) =
1
2

∑

i,j,α,β

gij(z)hαβ(f(z))
∂fα

∂xi
(z)

∂fβ

∂xj
(z),

pentru orice z ı̂n vecinătatea lui x. Aici (gij) este matricea inversă a matricii
(gij), unde gij = g( ∂

∂xi ,
∂

∂xj ) şi hαβ = h( ∂
∂yα , ∂

∂yβ ).

Observaţia 1.2.3 Expresia densităţii de energie a unei aplicaţii f , din
Definiţia 1.2.1, poate fi scrisă ı̂n forma, echivalentă,

e(f) =
1
2
| df |2 .

Definiţia 1.2.2 Fie f : M → N o aplicaţie de clasă C1 ı̂ntre două varietăţi
riemanniene. Dacă M este compactă şi orientabilă, se defineşte energia
aplicaţiei f , prin

E(f) :=
∫

M
e(f) ∗ 1 =

1
2

∫

M
| df |2 ∗1.
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Definiţia 1.2.3 O aplicaţie f : M → N , de clasă C∞, se numeşte aplicaţie
armonică dacă este un punct critic al energiei, E, ı̂n C∞(M, N), adică,
pentru orice variaţie netedă ft ∈ C∞(M,N), cu −ε < t < ε, a lui f , avem

d

dt
|t=0 E(ft) = 0,

unde prin variaţie netedă, ft, se ı̂nţelege că f0 = f , şi că ft depinde de t ca
o funcţie de clasă C∞.

Definiţia 1.2.4 Pentru orice variaţie netedă, ft, a lui f , −ε < t < ε, con-
siderăm

V (x) :=
d

dt
|t=0 ft(x), x ∈ M.

Atunci V este o aplicaţie de clasă C∞ de la M la fibratul tangent, TN , al
varietăţii N , ce satisface

V (x) ∈ Tf(x)N, x ∈ M.

Reciproc, pentru o aplicaţie de clasă C∞, V : M → TN , satisfăcând relaţia
de mai sus, definind

ft(x) := expf(x)(tV (x)), x ∈ M,

se obţine că ft ∈ C∞(M, N) şi

d

dt
|t=0 ft(x) = V (x), x ∈ M.

Un astfel de câmp vectorial, V , se numeşte câmp vectorial de variaţie ı̂n
lungul lui f .

Observaţia 1.2.4 Câmpurile vectoriale de variaţie sunt secţiuni ale fibra-
tului vectorial f−1TN , indus peste M de TN .

Teorema 1.2.5 (Prima variaţie a energiei) Fie f ∈ C∞(M,N). Pen-
tru orice variaţie netedă a lui f , ft, −ε < t < ε, considerăm V (x) = d

dt |t=0

ft(x), x ∈ M . Atunci

d

dt
|t=0 E(ft) = −

∫

M
h(V, τ(f)) ∗ 1,

unde h este metrica riemanniană pe N . Astfel f este o aplicaţie armonică
dacă şi numai dacă verifică ecuaţia Euler-Lagrange, τ(f) = 0, unde

τ(f)(x) := −d∗df = trace∇df,

se numeşte câmpul de tensiune al lui f .
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Definiţia 1.2.5 Câmpul tensorial αf = ∇df se numeşte forma a doua fun-
damentală a lui f . O aplicaţie pentru care forma a doua fundamentală este
identic nulă se numeşte aplicaţie total geodezică.

Propoziţia 1.2.6 Pentru o aplicaţie netedă, f : M → N , şi pentru X, Y ∈
χ(M), avem

αf (X, Y ) = ∇̃Xdf(Y )− df(∇XY ),

unde ∇̃ este conexiunea pe fibratul indus, f−1TN , iar ∇ este conexiunea
Levi-Civita pe M .

Propoziţia 1.2.7 Exprimările ı̂n coordonate locale pentru αf şi pentru τ(f)
sunt

(αf )A
ij = fA

ij −M Γk
ijf

A
k +N ΓA

BCfB
i fC

j , τ(f)A = gij(αf )A
ij ,

unde i, j, k = 1, ..., m, A,B, C = 1, ..., n, iar MΓk
ij şi NΓA

BC sunt simbolii
Riemann-Christoffel ai conexiunilor Levi-Civita pe M şi, respectiv, N .

Propoziţia 1.2.8 Dacă (M, g), (N,h) şi (P, k) sunt trei varietăţi rieman-
niene, iar f ∈ C∞(M, N) şi ϕ ∈ C∞(N, P ), atunci

αϕ◦f = dϕ(∇df) +∇dϕ(df, df),

τ(ϕ ◦ f) = dϕ(τ(f)) + trace∇dϕ(df, df).

Să notăm că compunerea a două aplicaţii total geodezice este tot o aplicaţie
total geodezică, dar compunerea a două aplicaţii armonice nu este, ı̂n general,
o aplicaţie armonică.

Teorema 1.2.9 (de unică prelungire) Fie f : (M, g) → (N, h) o aplicaţie
armonică, constantă pe o submulţime deschisă a lui M . Atunci f este con-
stantă pe M .

În continuare vom prezenta câteva dintre cele mai cunoscute exemple de
aplicaţii armonice.

1. Dacă M = S1, atunci o aplicaţie f : S1 → (N,h) este armonică dacă
este geodezică.

2. Aplicaţia identitate id : (M, g) → (M, g) este armonică.
3. Dacă M şi N sunt două varietăţi Kähler atunci o aplicaţie f : M → N

este armonică dacă şi numai dacă este o aplicaţie ±-olomorfă.
4. Fie φ : S3 → S2 aplicaţia Hopf, adică

φ : S3{(z1, z2) ∈ C2, | z1 |2 + | z2 |2= 1} → S2,

φ(z1, z2) = (2z1z2, | z1 |2 − | z2 |2).
Aplicaţia φ este o aplicaţie armonică.



Capitol introductiv 14

1.3 A doua variaţie a energiei

Fie f : (M, g) → (N,h) o aplicaţie armonică. Considerăm o variaţie netedă
fs,t : M → N , cu f0,0 = f . Câmpurile vectoriale de variaţie corespunzătoare,
V şi W , sunt date de

V (x) :=
d

ds
|s=0 fs,0(x) ∈ Tf(x)N, W (x) :=

d

dt
|t=0 f0,t(x) ∈ Tf(x)N,

pentru x ∈ M .
În continuare, vom privi energia, E, ca fiind o funcţie pe mulţimea

C∞(M, N). Hessiana lui E, H(E)f (V, W ), ı̂ntr-un punct critic f (o aplicaţie
armonică), se defineşte prin

H(E)f (V, W ) =
∂2

∂s∂t
|(s,t)=(0,0) E(fs,t).

Avem
Teorema 1.3.1 Fie f : (M, g) → (N,h) o aplicaţie armonică. Atunci Hes-
siana energiei E ı̂n f este dată de

H(E)f (V,W ) =
∫

M
h(Jf (V ),W ) ∗ 1, V, W ∈ Γ(f−1TN),

unde Jf este un operator diferential eliptic autoadjunct de ordin doi, numit
operatorul Jacobi, ce acţionează pe Γ(f−1TN), de forma

JfV = −
m∑

i=1

(∇̃ei∇̃ei − ∇̃∇eiei)V −
m∑

i=1

RN (V, f∗ei)f∗ei,

pentru V ∈ Γ(f−1TN) şi {ei}m
i=1 o bază ortonormată ı̂n TM , unde ∇̃ este

conexiunea indusă pe fibratul indus, iar RN este tensorul de curbură pe N .

Definiţia 1.3.1 Indexul aplicaţiei f este dimensiunea celui mai amplu sub-
spaţiu al lui Γ(f−1TN) pe care H(E)f este negativ definit. Nulitatea lui f
este dimensiunea nucleului lui f .

Notăm că indexul şi nulitatea sunt finite.
Definiţia 1.3.2 O aplicaţie armonică de index 0 se numeşte slab stabilă.

1.4 Morfisme armonice

Definiţia 1.4.1 Fie f : M → N o aplicaţie netedă ı̂ntre două varietăţi
riemanniene. Atunci f se numeşte morfism armonic dacă pentru orice funcţie
armonică π : V → R definită pe o submulţime deschisă, V , a lui N , cu
π−1(V ) nevidă, compunerea π ◦ f este armonică pe π−1(V ).
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Definiţia 1.4.2 Fie f : (M, g) → (N, h) o aplicaţie netedă ı̂ntre două va-
rietăţi riemanniene, şi fie x ∈ M . Atunci f se numeşte (slab) conformă ı̂n x
dacă există numărul Λ(x) astfel ı̂ncât

h(dfx(X), dfx(Y )) = Λ(x)g(X,Y ), X, Y ∈ TxM.

Pentru orice aplicaţie netedă f : M → N ı̂ntre varietăţi riemanniene, şi
orice punct x ∈ M , notăm Vfx = ker dfx şi Hfx = {ker dfx}⊥; atunci Vfx se
numeşte spaţiul vertical şi Hfx spaţiul orizontal al lui f ı̂n x.

Definiţia 1.4.3 Fie f : M → N o aplicaţie netedă ı̂ntre varietăţi rieman-
niene, şi fie x ∈ M . Atunci f se numeşte aplicaţie orizontal slab conformă
sau semiconformă ı̂n x dacă
(i) dfx = 0, sau
(ii) dfx duce spaţiul orizontal Hfx = {ker dfx}⊥ conform ı̂n Tf(x)N .
Aplicaţia f se numeşte orizontal slab conformă sau semiconformă pe M dacă
este orizontal slab conformă ı̂n orice punct din M .

Teorema 1.4.1 O aplicaţie netedă f : M → N ı̂ntre varietăţi riemanniene
este un morfism armonic dacă şi numai dacă este o aplicaţie armonică şi
orizontal slab conformă.
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Aplicaţii ı̂ntre varietăţi
aproape Kähler şi ϕ-varietăţi
reperate

Introducere

În acest capitol studiem aplicaţiile ±(J, ϕ)- olomorfe ı̂ntre o varietate aproa-
pe Kähler şi o ϕ-varietate metrică reperată. Calculăm energiile parţiale pen-
tru o aplicaţie netedă ı̂ntre o varietate aproape Kähler şi o ϕ-varietate met-
rică reperată şi demonstrăm cǎ o aplicaţie ±(J, ϕ)-olomorfă este o aplicaţie
armonică, şi mai mult, un minim absolut al energiei ı̂n clasa ei de omotopie.
Demonstrăm că o aplicaţie (J, ϕ)-olomorfă ı̂ntre o varietate Kähler şi o va-
rietate cosimplectică este slab stabilă, şi determinăm nucleul operatorului
Jacobi al unei astfel de aplicaţii. Aceste rezultate le extindem la cazul
aplicaţiilor ı̂ntre o varietate Kähler şi o C-varietate. În final considerăm
incluziunea canonică, i : M ↪→ M ⊗R, unde M este o varietate Kähler, şi pe
M⊗R considerăm structura cosimplectică indusă, şi determinăm efectiv nu-
cleul operatorului Jacobi ı̂n acest caz. Rezultatele prezentate aici se găsesc
ı̂n lucrarea ”Maps between almost Kähler manifolds and framed ϕ-
manifolds” apărută ı̂n Balkan Journal of Geometry and Its Applications,
9(2), 2004.

2.1 ϕ-varietăţi reperate

Fie M o varietate netedă m-dimensională pe care este definit câmpul tenso-
rial de tip (1, 1), ϕ, care satisface următoarele condiţii algebrice

ϕ3 + ϕ = 0.(2.1.1)

16
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Structura geometrică definită de ϕ pe M se numeşte o ϕ-structură de
rang r dacă rangul r al lui ϕ este constant pe M şi, ı̂n acest caz, M se
numeşte ϕ-varietate. Urmează imediat că r este un număr par.

Dacă M este o ϕ-varietate şi dacă există m − r câmpuri vectoriale ξi şi
m− r 1-forme diferenţiale ηi satisfăcând

ϕ2 = −I +
m−r∑

i=1

ηi ⊗ ξi,(2.1.2)

ηi(ξj) = δi
j ,(2.1.3)

unde i, j = 1, 2, ..., m− r, spunem că M este global reperată sau că admite
o ϕ-structură. În acest caz M se numeşte ϕ-varietate global reperată sau,
simplu, o ϕ-varietate reperată. Din 2.1.2 şi 2.1.3, se obţine, printr-un calcul
algebric

ϕξi = 0, ηi ◦ ϕ = 0, ϕ3 + ϕ = 0.(2.1.4)
Dacă m = 2n+1 şi rang ϕ = 2n se obţine o structură aproape de contact

pe M .
Fie M o ϕ-varietate m-dimensională global reperată cu tensorii de struc-

tură (ϕ, ξi, ηi), cu rang ϕ = r, şi considerăm varietatea M × Rm−r. Vom
nota un câmp vectorial pe M ×Rm−r cu (X,

∑m−r
i=1 fi

∂
∂ti

) unde X este tan-
gent la M , {t1, ..., tm−r} sunt coordonatele uzuale pe Rm−r şi {f1, ..., fm−r}
sunt funcţii pe M × Rm−r. Pe M × Rm−r definim câmpul tensorial de tip
(1, 1), J , prin

J(X,
m−r∑

i=1

fi
∂

∂ti
) = (ϕX −

m−r∑

i=1

fiξi,
m−r∑

i=1

ηi(X)
∂

∂ti
).

Se verifică uşor că J2 = −I. Dacă structura aproape complexă J este
integrabilă spunem că ϕ-structura reperată este normală. O ϕ-structură
reperată este normală dacă S, câmpul tensorial de tip (1,2) definit prin

S = Nϕ +
m−r∑

i=1

dηi ⊗ ξi,(2.1.5)

se anulează, (vezi [22]), unde

Nϕ(X, Y ) = [ϕX, ϕY ]− ϕ[ϕX, Y ]− ϕ[X,ϕY ] + ϕ2[X, Y ],(2.1.6)

pentru X, Y ∈ χ(M), este câmpul tensorial Nijenhuis al lui ϕ.
Dacă g este o metrică (semi-)riemanniană pe M astfel ı̂ncât

g(ϕX, ϕY ) = g(X, Y )−
m−r∑

i=1

ηi(X)ηi(Y ),(2.1.7)

spunem că (ϕ, ξi, ηi, g) este o ϕ-structură metrică reperată şi M se numeşte
ϕ-varietate metrică reperată.
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Metrica g se numeşte metrică (semi-)riemanniană asociată.
2-forma fundamentală, Ω, a ϕ-varietăţii metrice reperate M , se defineşte

ca ı̂n cazul varietăţilor aproape hermitiene sau ı̂n cel al varietăţilor metrice
aproape de contact, prin Ω(X, Y ) = g(X, ϕY ), pentru orice X,Y ∈ χ(M).

ϕ-varietatea M cu tensorii de structură (ϕ, ξi, ηi) se numeşte C-varietate
dacă este normală, dΩ = 0 şi dηi = 0, i = 1, ..., m− r, (vezi [3]).

Dacă pe varietatea aproape de contact (M, ϕ, ξ, η) este definită metrica
asociată g atunci (M, ϕ, ξ, η, g) se numeşte varietate metrică aproape de
contact. Dacă pe o astfel de varietate, (M,ϕ, ξ, η, g), avem Ω = dη, unde Ω
este 2-forma fundamentală pe M , atunci (M, ϕ, ξ, η, g) se numeşte varietate
metrică de contact. Dacă pentru o structura metrică aproape de contact
(ϕ, ξ, η, g), normală, avem dη = 0 si dΩ = 0 atunci (N,ϕ, ξ, η, g) se numeşte
varietate cosimplectică.

În [2] sunt demonstrate următoarele două rezultate
Lema 2.1.1 Pentru o structură metrică aproape de contact (ϕ, ξ, η, g), pe
varietatea diferenţiabilă M , derivată covariantă a lui ϕ este dată de

2g((∇Xϕ)Y, Z)) = dΩ(X, ϕY, ϕZ)− dΩ(X, Y, Z) + g(Nϕ(Y, Z), ϕX)+

+((LϕY η)(Z)− (LϕZη)(Y ))η(X) + dη(ϕY,X)η(Z)− dη(ϕZ, X)η(Y ).

unde L este derivata Lie şi ∇ este conexiunea Levi-Civita pe M .

Teorema 2.1.2 Structura metrică aproape de contact (ϕ, ξ, η, g) este cosim-
plectică dacă şi numai dacă ϕ este paralel.

În acelaşi mod ca ı̂n [2] obţinem, (vezi şi [6]),
Lema 2.1.3 Dacă (M, ϕ, ξi, ηi, g) este o ϕ-varietate metrică reperată, unde
i = 1, ...n, atunci

2g((∇Xϕ)Y, Z)) = dΩ(X, ϕY, ϕZ)− dΩ(X, Y, Z) + g(Nϕ(Y, Z), ϕX)+

+
n∑

i=1

[dηi(ϕY, X)ηi(Z)− dηi(ϕZ,X)ηi(Y )]+

+
n∑

i=1

[dηi(ϕY, Z) + dηi(Y, ϕZ)]ηi(X).

Observaţia 2.1.4 Dacă (M, ϕ, ξi, ηi, g) este o ϕ-varietate metrică reperată
normală, unde i = 1, ...n, atunci

2g((∇Xϕ)Y,Z)) = dΩ(X,ϕY, ϕZ)− dΩ(X, Y, Z)+

+
n∑

i=1

[dηi(ϕY, X)ηi(Z)− dηi(ϕZ, X)ηi(Y )].
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Evident, ı̂n [2] autorul foloseşte pentru calculul diferenţialelor, dΩ şi dη,
convenţia ”Alt”, ı̂n timp ce, ı̂n lucrarea de faţa, folosim pentru astfel de
calcule convenţia ”Det”.
Observaţia 2.1.5 Se demonstrează uşor că, dacă (M, ϕ, ξi, ηi, g) este o C-
varietate atunci ϕ este paralel.

2.2 Aplicaţii ±(J, ϕ)-olomorfe

Fie (N,ϕ, ξi, ηi) o ϕ-varietate reperată şi fie TN fibratul său tangent.
Fie TCN complexificatul lui TN . Atunci ϕ poate fi prelungit ı̂n mod

unic la un endomorfism liniar complex al lui TCN , notat deasemenea cu ϕ,
care sa-
tisface (2.1.2). Valorile proprii ale ϕ sunt i, 0, −i. Considerăm descom-
punerea uzuală

TCN = T ′N ⊕ T 0N ⊕ T ′′N

a lui TCN ı̂n fibratele proprii corespunzătoare valorilor proprii i, 0, −i ale
lui ϕ.

Fie M o varietate aproape complexă, cu structura aproape complexă J .
Atunci complexificatul fibratului tangent, TCM , se poate descompune ı̂ntr-o
sumă directă de fibrate proprii ale lui J

TCM = T ′M ⊕ T ′′M

corespunzătoare valorilor proprii i, −i.
Definiţia 2.2.1 Fie f : M → N o alicaţie netedă ı̂ntre varietatea aproape
complexă (M, J) şi ϕ-varietatea reperată (N, ϕ, ξ, η). Definim

∂f : T ′M → T ′N

∂f : T ′M → T ′′N

∂0f : T ′M → T0N

∂f : T ′′M → T ′N

∂ f : T ′′M → T ′′N

∂0f : T ′′M → T0N

prin
df |T ′M= ∂f + ∂f + ∂0f

df |T ′′M= ∂f + ∂ f + ∂0f.
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Pentru X ∈ TM, X ′ = 1
2(X − iJX) ∈ T ′M, X ′′ = 1

2(X + iJX) ∈ T ′′M ,
avem

∂f(X ′) =
1
4
(f∗X − if∗JX − ∂0f(X ′)− iϕf∗X − ϕf∗JX),(2.2.1)

∂f(X ′) =
1
4
(f∗X − if∗JX − ∂0f(X ′) + iϕf∗X + ϕf∗JX),(2.2.2)

unde am notat cu f∗ aplicaţia tangentă indusă de f , f∗ : TM → TN .
Definiţia 2.2.2 Fie f : M → N o aplicaţie netedă. Dacă f∗J = ϕf∗, atunci
f se numeşte aplicaţie (J, ϕ)-olomorfă (sau aplicaţie +(J, ϕ)-olomorfă); dacă
f∗J = −ϕf∗, atunci f se numeşte aplicaţie (J, ϕ)-antiolomorfă (sau aplicaţie
−(J, ϕ)-olomorfă).

Propoziţia 2.2.1 Fie f : M → N o aplicaţie netedă. Atunci f este o
aplicaţie −(J, ϕ)-olomorfă dacă şi numai dacă ∂f = 0 şi ∂0f = 0.

Demonstraţie. Dacă f : M → N este o aplicaţie −(J, ϕ)-olomorfă atunci
avem, pentru X ∈ TM, X ′ = 1

2(X − iJX) ∈ T
′
M, X ′′ = 1

2(X + iJX) ∈
T ′′M , folosind (2.1.4), ∂f(X ′) = −1

4∂0f(X ′).
Deoarece ∂f ∈ T ′N, ∂0f ∈ T 0N , atunci ∂f(X ′) = 0 şi ∂0f(X ′) = 0.
Invers, dacă ∂f = 0 şi ∂0f = 0, obţinem

1
4
(f∗X − if∗JX − iϕf∗X − ϕf∗JX) = 0,

pentru X ∈ χ(M).
Atunci f∗J = −ϕf∗.
În mod analog, obţinem

Propoziţia 2.2.2 Fie f : M → N o aplicaţie netedă. Atunci f este o
aplicaţie +(J, ϕ)-olomorfă dacă şi numai dacă ∂f = 0 şi ∂0f = 0.

2.3 Armonicitatea aplicaţiilor ±(J, ϕ)-olomorfe

Fie (M, g, J) o varietate aproape hermitiană, adică g(JX, JY ) = g(X, Y )
pentru orice câmpuri vectoriale X, Y pe M , şi (N, ϕ, ξi, ηi, h) o ϕ-varietate
metrică reperată. Pentru câmpul hermitian de repere local, {ei, Jei}, pe
M , avem câmpurile olomorf şi anti-olomorf ortonormate corespunzătoare,
εi =

√
2

2 (ei − iJei) şi respectiv εi =
√

2
2 (ei + iJei). Pentru o aplicaţie netedă

f : M → N avem, după un calcul direct

| ∂f |2 +
1
2
| ∂0f |2= 1

4
[h(f∗ei, f∗ei) + h(f∗Jei, f∗Jei)+(2.3.1)

+2h(f∗Jei, ϕf∗ei)],
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| ∂f |2 +
1
2
| ∂0f |2= 1

4
[h(f∗ei, f∗ei) + h(f∗Jei, f∗Jei)−(2.3.2)

−2h(f∗Jei, ϕf∗ei)].

Definiţia 2.3.1 Numim

| ∂f |2 +
1
2
| ∂0f |2= e′(f)

şi

| ∂f |2 +
1
2
| ∂0f |2= e′′(f)

densităţi parţiale de energie. Dacă M este compactă, putem defini

E′(f) =
∫

M
e′(f) ∗ 1, E′′(f) =

∫

M
e′′(f) ∗ 1, E(f) = E′(f) + E′′(f),

unde E′(f) şi E′′(f) se numesc energii parţiale, şi ∗1 este forma volum pe
M .

Evident f este o aplicaţie +(J, ϕ)-olomorfă dacă şi numai dacă E′(f) = 0
şi f este o aplicaţie −(J, ϕ)-olomorfă dacă şi numai dacă E′′(f) = 0.

Considerăm 2-forma fundamentală ω a varietăţii aproape Kähler (M, g,
J), definită prin ω(X, Y ) = g(X, JY ) cu X,Y ∈ χ(M) care satisface dω = 0
şi Ω, 2-forma fundamentală a ϕ-varietăţii metrice reperate, (N, ϕ, ξi, ηi, h),
definită de Ω(X,Y ) = h(X, ϕY ) cu X, Y ∈ χ(N), care satisface dΩ = 0.
Definim

K(f) = E′(f)− E′′(f) =
∫

M
h(f∗Jei, ϕf∗ei) ∗ 1,(2.3.3)

unde {ei, Jei} este un cămp hermitian de repere local.
Deoarece

ω(ei, ej) = h(Jei, ej) = 0,

ω(Jei, Jej) = −h(ei, Jej) = 0,

ω(ei, Jej) = h(Jei, Jej) = δij ,

obţinem

〈 f∗Ω, ω〉 = f∗Ω(ei, ej)ω(ei, ej) + f∗Ω(ei, Jej)ω(ei, Jej)+

+f∗Ω(Jei, Jej)ω(Jei, Jej) = Ω(f∗ei, f∗Jej) = h(ϕf∗ei, f∗Jei).

Înlocuind ı̂n (2.3.3), avem

K(f) =
∫

M
〈f∗Ω, ω〉 ∗ 1.

Propoziţia 2.3.1 K(f) este un invariant omotopic.
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Demonstraţie. Fie ft : M × [0, 1] → N o familie uniparametrică de aplicaţii.
Atunci d

dtf
∗
t Ω este o formă exactă, adică există θt = f∗t i(ft∗ ∂

∂t)Ω, unde
i(X)Ω notează produsul interior dintre vectorul X şi 2-forma Ω, astfel ı̂ncât
d
dtf

∗
t Ω = dθt, (vezi [48]).
Urmează că

d

dt
K(ft) =

d

dt

∫

M
〈 f∗t Ω, ω〉 ∗ 1 =

∫

M
〈 d

dt
f∗t Ω, ω〉 ∗ 1 =

=
∫

M
〈dθt, ω〉 ∗ 1 =

∫

M
〈θt, δω〉 ∗ 1 =

=
∫

M
〈θt,− ∗ d ∗ ω〉 ∗ 1 = −

∫

M
〈θt, ∗d(ω)n−1〉 ∗ 1 = 0.

Teorema 2.3.2 Fie M o varietate aproape Kähler, şi fie N o ϕ-varietate
metrică reperată, cu 2-forma fundamentală Ω satisfăcând dΩ = 0. Dacă M
este compactă, atunci orice aplicaţie ±(J, ϕ)-olomorfă este armonică şi, mai
mult, un minim al energiei ı̂n clasa sa de omotopie.
Demonstraţie. Este suficient să studiem cazul +(J, ϕ)-olomorf.

Fie f o aplicaţie +(J, ϕ)-olomorfă. Atunci E′′(f) = 0. Considerăm
ft : M × [0, 1] → N , cu f0 = f .

Atunci

E(f0) = E′(f0) + E′′(f0) = E′(f0)−E′′(f0) = K(f0) = K(ft) ≤ E(ft).

Corolar 2.3.3 Fie M şi N ca mai sus, f0 : M → N o aplicaţie +(J, ϕ)-
olomorfă, şi f1 : M → N o aplicaţie −(J, ϕ)-olomorfă. Atunci f0 şi f1 sunt
omotope doar dacă sunt constante.
Demonstraţie. Dacă f0 este omotopă cu f , atunci

E(f0) = E′(f0) + E′′(f0) = E′(f0)−E′′(f0) = K(f0) =

= K(f1) = E′(f1)− E′′(f1) = −E′(f1)−E′′(f1) = −E(f1).

Astfel E(f0) = E(f1) = 0.

2.4 Stabilitatea aplicaţiilor (J, ϕ)-olomorfe ı̂ntre o
varietate Kähler şi o varietate cosimplectică

Teorema 2.4.1 Fie (M, g, J) o varietate Kähler compactă cu dimM = 2m,
şi fie (N, ϕ, ξ, η, h) o varietate cosimplectică. Fie f : M → N o aplicaţie
(J, ϕ)-olomorfă. Atunci

∫

M
h(JfV, V ) ∗ 1 =

1
2

∫

M
h(DV, DV ) ∗ 1 +

∫

M
tr(η ⊗ η)(∇̃V, ∇̃V ) ∗ 1,
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unde V ∈ Γ(f−1TN), şi Jf este operatorul Jacobi al lui f , definit prin

JfV = −
m∑

i=1

(∇̃ei∇̃ei − ∇̃∇eiei)V −
m∑

i=1

RN (V, f∗ei)f∗ei, V ∈ Γ(f−1TN),

unde am notat cu RN tensorul de curbură al varietăţii N . Pentru orice
V ∈ Γ(f−1TN), DV este un element din Γ(f−1TN ⊗ T ∗M) definit prin

DV (X) = ∇̃JXV − ϕ∇̃XV, X ∈ χ(M),

şi (η ⊗ η)(∇̃V, ∇̃V ) este definit de

(η ⊗ η)(∇̃V, ∇̃V )(X, Y ) = (η ⊗ η)(∇̃XV, ∇̃Y V ),

unde X, Y ∈ χ(M). Atunci
1) f este slab stabilă, adică, toate valorile proprii ale lui Jf sunt nene-

gative.
2) kerJf = {V ∈ Γ(f−1TN), DV = 0}.

Demonstraţie. Pentru o bază ortonormată, {e1, ..., em, Je1, ..., Jem}, ı̂n TM ,
se obţine

h(DV, DV ) =
m∑

i=1

{h(DV (ei), DV (ei)) + h(DV (Jei), DV (Jei))} =

=
m∑

i=1

{h(∇̃JeiV − ϕ∇̃eiV, ∇̃JeiV − ϕ∇̃eiV )+

+h(−∇̃eiV − ϕ∇̃JeiV,−∇̃eiV − ϕ∇̃JeiV ).

Deoarece h(ϕX,ϕY ) = h(X, Y )− η(X)η(Y ) avem

h(DV,DV ) + η(∇̃eiV )η(∇̃eiV ) + η(∇̃JeiV )η(∇̃JeiV ) =

= 2
m∑

i=1

{h(∇̃eiV, ∇̃eiV )− 2h(ϕ∇̃eiV, ∇̃JeiV ) + h(∇̃JeiV, ∇̃JeiV )}.

Astfel∫

M
[h(JfV, V )− 1

2
h(DV, DV )− tr(η ⊗ η)(∇̃V, ∇̃V )] ∗ 1 =(2.4.1)

=
∫

M

m∑

i=1

{−h(RN (V, f∗ei)f∗ei, V )− h(RN (V, f∗Jei)f∗Jei, V )+

+2h(ϕ∇̃eiV, ∇̃JeiV )} ∗ 1,
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Deoarece
∫

M
h(JfV, V ) ∗ 1 =

∫

M

m∑

i=1

{h(∇̃eiV, ∇̃eiV ) + h(∇̃JeiV, ∇̃JeiV )−

−h(RN (V, f∗ei)f∗ei, V )− h(RN (V, f∗Jei)f∗Jei, V )} ∗ 1, (vezi [45]).

În continuare, vom demonstra că
A = RN (V, f∗ei)f∗ei + RN (V, f∗Jei)f∗Jei = ϕRN (f∗ei, f∗Jei)V.(2.4.2)

Cum (N, ϕ, ξ, η, h) este o varietate cosimplectică avem ∇Nϕ = 0, adică
∇N

XϕY = ϕ∇N
XY , pentru orice X, Y ∈ χ(N), (vezi [2]).

De aici şi din (J, ϕ)-olomorficitatea lui f obţinem

A = −ϕRN (V, f∗ei)f∗Jei + ϕRN (V, f∗Jei)f∗ei =

= ϕRN (f∗ei, V )f∗Jei + ϕRN (V, f∗Jei)f∗ei = ϕRN (f∗ei, f∗Jei)V,

unde, pentru X,Y, Z ∈ χ(N), am folosit formulele

RN (X, Y )Z + RN (Y, X)Z = 0,

RN (X, Y )Z + RN (Y,Z)X + RN (Z,X)Y = 0.

Din (2.4.1) şi (2.4.2) avem∫

M
[h(JfV, V )− 1

2
h(DV, DV )− tr(η ⊗ η)(∇̃V, ∇̃V )] ∗ 1 =(2.4.3)

=
∫

M

m∑

i=1

{−h(ϕRN (f∗ei, f∗Jei)V, V ) + 2h(ϕ∇̃eiV, ∇̃JeiV )} ∗ 1.

Pentru a ı̂ncheia demonstraţia, este suficient să arătăm că a doua inte-
grală din (2.4.3) se anulează. Pentru aceasta vom arăta

∫

M

m∑

i=1

−h(ϕRN (f∗ei, f∗Jei)V, V ) ∗ 1 =(2.4.4)

=
∫

M

m∑

i=1

{h(∇̃eiV, ∇̃JeiϕV )− h(∇̃JeiV, ∇̃eiϕV )} ∗ 1.

Atunci integrala din (2.4.3) coincide cu

∫

M

m∑

i=1

{h(∇̃eiV, ∇̃JeiϕV )− h(∇̃JeiV, ∇̃eiϕV ) + 2h(ϕ∇̃eiV, ∇̃JeiV )} ∗ 1

care se anulează deoarece ∇̃XϕV = ϕ∇̃XV din faptul că (N, ϕ, ξ, η, h) este
cosimplectică şi h(ϕX, Y ) = −h(X, ϕY ).
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Ecuaţia (2.4.4) se obţine ı̂n felul următor, deoarece [ei, Jei] = ∇M
ei

Jei −
∇M

Jei
ei, rezultă

−h(ϕRN (f∗ei, f∗Jei)V, V ) = h(ϕRN (f∗ei, f∗Jei)V, ϕV ) =(2.4.5)

= h(∇̃ei∇̃JeiV − ∇̃Jei∇̃eiV − ∇̃[ei,Jei]V, ϕV ) =

= ei(h(∇̃JeiV, ϕV ))− h(∇̃JeiV, ∇̃eiϕV )−
−Jei(h(∇̃eiV, ϕV ))+h(∇̃eiV, ∇̃JeiϕV )−h(∇̃∇eiJeiV, ϕV )+h(∇̃∇Jei

eiV, ϕV ),

deoarece ∇̃ şi h sunt compatibile.
Definim o funcţie netedă, s, pe M prin

s =
m∑

i=1

{ei(h(∇̃JeiV, ϕV ))− Jei(h(∇̃eiV, ϕV ))−(2.4.6)

−h(∇̃∇eiJeiV, ϕV ) + h(∇̃∇Jei
eiV, ϕV )}.

Fie X un câmp vectorial pe M definit de g(X, Y ) = h(∇̃JY V, ϕV ), pentru
orice Y ∈ χ(M).

Atunci, obţinem

divX =
m∑

i=1

{g(ei,∇M
ei

X)+g(Jei,∇M
Jei

X)} =
m∑

i=1

{ei(g(ei, X))−g(∇M
ei

ei, X)+

+Jei(g(Jei, X))− g(∇M
Jei

Jei, X)} =
m∑

i=1

{ei(h(∇̃JeiV, ϕV ))−

−Jei(h(∇̃eiV, ϕV ))− h(∇̃∇eiJeiV, ϕV ) + h(∇̃∇Jei
eiV, ϕV )} = s.

Astfel∫

M
s ∗ 1 = 0.(2.4.7)

Din (2.4.5),(2.4.6) si (2.4.7) avem
∫

M

m∑

i=1

−h(ϕRN (f∗ei, f∗Jei)V, V ) ∗ 1 =
∫

M

m∑

i=1

{h(∇̃eiV, ∇̃JeiϕV )−

h(∇̃JeiV, ∇̃eiϕV )} ∗ 1.

Atunci, se obţine
∫

M
[h(JfV, V )− 1

2
h(DV, DV )− tr(η ⊗ η)(∇̃V, ∇̃V )] ∗ 1 =

=
∫

M

m∑

i=1

{h(∇̃eiV, ∇̃JeiϕV )−h(∇̃JeiV, ∇̃eiϕV )+2h(ϕ∇̃eiV, ∇̃JeiV )}∗1 = 0.

Exact ca mai sus, folosind Lema 2.1.3, se demonstrează
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Teorema 2.4.2 Fie (M, g, J) o varietate Kähler compactă cu dimM = 2m,
şi fie (N, ϕ, ξi, ηi, h), unde i = 1, ..., n, o C-varietate. Fie f : M → N o
aplicaţie (J, ϕ)-olomorfă. Atunci

∫

M
h(JfV, V ) ∗ 1 =

1
2

∫

M
h(DV, DV ) ∗ 1+

+
∫

M

n∑

i=1

tr(ηi ⊗ ηi)(∇̃V, ∇̃V ) ∗ 1,

unde V ∈ Γ(f)−1TN , Jf este operatorul Jacobi al lui f , şi DV este definit
ca ı̂n Teorema 2.4.1. Atunci

1) f este slab stabilă.
2) kerJf = {V ∈ Γ(f−1TN), DV = 0}.
În continuare, fie (M, g, J) o varietate Kähler 2n-dimensională, cu co-

ordonatele locale {x1, ..., x2n} şi fie t coordonata pe R. Atunci pe M × R
considerăm η = dt şi ξ = ∂

∂t . Definim metrica G pe M × R prin

G((X, a
∂

∂t
), (Y, b

∂

∂t
)) = g(X,Y ) + (η ⊗ η)((X, a

∂

∂t
), (Y, b

∂

∂t
)),

pentru orice X,Y ∈ χ(M) şi a, b : M × R→ R. În coordonate locale, G are
expresia

G = gijdxidxj + dtdt,

unde gij sunt componentele lui g.
Pe M × R definim câmpul tensorial ϕ, de tip (1,1), prin ϕξ = 0 şi

ϕ(X, 0) = JX pentru X ∈ χ(M). Atunci (ϕ, ξ, η,G) este o structură
metrică aproape de contact pe M × R. Fie Ω 2-forma fundamentală pe
(M × R, ϕ, ξ, η, G) definită prin Ω(X̃, Ỹ ) = G(X̃, ϕỸ ) pentru orice X̃, Ỹ ∈
χ(M × R).

Printr-un calcul direct se obţine dΩ = 0 şi dη = 0.
Deoarece (M, g, J) este o varietate Kähler avem NJ = 0, unde NJ este

tensorul Nijenhuis al lui J .
Fie Nϕ tensorul Nijenhuis al ϕ. Atunci obţinem Nϕ((X, 0), (Y, 0)) =

NJ(X, Y ) şi Nϕ((X, 0), (0, ∂
∂t)) = 0 pentru orice X, Y ∈ χ(M). Astfel, avem

Nϕ = 0 şi, cum dΩ = 0 şi dη = 0, rezultă că (M × R, ϕ, ξ, η, G) este o
varietate cosimplectică.

Fie i : M ↪→ M × R aplicaţia incluziune. Din definiţia lui ϕ avem
i∗J = ϕi∗ şi atunci i este o aplicaţie (J, ϕ)-olomorfă şi, din Teorema 2.3.2, o
aplicaţie armonică.

Notând cu ∇ şi ∇′ conexiunile Levi-Civita pe M şi M × R respectiv,
avem

∇′ ∂
∂xj

∂

∂xi
= Γ′kij

∂

∂xk
+ Γ′0ij

∂

∂t
,
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∇′∂
∂t

∂

∂xi
= Γ′ki0

∂

∂xk
+ Γ′0i0

∂

∂t
,

∇′∂
∂t

∂

∂t
= Γ′k00

∂

∂xk
+ Γ′000

∂

∂t
,

unde Γ′kij , Γ′0ij , Γ′ki0, Γ′k00, Γ′000 sunt simbolii Christoffel ai conexiunii ∇′.
Se obţine

Γ′kij = Γk
ij , Γ′0ij = Γ′k00 = Γ′ki0 = Γ′000 = 0,

unde Γk
ij sunt simbolii Christoffel ai conexiunii ∇. Deci, pentru un câmp

vectorial V ′ = (V, f ∂
∂t) ∈ Γ(i−1T (M × R)), unde V ∈ χ(M) şi f : M → R

este o funcţie netedă, avem

DV (X) = ∇̃JXV ′ − ϕ∇̃XV ′ =

= ∇′i∗JX(V, f
∂

∂t
)− ϕ∇′i∗X(V, f

∂

∂t
) =

= ∇JXV − J∇XV + JX(f)
∂

∂t

pentru orice X ∈ χ(M), deoarece (M, g, J) este o varietate Kähler şi (M ×
R, ϕ, ξ, η, G) este o varietate cosimplectică.

Atunci DV = 0 dacă şi numai dacă V este un câmp vectorial olomorf,
(vezi [45]), şi f este o constantă. Astfel, din Teorema 2.3.2, avem
Propoziţia 2.4.3 Dacă (M, g, J) este o varietate Kähler şi (M ×R, ϕ, ξ, η,
G) este varietatea cosimplectică obţinută ca mai sus, atunci aplicaţia incluzi-
une, i : M ↪→ M×R este slab stabilă. Mai mult Ker(Ji) = {V ′ = (V, a ∂

∂t) ∈
Γ(i−1T (M ×R)), unde V este un câmp vectorial olomorf pe M şi a ∈ R este
o constantă}.



Capitolul 3

Aplicaţii armonice ı̂ntre
ϕ-varietăţi reperate

Introducere

În acest capitol, găsim două clase de ϕ-varietăţi reperate de dimensiune
pară şi respectiv impară, astfel ı̂ncât orice aplicaţie ±(ϕ̃, ϕ̃′)-olomorfă ı̂ntre
aceste varietăţi să fie armonică, unde ϕ̃ si ϕ̃′ sunt câmpurile tensoriale
de tip (1,1) care definesc o structurile aproape complexe sau aproape de
contact, induse pe varietăţile considerate. Găsim apoi condiţii de (ϕ̃, ϕ̃′)-
olomorficitate, determinăm o ϕ-structură reperată pe fibratul tangent TM
al unei varietăţi cosimplectice M şi dăm câteva rezultate de armonicitate
pentru aplicaţiile definite pe acest fibrat, iar ı̂n final demonstrăm că proiecţia
canonică, π : TM → M , este o aplicaţie armonică. Rezultatele prezentate
aici se găsesc ı̂n articolul ”Harmonic maps on framed ϕ-manifolds”
apărută ı̂n Analele Ştiinţifice ale Universităţii ”Al.I.Cuza” Iaşi, tomul L,
f.1, 2004.

3.1 Aplicaţii armonice ı̂ntre ϕ-varietăţi reperate
de dimensiune pară

Fie o ϕ-varietate reperatǎ m-dimensională (M, ϕ, ξi, ηi). Pe această varietate
definim câmpul tensorial de tip (1,1), ϕ̃, prin

ϕ̃ = ϕ +
[m−r

2 ]∑

i=1

(η2i ⊗ ξ2i−1 − η2i−1 ⊗ ξ2i).(3.1.1)

Se demonstrează uşor că ϕ̃ este o structură aproape complexă pe M dacă
m = 2n, sau o structură aproape de contact, (ϕ̃, ξ2n−2r+1, η2n−2r+1), dacă
m = 2n + 1, (vezi [22]).

28
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Relativ la această structură indusă avem, ı̂n cazul dimensiunii pare, (vezi
[22]),
Teorema 3.1.1 Fie (M,ϕ, ξi, ηi) o ϕ-varietate reperată normală, de dimen-
siune 2n, cu rang ϕ = r, şi i = 1, 2, ..., 2n − r. Atunci structura aproape
complexă indusă pe M ,

ϕ̃ = ϕ +
[ 2n−r

2 ]∑

i=1

(η2i ⊗ ξ2i−1 − η2i−1 ⊗ ξ2i),

este integrabilă.
Folosind acest rezultat, obţinem

Teorema 3.1.2 Fie (M, ϕ, ξi, ηi, g) o ϕ-varietate metrică reperată normală
de dimensiune 2m, unde metrica riemanniană g are 2-forma fundamentală
Ω, şi fie (M ′, ϕ′, ξ′j , η

′
j , g

′) o ϕ′-varietate metrică reperată normală de dimen-
siune 2n, cu 2-forma fundamentală Ω′, astfel ı̂ncât

dΩ +
m−k∑

i=1

d(η2i−1 ∧ η2i) = 0,(3.1.2)

şi

dΩ′ +
n−l∑

j=1

d(η′2j−1 ∧ η′2j) = 0,(3.1.3)

unde rang ϕ = 2k, şi rang ϕ′ = 2l.
Fie f : M → M ′ o aplicaţie netedă. Atunci f este armonică dacă şi

numai dacă
ϕ̃′f∗ = ±f∗ϕ̃,

unde ϕ̃ = ϕ+
∑m−k

i=1 (η2i⊗ξ2i−1−η2i−1⊗ξ2i), este structura aproape complexă
indusă pe M , şi ϕ̃′ = ϕ′ +

∑n−l
j=1(η

′
2j ⊗ ξ2j−1 − η′2j−1 ⊗ ξ2j), este structura

aproape complexă indusă pe M ′.
Demonstraţie. Fie X,Y ∈ χ(M). Avem

g(ϕ̃X, ϕ̃Y ) = g(ϕX, ϕY ) +
2m−2k∑

i=1

ηi(X)ηi(Y ) = g(X, Y ),

deoarece g este o metrică asociată pe M . Deci g este o metrică aproape
hermitiană pe varietatea aproape complexă (M, ϕ̃).

Fie Ω̃, 2-forma fundamentală a varietăţii aproape hermitiene (M, g, ϕ̃),
definită prin Ω̃(X, Y ) = g(X, ϕ̃Y ). Avem

Ω̃(X, Y ) = g(X, ϕ̃Y ) = g(X,ϕY ) +
m−k∑

i=1

[η2i(Y )ξ2i−1 − η2i−1(Y )ξ2i] =
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= Ω(X, Y ) +
m−k∑

i=1

[η2i−1(X)η2i(Y )− η2i(X)η2i−1(Y )] =

= Ω(X, Y ) +
m−k∑

i=1

(η2i−1 ∧ η2i)(X,Y ).

Astfel Ω̃ = Ω +
∑m−k

i=1 (η2i−1 ∧ η2i), şi, din (3.1.2), obţinem

dΩ̃ = dΩ +
m−k∑

i=1

d(η2i−1 ∧ η2i) = 0,

ceea ce ı̂nseamnă că (M, g, ϕ̃) este o varietate aproape Kähler. Dar cum
(M, ϕ, ξi, ηi, g) este normală, urmează, din Teorema 3.1.1, că Nϕ̃ = 0, unde
Nϕ̃ este tensorul Nijenhuis al lui ϕ̃. Deci (M, g, ϕ̃) este o varietate Kähler.
În acelaşi mod obţinem că şi (M ′, g′, ϕ̃′) este o varietate Kähler, şi atunci
f : M → M ′ este o aplicaţie ı̂ntre două varietăţi Kähler. Rezultă că f este
o aplicaţie armonică dacă şi numai dacă f este o aplicaţie ±olomorfă, adică
ϕ̃′f∗ = ±f∗ϕ̃.

Observaţia 3.1.3 În [8] este demonstrat că, dacă (M, g, J) şi (M ′, g′, J ′)
sunt două varietăţi Kähler atunci o aplicaţie netedă f : M → M ′ este ar-
monică dacă şi numai dacă f este o aplicaţie ±olomorfă. În acelaşi mod
se demontrează că, dacă g şi g′ sunt doar metrici semi-riemanniene pe va-
rietăţile complexe (M, J) şi respectiv (M ′, J ′), care satisfac g(JX, JY ) =
g(X, Y ), X, Y ∈ χ(M), g′(J ′X ′, J ′Y ′) = g′(X ′, Y ′), X ′, Y ′ ∈ χ(M ′), şi
2-formele fundamentale Ω şi Ω′ ale (M, g, J) şi, respectiv, (M ′, g′, J ′) sunt
ı̂nchise, atunci orice aplicaţie ±olomorfă, f , ı̂ntre (M, g, J) şi (M ′, g′, J ′),
este armonică. Astfel, dacă ı̂n Teorema 3.1.2 metricile g şi g′ sunt doar
metrici semi-riemanniene atunci o aplicaţie netedă f : M → M ′ care satis-
face ϕ̃′f∗ = ±f∗ϕ̃ este armonică.

În continuare, dacă (M,ϕ, ξi, ηi) este o ϕ-varietate reperată vom nota cu
D distribuţia pe M , ortogonală pe span{ξ1, ..., ξm−r}, unde dimM = m, şi
rang ϕ = r, şi cu Γ(D) spaţiul secţiunilor diferenţiabile ale D.
Propoziţia 3.1.4 Fie (M,ϕ, ξi, ηi, g) şi (M ′, ϕ′, ξ′j , η

′
j , g

′) ca ı̂n Teorema
3.1.2, şi fie f : M → M ′ o aplicaţie netedă. Atunci ϕ̃′f∗ = ±f∗ϕ̃ dacă
şi numai dacă

±f∗ϕX = ϕ′f∗X +
n−l∑

j=1

[η′2j(f∗X)ξ′2j−1 − η′2j−1(f∗X)ξ′2j ],(3.1.4)

pentru orice X ∈ Γ(D), şi

f∗ξ2i−1 = Wi +
n−l∑

j=1

(a2j−1
i ξ′2j−1 + a2j

i ξ′2j),(3.1.5)
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f∗ξ2i = ∓ϕ′Wi +
n−l∑

j=1

(∓a2j
i ξ′2j−1 ± a2j−1

i ξ′2j),(3.1.6)

pentru orice i = 1, 2, ..., m − k, unde Wi ∈ Γ(D), şi ap
i : M → R, i =

1, ...,m− k; p = 1, ..., 2n− 2l.
Demonstraţie. Este suficient să considerăm cazul ϕ̃′f∗ = f∗ϕ̃.

Mai ı̂ntâi, ecuaţia (3.1.4) este echivalentă cu ϕ̃′f∗ = f∗ϕ̃, pentru orice
X ∈ Γ(D). Din (3.1.5) şi (3.1.6) avem

ϕ̃′ f∗ξ2i−1 = ϕ̃′Wi +
n−l∑

j=1

(a2j−1
i ϕ̃′ξ′2j−1 + a2j

i ϕ̃′ξ′2j) =

= ϕ′Wi +
n−l∑

j=1

(−a2j−1
i ξ′2j + a2j

i ξ′2j−1) = −f∗ξ2i = f∗ϕ̃ξ2i−1,

deoarece ϕ̃ξ2i−1 = −ξ2i şi ϕ̃ξ2i = ξ2i−1, i = 1, 2, ...,m − k. Analog, obţinem
ϕ̃′f∗ξ2i = f∗ϕ̃ξ2i. Astfel avem ϕ̃′f∗ = f∗ϕ̃.

Pentru a demonstra reciproca, presupunem ϕ̃′f∗ = f∗ϕ̃, şi

f∗ξ2i−1 = Wi +
n−l∑

j=1

(a2j−1
i ξ′2j−1 + a2j

i ξ′2j),

pentru orice i = 1, 2, ..., m − k, unde Wi ∈ Γ(D), şi ap
i : M → R, i =

1, ...,m− k; p = 1, ..., 2n− 2l.
Se obţine

f∗ξ2i = ∓ϕ′Wi +
n−l∑

j=1

(∓a2j
i ξ′2j−1 ± a2j−1

i ξ′2j),

deoarece ϕ̃ξ2i−1 = −ξ2i, ϕ̃ξ2i = ξ2i−1, i = 1, 2, ..., m − k , şi ϕ̃′ξ′2i−1 = −ξ′2i,
ϕ̃′ξ′2j = ξ′2j−1, j = 1, 2, ..., n− l.

Observaţia 3.1.5 Dacă dim M = dim M ′ = 2m şi rang ϕ = rang ϕ′ = 2k,
atunci condiţiile (3.1.4), (3.1.5) şi (3.1.6) sunt verificate dacă f : M → M ′

este un izomorfism, adică f∗ϕ = ϕ′f∗ şi f∗ξi = ξ′i, i = 1, 2, ..., 2m−2k. Astfel,
dacă f : M → M ′ este un izomorfism, atunci aplicaţia f este armonică.

Propoziţia 3.1.6 Fie (M, g, J) o varietate Kähler şi fie (N,ϕ, ξi, ηi, h) o
ϕ-varietate reperată normală 2n-dimensională, unde g este o metrică rie-
manniană, cu 2-forma fundamentală Ω satisfăcând

dΩ +
n−l∑

j=1

d(η2j−1 ∧ η2j) = 0,(3.1.7)

unde rang ϕ = 2l.
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Fie aplicaţia netedă f : M → N . Dacă

f∗J = ±ϕf∗,(3.1.8)

atunci f este o aplicaţie armonică.

Demonstraţie. Fie X ∈ χ(M). Atunci, din (3.1.8), avem

−f∗X = ±ϕf∗JX,

adică f∗X ∈ Γ(D), pentru orice X ∈ χ(M), unde D este distribuţia pe
N ortogonală pe span{ξ1, ..., ξ2n−2l}. Atunci ϕf∗X = ϕ̃f∗X, pentru orice
X ∈ χ(M), unde ϕ̃ este structura aproape complexă indusă pe N .

Astfel, din (3.1.8), avem f∗J = ±ϕ̃f∗, şi cum, din definiţie şi 3.1.7,
(N, g, ϕ̃) este o varietate Kähler, urmează că f este o aplicaţie armonică.

Propoziţia 3.1.7 Fie (M, g, J) şi (N, ϕ, ξi, ηi, h) ca ı̂n Propoziţia 3.1.6 şi
fie f : N → M o aplicaţie netedă. Atunci f este armonică dacă şi numai
dacă

Jf∗X = ±f∗ϕX,(3.1.9)
pentru orice X ∈ Γ(D), şi

f∗ξ2i = ∓Jf∗ξ2i−1,(3.1.10)
pentru orice i = 1, 2, ..., 2n− 2l.

Demonstraţie. Deoarece din (3.1.9) şi (3.1.10) avem Jf∗ = ±f∗ϕ̃, unde ϕ̃
este structura aproape complexă indusă pe N , şi (N, g, ϕ̃) este o varietate
Kähler, f este o aplicaţie armonică.

Reciproc, dacă f este o aplicaţie armonică, şi deoarece (N, g, ϕ̃) este o
varietate Kähler, avem

Jf∗ = ±f∗ϕ̃.(3.1.11)
Dacă X ∈ Γ(D), atunci ϕ̃X = ϕX, şi din (3.1.11) urmează (3.1.8). În final,
avem ϕ̃ξ2i−1 = −ξ2i, şi din (3.1.11) se obţine

f∗ϕ̃ξ2i−1 = −f∗ξ2i = ±Jf∗ξ2i−1.

3.2 Aplicaţii armonice ı̂ntre ϕ-varietăţi reperate
de dimensiune impară

În [24] sunt demonstrate următoarele două rezultate

Teorema 3.2.1 Fie M şi M ′ două varietăţi cu structurile metrice de con-
tact (ϕ, ξ, η, g) şi, respectiv, (ϕ′, ξ′, η′, g′), şi fie f : M → M ′ o aplicaţie
neconstantă. Atunci avem

1. Dacă f∗ϕ = ϕ′f∗ atunci există a ∈ R, a 
 0 astfel ı̂ncât f∗xξx = aξ′f(x)
ı̂n orice punct x ∈ M .
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2. Dacă f∗ϕ = −ϕ′f∗ atunci există a ∈ R, a � 0 astfel ı̂ncât f∗xξx =
aξ′f(x) ı̂n orice punct x ∈ M .

Teorema 3.2.2 Fie M şi M ′ două varietăţi metrice de contact şi fie f :
M → M ′ o aplicaţie netedă, astfel ı̂ncât f∗ϕ = ±ϕ′f∗. Atunci f este o
aplicaţie armonică.

În cazul ϕ-varietăţilor reperate de dimensiune impară obţinem

Teorema 3.2.3 Fie (M, ϕ, ξi, ηi, g) şi (M ′, ϕ′, ξ′i, η
′
i, g

′) două ϕ şi, respectiv,
ϕ′-varietăţi metrice reperate, cu dim M = 2m+1 şi dim M ′ = 2n+1, unde
g şi g′ sunt metrici riemanniene. Fie Ω şi Ω′, 2-formele fundamentale ale
M şi, respectiv, M ′, astfel ı̂ncât

Ω +
m−k∑

i=1

(η2i−1 ∧ η2i) = dη2m−2k+1,(3.2.1)

şi

Ω′ +
n−l∑

j=1

(η′2j−1 ∧ η′2j) = dη′2n−2l+1,(3.2.2)

unde rang ϕ = 2k şi rang ϕ′ = 2l.
Fie f : M → M ′ o aplicaţie netedă astfel ı̂ncât

f∗ϕ̃ = ±ϕ̃′f∗,(3.2.3)
unde (ϕ̃, ξ2m−2k+1, η2m−2k+1) şi (ϕ̃′, ξ2n−2l+1, η2n−2l+1) sunt structurile a-
proape de contact induse pe M şi, respectiv, M ′. Atunci f este o aplicaţie
armonică.

Demonstraţie. Deoarece g este o metrică asociată pe M avem

g(ϕ̃X, ϕ̃Y ) = g(ϕX, ϕY ) +
2m−2k∑

i=1

ηi(X)ηi(Y ) =

= g(X, Y )− η2m−2k+1(X)η2m−2k+1(Y ).
Astfel g este o metrică asociată pe varietatea aproape de contact (M, ϕ̃,
ξ2m−2k+1, η2m−2k+1).

Dacă Ω̃ este 2-forma fundamentală a varietăţii metrice aproape de con-
tact (M, ϕ̃, ξ2m−2k+1, η2m−2k+1, g), adică Ω̃ (X, Y ) = g(X, ϕ̃Y ), atunci avem
Ω̃(X,Y ) = g(X, ϕ̃Y ) = g(X, ϕY ) +

∑m−k
i=1 (η2i−1 ∧ η2i)(X, Y ).

Urmează că

Ω̃ = Ω +
m−k∑

i=1

(η2i−1 ∧ η2i),

şi din (3.2.1) obţinem Ω̃ = dη2m−2k+1.
Aceasta ı̂nseamnă că (M, ϕ̃, ξ2m−2k+1, η2m−2k+1, g) este o varietate met-

rică de contact.
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În mod analog se arată că (M ′, ϕ̃′, ξ′2n−2l+1, η
′
2n−2l+1, g

′) este o varietate
metrică de contact.

Din (3.2.3), folosind Teorema 3.2.2, rezultă că f este o aplicaţie armonică.
La fel ca ı̂n Propoziţia 3.1.4, folosind Teorema 3.2.1, se obţine

Propoziţia 3.2.4 Fie (M,ϕ, ξi, ηi, g) şi (M ′, ϕ′, ξ′j , η
′
j , g

′) ca ı̂n Teorema
3.2.3 şi fie f : M → M ′ o aplicaţie netedă. Atunci f∗ϕ̃ = ±ϕ̃′f∗ dacă
şi numai dacă

±f∗ϕX = ϕ′f∗X +
n−l∑

j=1

[η′2j(f∗X)ξ′2j−1 − η′2j−1(f∗X)ξ′2j ],(3.2.4)

unde X ∈ Γ(D),

f∗ξ2i−1 = Wi +
n−l∑

j=1

(a2j−1
i ξ′2j−1 + a2j

i ξ′2j),(3.2.5)

f∗ξ2i= ±ϕ′Wi+
n−l∑

j=1

(∓a2j
i ξ′2j−1+a2j−1

i ξ′2j),(3.2.6)

f∗ξ2m−2k+1 = aξ′2n−2l+1,(3.2.7)

pentru orice i = 1, 2, ..., m − k, unde Wi ∈ Γ(D′), D′ este distribuţia pe
M ′ ortogonală pe span{ξ′1, .., ξ2n−2l+1}, ap

i : M → R, p = 1, 2, ..., 2n − 2l şi
a ∈ R, a 
 0 dacă f∗ϕ̃ = ϕ̃′f∗, a � 0 dacă f∗ϕ̃ = −ϕ̃′f∗.

Propoziţia 3.2.5 Fie (M,ϕ, ξ, η, g) o varietate metrică de contact şi fie
(N, ϕ′, ξi, ηi, h) o ϕ′-varietate metrică reperată 2n + 1-dimensională, unde
rang ϕ′ = 2l, şi metrica riemanniană h are 2-forma fundamentală Ω, astfel
ı̂ncât

Ω +
n−l∑

j=1

(η2j−1 ∧ η2j) = dη2n−2l+1.(3.2.8)

Fie f : M → N o aplicaţie netedă. Dacă
f∗ϕX = ±ϕ′f∗X ,(3.2.9)

pentru orice X ∈ Γ(D), şi
f∗ξ = aξ2n−2l+1,(3.2.10)

unde a : M → R, şi D este distribuţia pe M ortogonală pe ξ, atunci f este
o aplicaţie armonică.

Demonstraţie. Fie (ϕ̃′, ξ2n−2l+1, η2n−2l+1) structura aproape de contact in-
dusă pe N . Atunci, la fel ca ı̂n Teorema 3.2.3, se obţine că (N, ϕ̃′, ξ2n−2l+1,
η2n−2l+1, h) este o varietate metrică de contact.

Dacă X ∈ Γ(D), din (3.2.9) avem

f∗ϕ2X = −f∗X = ±ϕ′f∗ϕX.
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Atunci f∗X ∈ Γ(D′). Aceasta ı̂nseamnă ϕ′f∗X = ϕ̃′f∗X, şi atunci, folosind
din nou (3.2.9) rezultă

f∗ϕX = ±ϕ̃′f∗X,(3.2.11)

pentru orice X ∈ Γ(D).
În continuare, din (3.2.10), avem ϕ̃′f∗ξ = a ϕ̃′ξ2n−2l+1 = 0, şi se obţine

ϕ̃′f∗ξ = f∗ϕξ = 0.(3.2.12)
Astfel, din (3.2.11) şi (3.2.12) rezultă f∗ϕ = ±ϕ̃′f∗. Deci f este o aplicaţie
armonică.

Propoziţia 3.2.6 Fie M şi N ca ı̂n Propoziţia 3.2.5 şi fie f : N → M o
aplicaţie netedă. Dacă

±f ∗ϕ
′X = ϕf ∗X ,(3.2.13)

pentru orice X ∈ Γ(D′),
f∗ξ2i = ∓ϕf∗ξ2i−1,(3.2.14)

f∗ξ2i−1 = ∓ϕf∗ξ2i,(3.2.15)

pentru orice i = 1, 2, ..., 2n− 2l, şi
f∗ξ2n−2l+1 = aξ,(3.2.16)

unde a : N → R, atunci f este o aplicaţie armonică.

Demonstraţie. Din condiţiile (3.2.13), (3.2.14), (3.2.15) şi (3.2.16) se obţine
printr-un calcul direct ϕf∗ = ±f∗ϕ̃′, şi deoarece M şi N sunt varietăţi met-
rice de contact urmează că f este o aplicaţie armonică.

3.3 Aplicaţii armonice pe fibratul tangent al unei
varietăţi cosimplectice

În acest paragraf vom da un exemplu legat de Teorema 3.1.2.
Fie M o varietate diferenţiabilă de dimensiune 2n+1, şi fie π : TM → M

fibratul său tangent. Atunci TM poate fi organizat ca o varietate (4n + 2)-
dimensională după cum urmează. O hartă locală (U ; xi), i = 1, ..., 2n + 1, ı̂n
M induce o hartă locală (π−1(U);xi, yj), i, j = 1, ..., 2n + 1, pe TM , unde
am notat xi ◦ π cu xi şi yj sunt coordonatele vectorilor pe π−1(U) ı̂n baza
naturală

{
∂

∂xi

}2n+1

i=1
.

Dacă ω este o 1-formă diferenţială pe M atunci aceasta poate fi privită
ca o funcţie pe TM , pe care o vom nota cu ιω.

Dacă f este o funcţie pe M , definim liftul vertical fV al lui f prin
fV = f ◦π, şi liftul complet fC al lui f prin fC = ι(df). Avem fC = yi ∂f

∂xi =
yi∂if = ∂f ı̂n raport cu coordonatele induse pe TM , unde ∂i notează ∂

∂xi şi
∂ notează yi∂i. Liftul vertical (df)V al 1-formei df este definit prin (df)V =
d(f)V . Pentru două funcţii f şi g pe M avem (gdf)V = gV (df)V = gV (dfV ).
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Fie X = Xi ∂
∂xi un câmp vectorial pe M . Definim liftul vertical XV al

lui X prin XV (ιω) = (ω(X))V , ω fiind o 1-formă arbitrară pe M , şi liftul
complet XC al lui X prin XCfC = (Xf)C , f fiind o funcţie oarecare pe M .
În raport cu coordonatele induse pe TM se obţine

XV = Xi ∂

∂yi
, XC = Xi ∂

∂xi
+ ∂Xi ∂

∂yi
.

Fie η = ηidxi o 1-formă diferenţială pe M . Definim liftul vertical ηV al
η prin ηV = (ηi)V (dxi)V , şi liftul complet ηC al η prin ηC(XC) = (ω(X))C ,
X fiind un câmp vectorial oarecare pe M . Atunci, ı̂n raport cu coordonatele
induse pe TM , avem

ηV = ηidxi, ηC = ∂ηidxi + ηidyi.

Lifturile vertical şi complet ale unui câmp tensorial pe M pot fi definite,
folosind condiţiile

(P + Q)V = P V + QV , (P ⊗Q)V = P V ⊗QV ,

(P + Q)C = PC + QC , (P ⊗Q)C = PC ⊗QV + P V ⊗QC ,

unde P,Q sunt câmpuri tensoriale pe M .
Fie ϕ = ϕh

i
∂

∂xh ⊗ dxi un câmp tensorial de tip (1,1) pe M . Atunci se
obţ̧ine, pentru liftul complet ϕC al lui ϕ, următoarea expresie

ϕC = ϕh
i

∂

∂xh
⊗ dxi + ϕh

i

∂

∂yh
⊗ dyi + ∂ϕh

i

∂

∂yh
⊗ dxi,

ı̂n raport cu coordonatele induse pe TM .
Fie g = gijdxi ⊗ dxj un câmp tensorial de tip (0,2) pe M . Pentru liftul

său complet, gC , se obţine următoarea expresie

gC = ∂gijdxi ⊗ dxj + gijdxi ⊗ dyj + gijdyi ⊗ dxj

ı̂n raport cu coordonatele induse pe TM .
Fie (M, ϕ, ξ, η) o varietate aproape de contact (2n + 1)-dimensională şi

fie TM fibratul său tangent.
Se verifică uşor că

(ϕC)2 = −I + ηC ⊗ ξV + ηV ⊗ ξC , ηC ◦ ϕC = 0, ηV ◦ ϕC = 0,

ϕCξV = 0, ϕCξC = 0, ηV (ξV ) = 0, ηC(ξC) = 0, ηV (ξC) = 1, ηC(ξV ) = 1.

Astfel (TM,ϕC , ξV , ξC , ηC , ηV ) este o ϕC-varietate reperată de dimensi-
une 4n + 2.

Dacă Nϕ este tensorul Nijenhuis al lui ϕ şi NϕC tensorul Nijenhuis al lui
ϕC avem, NϕC = (Nϕ)C , (vezi [46]). Se obţine
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Propoziţia 3.3.1 Dacă varietatea aproape de contact (M, ϕ, ξ, η) este nor-
mală, atunci (TM, ϕC , ξV , ξC , ηC , ηV ) este o ϕC-varietate reperată normală.
Demonstraţie. Deoarece (M, ϕ, ξ, η) este normală avem Nϕ + dη ⊗ ξ = 0.
Atunci, considerând liftul complet, se obţine (Nϕ + dη ⊗ ξ)C = 0. Astfel

NϕC + dηC ⊗ ξV + dηV ⊗ ξC = 0.

Fie ϕ̃ = ϕC + ηV ⊗ ξV − ηC ⊗ ξC structura aproape complexă indusă
pe (TM, ϕC , ξV , ξC , ηC , ηV ). Atunci, din Propoziţia 3.3.1 şi Teorema 3.1.1
avem

Propoziţia 3.3.2 Dacă varietatea aproape de contact (M, ϕ, ξ, η) este nor-
mală, atunci ϕ̃ este o structură complexă pe TM .

În continuare considerăm

G = gC + (ηV − ηC)⊗ (ηV − ηC).

Se demonstrează cu uşurinţă că G este o metrică semi-riemanniană pe TM .
Printr-un calcul direct, se obţine

G(ϕCXC , ϕCY C) = G(XC , Y C)− ηV (XC)ηV (Y C)− ηC(XC)ηC(Y C),

G(ϕCXV , ϕCY V ) = G(XV , Y V )− ηV (XV )ηV (Y V )− ηC(XV )ηC(Y V ),

G(ϕCXC , ϕCY V ) = G(XC , Y V )− ηV (XC)ηV (Y V )− ηC(XC)ηC(Y V ),

pentru orice X, Y ∈ χ(M).
Urmează că G(ϕCX̃, ϕC Ỹ ) = G(X̃, Ỹ ) − ηV (X̃)ηV (Ỹ ) − ηC(X̃)ηC(Ỹ ),

pentru orice X̃, Ỹ ∈ χ(TM). Astfel G este o metrică asociată pe TM .
Notăm cu Ω 2-forma fundamentală a (TM, ϕC , ξV , ξC , ηC , ηV , G), defini-

tă prin Ω(X̃, Ỹ ) = G(X̃, ϕC Ỹ ), pentru orice X̃, Ỹ ∈ χ(TM), şi notăm cu
Ω̃, 2-forma fundamentală a varietăţii (TM,G, ϕ̃), definită prin Ω̃(X̃, Ỹ ) =
G(X̃, ϕ̃ Ỹ ), pentru orice X̃, Ỹ ∈ χ(TM). Avem Ω̃ = Ω + ηC ∧ ηV .

Pentru Ω, obţinem

Ω(
∂

∂xi
,

∂

∂xj
) = ϕh

j ∂gih + gih∂ϕh
j = ∂(ϕh

j gih),(3.3.1)

Ω(
∂

∂xi
,

∂

∂yj
) = ϕh

j gih,(3.3.2)

Ω(
∂

∂yi
,

∂

∂yj
) = 0,(3.3.3)

ı̂n raport cu coordonatele induse pe TM , unde ϕh
j sunt componentele lui ϕ,

şi gih sunt componentele lui g.
Din (3.3.1), (3.3.2) şi (3.3.3) obţinem Ω = ωC , unde ωC este liftul complet

al lui ω.
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Astfel, dacă ωij sunt componentele lui ω, avem

Ω̃ = Ω + ηC ∧ ηV =
∑

1≤i�j≤2n+1

(∂ωij + ηj∂ηi − ηi∂ηj)dxi ∧ dxj+(3.3.4)

+
∑

1≤i,j≤2n+1

(ωij − ηiηj)dxi ∧ dyj .

După un calcul direct

dΩ̃ =
∑

1≤i�j�k≤2n+1

[∂(∂iωjk − ∂jωik + ∂kωij) + ∂i(ηk∂ηj − ηj∂ηk)−(3.3.5)

−∂j(ηk∂ηi−ηi∂ηk)+∂k(ηj∂ηi−ηi∂ηj)]dxi∧dxj∧dxk+
∑

1≤i�j≤2n+1

2n+1∑

k=1

[∂kωij+

+∂i(ωjk − ηkηj)− ∂j(ωik − ηkηi) + ηj∂kηi − ηi∂kηj ]dxi ∧ dxj ∧ dyk.

Se obţine
Propoziţia 3.3.3 Dacă (M, ϕ, ξ, η, g) este o varietate cosimplectică, atun-
ci (TM, ϕC , ξV , ξC , ηC , ηV , G) este o ϕC-varietate normală (4n + 2)-dimen-
sională cu 2-forma fundamentală Ω satisfăcând

dΩ + d(ηC ∧ ηV ) = 0.

Observaţia 3.3.4 Din (3.3.5) se obţine că dΩ̃ = 0 dacă şi numai dacă
(M, ϕ, ξ, η, g) este o varietate cosimplectică.

Fie f : M → N o aplicaţie netedă ı̂ntre două varietăţi cosimplectice
(M, ϕ, ξ, η, g) şi (N,ϕ′, ξ′, η′, g′). Notăm cu ϕ̃, ϕ̃′ structurile aproape com-
plexe induse pe TM şi TN respectiv. Fie D şi D′ distribuţiile pe M şi N ,
ortogonale pe ξ şi pe ξ′, respectiv.

Notăm cu F = f∗ : TM → TN aplicaţia tangentă indusă de f .
Atunci, din Observaţia 3.1.5 şi din Propoziţia 3.3.3, urmează că F∗ϕ̃ =

±ϕ̃′F∗. Astfel F este o aplicaţie armonică.
În continuare să presupunem că F∗ϕ̃ = ϕ̃′F∗ sau F∗ϕ̃ = −ϕ̃′F∗. Este

suficient să considerăm cazul F∗ϕ̃ = ϕ̃′F∗. Pentru un câmp vectorial X ∈
Γ(D), avem F∗ϕ̃XV = ϕ̃′F∗XV .

Dar F∗ϕ̃XV = F∗(ϕX)V = (f∗ϕX)V , (vezi [46]), şi ϕ̃′F∗XV = ϕ̃′(f∗X)V

= ϕ′C(f∗X)V − η′C((f∗X)V )ξ′C .
Atunci (f∗ϕX)V = (ϕ′f∗X)V − η′C((f∗X)V )ξ′C . Aplicând η′V se obţine

η′C((f∗X)V ) = 0. Rezultă (f∗ϕX)V = (ϕ′f∗X)V , şi atunci
f∗ϕX = ϕ′f∗X,(3.3.6)

pentru orice X ∈ Γ(D).
În continuare, deoarece F∗ϕ̃ξC = ϕ̃′F∗ξC , F∗ϕ̃ξC = F∗ξV = (f∗ξ)V şi

ϕ̃′F∗ξC = (ϕ′f∗ξ)C + (η′(f∗ξ))V ξ′V − (η′(f∗ξ))Cξ′C
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avem
(f∗ξ)V = (ϕ′f∗ξ)C + (η′(f∗ξ))V ξ′V − (η′(f∗ξ))Cξ′C .(3.3.7)

Aplicând η′V obţinem (η′(f∗ξ))C = 0, adică η′(f∗ξ) = a, unde a ∈ R, este o
constantă.

Să presupunem că ϕ′f∗ξ nu se anulează. Atunci există W ∈ Γ(D′) astfel
ı̂ncât f∗ξ = W +aξ′. Din (3.3.7) avem W V = ϕ′CWC , şi folosind exprimarea
ı̂n coordonate locale obţinem că W se anulează. Astfel

f∗ξ = aξ′,(3.3.8)
unde a ∈ R.

Invers, dacă presupunem că f verifică (3.3.6) şi (3.3.8) se obţine uşor
F∗ϕ̃ = ϕ̃′F∗.

Observaţia 3.3.5 În cazul F∗ϕ̃ = −ϕ̃′F∗ se obţine
f∗ϕX = −ϕ′f∗X,(3.3.9)

pentru orice X ∈ Γ(D) şi f∗ξ = aξ′, unde a ∈ R.

Avem
Propoziţia 3.3.6 Fie f : M → N şi F : TM → TN ca mai sus. Dacă
f∗ϕ = ±ϕ′f∗ şi f∗ξ = aξ′, a ∈ R, atunci F este o aplicaţie armonică. Mai
mult, F∗ϕ̃ = ±ϕ̃′F∗ dacă şi numai dacă f∗ϕ = ±ϕ′f∗ şi f∗ξ = aξ′, a ∈ R.

Propoziţia 3.3.7 Fie f : M → N şi F : TM → TN ca mai sus. Dacă
F∗ϕ̃ = ±ϕ̃′F∗ atunci f este o aplicaţie armonică.

Demonstraţie. Notăm cu ∇,∇′ conexiunile Levi-Civita pe M şi N respectiv,
şi cu ∇̃ conexiunea indusă de f pe fibratul f−1(TN). Atunci, deoarece
(M, ϕ, ξ, η, g) este o varietate cosimplectică, avem ∇ϕ = 0. De aici, pentru
orice X ∈ Γ(D) obţinem (∇Xϕ)ϕX = (∇ϕXϕ)X = 0. Astfel

∇XX +∇ϕXϕX = ϕ [ϕX, X] ,

pentru orice X ∈ Γ(D).
În mod analog, pe N avem ∇′X′X ′ +∇′ϕ′X′ϕ′X ′ = ϕ′ [ϕ′X ′, X ′], pentru

orice X ′ ∈ Γ(D′).
Fie α forma a doua fundamentală a lui f , definită prin

α(X, Y ) = ∇̃Xf∗Y − f∗(∇XY ),

pentru orice X, Y ∈ χ(M).
Atunci, dacă {e1, ..., en, ϕe1, ..., ϕen, ξ} este o ϕ-bază ortonormată locală

pe TM , unde dimM = 2n + 1, avem α(ej , ej) + α(ϕej , ϕej) = 0, deoarece
f∗ϕ = ±ϕ′f∗.

Pe de altă parte, din f∗ξ = aξ′, a ∈ R, şi ∇ξξ = 0, ∇ξ′ξ
′ = 0, avem

α(ξ, ξ) = 0.
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Atunci
τ(f) = α(ej , ej) + α(ϕej , ϕej) + α(ξ, ξ) = 0,

unde τ(f) este câmpul de tensiune al lui f . Deci, f este o aplicaţie armonică.
Fie ∇G conexiunea Levi-Civita pe (TM,ϕC , ξV , ξC , ηC , ηV , G) şi fie ∇C

conexiunea Levi-Civita a lui gC . Atunci, avem∇CηV = (∇η)V = 0, ∇CηC =
(∇η)C = 0, (vezi [46]), deoarece (M,ϕ, ξ, η, g) este cosimplectică. Astfel, din
definiţia ∇C se obţine ∇CG = 0. De aici rezultă ∇G = ∇C .

Din ∇CϕC = (∇ϕ)C , (vezi [46]), şi deoarece (M, ϕ, ξ, η, g) este cosim-
plectică avem ∇CϕC = 0.

Folosind toate aceste rezultate, pentru o ϕC-bază, {e1, ..., e2n, ϕCe1, ...,
ϕCe2n, ξV , ξC}, ı̂n TM , obţinem

∇G
ei

ei +∇G
ϕCei

ϕCei = ϕC [ϕCei, ei],(3.3.10)
şi

∇G
ξV ξV = 0,∇G

ξCξC = 0,(3.3.11)

deoarece ∇C
ξV ξV = 0 and ∇C

ξCξC = 0, (vezi [46]).
Avem

Propoziţia 3.3.8 Fie π : TM → M proiecţia canonică. Atunci π este o
aplicaţie armonică.
Demonstraţie. Fie f : M → R o funcţie pe M . Atunci, pentru X ∈ χ(M)
avem (π∗XC)f = XC(f ◦ π) = XCfV = (Xf)V = Xf , şi (π∗XV )f =
XV fV = 0, (vezi [46]).

Obţinem că π∗XC = X, şi π∗XV = 0. Urmează că π∗ϕC = ϕ π∗, şi
π∗ξV = 0, π∗ξC = ξ.

Atunci, pentru o ϕC-bază, {e1, ..., e2n, ϕCe1, ..., ϕ
Ce2n, ξV , ξC}, ı̂n TM ,

din 3.3.10 şi 3.3.11, avem α(ej , ej) + α(ϕCej , ϕ
Cej) = 0, şi α(ξV , ξV ) = 0,

α(ξC , ξC) = 0, unde α este formă a doua fundamentală a lui π. Astfel
τ(π) = 0.

Observaţia 3.3.9 Din (3.3.10) şi (3.3.11), se obţine că orice aplicaţie netedă
f : TM → M , care satisface f∗ϕC = ϕ f∗, şi f∗ξV = aξ, f∗ξC = bξ, unde
a, b ∈ R, este o aplicaţie armonică.



Capitolul 4

Aplicaţii armonice şi
ϕ-pluriarmonice ı̂ntre
C-varietăţi

Introducere

În acest capitol găsim rezultate legate de produsul a două ϕ-varietăţi metrice
reperate şi de aplicaţiile ϕ-olomorfe definite pe varietăţile obţinute ı̂n acest
mod. Folosind aceste rezultate demonstrăm că orice aplicaţie ϕ-olomorfă
ı̂ntre două C-varietăţi este armonică. Găsim, deasemeni, rezultate legate de
ϕ-pluriarmonicitatea aplicaţiilor ı̂ntre două ϕ-varietăţi metrice reperate(mai
ales ı̂n cazul C-varietăţilor). În final dăm două propoziţii ı̂n legătură cu ϕ-
pluriarmonicitatea proiecţiei π : TM → M , unde M este o C-varietate. Cele
prezentate aici se găsesc ı̂n lucrarea ”Harmonic and ϕ-pluriharmonic
maps between C-manifolds” ce va apare ı̂n Italian Journal of Pure and
Applied Mathematics.

4.1 Produse de ϕ-varietăţi reperate

Fie (M, ϕ, ξi, ηi) şi (M ′, ϕ′, ξ′i, η
′
i) două ϕ şi, respectiv, ϕ′-varietăţi reperate,

cu dim M − rang ϕ = dim M ′ − rang ϕ′ = l.
Ca ı̂n cazul produsului a două varietăţi aproape de contact, (vezi[5]),

definim câmpul tensorial de tip (1,1), J , pe M ×M ′ prin

J(X,X ′) =
(
ϕX −

l∑

i=1

η′i(X
′)ξi, ϕ

′X ′ +
l∑

i=1

ηi(X)ξ′i
)
,

pentru (X, X ′) ∈ χ(M ×M ′).

41
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Se verifică uşor că J2 = −I. Deci (M ×M ′, J) este o varietate aproape
complexă.

Pe M şi M ′ considerăm metricile riemanniene adaptate g şi g′ respectiv,
şi pe M × M ′ metrica G, definită după cum urmează. Pentru (X, X ′),
(Y, Y ′) ∈ χ(M ×M ′) avem

G((X,X ′), (Y, Y ′)) = g(X,Y ) + g′(X ′, Y ′).

Se obţine
G(J(X,X ′), J(Y, Y ′)) = G((X,X ′), (Y, Y ′)),

adică G este o metrică aproape hermitiană pe M ×M ′.
Propoziţia 4.1.1 Dacă (M,ϕ, ξi, ηi, g) şi (M ′, ϕ′, ξ′i, η

′
i, g

′) sunt două ϕ şi,
respectiv, ϕ′-varietăţi metrice reperate, iar J şi G sunt definite ca mai sus,
atunci (M ×M ′, J,G) este o varietate complexă dacă şi numai dacă M şi
M ′ sunt normale.
Demonstraţie. Fie NJ câmpul tensorial Nijenhuis al lui J . Condiţia de
integrabilitate pentru J este echivalentă cu următoarele trei condiţii




NJ((X, 0), (Y, 0)) = 0
NJ((X, 0), (0, Y ′)) = 0
NJ((0, X ′), (0, Y ′)) = 0

,(4.1.1)

pentru orice X, Y ∈ χ(M) şi X ′, Y ′ ∈ χ(M ′). După un calcul direct se obţin

NJ((X, 0), (Y, 0)) = (S(X, Y ), 0) +
l∑

i=1

[(LϕXηi)(Y )− (LϕY ηi)(X)](0, ξ′i),

NJ((X, 0), (0, Y ′)) =
l∑

i=1

[η′i(Y
′)((Lξiϕ)X, 0) + ηi(X)(0, (Lξ′iϕ

′)Y ′)]+

+
l∑

i,j=1

[η′i(Y
′)((Lξiηj)(X))(0, ξ′j)− ηi(X)((Lξ′iη

′
j)(Y

′))(ξj , 0)],

NJ((0, X ′), (0, Y ′)) = (0, S′(X ′, Y ′))−
l∑

i=1

[(Lϕ′X′η′i)(Y
′)−

−(Lϕ′Y ′η
′
i)(X

′)](ξi, 0),

unde S şi S′ sunt câmpurile tensoriale de tip (1,2) definite prin (2.1.5) din
Capitolul 2, şi L este derivata Lie.

Anularea lui S implică Lξiϕ = 0, Lξiηj = 0 şi (LϕY ηi)X = (LϕXηi)Y ,
pentru orice i, j = 1, ..., l, iar anularea lui S′ implică relaţiile similare ı̂n M ′,
(vezi [22]).

Atunci condiţiile (4.1.1) sunt echivalente cu S = 0 şi S′ = 0, ceea ce
ı̂nseamnă că M şi M ′ sunt normale.



Aplicaţii armonice şi ϕ-pluriarmonice 43

Propoziţia 4.1.2 Varietatea (M × M ′, J,G) este o varietate Kähler dacă
şi numai dacă (M,ϕ, ξi, ηi, g) şi (M ′, ϕ′, ξ′i, η

′
i, g

′) sunt C-varietăţi.
Demonstraţie. Vom nota cu Ω̃, 2-forma fundamentală a varietăţii (M ×
M ′, J,G), şi cu Ω şi, respectiv, Ω′, 2-formele fundamentale ale (M,ϕ, ξi, ηi, g)
şi (M ′, ϕ′, ξ′i, η

′
i, g

′). Se obţine

Ω̃((X,X ′), (Y, Y ′)) = G((X, X ′), J(Y, Y ′)) = Ω(X, Y ) + Ω′(X ′, Y ′)−

−
l∑

i=1

η′i(X
′)ηi(Y ) +

l∑

i=1

ηi(X)η′i(Y
′),

pentru orice (X, X ′), (Y, Y ′) ∈ χ(M ×M ′).
Printr-un calcul direct, obţinem

3dΩ̃((X, X ′), (Y, Y ′), (Z,Z ′)) = 3dΩ(X, Y, Z) + 3dΩ′(X ′, Y ′, Z ′)−(4.1.2)

−2
l∑

i=1

η′i(X
′)dηi(Y,Z)− 2

l∑

i=1

η′i(Y
′)dηi(Z, X)− 2

l∑

i=1

η′i(Z
′)dηi(X, Y )+

+2
l∑

i=1

ηi(X)dη′i(Y
′, Z ′) + 2

l∑

i=1

ηi(Y )dη′i(Z
′, X ′) + 2

l∑

i=1

ηi(Z)dη′i(X
′, Y ′),

pentru orice (X, X ′), (Y, Y ′), (Z,Z ′) ∈ χ(M ×M ′).
Dacă dΩ̃ = 0, luând Z = 0, X ′ = Y ′ = 0, Z ′ = ξ′i se obţine, dηi = 0, luând

X ′ = Y ′ = Z ′ = 0 avem dΩ = 0, adică (M, ϕ, ξi, ηi, g) este o C-varietate. În
mod analog se arată că (M ′, ϕ′, ξ′i, η

′
i, g

′) este o C-varietate.
Invers, dacă dηi = 0, dη′i = 0, pentru orice i = 1, ..., l, şi dΩ′ = 0, dΩ = 0,

atunci din 4.1.2 se obţine dΩ̃ = 0.

4.2 Aplicaţii armonice ı̂ntre produse de C-varietăţi
Fie (M, ϕ, ξi, ηi, g) şi (M ′, ϕ′, ξ′i, η

′
i, g

′) două ϕ şi respectiv ϕ′-varietăţi repe-
rate, cu dim M − rang ϕ = dim M ′ − rang ϕ′ = l, şi fie (N, ϕ̃, ξ̃i, η̃i, h)
şi (N ′, ϕ̃′, ξ̃′i, η̃

′
i, h

′) două ϕ̃ şi respectiv ϕ̃′-varietăţi reperate, cu dim N −
rang ϕ̃ = dim N ′ − rang ϕ̃′ = k.

Fie (M×M ′, J,G) şi (N×N ′, J̃ , G̃) varietăţile aproape hermitiene obţinu-
te ca ı̂n paragraful precedent.

Fie f : M → N şi f ′ : M ′ → N ′ două aplicaţii netede. Definim F :
M ×M ′ → N ×N ′ prin F (x, y) = (f(x), f ′(y)) pentru orice x ∈ M, y ∈ N .
Propoziţia 4.2.1 Fie f, f ′ şi F ca mai sus. Atunci

F∗J = J̃F∗(4.2.1)
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dacă şi numai dacă
f∗ϕ = ϕ̃f∗, f ′∗ϕ = ϕ̃f ′∗(4.2.2)

η̃b(f∗ξa) = η̃′b(f
′
∗ξ
′
a),(4.2.3)

pentru orice a = 1, ..., l şi b = 1, ..., k, unde J şi J̃ sunt structurile aproape
complexe definite pe M × M ′ şi respectiv N × N ′, iar f∗ : TM → TM ′,
f ′∗ : TN → TN ′, F∗ : T (M ×M ′) → T (N ×N ′) sunt aplicaţiile tangente.
Demonstraţie. Ecuaţia (4.2.1) este echivalentă cu

F∗J(X, 0) = J̃F∗(X, 0), F∗J(0, Y ) = J̃F∗(0, Y ),

pentru orice X ∈ χ(M) si Y ∈ χ(M ′). Să presupunem că F∗J(X, 0) =
J̃F∗(X, 0). Atunci avem

F∗(ϕX,
l∑

i=1

ηi(X)ξ′i) = J̃(f∗X, 0).

Aceasta ı̂nseamnă că

(f∗ϕX,
l∑

i=1

ηi(X)f ′∗ξ
′
i) = (ϕ̃f∗X,

k∑

j=1

η̃j(f∗X)ξ̃′j).

De aici obţinem
f∗ϕX = ϕ̃f∗X(4.2.4)

şi
l∑

i=1

ηi(X)f ′∗ξ
′
i =

k∑

j=1

η̃j(f∗X)ξ̃′j .(4.2.5)

Luând X = ξa ı̂n (4.2.5) obţinem

f ′∗ξ
′
a =

k∑

j=1

η̃j(f∗ξa)ξ̃′j .(4.2.6)

Din (4.2.4) se obţine că, dacă X ∈ Γ(D) atunci f∗X ∈ Γ(D̃), unde am
notat cu D şi D̃ distribuţiile pe M şi, respectiv, N ortogonale pe span
{ξ1, ..., ξl} şi, respectiv, pe span {ξ̃1, ..., ξ̃k}. Atunci se obţine uşor că (4.2.5)
este echivalentă cu (4.2.6).

În acelaşi fel obţinem
f ′∗ϕ

′Y = ϕ̃′f ′∗Y(4.2.7)
şi

f∗ξa =
k∑

j=1

η̃′j(f
′
∗ξ
′
a)ξ̃j .(4.2.8)
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Utilizând (4.2.4), (4.2.6), (4.2.7) şi (4.2.8) se obţine că (4.2.6) şi (4.2.8)
sunt echivalente cu (4.2.3).

Invers, dacă au loc (4.2.2) şi (4.2.3), atunci, printr-un calcul direct,
obţinem (4.2.1).

Din Propoziţia 4.1.2 şi Propoziţia 4.2.1 avem
Teorema 4.2.2 Fie (M, ϕ, ξi, ηi, g), (M ′, ϕ′, ξ′i, η

′
i, g

′) , (N, ϕ̃, ξ̃i, η̃i, h) şi
(N ′, ϕ̃′, ξ̃′i, η̃

′
i, h

′), patru C-varietăţi, cu dim M−rang ϕ = dimM ′−rangϕ′ =
l şi dim N − rang ϕ̃ = dim N ′ − rang ϕ̃′ = k, şi fie f : M → N şi
f ′ : M ′ → N ′ două aplicaţii netede.

Dacă au loc (4.2.2) şi (4.2.3), atunci aplicaţia F : M ×M ′ → N × N ′

definită prin F (x, y) = (f(x), f ′(y)) pentru orice x ∈ M,y ∈ N este o
aplicaţie armonică.

Într-adevăr, cu aceste ipoteze, obţinem, din Propoziţia 4.1.2, că (M ×
M ′, J,G) şi (N × N ′, J̃ , G̃) sunt varietăţi Kähler, astfel că dacă F este o
aplicaţie olomorfă, atunci F armonică.

Se observă că ı̂n cazul ı̂n care cele patru varietăţi sunt doar aproape
C-varietăţi, adică nu sunt normale, atunci varietăţile produs sunt aproape
Kähler, şi astfel, chiar ı̂n aceste condiţii, ecuaţiile (4.2.2) şi (4.2.3) implică
armonicitatea lui F .

În continuare, fie (M1, g1), (M2, g2) două varietăţi riemanniene, şi fie
(M1×M1, G1), (M2×M2, G2) varietăţile produs, unde Gi = gi +gi, i = 1, 2.

Fie f1 : M1 → M2 o aplicaţie netedă. Considerăm aplicaţia F1 : M1 ×
M1 → M2×M2, definită de F1(x, y) = (f1(x), f1(x)), pentru orice x, y ∈ M1.

Fie (M, g) şi (N,h) două varietăţi riemanniene, şi fie (M ×M, G) va-
rietatea produs, unde G = g + g.

Pentru o aplicaţie f2 : M → N definim F2 : M ×M → N prin F2(x, y) =
f2(x), pentru orice x, y ∈ M . Se observă că F2 = f2 ◦ π1, unde π1 este
proiecţia naturală a M ×M pe primul factor.

Pentru o aplicaţie f3 : N → M definim aplicaţia F3 : N → M × M
prin F3(x) = (f3(x), a), pentru un a ∈ M arbitrar, fixat. Se observă că
F3 = i1 ◦ f3, unde i1 : M → M ×M este scufundarea naturală a lui M ı̂n
M ×M ca prim factor.

În [21] sunt demonstrate următoarele două rezultate
Propoziţia 4.2.3 Cu aplicaţiile f1, f2, f3 şi F1, F2, F3 ca mai sus, avem că
fi este o aplicaţie armonică dacă şi numai dacă Fi este o aplicaţie armonică.
Mai mult, dacă varietatea sursă este compactă, se obţin

E(F1) = 2vol(M1)E(f1), E(F2) = vol(M)E(f2), E(F3) = E(f3).

Propoziţia 4.2.4 Fie aplicaţiile armonice f1, f2, f3 pe o varietate compactă
şi fie F1, F2, F3 aplicaţiile corespunzătoare. Atunci fi este o aplicaţie ar-
monică stabilă dacă şi numai dacă Fi este o aplicaţie armonică stabilă.
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Folosind aceste rezultate pentru ϕ1 şi respectiv ϕ2-varietăţile metrice
reperate, (M1, ϕ, ξi, ηi, g1) şi (M2, ϕ

′, ξ′i, η
′
i, g2), cu dim M1 − rang ϕ = l,

dim M2 − rang ϕ′ = k, obţinem
Propoziţia 4.2.5 Dacă f1 şi F1 sunt ca mai sus, atunci F1 este o aplicaţie
olomorfă ı̂ntre două varietăţi Kähler dacă şi numai dacă f1 este o aplicaţie
(ϕ, ϕ′)-olomorfă ı̂ntre C-varietăţi, adică f1∗ϕ = ϕ′f1∗.
Demonstraţie. Să presupunem că f1 este o aplicaţie (ϕ, ϕ′)-olomorfă. Din
f1∗ϕ = ϕ′f1∗, X ∈ Γ(D), se obţine uşor f1∗X ∈ Γ(D′), unde D şi D′

sunt distribuţiile pe M1 şi, respectiv, M2 ortogonale pe span {ξ1, ..., ξl} şi,
respectiv, pe span {ξ′1, ..., ξ′l}, şi

f1∗ξi =
k∑

j=1

aijξ
′
j ,

pentru orice i = 1, ..., l, unde aij sunt funcţii pe M1. De aici obţinem

η′i(f1∗X) =
l∑

j=1

aijηj(X),

pentru orice X ∈ χ(M1) şi pentru orice i = 1, ..., k.
Dacă J şi J̃ sunt structurile Kähler induse pe varietăţile produs M1×M1

şi M2 ×M2, respectiv, avem

F1∗J(X,Y ) = F1∗
(
ϕX −

l∑

i=1

ηi(Y )ξi, ϕY +
l∑

i=1

ηi(X)ξi

)
=

=
(
f1∗ϕX −

l∑

i=1

ηi(Y )
k∑

j=1

aijξ
′
j , f1∗ϕY +

l∑

i=1

ηi(X)
k∑

j=1

aijξ
′
j

)
=

=
(
ϕ′f1∗X −

k∑

j=1

η′j(f1∗Y )ξ′j , ϕ
′f1∗Y +

k∑

j=1

η′j(f1∗X)ξ′j
)

=

= J̃(f1∗X, f1∗Y ) = J̃F1∗(X, Y ).

Astfel F1∗ este o aplicaţie olomorfă ı̂ntre două varietăţi Kähler (deci o
aplicaţie armonică).

Invers, presupunem că F1∗ este o aplicaţie olomorfă. Avem

F1∗J(X, 0) = F1∗
(
ϕX,

l∑

i=1

ηi(X)ξi

)
=

(
f1∗ϕX,

l∑

i=1

ηi(X)f1∗ξi

)
(4.2.9)

şi

J̃F1∗(X, 0) = J̃(f1∗X, 0) =
(
ϕ′f1∗X,

k∑

j=1

η′j(f1∗X)ξ′j
)
.(4.2.10)

Astfel f1∗ϕ = ϕ′f1∗.
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Propoziţia 4.2.6 Dacă f : M → N este o aplicaţie netedă ı̂ntre două C-
varietăţi, (M,ϕ, ξi, ηi, g1) şi (N,ϕ′, ξ′i, η

′
i, g2) astfel ı̂ncât f∗ϕ = ϕ′f∗, atunci

f este o aplicaţie armonică.

Demonstraţie. Considerăm aplicaţia F : M × M → N × N , definită prin
F (x, y) = (f(x), f(x)), pentru orice x, y ∈ M .

Dacă f∗ϕ = ϕ′f∗, se obţine, folosind Propoziţia 4.2.5, F∗J = J̃F∗, unde
J şi J̃ sunt structurile Kähler induse pe varietăţile produs M ×M şi N ×N .
Atunci F este o aplicaţie armonică, şi, din Propoziţia 4.2.3, se obţine că f
este o aplicaţie armonică.

Folosind Teorema 4.2.2 avem
Propoziţia 4.2.7 Fie f, f ′ şi F ca la ı̂nceputul acestui paragraf. Dacă F
este o aplicaţie olomorfă, atunci f şi f ′ sunt aplicaţii armonice.

Utilizând Propoziţia 4.2.4 se obţine
Propoziţia 4.2.8 Dacă M este o C-varietate compactă, atunci aplicaţia
identitate I : M → M este o aplicaţie armonică stabilă.

În continuare, să presupunem că f2 : M → N este o aplicaţie ı̂ntre C-
varietatea (M, ϕ, ξi, ηi, g) şi varietatea Kähler (N, J, h). Atunci aplicaţia
F2 : M ×M → N , definită prin F2(x, y) = f2(x), pentru orice x, y ∈ M , este
o aplicaţie ı̂ntre două varietăţi Kähler. În acelaşi mod ca pentru F1 obţinem
că

Propoziţia 4.2.9 F2 este o aplicaţie olomorfă (anti-olomorfă) dacă şi nu-
mai dacă f2∗ϕ = Jf2∗ (f2∗ϕ = −Jf2∗).

În final, fie f3 : N → M o aplicaţie de la varietatea Kähler (N, J, h) la
C-varietatea (M, ϕ, ξi, ηi, g). Atunci aplicaţia F3 : N → M×M , definită prin
F3(x) = (f3(x), a), pentru orice x ∈ N , este o aplicaţie ı̂ntre două varietăţi
Kähler, şi avem

Propoziţia 4.2.10 F3 este o aplicaţie olomorfă (anti-olomorfă) dacă şi nu-
mai dacă f2∗J = ϕf2∗ (f2∗J = −ϕf2∗).

4.3 Aplicaţii ϕ-pluriarmonice

Fie M o varietate Kähler cu structura complexă J şi fie (N, h) o varietate
riemanniană. O aplicaţie f : M → N se numeşte pluriarmonică dacă forma
a doua fundamentală, α, a lui f satisface (vezi [32])

α(X,Y ) + α(JX, JY ) = 0, X, Y ∈ χ(M),

Pentru ϕ-varietăţile reperate vom considera un concept similar.
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Definiţia 4.3.1 Fie (M,ϕ, ξi, ηi, g) o ϕ-varietate metrică reperată, de di-
mensiune m, cu rang ϕ = r, şi (N, h) o varietate riemanniană. Fie f : M →
N o aplicaţie netedă. Spunem că f este ϕ-pluriarmonică dacă

α(X, Y ) + α(ϕX, ϕY ) = 0,(4.3.1)
pentru orice X,Y ∈ χ(M), unde α este forma a doua fundamentală a lui
f . Dacă (4.3.1) are loc pentru X, Y ∈ Γ(D), unde D este distribuţia pe
M , ortogonală pe span{ξ1, ..., ξm−r}, atunci spunem că aplicaţia f este D
pluriarmonică.

Propoziţia 4.3.1 Fie (M,ϕ, ξi, ηi, g) o ϕ-varietate metrică reperată şi fie
(N, h) o varietate riemanniană. Dacă f : M → N este o aplicaţie ϕ-
pluriarmonică, atunci f este o aplicaţie armonică.

Demonstraţie. Fie {e1, ..., ek, ϕe1, ..., ϕek, ξ1, ..., ξm−2k} o ϕ-bază locală orto-
normată ı̂n M , unde dim M = m şi rang ϕ = 2k. Deoarece f este ϕ-
pluriarmonică avem

α(ξi, ξi) = 0,

pentru orice i = 1, 2, ..., m− 2k, şi

α(ej , ej) + α(ϕej , ϕej) = 0,

pentru orice j = 1, 2, ..., k.
Astfel τ(f) = 0, deci f este o aplicaţie armonică.
Fie TCM complexificatul lui TM . Atunci ϕ poate fi prelungit ı̂n mod

unic la un endomorfism liniar complex al TCM , notat tot prin ϕ care sa-
tisface (2.1.2). Valorile proprii ale lui ϕ sunt i, 0,−i. Considerăm descom-
punerea uzuală

TCM = T ′M ⊕ T 0M ⊕ T ′′M

a TCM ı̂n fibratele proprii corespunzătoare valorilor proprii i, 0,−i ale lui
ϕ.

Propoziţia 4.3.2 Fie f : M → N o aplicaţie netedă ı̂ntre o ϕ-varietate
metrică reperată (M,ϕ, ξi, ηi, g) şi o varietate riemanniană (N, h). Atunci
f este o aplicaţie ϕ-pluriarmonică dacă şi numai dacă

1. α(Z, Z) = 0, pentru orice Z ∈ Γ(T ′M)
2. α(X, ξi) = 0, pentru orice X ∈ Γ(D)
3. α(ξi, ξj) = 0, i, j = 1, 2, ..., m− 2k

unde dim M = m şi rang ϕ = 2k.

Demonstraţie. Dacă Z ∈ Γ(T ′M) avem Z = X − iϕX, Z = X + iϕX,
unde X ∈ Γ(D). Atunci α(Z, Z) = α(X, X) + α(ϕX, ϕX) = 0. Din ϕ-
pluriarmonicitatea lui f obţinem α(X, ξi)+α(ϕX, ϕξi) = 0, α(ξi, ξj)+α(ϕξi,
ϕξj) = 0, şi astfel rezultă (2) şi (3).
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Invers, pentru X = ξi, Y = ξj sau X ∈ Γ(D), Y = ξi, din condiţiile (2) şi
(3), avem

α(X,Y ) + α(ϕX, ϕY ) = 0.

Pentru X,Y ∈ Γ(D) considerăm Z1 = X−iϕX, Z2 = Y −iϕY si Z = Z1+Z2.
Folosind (1) pentru Z avem

0 = α(Z, Z) = 2[α(X, Y ) + α(ϕX, ϕY )].

Astfel, din (1), (2) şi (3) se obţine că f este ϕ-pluriarmonică.

Propoziţia 4.3.3 Dacă f : M → N este o aplicaţie (ϕ,ϕ′)-olomorfă ı̂ntre
C-varietăţile (M, ϕ, ξi, ηi, g), cu dim M − rang ϕ = l şi (N, ϕ′, ξ′i, η

′
i, h),

atunci f este o aplicaţie D-pluriarmonică.

Demonstraţie. Fie ∇,∇′ conexiunile Levi-Civita pe M şi respectiv N şi fie
∇̃ conexiunea indusă de aplicaţia f pe fibratul f−1(TN). Atunci, deoarece
cele două varietăţi sunt C-varietăţi, avem ∇ϕ = 0 şi ∇′ϕ′ = 0.

Pentru două câmpuri vectoriale X,Y ∈ Γ(D) se obţine

0 = (∇Xϕ)ϕY = −∇XY − ϕ∇XϕY, 0 = (∇ϕXϕ)Y = ∇ϕXϕY − ϕ∇ϕXY.

Deci
∇XY +∇ϕXϕY = ϕ(∇ϕXY −∇XϕY ) =

= ϕ(∇ϕXY −∇Y ϕX +∇Y ϕX −∇XϕY ) =

= ϕ([ϕX, Y ]− ϕ[X,Y ]) = ϕ[ϕX, Y ]− ϕ2[X,Y ].

Deoarece aceste rezultate au loc şi pe N , avem

α(X, Y ) + α(ϕX,ϕY ) = ∇̃Xf∗Y − f∗(∇XY ) + ∇̃ϕXf∗ϕY − f∗(∇ϕXϕY ) =

= ϕ′[ϕ′f∗X, f∗Y ]− ϕ′2[f∗X, f∗Y ]− f∗ϕ[ϕX, Y ] + f∗ϕ2[X, Y ] = 0,

pentru orice X, Y ∈ Γ(D), deoarece f este o aplicaţie (ϕ,ϕ′)-olomorfă.

Teorema 4.3.4 Fie f : M → N(c) o aplicaţie netedă de la C-varietatea
(M, ϕ, ξi, ηi, g), cu dim M − rang ϕ = l, ı̂ntr-o formă spaţială complexă cu
curbura secţională olomorfă constantă c 6= 0. Presupunem că rang f ≥ 3
ı̂ntr-un punct din M . Dacă f este ϕ-pluriarmonică, atunci f∗ϕ = ±Jf∗.
Dacă M este compactă, atunci f este stabilă.

Demonstraţie. Mai ı̂ntâi considerăm aplicaţia F : M × M → N ca ı̂n
Propoziţia 4.2.9. Reamintim că F = f ◦ π1, unde π1 : M × M → M
este proiecţia pe primul factor. Cum π1 este total geodezică, avem, pentru
orice X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) ∈ χ(M ×M),

αF (X,Y ) = αf (π1∗X, π1∗Y ).
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Deoarece f este ϕ-pluriarmonică, avem

αF (J̃X, J̃Y ) = αf (π1∗J̃X, π1∗J̃Y ) =

= αf (ϕX1 −
l∑

i=1

ηi(X2)ξi, ϕY1 −
l∑

j=1

ηj(Y2)ξi) =

= αf (ϕX1, ϕY1) = αf (ϕπ1∗X, ϕπ1∗Y,

unde J̃ este structura complexă indusă pe M ×M .
Astfel

αF (X, Y ) + αF (J̃X, J̃Y ) = αf (π1∗X,π1∗Y ) + αf (ϕπ1∗X, ϕπ1∗Y ) = 0.

Atunci F este o aplicaţie pluriarmonică de la o varietate Kähler ı̂ntr-o
formă spaţială complexă de curbură secţională olomorfă constantă, nenega-
tivă, şi rang F = rang f . Deci, dacă rang f ≥ 3 ı̂ntr-un punct din M , se
obţine că F este o aplicaţie ±olomorfă, (vezi [44]). Atunci, din Propoziţia
4.2.9, avem că f∗ϕ = ±Jf∗.

Teorema 4.3.5 Fie f : M → N o aplicaţie ϕ-pluriarmonică stabilă de la o
C-varietate omogenă compactă, (M,ϕ, ξi, ηi, g), cu dim M − rang ϕ = l, la
o varietate Kähler cu curbura bisecţională pozitivă. Atunci f∗ϕ = ±Jf∗.

Demonstraţie. Folosind aceeaşi aplicaţie F : M × M → N ca ı̂n Teorema
4.3.4, se obţine că F este o aplicaţie ϕ-pluriarmonică stabilă. Deoarece M ×
M este o varietate omogenă compactă avem că F este o aplicaţie ±olomorfă,
(vezi [33]). Atunci, din Propoziţia 4.2.9, avem că f∗ϕ = ±Jf∗.

Teorema 4.3.6 Orice aplicaţie armonică de la o C-varietate compactă la o
varietate Kähler cu tensorul de curbură tare nepozitiv este ϕ-pluriarmonică.

Demonstraţie. Ca ı̂n teoremele precedente, folosim aplicaţia F : M ×M →
N . Concluzia reiese din rezultatul lui Siu ı̂n contextul varietăţilor Kähler,
(vezi [33]), şi din Propoziţiile 4.2.4 şi 4.2.9.

În continuare fie (M,ϕ, ξi, ηi) o ϕ-varietate reperată m-dimensională, cu
dim M − rang ϕ = l, şi fie TM fibratul său tangent.

Se verifică uşor

(ϕC)2 = −I +
l∑

i=1

[ηC
i ⊗ ξV

i + ηV
i ⊗ ξC

i ], ηC
i ◦ ϕC = 0, ηV

i ◦ ϕC = 0,

ϕCξV
i = 0, ϕCξC

i = 0, ηV
i (ξV

j ) = 0, ηC
i (ξC

j ) = 0, ηV
i (ξC

i ) = 1, ηC
i (ξV

i ) = 1,

pentru orice i, j = 1, ..., l, unde am folosit lifturile verticale şi complete ale
câmpurilor vectoriale ξi, ale 1-formelor ηi şi liftul complet al câmpului ten-
sorial ϕ, care sunt definite ca ı̂n capitolul precedent.
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Astfel (TM, ϕC , ξV
i , ξC

i , ηC
i , ηV

i ) este o ϕC-varietate reperată.
Dacă Nϕ este tensorul Nijenhuis al lui ϕ şi NϕC este tensorul Nijenhuis

al lui ϕC avem NϕC = (Nϕ)C , (vezi [46]), şi obţinem cu uşurinta că, dacă
M este o ϕ-varietate normală, atunci (TM,ϕC , ξV

i , ξC
i , ηC

i , ηV
i ) este o ϕC-

varietate normală.
Fie (M,ϕ, ξi, ηi, g) o C-varietate. Considerăm

G = gC +
l∑

i=1

[(ηV
i − ηC

i )⊗ (ηV
i − ηC

i )],

unde gC este liftul complet al lui g, definit ca ı̂n capitolul precedent.
Se arată uşor că G este o metrică semi-riemanniană asociată pe TM .
Fie Ω şi ω, 2-formele fundamentale pe M şi respectiv TM . După un

calcul direct obţinem Ω = ωC . Atunci, deoarece dω = 0 şi dηi = 0, pentru
orice i = 1, ..., l, avem dΩ = 0 şi dηV

i = 0, dηC
i = 0. Aceasta ı̂nseamnă că

(TM, ϕC , ξV
i , ξC

i , ηC
i , ηV

i , G) este o C-varietate. Dacă∇ este conexiunea Levi-
Civita a lui g, deoarece ∇ηi = 0, pentru orice i = 1, ..., l, atunci se obţine
imediat că G are conexiunea Levi-Civita ∇C , liftul complet al conexiunii ∇.

Propoziţia 4.3.7 Dacă (M, ϕ, ξi, ηi, g) este o C-varietate, atunci proiecţia
π : TM → M este o aplicaţie ϕC-pluriarmonică.

Demonstraţie. Fie f : M → R o funcţie netedă pe M . Atunci, pentru
X ∈ χ(M) avem (π∗XC)f = XC(f ◦ π) = XCfV = (Xf)V = Xf , şi
(π∗XV )f = XV fV = 0, (vezi [46]).

Înseamnă că π∗XC = X, şi π∗XV = 0. Urmează că π∗ϕC = ϕ π∗, şi
π∗ξV

i = 0, π∗ξC
i = ξi, pentru orice i = 1, ..., l.

Folosind Propoziţia 4.3.3 se obţine

απ(X̃, Ỹ ) + απ(ϕCX̃, ϕC Ỹ ) = 0,

pentru orice X̃, Ỹ ∈ Γ(D̃), unde D̃ este distribuţia pe M ortogonală pe
span{ξV

1 , ..., ξV
l , ξC

1 , ..., ξC
l }, şi

απ(ξV
i , ξV

j ) = 0, απ(ξV
i , ξC

j ) = 0, απ(ξC
i , ξC

j ) = 0,

pentru orice i, j = 1, ..., l.
Pentru un câmp vectorial oarecare X pe M avem ∇Xξi = 0, pentru orice

i = 1, ..., l. Printr-un calcul direct obţinem ∇C
X̃

ξV
i = 0 şi ∇C

X̃
ξC
i = 0, pentru

orice i = 1, ..., l, si pentru orice X̃ ∈ χ(TM).
Deci απ(X̃, ξC

i ) = 0 şi απ(X̃, ξV
i ) = 0, pentru orice X̃ ∈ χ(TM).

Din toate acestea avem

απ(X̃, Ỹ ) + απ(ϕCX̃, ϕC Ỹ ) = 0,

pentru orice X̃, Ỹ ∈ χ(TM).
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Propoziţia 4.3.8 Fie f : M → N o aplicaţie netedă de la o C-varietate,
(M, ϕ, ξi, ηi, g), cu dim M − rang ϕ = l la o varietate riemanniană. Dacă
f este o aplicaţie ϕ-pluriarmonică atunci F = f ◦ π : TM → N , unde
π : TM → M este proiecţia canonică, este o aplicaţie ϕC-pluriarmonică.

Demonstraţie. Avem, (vezi [8]), formula

αf◦π(X̃, Ỹ ) + αf◦π(ϕCX̃, ϕC Ỹ ) =

= df(απ(X̃, Ỹ ) + απ(ϕCX̃, ϕC Ỹ )) + αf (f∗X, f∗Y )+

+αf (ϕf∗X, ϕf∗Y ) = 0,

deoarece f şi π sunt aplicaţii ϕ şi respectiv ϕC-pluriarmonice.



Capitolul 5

Aplicaţii armonice definite pe
varietăţi aproape de contact

Introducere

În acest capitol studiem armonicitatea unor aplicaţii definite ı̂ntre diverse
tipuri de ϕ-varietăţi metrice reperate. Astfel, ne ocupăm mai ı̂ntâi de
aplicaţii definite pe varietăţi aproape de contact cu unele proprietăţi şi de
cele ı̂ntre o varietate de contact şi o ϕ-varietate metrică reperată. Dăm apoi
câteva exemple folosind varietăţi aproape de contact şi fibratele lor tangente.
În final obţinem câteva rezultate legate de armonicitate ı̂n cazul varietăţilor
complexe de contact şi găsim un exemplu de aplicaţie armonică pe grupul
Heisenberg complex. Toate acestea se găsesc ı̂n lucrarea Harmonic maps
between framed ϕ-manifolds, apărută ı̂n An. USAMV Iaşi, Tom XLVI,
Vol.2(2003), Proceedings of the Annual Symposium of Mathematics Applied
in Biology and Biophysics, May 30-31, 2003, pp. 129-146.

5.1 Aplicaţii armonice definite pe varietăţi
aproape de contact

Propoziţia 5.1.1 Fie (M,ϕ, ξ, η, g) o varietate metrică aproape de contact
normală, cu (dη)x 6= 0, pentru orice x ∈ M , şi fie (N, ϕ′, ξi, ηi, g

′) o ϕ′-
varietate metrică reperată normală astfel ı̂ncât dim N − rang ϕ′ = n. Fie
f : M → N o aplicaţie netedă care ı̂ndeplineşte condiţia f∗ϕ = ±ϕ′f∗.
Atunci f∗ξ =

∑n
i=1 aiξi, unde ai ∈ R, cu i = 1, ..., n, sunt constante reale.

Demonstraţie. Este suficient să studiem cazul f∗ϕ = ϕ′f∗.
Deoarece f∗ϕξ = ϕ′f∗ξ, se obţine că f∗ξ =

∑n
i=1 aiξi, unde ai : M → R,

oricare ar fi i = 1, ..., n, sunt funcţii definite pe M . Definim 1-formele, f∗ηi,

53
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pe M , prin
f∗ηi(X) = ηi(f∗X),

pentru orice X ∈ χ(M).
Se obţine cu uşurinţă

f∗ηi = aiη,(5.1.1)
unde i = 1, ..., n. Diferenţiind, avem

f∗dηi = dai ∧ η + aidη,(5.1.2)
pentru orice i = 1, ..., n. Cum cele două varietăţi sunt normale, obţinem

dη(X,Y ) = η([ϕX,ϕY ]),

pentru orice X, Y ∈ χ(M), şi

dηi(X ′, Y ′) = ηi([ϕ′X ′, ϕ′Y ′]), i = 1, ..., n,

pentru orice X ′, Y ′ ∈ χ(N).
Deci, ı̂n (X, ξ), unde X ∈ χ(M), ecuaţia (5.1.2) devine

dai = Lξaiη, i = 1, ..., n,

unde cu L am notat derivata Lie. Se obţine dai∧η = 0, şi atunci dai∧dη = 0.
Avem

Lξaiη ∧ dη = 0.

În (X, Y, ξ), cu X, Y ∈ χ(M), obţinem

Lξai ∧ dη(X, Y ) = 0.

Deoarece (dη)x 6= 0, pentru orice x ∈ M , avem Lξai = 0, şi mai departe
dai = 0. Înseamnă că ai sunt constante, oricare ar fi i = 1, ..., n.

Propoziţia 5.1.2 Fie (M, ϕ, ξ, η, g) o varietate metrică de contact, şi fie
(N, ϕ′, ξi, ηi, g

′) o ϕ′-varietate metrică reperată normală cu dimN−rangϕ′ =
n. Fie f : M → N o aplicaţie netedă astfel ı̂ncât f∗ϕ = ±ϕ′f∗. Atunci
f∗ξ =

∑n
i=1 aiξi, unde ai ∈ R, sunt constante reale, oricare ar fi i = 1, ..., n.

Demonstraţie. Este suficient să studiem cazul f∗ϕ = ϕ′f∗.
Considerăm 1-formele pe M , f∗ηi, ca ı̂n demonstraţia propoziţiei prece-

dente şi obţinem, ı̂n acelaşi mod
f∗dηi = dai ∧ η + aidη,(5.1.3)

pentru orice i = 1, ..., n. Deoarece dη = Ω, unde Ω este 2-forma fun-
damentală pe M , avem dη(X, ξ) = 0, pentru orice X ∈ χ(M). Cum
dηi(X ′, Y ′) = ηi([ϕ′X ′, ϕ′Y ′]), pentru orice X ′, Y ′ ∈ χ(N), se obţine, cal-
culând (5.1.3) ı̂n (X, ξ), unde X ∈ χ(M),

dai = Lξaiη, i = 1, ..., n.
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Atunci dai ∧ η = 0, şi dai ∧ dη = 0. Deci Lξaiη ∧ dη = 0, şi, deoarece
η ∧ dη 6= 0, Lξai = 0. Avem dai = 0, adică ai sunt constante, pentru orice
i = 1, ..., n.

Teorema 5.1.3 Fie (M,ϕ, ξ, η, g) o varietate metrică aproape de contact
normală, 2m+1-dimensională, astfel ı̂ncât (dη)x 6= 0, pentru orice x ∈ M ,
şi dΩ = 0, unde Ω este 2-forma fundamentală pe M , şi fie (N, ϕ′, ξi, ηi, g

′)
o ϕ′-varietate metrică reperată, astfel ı̂ncât dΩ′ = 0, unde Ω′ este 2-forma
fundamentală pe N şi dim N − rank ϕ′ = n. Fie f : M → N o aplicaţie
netedă cu proprietatea f∗ϕ = ±ϕ′f∗. Atunci f este o aplicaţie armonică.

Demonstraţie. Este suficient să studiem cazul f∗ϕ = ϕ′f∗.
Notăm cu ∇ şi, respectiv, ∇′ conexiunile Levi-Civita pe M şi N . Deoare-

ce M este o varietate normală cu 2-forma fundamentală, Ω, satisfăcând dΩ =
0, se obţine

2g((∇Xϕ)Y, Z) = dη(ϕY,X)η(Z)− dη(ϕZ, X)η(Y ),

pentru orice X, Y, Z ∈ χ(M). Dacă X ∈ Γ(D), unde D este distribuţia pe
M , ortogonală pe span{ξ}, avem

(∇Xϕ)ϕX = 0, (∇ϕXϕ)X = 0.

Sumând aceste ecuaţii,
∇XX +∇ϕXϕX = ϕ[ϕX,X],(5.1.4)

pentru orice X ∈ Γ(D).
Cum N este normală şi dΩ′ = 0, se obţine,

(∇′X′ϕ′)ϕ′X ′ = 0, (∇′ϕ′X′ϕ′)X ′ = 0,(5.1.5)
pentru orice X ′ ∈ Γ(D′), D′ fiind distribuţia pe N ortogonală pe span{ξ1, ..,
ξn}. Din Propoziţia 5.1.1 avem ∇′f∗ξf∗ξ = 0.

Se arată uşor că f∗X ∈ Γ(D′), pentru orice X ∈ Γ(D). Atunci, din
ecuaţiile de mai sus, pentru o ϕ-bază, {e1, ..., em, ϕe1, ..., ϕem, ξ}, pe M ,

τ(f) =
m∑

i=1

[α(ei, ei) + α(ϕei, ϕei)] + α(ξ, ξ) = 0,

unde α este forma a doua fundamentală a lui f . Astfel, f este o aplicaţie
armonică.

Teorema 5.1.4 Fie (M,ϕ, ξ, η, g) o varietate metrică de contact, 2m+1-
dimensională, şi fie (N, ϕ′, ξi, ηi, g

′) o ϕ′-varietate metrică reperată, ast-
fel ı̂ncât dΩ′ = 0, unde Ω′ este 2-forma fundamentală pe N şi dim N −
rank ϕ′ = n. Fie f : M → N o aplicaţie netedă cu proprietatea f∗ϕ =
±ϕ′f∗. Atunci f este o aplicaţie armonică.
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Demonstraţie. Şi aici este suficient să studiem cazul f∗ϕ = ϕ′f∗.
Vom folosi aceleaşi notaţii ca ı̂n demonstraţia anterioară.
Pentru o varietate metrica de contact avem formula lui Olszak

(∇ϕXϕ)ϕY + (∇Xϕ)Y = 2g(X, Y )ξ − η(Y )(X + hX + η(X)ξ),

pentru orice X,Y ∈ χ(M), unde h = 1
2Lξϕ, şi L notează derivata Lie.

Atunci, pentru X ∈ Γ(D), obţinem

∇XX +∇ϕXϕX = ϕ[ϕX, X].

La fel ca ı̂n Teorema 5.1.3 se obţine

(∇′X′ϕ′)ϕ′X ′ = 0, (∇′ϕ′X′ϕ′)X ′ = 0.

pentru orice X ′ ∈ Γ(D′). Din Propoziţia 4.1.2 avem ∇′f∗ξf∗ξ = 0.
Prin urmare, pentru o ϕ-bază, {e1, ..., em, ϕe1, ..., ϕem, ξ}, ı̂n M , rezultă

uşor că

τ(f) =
m∑

i=1

[α(ei, ei) + α(ϕei, ϕei)] + α(ξ, ξ) = 0.

5.2 Aplicaţii armonice ı̂ntre o varietate aproape de
contact şi fibratul său tangent

În această secţiune obţinem exemple legate de Teorema 5.1.3 şi de Teorema
5.1.4.

Fie (M, ϕ, ξ, η, g) o varietate metrică aproape de contact de dimensiune
(2n+1), şi fie TM fibratul său tangent. Pe TM considerăm aceeaşi structură
de ϕC-varietate metrică reperată,

(ϕC , ξV , ξC , ηC , ηV , G),

ca ı̂n Capitolul 3, unde am folosit lifturile verticale şi complete ale câmpului
vectorial ξ, ale 1-formei η şi lifturile complete ale câmpurilor tensoriale ϕ şi
g.

Din Teorema 5.1.3 şi Teorema 5.1.4, se obţine

Teorema 5.2.1 Fie (M,ϕ, ξ, η, g) o varietate metrică aproape de contact
normală, 2m+1-dimensională, cu (dη)x 6= 0, pentru orice x ∈ M , şi dω = 0,
unde ω este 2-forma fundamentală pe M , sau o varietate metrică de contact,
şi fie (TM, ϕC , ξV , ξC , ηC , ηV , G) fibratul său tangent dotat cu ϕC-structura
considerată mai sus. Fie f : M → TM o aplicaţie netedă astfel ı̂ncât f∗ϕ =
±ϕCf∗. Atunci f este o aplicaţie armonică.

La fel ca ı̂n demonstraţia Teoremei 5.1.3, obţinem
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Lema 5.2.2 Fie (M, ϕ, ξi, ηi, g) şi (N, ϕ′, ξ′i, η
′
i, g

′) două ϕ şi, respectiv ϕ′-
varietăţi reperate normale, cu dΩ = 0 şi dΩ′ = 0, unde Ω este 2-forma
fundamentală pe M şi Ω′ este 2-forma fundamentală pe N . Fie f : M → N
o aplicaţie netedă astfel ı̂ncât f∗ϕ = ±ϕ′f∗. Atunci

α(X, X) + α(ϕX, ϕX) = 0,

pentru orice X ∈ Γ(D).

Folosind Lema 5.2.2 obţinem uşor,
Propoziţia 5.2.3 Fie varietăţile (M, ϕ, ξi, ηi, g) şi (N, ϕ′, ξ′i, η

′
i, g

′) ca mai
sus, şi fie f : M → N o aplicaţie netedă, astfel ı̂ncât f∗ϕ = ±ϕ′f∗ şi
f∗ξi =

∑n
j=1 aijξ

′
j, unde aij ∈ R sunt constante reale. Atunci f este o

aplicaţie armonică.

Propoziţia 5.2.4 Fie (M,ϕ, ξ, η, g) o varietate metrică aproape de contact
normală, cu 2-forma fundamentală, ω satisfăcând dω = 0, şi fie (TM,ϕC ,
ξV , ξC , ηC , ηV , G) fibratul său tangent, dotat cu ϕC-structura metrică in-
dusă. Fie π : TM → M proiecţia canonică. Atunci π este o aplicaţie
armonică.

Demonstraţie. Deoarece pentru X ∈ χ(M) avem (π∗XC)f = XC(f ◦ π) =
XCfV = (Xf)V = Xf, şi (π∗XV )f = XV fV = 0, (vezi[46]), se obţine
π∗XC = X, şi π∗XV = 0. Urmează că π∗ϕC = ϕ π∗, şi π∗ξV = 0, π∗ξC = ξ.
Atunci, din Propoziţia 5.2.3, rezultă că π este armonică.

Propoziţia 5.2.5 Fie (M,ϕ, ξ, η, g) şi (N, ϕ′, ξ′, η′, g′) două varietăţi met-
rice aproape de contact, şi fie (TM, ϕC , ξV , ξC , ηC , ηV , G) şi (TN,ϕ

′C , ξ
′V ,

ξ
′C , η

′C , η
′V , G′) fibratele lor tangente cu structurile induse. Fie f : M → N

o aplicaţie netedă. Vom nota cu F = f∗ : TM → TN aplicaţia tangentă
indusă de f . Atunci f∗ϕ = ±ϕ′f∗ dacă şi numai dacă F∗ϕC = ±ϕ

′CF∗.
Mai mult, cu aceste ipoteze, f∗ξ = aξ′ dacă şi numai dacă F∗ξV = aξV şi
F∗ξC = aξC , unde a ∈ R este o constantă.

Demonstraţie. Vom studia cazul f∗ϕ = ϕ′f∗, F∗ϕC = ϕ
′CF∗.

Mai ı̂ntâi presupunem că F∗ϕC = ϕ
′CF∗. Atunci F∗ϕCXV = ϕ

′CF∗XV ,
pentru orice X ∈ χ(M). De aici rezultă că (f∗ϕX)V = (ϕ′f∗X)V , şi deci
f∗ϕX = ϕ′f∗X, pentru orice X ∈ χ(M).

Reciproc, dacă f∗ϕX = ϕ′f∗X, pentru orice X ∈ χ(M), atunci

F∗ϕCXV = F∗(ϕX)V = (f∗ϕX)V = (ϕ′f∗X)V = ϕ
′CF∗XV ,

F∗ϕCXC = F∗(ϕX)C = (f∗ϕX)C = (ϕ′f∗X)C = ϕ
′CF∗XC .

Astfel am obţinut F∗ϕC = ϕ
′CF∗.

Ultima parte a propoziţiei rezultă imediat prin calcul direct.
Din rezultatele anterioare şi din Teoremele 5.1.3 şi 5.1.4 se obţine
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Propoziţia 5.2.6 Fie (M,ϕ, ξ, η, g) o varietate metrică aproape de contact
normală, cu (dη)x 6= 0, pentru orice x ∈ M , şi dω = 0, unde ω este 2-forma
sa fundamentală, sau o varietate metrică de contact, şi fie (N, ϕ′, ξ′, η′, g′)
o varietate metrică aproape de contact normală, cu 2-forma fundamentală,
ω′, satisfăcând dω′ = 0. Fie (TM,ϕC , ξV , ξC , ηC , ηV , G) şi (TN,ϕ

′C , ξ
′V ,

ξ
′C , η

′C , η
′V , G′) fibratele tangente cu structurile induse. Fie f : M → N o

aplicaţie netedă şi F = f∗ : TM → TN aplicaţia tangentă indusă de f . Dacă
f∗ϕ = ±ϕ′f∗, atunci F este o aplicaţie armonică, şi dacă F∗ϕC = ±ϕ

′CF∗
atunci f este o aplicaţie armonică.

5.3 Aplicaţii armonice pe varietăţi de contact com-
plexe

Vom aminti mai ı̂ntâi unele noţiuni legate de varietăţile de contact complexe,
aşa cum sunt prezentate ı̂n [2].

O varietate de contact complexă este o varietate complexă de dimeniune
complexă impară, 2n+1, pentru care există o acoperire deschisă, {Oα}, cu
domenii de hărţi locale astfel ı̂ncât:

1. Pe fiecare {Oα} există o 1-formă olomorfă, θα, astfel ı̂ncât

θα ∧ (dθα)n 6= 0;

2. Pe Oα ∩ Oβ 6= ∅ există o funcţie olomorfă nenulă fαβ astfel ı̂ncât
θα = fαβθβ.

O varietate de contact complexă pe care există o 1-formă complexă global
definită se numeşte varietate de contact strict complexă.

Pe de altă parte, dacă M este o varietate complexă cu structura aproape
complexă J , metrica hermitiană g, şi acoperirea deschisă {Oα}, cu domenii
de hărţi locale, M se numeşte varietate metrică aproape de contact complexă
dacă

1. Pe fiecare {Oα} există 1-formele uα şi vα = uα ◦ J cu câmpurile
vectoriale duale Uα şi Vα = −JUα, şi câmpurile tensoriale de tip (1,1), Gα

şi Hα = GαJ astfel ı̂ncât

G2
α = H2

α = −I + uα ⊗ Uα + vα ⊗ Vα,

GαJ = −JGα, GαUα = 0, g(X, GαY ) = −g(GαX, Y ),

2. Pe Oα ∩ Oβ 6= ∅,

uβ = auα − bvα, vβ = buα + avα,

Gβ = aGα − bHα, vβ = bGα + aHα,

unde a şi b sunt funcţii astfel ı̂ncât a2 + b2 = 1.
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S-a demonstrat că o varietate de contact complexă admite o structură
metrică aproape de contact complexă pentru care 1-forma locală de contact,
θ, este u − iv, şi câmpurile tensoriale locale G şi H sunt legate de du şi dv
prin

du(X,Y ) = g(X, GY )+(σ∧v)(X,Y ), dv(X,Y ) = g(X, HY )−(σ∧u)(X, Y ),

unde σ(X) = g(∇XU, V ). O varietate de contact complexă cu o structură
metrică aproape de contact satisfăcând aceste condiţii, varietate metrică de
contact complexă. Dacă structura de contact complexă este strictă atunci
σ = 0.

Fie S şi T două câmpuri tensoriale definite prin

S(X, Y ) = NG(X, Y )+2g(X, GY )U−2g(X, HY )V +2(v(Y )HX−v(X)HY )

+σ(GY )HX − σ(GX)HY + σ(X)GHY − σ(Y )GHX,

T (X,Y ) = NH(X,Y )−2g(X,GY )U +2g(X,HY )V +2(u(Y )GX−u(X)GY )

+σ(HX)GY − σ(HY )GX + σ(X)GHY − σ(Y )GHX,

unde NG şi NH sunt câmpurile tensoriale Nijenhuis ale G şi, respectiv H.
O structură de contact complexă se numeşte normală dacă

S(X, Y ) = T (X, Y ) = 0, X, Y ∈ H,

S(U,X) = T (V,X) = 0, X ∈ χ(M),

unde H este subfibratul orizontal definit de subspaţiile {X ∈ TPOα, P ∈
M ; θα(X) = 0}.

O varietate metrică de contact strict complexă normală se numeşte va-
rietate Sasaki complexă.

Pentru o astfel de varietate avem
g((∇XG)Y, Z) = −2v(X)g(HGY, Z)− u(Y )g(X, Z)−(5.3.1)

−v(Y )g(JX, Z) + u(Z)g(X, Y ) + v(Z)g(JX, Y ),

g((∇XH)Y, Z) = −2u(X)g(HGY, Z) + u(Y )g(JX, Z)−(5.3.2)

−v(Y )g(X, Z) + u(Z)g(X, JY ) + v(Z)g(X,Y ),

şi
g((∇XJ)Y,Z) = −2u(X)g(HY, Z) + 2v(X)g(GY,Z)(5.3.3)

Folosind aceste rezultate obţinem următoarea
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Teorema 5.3.1 Fie (M,J,G, H, u, v, U, V, g) şi (N, J ′, G′,H ′, u′, v′, U ′, V ′,
h) două varietăţi Sasakiene complexe şi fie f : M → N o aplicaţie netedă
astfel ı̂ncât f∗J = ±J ′f∗ şi f∗G = ±G′f∗. Atunci f este o aplicaţie ar-
monică.
Demonstraţie. Este suficient să considerăm cazul f∗J = J ′f∗ şi f∗G = G′f∗.

Fie {ei, Jei, Gei, JGei, U, V } o bază ortonormată reală ı̂n TM adaptată
structurii complexe de pe M , unde i = 1, ..., m, şi dimRM = 4m + 2, şi fie
H subfibratul orizontal al TM . Notăm cu ∇ şi ∇′ conexiunile Levi-Civita
pe M şi pe N , respectiv. Avem ∇UU = ∇V V = 0.

Pentru X ∈ H avem, g((∇XJ)JX, Z) = 0, pentru orice Z ∈ χ(M).
Atunci (∇XJ)JX = 0 şi (∇JXJ)X = 0. Se obţine

∇XX +∇JXJX = J [JX,X].

Relaţii similare au loc ı̂n N .
Cum f∗G = G′f∗ se obţine uşor că, dacă X ∈ H atunci f∗X ∈ H′, unde

H′ este subfibratul orizontal al TN . Deoarece f∗J = J ′f∗ avem

m∑

i=1

[α(ei, ei) + α(Jei, Jei) + α(Gei, Gei) + α(JGei, JGei)] = 0.

Pe N avem (∇′f∗UJ ′)J ′f∗U = 0 şi (∇′f∗V J ′)J ′f∗V = 0. Înseamnă că
∇′f∗Uf∗U = −J ′∇′f∗UJ ′f∗U şi ∇′f∗V f∗V = −J ′∇′f∗V J ′f∗V . Din a doua
ecuaţie, ţinând cont că V = −JU , şi f∗J = J ′f∗, se obţine ∇′f∗V f∗V =
J ′∇′J ′f∗Uf∗U şi atunci

∇′f∗Uf∗U +∇′f∗V f∗V = J ′[J ′f∗U, f∗U ] = J ′f∗[U, V ] = 0,

deoarece ∇UV = −J∇UU = 0 şi ∇V U = J∇V V = 0.
Astfel

τ(f) =
m∑

i=1

[α(ei, ei) + α(Jei, Jei) + α(Gei, Gei) + α(JGei, JGei)]+

+α(U,U) + α(V, V ) = 0.

Deci f este o aplicaţie armonică.

Observaţia 5.3.2 Dacă f∗J = ±J ′f∗ şi f∗G = ±G′f∗ atunci f∗H = ±H ′f∗.

În final vom prezenta un exemplu pentru această teoremă.
Fie HC grupul Heisenberg complex, adică subgrupul ı̂nchis al GL(3,C),

cu elementele de forma 


1 z2 z3

0 1 z1

0 0 1



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unde z1, z2, z3 ∈ C. Evident HC ' C3.
Dacă notăm prin LB translaţia la stânga prin B, L∗Bdz1 = dz1, L∗Bdz2 =

dz2, L∗B(dz3 − z2dz1) = dz3 − z2dz1. Câmpurile vectoriale ∂
∂z1

+ z2
∂

∂z3
, ∂

∂z2
,

∂
∂z3

sunt duale 1-formelor dz1, dz2, dz3 − z2dz1 şi sunt stâng invariante.
Mai mult, ı̂n raport cu coordonatele (z1, z2, z3, z1, z2, z3) metrica hermitiană
(vezi[25])

g =
1
8




0 0 0 1+ | z2 |2 0 −z2

0 0 0 0 1 0
0 0 0 −z2 0 1

1+ | z2 |2 0 −z2 0 0 0
0 1 0 0 0 0
−z2 0 1 0 0 0




este stâng invariantă pe HC, dar nu este metrică Kähler. 1-forma θ = 1
2(dz3−

z2dz1) defineşte o structură de contact complexă pe HC. Deci tensorii de
structură pot fi definiţi global. Fie J structura aproape complexă standard
pe C3, definită prin J ∂

∂xi
= ∂

∂yi
şi J ∂

∂yi
= − ∂

∂xi
. Deoarece θ este olomorfă,

fie θ = u − iv, v = u ◦ J . Deasemeni considerăm 4 ∂
∂z3

= U + iV ; atunci
u(X) = g(U,X) şi v(X) = g(V, X). În coordonate locale complexe, G şi H
sunt date de (vezi[25])

G =




0 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 z2 0
0 1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
0 z2 0 0 0 0




, H =




0 0 0 0 −i 0
0 0 0 i 0 0
0 0 0 0 −iz2 0
0 i 0 0 0 0
−i 0 0 0 0 0
0 iz2 0 0 0 0




.

Se obţine că HC dotat cu această structură este o varietate Sasaki com-
plexă.

Fie f : HC → HC, astfel ı̂ncât f este definită prin

wk = wk(z1, z2, z3, z1, z2, z3), wk = wk(z1, z2, z3, z1, z2, z3), k = 1, 2, 3,

ı̂n coordonate locale complexe.
Printr-un calcul direct obţinem că f∗J = J ′f∗ şi f∗G = G′f∗ dacă şi

numai dacă
w1 = α(z2) + cz1 + a1,

w2 = β(z1) + cz2 + a2,

w3 = γ(z2) + cz3 + a3,

astfel ı̂ncât
∂β

∂z1
= − ∂α

∂z2
,

∂γ

∂z2
= z2 ∂α

∂z2
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unde a1, a2, a3, c sunt constante complexe, iar α, β, γ sunt aplicaţii olomorfe
definite pe mulţimea C cu valori ı̂n aceeaşi mulţime. Din aceste condiţii se
obţin următoarele componente pentru f

w1 = kz2 + cz1 + a1, w2 = −kz1 + cz2 + a2, w3 =
1
2
k(z2)2 + cz3 + a3,

unde a1, a2, a3, c, k sunt constante complexe.
Din Teorema 5.3.1 rezultă că o astfel de aplicaţie este armonică.



Capitolul 6

Varietăţi hiper-reperate şi
armonicitate

Introducere

În acest capitol definim noţiunea de varietate hiper-reperată şi prezentăm
rezultate legate de existenţa metricilor asociate pe astfel de varietăţi şi de
normalitatea lor. Studiem ı̂n special hiper C-varietăţile. În final găsim o
condiţie ca o aplicaţie ı̂ntre două varietăţi hiper-reperate să fie armonică şi
dăm două exemple de structuri hiper-reperate pe fibratul tangent al unei
varietăţi dotate cu o 3-structură aproape de contact. Rezultatele se găsesc
ı̂n lucrările ”Harmonic maps between framed ϕ-manifolds” şi ”Some
properties of the hyper-framed manifolds” apărută ı̂n Analele USAMV
Iaşi, Tom XLVII, Vol.2(2004), Proceedings of the Annual Symposium of
Mathematics Applied in Biology and Biophysics, May 28-29, 2004, 151-163.

6.1 Varietăţi hiper-reperate. Generalităţi

Dacă pe o varietate 2n+1-dimensională, M , sunt definite trei structuri aproa-
pe de contact, (ϕi, ξi, ηi), i = 1, 2, 3, satisfăcând următoarele condiţii pentru
orice permutare pară (i, j, k) a (1, 2, 3),

ϕk = ϕiϕj − ηj ⊗ ξi = −ϕjϕi + ηi ⊗ ξj ,

ξk = ϕiξj = −ϕjξi, ηk = ηi ◦ ϕj = −ηj ◦ ϕi,

atunci spunem că varietatea are o 3-structură aproape de contact. S-a
demonstrat că există o metrică (semi)-riemanniană, g, asociată tuturor celor
trei structuri. Spunem că (ϕi, ξi, ηi, g), i = 1, 2, 3, este o 3-structură metrică
aproape de contact, (vezi[28], [43]).

63
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Fie M o varietate diferenţiabilă. Dacă M admite trei ϕi-structuri reper-
ate, (ϕi, ξ

i
a, η

i
a), astfel ı̂ncât dim M − rank ϕi = n, pentru orice i =

1, 2, 3, satisfăcând următoarele condiţii, pentru orice permutare pară (i, j, k)
a (1, 2, 3),

ϕk = ϕiϕj −
n∑

a=1

ηj
a ⊗ ξi

a = −ϕjϕi +
n∑

a=1

ηi
a ⊗ ξj

a,

ξk
a = ϕiξ

j
a = −ϕjξ

i
a, ηk

a = ηi
a ◦ ϕj = −ηj

a ◦ ϕi,

atunci numim o astfel de varietate, varietate hiper-reperată.

Observaţia 6.1.1 Evident, o varietate 3-aproape de contact este o varietate
hiper-reperată.

Observaţia 6.1.2 Distributiile Di pe M , ortogonale pe span{ξi
a}n

a=1, re-
spectiv, pentru i = 1, 2, 3, nu coincid. De exemplu ξ1

b /∈ span{ξ2
a}n

a=1, pentru
orice b = 1, ..., n.

Printr-un calcul direct obţinem
Propoziţia 6.1.3 Dacă pe varietatea diferenţiabilă M sunt definite două ϕ1

şi ϕ2-structuri reperate, astfel ı̂ncât dim M − rank ϕi = n, pentru i = 1, 2,
satisfăcând

ϕ1ϕ2 −
n∑

a=1

η2
a ⊗ ξ1

a = −ϕ2ϕ1 +
n∑

a=1

η1
a ⊗ ξ2

a,

ϕ1ξ
2
a = −ϕ2ξ

1
a, η1

a ◦ ϕ2 = −η2
a ◦ ϕ1, η1

a(ξ
2
b ) = η2

a(ξ
1
b ) = 0,

pentru orice a, b = 1, ..., n, atunci există o a treia ϕ3-structură reperată pe
M , definită prin

ϕ3 = ϕ1ϕ2 −
n∑

a=1

η2
a ⊗ ξ1

a, ξ3
a = ϕ1ξ

2
a, η3

a = η1
a ◦ ϕ2,

pentru orice a = 1, ..., n, astfel ı̂ncât M dotată cu cele trei structuri devine
o varietate hiper-reperată.

Observaţia 6.1.4 Pentru o varietate hiper-reperată, M , se pot defini trei
structuri aproape complexe, J1, J2, J3, pe M × Rn, ca ı̂n Capitolul 2. Se
verifică uşor că Jk = JiJj = −JjJi. Astfel M ×Rn capătă o structură hiper-
complexă şi dimensiunea sa va fi multiplu de 4. În concluzie, dimensiunea
unei varietăţi hiper-reperate este de forma 4m + 3n.

În acelaşi mod ca pentru 3-structurile aproape de contact, obţinem
Propoziţia 6.1.5 Pentru o varietate hiper-reperată nu se poate defini o ϕ4-
structură reperată care să satisfacă condiţiile de anti-comutativitate cu cele-
lalte trei structuri.
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Demonstraţie. Să presupunem că există o ϕ4-structură satisfăcând condiţii-
le de anti-commutativitate. Fie J4 structura aproape complexă indusă pe
M × Rn. Atunci se obţine J4Ji = −JiJ4, i = 1, 2, 3. Pe de altă parte

J3J4 = J1J2J4 = −J1J4J2 = J4J1J2 = J4J3.

Deci J3J4 = J4J3, ceea ce constituie o contradicţie.

Propoziţia 6.1.6 Pentru o varietate hiper-reperată, (M,ϕi, ξ
i
a, η

i
a), există o

metrică (semi-)riemanniană asociată tuturor celor trei ϕi-structuri reperate.

Demonstraţie. Dacă dim M − rank ϕi = n, pentru i = 1, 2, 3, considerăm
câmpul tensorial, ϕ, pe M , de tip (1,1), definit prin

ϕ = −ϕ2 +
n∑

a=1

[η3
a ⊗ ξ1

a − η1
a ⊗ ξ3

a].

Se obţine uşor că (ϕ, ξ1
a, ξ2

a, ξ3
a, η1

a, η
2
a, η

3
a) este o ϕ-structură reperată pe M .

Astfel, există o metrică (semi)-riemanniană, g, asociată acestei structuri. Se
verifică, prin calcul direct, că g este asociată celor trei structuri iniţiale pe
M .

Definiţia 6.1.1 Dacă g este o metrică (semi-)riemanniană asociată celor
trei ϕi-structuri, pe varietatea hiper-reperată, (M,ϕi, ξ

i
a, η

i
a), spunem că

(M, ϕi, ξ
i
a, ηi

a, g) este o varietate metrică hiper-reperată.

Definiţia 6.1.2 Fie (M, ϕi, ξ
i
a, η

i
a, g), i = 1, 2, 3, o varietate metrică hiper-

reperată, astfel ı̂ncât (M, ϕi, ξ
i
a, ηi

a, g) este o C-varietate, pentru toţi i =
1, 2, 3. Atunci (M, ϕi, ξ

i
a, ηi

a, g) este o hiper C-varietate.

Propoziţia 6.1.7 Fie (M, ϕi, ξ
i
a, ηi

a), i = 1, 2, 3, o varietate metrică hiper-
reperată. Dacă două din ϕi-structurile reperate sunt normale atunci şi a
treia este normală.

Demonstraţie. Dacă ϕi-structurile reperate, i = 1, 2, sunt normale, atunci,
prin definiţie, la fel sunt şi structurile aproape complexe, J1, J2 pe M ×Rn,
definite ı̂n Capitolul 2, unde dim M − rank ϕi = n, i = 1, 2, 3. Urmează că
a treia structură aproape complexă, J3, pe M × Rn, este normală, şi astfel
ϕ3-structura reperată pe M este normală.

În [27] este demonstrat următorul rezultat
Lema 6.1.8 Fie M4m o varietate diferenţiabilă care admite trei structuri
aproape complexe, Ji, i = 1, 2, 3, satisfăcând Jk = JiJj = −JjJi, şi o met-
rică g asociată tuturor structurilor, şi fie Ωi, i = 1, 2, 3, 2-formele core-
spunzătoare. Dacă dΩi = 2ω ∧Ωi, i = 1, 2, 3, unde ω este o 1-formă, atunci
fiecare structură Ji este integrabilă.
Folosind această lemă obţinem
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Propoziţia 6.1.9 Fie (M, ϕi, ξ
i
a, η

i
a, g), i = 1, 2, 3, a = 1, ..., n, o varietate

metrică hiper-reperată, astfel ı̂ncât dηi
a = 0 şi dωi = 0, pentru orice i =

1, 2, 3, a = 1, ..., n, unde ωi sunt 2-formele fundamentale corespunzătoare.
Atunci (M, ϕi, ξ

i
a, η

i
a, g) este o hiper C-varietate.

Demonstraţie. Fie Ji, i = 1, 2, 3, structurile aproape complexe induse pe
M × Rn, definite prin

Ji

(
X,

n∑

a=1

fa
∂

∂ta

)
=

(
ϕX −

n∑

a=1

faξ
i
a,

n∑

a=1

ηi
a(X)

∂

∂ta

)
,

unde X este un câmp vectorial tangent la M , {t1, ..., tn} sunt coordonatele
pe Rn şi {f1, ..., fn} sunt funcţii pe M × Rn, şi dim M − rank ϕi = n,
i = 1, 2, 3. Mai considerăm pe M × Rn, metrica riemanniană, G, definită
prin

G = g +
n∑

a=1

dtadta.

Urmează că Jk = JiJj = −JjJi şi, după un calcul direct,

Ωi = ωi +
n∑

a=1

(dta ∧ ηi
a),

unde Ωi sunt 2-formele fundamentale pe varietatea aproape hipercomplexă
(M × Rn, Ji, G). Din ipoteză avem dΩi = 0, pentru orice i = 1, 2, 3. Prin
urmare Ji sunt integrabile oricare ar fi i = 1, 2, 3, şi la fel sunt ϕi-structurile
reperate pe M , adică (M,ϕi, ξ

i
a, η

i
a, g) este o hiper C-varietate.

Propoziţia 6.1.10 Fie (M, ϕi, ξ
i
a, η

i
a, g), i = 1, 2, 3, a = 1, ..., n, n > 2, o

varietate metrică hiper-reperată. Dacă există a0 ∈ {1, ..., n} şi i0 ∈ {1, 2, 3},
astfel ı̂ncât dηi0

a0
6= 0 sau dωi0 6= 0, atunci nu există o 1-formă ω pe M ×Rn

astfel ı̂ncât dΩi = ω ∧ Ωi, i = 1, 2, 3, unde am folosit aceleaşi notaţii ca ı̂n
demonstraţia propoziţiei precedente.

Demonstraţie. Presupunem că există a0 ∈ {1, ..., n} şi i0 ∈ {1, 2, 3}, astfel
ı̂ncât dηi0

a0
6= 0 şi o 1-formă ω pe M×Rn astfel ı̂ncât dΩi = ω∧Ωi, i = 1, 2, 3.

Atunci, din Lema 6.1.8, urmează că ϕi-structurile reperate, i = 1, 2, 3, pe
M , sunt normale. După un calcul ı̂n coordonate locale obţinem că ω este o
1-formă pe M şi{

ω ∧ ηi
a = dηi

a,
ω ∧ ωi = dωi,

(6.1.1)

pentru orice a = 1, ..., n şi i = 1, 2, 3. Deoarece ϕi-structurile reperate sunt
normale, avem, ı̂n particular, că dηi0

a0
(X, ξi0

b ) = 0, pentru orice b = 1, ..., n şi
X ∈ χ(M). Urmează că ω(X) = 0, pentru orice câmp vectorial tangent, X,
pe M , care nu se găseşte ı̂n span{ξi0

a0
}. Prin urmare ω = ληi0

a0
, unde λ este

o funcţie pe M .
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În continuare, dacă există a1 6= a0 astfel ı̂ncât dηi0
a1
6= 0, urmează, la fel

ca mai sus, că ω = βηi0
a1

, unde β este o funcţie pe M . Deci ω = 0, ceea ce
contrazice prima ecuaţie 6.1.1. Dacă dηi0

b = 0, pentru orice b 6= a0, obţinem,
din 6.1.1, că ω ∧ ηi0

b = 0. În (ξi0
b , ξi0

a0
) avem ω(ξi0

a0
) = 0, şi atunci ω = 0, ceea

ce, din nou, contrazice 6.1.1.
În final, să presupunem că dηi

a = 0, pentru orice a = 1, ..., n, i = 1, 2, 3,
şi că există o 1-formă ω pe M astfel ı̂ncât dΩi = ω ∧ Ωi, i = 1, 2, 3. Din
(6.1.1) urmează că ω ∧ ηi

a = 0, pentru orice a = 1, ..., n, i = 1, 2, 3. Deci
ω = 0, şi, din a doua ecuaţie (6.1.1) obţinem că dωi = 0, i = 1, 2, 3.

Observaţia 6.1.11 Pentru a studia normalitatea varietăţilor hiper-reperate
se poate folosi un rezultat de tip Kashiwada doar ı̂n cazul considerat ı̂n
Propoziţia 6.1.9.

Lema 6.1.12 Pentru o ϕ-varietate reperată (M, ϕ, ξa, ηa, g), unde ϕ este
paralel, avem

g(R(X,Y )Z,ϕW ) + g(R(X, Y )ϕZ, W ) = 0,(6.1.2)
unde R este tensorul de curbură al conexiunii Levi-Civita, ∇, pe M .

Demonstraţie. Din identităţile Ricci obţinem

(∇X∇Y Ω−∇Y∇XΩ−∇[X,Y ]Ω)(Z, W ) = −g(R(X, Y )Z, ϕW )−
−g(R(X, Y )ϕZ, W ),

unde Ω este 2-forma fundamentală pe M .
Cum ∇g = 0 şi ∇ϕ = 0 obţinem ∇Ω = 0. În consecinţă rezultatul se

obţine din ecuaţia de mai sus.
Utilizând acest rezultat obţ̧inem

Propoziţia 6.1.13 Tensorul Ricci al unei hiper C-varietăţi se anulează.
Demonstraţie. Fie (M,ϕi, ξ

i
a, η

i
a, g), i = 1, 2, 3, o hiper C-varietate. Pentru

o bază ortonormată {eA}, ı̂n TM , se obţine, din lema precedentă, sumând
după A, ∑

A

g(R(eA, Y )Z,ϕieA) + ρ(Y, ϕiZ) = 0,

pentru orice ϕi-structura metrică reperată pe M , unde ρ este tensorul Ricci
pe M . Folosim ı̂n continuare lema precedentă pentru prima C-structură, şi
luăm Z = eA şi W = ϕ2eA. Avem

g(R(X,Y )eA, ϕ1ϕ2eA) + g(R(X, Y )ϕ1eA, ϕ2eA) = 0.

În primul termen ı̂nlocuim ϕ1ϕ2eA cu ϕ3eA+
∑n

a=1 η2
a(eA)ξ1

a. Pentru a suma
după A, ı̂n al doilea termen presupunem că {ξ1

a}n
a=1 face parte din bază şi

ı̂nlocuim baza {eA} cu {ϕ1eA, ξ1
1 , ..., ξ

1
n}. Rezultatul sumării este

2
∑

A

g(R(eA, Y )Z, ϕ3eA) = 0.
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Folosind primul rezultat, pentru a treia C-structură, se obţine că ρ(X, ϕ3Y )
= 0, pentru orice X, Y ∈ χ(M).

Deoarece ∇ϕ3 = 0 şi dη3
b = 0, pentru orice b = 1, ..., n, avem ∇ξ3

a = 0,
pentru orice a = 1, ..., n. Urmează că ρ(X, ξ3

a) = 0, X ∈ χ(M), a = 1, ..., n.
Astfel ρ(X, Y ) = 0, pentru orice X,Y ∈ χ(M).

6.2 Varietăţi hiper-reperate şi armonicitate

Propoziţia 6.2.1 Fie (M, ϕi, ξ
i
a, η

i
a) şi (N,ψi, ζ

i
b, θ

i
b), i = 1, 2, 3, două va-

rietăţi hiper-reperate, astfel ı̂ncât ϕi,ψi-structurile reperate pe M şi, respec-
tiv, pe N , sunt normale, pentru i = 1, 2, 3. Fie f : M → N o aplicaţie
netedă cu proprietatea f∗ϕi = ±ψif∗, pentru i = 1, 2. Atunci f∗ξi

a =∑n
r=1 carζ

i
r, pentru i = 1, 2 şi a = 1, ...,m, unde car ∈ R sunt constante,

dim M − rank ϕi = m şi dim N − rank ψi = n. Mai mult f∗ϕ3 = ±ψ3f∗.

Demonstraţie. Este suficient să studiem cazul f∗ϕi = ψif∗, i = 1, 2.
Se obţine

f∗ξ1
a =

n∑

r=1

c1
arζ

1
r ,(6.2.1)

f∗ξ2
a =

n∑

r=1

c2
arζ

2
r ,(6.2.2)

pentru orice a = 1, ..., m, unde c1
ar, c

2
ar : M → R sunt funcţii pe M .

Aplicând ϕ2 ı̂n ecuaţia (6.2.1) şi ψ1 ı̂n ecuaţia (6.2.2), folosind f∗ϕi =
ψif∗ şi proprietăţile varietăţilor hiper-reperate, avem

f∗ξ3
a =

n∑

r=1

c1
arζ

3
r ,(6.2.3)

f∗ξ3
a =

n∑

r=1

c2
arζ

3
r ,(6.2.4)

pentru orice a = 1, ...,m. De aici rezultă că c1
ar = c2

ar = car, pentru orice
a = 1, ..., m; r = 1, ..., n.

Definim 1-formele f∗θi
r, r = 1, ..., n, pe M , prin f∗θi

r(X) = θi
r(f∗X),

i = 1, 2, X ∈ χ(M). Se obţine cu uşurinţă

f∗θ1
r =

m∑

a=1

carη
1
a,(6.2.5)

f∗θ2
r =

m∑

a=1

carη
2
a,(6.2.6)
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pentru orice r = 1, ..., n. Diferenţiind, obţinem

f∗dθ1
r =

m∑

a=1

[dcar ∧ η1
a + cardη1

a],(6.2.7)

f∗dθ2
r =

m∑

a=1

[dcar ∧ η2
a + cardη2

a],(6.2.8)

pentru orice r = 1, ..., n.
Pentru r = 1 ecuaţia (6.2.7) devine

f∗dθ1
1 =

m∑

a=1

[dca1 ∧ η1
a + ca1dη1

a].

În (X, ξ1
1), cu X ∈ χ(M), deoarece M şi N sunt normale, avem

dc11 =
m∑

a=1

Lξ1
1
ca1η

1
a,

unde L notează derivata Lie. În ξ2
b se obţine, din proprietăţile varietăţilor

hiper-reperate
Lξ2

b
c11 = 0,

pentru orice b = 1, ...,m.
În acelaşi fel se arată că Lξ2

b
car = 0, cu a, b = 1, ...,m şi r = 1, ..., n.

Pentru r = 1 ecuaţia (6.2.8) devine

f∗dθ2
1 =

m∑

a=1

[dca1 ∧ η2
a + ca1dη2

a].

În (X, ξ1
1), X ∈ χ(M), deoarece M şi N sunt normale, se obţine

dc11 =
m∑

a=1

Lξ2
1
ca1η

2
a.

Folosind rezultatele de mai sus rezultă că dc11 = 0. Astfel c11 este o con-
stantă. În acelaşi fel se arată că car sunt constante pentru orice a = 1, ...,m
şi r = 1, ..., n.

Ultima parte se obţine uşor, prin calcul direct, folosind rezultatele ante-
rioare.

Aşa cum am văzut ı̂n paragraful anterior, pe o varietate hiper-reperată,
(M, ϕi, ξ

i
a, η

i
a), astfel ı̂ncât dim M − rank ϕi = n, pentru orice i = 1, 2, 3,

putem considera câmpul tensorial, ϕ, de tip (1,1), definit prin

ϕ = −ϕ2 +
n∑

a=1

[η3
a ⊗ ξ1

a − η1
a ⊗ ξ3

a].
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Atunci (ϕ, ξ1
a, ξ2

a, ξ3
a, η1

a, η
2
a, η

3
a) este o ϕ-structură reperată pe M . Dacă acea-

stă structură este normală avem dηi
a(X, Y ) = ηi

a([ϕX, ϕY ]), i = 1, 2, 3; a =
1, ..., n. La fel ca ı̂n propoziţia anterioară, obţinem

Propoziţia 6.2.2 Fie (M, ϕi, ξ
i
a, η

i
a) şi (N,ψi, ζ

i
b, θ

i
b), i = 1, 2, 3, două va-

rietăţi hiper-reperate, şi fie (ϕ, ξ1
a, ξ2

a, ξ3
a, η1

a, η
2
a, η

3
a), (ψ, ζ1

a , ζ2
a , ζ3

a , θ1
a, θ

2
a, θ

3
a),

ϕ şi respectiv ψ-structurile reperate induse. Dacă aceste structuri sunt nor-
male şi f : M → N este o aplicaţie netedă astfel ı̂ncât f∗ϕi = ±ψif∗, pentru
i = 1, 2, atunci f∗ξi

a =
∑n

r=1 carζ
i
r, i = 1, 2, a = 1, ..., m, unde car ∈ R

sunt constante, dim M − rank ϕi = m şi dim N − rank ψi = n. Mai mult
f∗ϕ3 = ±ψ3f∗, şi f∗ϕ = ±ψf∗.

Din Propoziţia 6.2.1 şi Propoziţia 5.2.3 avem

Teorema 6.2.3 Fie M şi N două varietăţi ca ı̂n Propoziţia 6.2.1, şi fie gi

şi hi, i = 1, 2, 3, două metrici (semi)-riemanniene pe M şi, respectiv, pe N ,
asociate ϕi, respectiv, ψi-structurilor reperate pe cele două varietăţi. Dacă
2-formele fundamentale corespunzătoare au proprietăţile dωi = 0 şi dΩi = 0,
pentru un i = 1, 2, 3, şi f : M → N este o aplicaţie netedă astfel ı̂ncât
f∗ϕi = ±ψif∗, pentru i = 1, 2 atunci f este armonică.

Folosind Propoziţia 6.2.2 se obţine

Teorema 6.2.4 Fie M şi N două varietăţi ca ı̂n Propoziţia 6.2.2, şi fie g şi
h două metrici (semi)-riemanniene asociate pe (M, ϕ, ξ1

a, ξ2
a, ξ3

a, η1
a, η

2
a), η3

a)
şi, respectiv, (N, ψ, ζ1

a , ζ2
a , ζ3

a , θ1
a, θ

2
a, θ

3
a). Dacă dω = 0 şi dΩ = 0, unde ω

şi Ω sunt 2-formele corespunzătoare lui g şi, respectiv, h. Fie f : M → N
o aplicaţie netedă cu proprietatea f∗ϕi = ±ψif∗, i = 1, 2. Atunci f este o
aplicaţie armonică.

6.3 Fibratul tangent al unei varietăţi 3-aproape de
contact

Fie (M,ϕi, ξi, ηi, g), i = 1, 2, 3, o varietate 3-aproape de contact şi fie TM
fibratul său tangent. Pentru fiecare structură aproape de contact, ϕi, pe
M considerăm ϕC

i -structura reperată indusă pe TM . Atunci se verifică
uşor că (TM,ϕC

i , ξC
i , ξV

i , ηV
i , ηC

i , G), este o varietate metrică hiper-reperată,
(vezi Capitolul 3). Dacă (M, ϕi, ξi, ηi, g) este o varietate cosimplectică, i =
1, 2, 3, rezultă că dηV

i = 0, dηC
i = 0 şi dΩi = 0, pentru orice i = 1, 2, 3.

Aceasta ı̂nseamnă că, ı̂n acest caz, (TM,ϕC
i , ξC

i , ξV
i , ηV

i , ηC
i , G), este o hiper

C-varietate.
În continuare considerăm ϕ-structura reperată pe M , (ϕ, ξ1, ξ2, ξ3, η1, η2,

η3), obţinută ca ı̂n precedentul paragraf. Atunci ϕC coincide cu câmpul
tensorial din structura hiper-reperată pe TM , obţinută cu ajutorul celor
trei ϕC

i -structuri reperate pe fibratul tangent.



Varietăţi hiper-reperate şi armonicitate 71

Deoarece g este o metrică asociată fiecărei structuri aproape de contact
pe M , se verifică imediat că g este asociată şi ϕ-structurii reperate pe M .
Se verifică, deasemeni, uşor ca̧ G, definită prin

G = gC +
3∑

i=1

[(ηV
i − ηC

i )⊗ (ηV
i − ηC

i )],

este o metrică semi-riemanniană asociată ϕC-structurii pe TM . Dacă ω şi Ω
sunt 2-formele fundamentale corespunzătoare lui g şi, respectiv, G, se obţine
dΩ = (dω)C . Atunci, dacă dω = 0 urmează că dΩ = 0.

Observaţia 6.3.1 Printr-un calcul direct se obţine ω = −ω2 + η1 ∧ η3, şi
atunci dω = 0 dacă şi numai dacă dω2 = d(η1 ∧ η3).

Deoarece π∗ϕC
i = ϕiπ∗, pentru orice i = 1, 2, 3, unde π : TM → M este

proiecţia canonică, avem
Propoziţia 6.3.2 Fie M şi TM ca mai sus, şi ı̂n plus presupunem că ϕ-
structura reperată pe M este normală şi dω2 = d(η1 ∧ η3). Atunci proiecţia
canonică π : TM → M este o aplicaţie armonică.

Un alt exemplu de varietate metrică hiper-reperată se obţine folosind lif-
turile verticale şi orizontale ale câmpurilor tensoriale de la varietatea diferen-
ţiabilă M la fibratul său tangent.

Pentru a introduce noţiunea de lift orizontal se defineşte, mai ı̂ntâi, pen-
tru un câmp tensorial oarecare, S, pe M , diferit de o funcţie, dat, ı̂n coor-
donate locale, prin

S = Si...h
lk...j

∂

∂xi
⊗ ...⊗ ∂

∂xh
⊗ dxl ⊗ dxk ⊗ ...⊗ dxj ,

câmpul tensorial, γS, in π−1(U), prin

γS = (ylSi...h
lk...j)

∂

∂yi
⊗ ...⊗ ∂

∂yh
⊗ dxk ⊗ ...⊗ dxj ,

ı̂n raport cu coordonatele induse, (xh, yh), U fiind un domeniu de hartă
locală pe M . Dacă S este o funcţie, se defineşte γS ca fiind zero.

În continuare, presupunem că avem conexiunea afină, ∇, pe M . Liftul
orizontal al unei funcţii, f , de la M la TM , se defineşte prin fH = fC −
γ(∇f). Din definiţia liftului complet al unei funcţii rezultă că fH = 0.
Fie X ∈ χ(M) un câmp vectorial pe M . Liftul orizontal, XH , al lui X se
defineşte prin XH = XC − γ(∇X). Dacă X = Xi ∂

∂xi , ı̂n coordonate locale,
şi ∇ are componentele Γh

ji, atunci

XH = Xh ∂

∂xh
− Γh

i Xi ∂

∂yh
,
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ı̂n raport cu coordonatele induse pe TM , unde Γh
i = yjΓh

ji.
Fie ω o 1-forma pe M . Liftul său orizontal, ωH , este definit de ωH =

ωC − γ(∇ω). Dacă ω are componentele locale ωi, atunci

ωH = Γh
i ωhdxi + ωidyi,

ı̂n raport cu coordonatele induse pe TM . Liftul orizontal al unui câmp
tensorial pe M se defineşte folosind condiţiile

(P + Q)H = PH + QH , (P ⊗Q)H = PH ⊗QV + P V ⊗QH ,

unde P,Q sunt câmpuri tensoriale pe M , (vezi[46]).
Fie (M, ϕ, ξ, η) o varietate aproape de contact (2n + 1)-dimensională şi

fie TM fibratul său tangent.
Se verifică uşor că

(ϕH)2 = −I + ηH ⊗ ξV + ηV ⊗ ξH , ηH ◦ ϕH = 0, ηV ◦ ϕH = 0,

ϕHξV = 0, ϕHξH = 0, ηV (ξV ) = 0, ηH(ξH) = 0, ηV (ξH) = 1, ηH(ξV ) = 1.

Astfel (TM, ϕH , ξV , ξH , ηH , ηV ) este o ϕH -varietate reperată, (4n + 2)-
dimensională.

Dacă g este o metrică riemanniană pe M , definim, ca ı̂n [35], o metrică
riemanniană, G, pe TM , astfel ı̂ncât,

G(XH , Y H) = G(XV , Y V ) = g(X,Y ), G(XH , Y V ) = 0,

pentru orice X, Y ∈ χ(M). Se arată uşor că G este o metrică asociată pe
(TM, ϕH , ξV , ξH , ηH , ηV ). Atunci se obţine că, dacă (M, ϕi, ξi, ηi, g), i =
1, 2, 3, este o varietate metrică 3-aproape de contact, atunci (TM,ϕH

i , ξH
i ,

ξV
i , ηV

i , ηH
i , G), este o varietate hiper-reperată.

Observaţia 6.3.3 În acest caz, dacă toate cele trei structuri definite pe M
sunt cosimplectice atunci TM dotat cu structura definită mai sus nu este ı̂n
mod necesar o hiper C-varietate, cum se ı̂ntâmpla ı̂n exemplul precedent.



Capitolul 7

Morfisme ϕ-pseudo armonice

Introducere

În debutul acestui capitol găsim caracterizări pentru aplicaţiile ϕ-pseudo
orizontal slab conforme (ϕ-[PHWC]). Pentru o astfel de aplicaţie, f : (M, g)
→ (N, ϕ, ξ, η, h), ı̂ntre o varietate riemanniană şi una aproape de con-
tact, definim o ψ-structură metrică reperată pe M . Folosind acestă struc-
tură demonstrăm proprietăţi ale aplicaţiilor ϕ-[PHWC] şi ale morfismelor
ϕ-pseudo armonice. Aceste rezultate le extindem ı̂n cazul, mai general,
când codomeniul este o ϕ-varietate reperată. În final obţinem o ψ-structură
reperată pe fibratul tangent al unei varietăţi metrice aproape de contact şi
arătăm că proiecţia canonică este un morfism armonic. Rezultatele din acest
capitol se găsesc ı̂n lucrarea ”ϕ-pseudo harmonic morphisms”, apărută
ı̂n Analele Ştiinţifice ale Universităţii ”Al.I.Cuza” Iaşi, L, s.I.a, Matematică,
f.2, 2004, 327-346.

7.1 Aplicaţii ϕ-pseudo orizontal slab conforme

Mai ı̂ntâi vom prezenta definiţiile câtorva tipuri de ϕ-varietăţi reperate.
Fie M o ϕ-varietate metrică reperată, cu tensorii de structură (ϕ, ξi, ηi)

si metrica riemanniană asociată, g. Dacă Ω este 2-forma fundamentală
corespunzătoare, atunci M se numeşte varietate (1,2)-simplectică ( (1,2)-
D-simplectică) dacă

dΩ(X,ϕX, Y ) = 0, X ∈ Γ(D), Y ∈ χ(M)(Y ∈ Γ(D)),

şi (1,2)-simplectică like ( (1,2)-D-simplectică like) dacă

n∑

k=1

dΩ(ek, ϕek, Y ) = 0, Y ∈ χ(M)(Y ∈ Γ(D)),

73
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unde {e1, ..., en, ϕe1, ..., ϕen} este o ϕ-bază ortonormată ı̂n Γ(D), D fiind
distribuţia pe M , ortogonală pe span{ξi}.

În continuare, fie f : (M, g) → (N,h) o aplicaţie netedă ı̂ntre două
varietăţi riemanniene şi fie df : TM → TN aplicaţia tangentă indusă1.
Adjuncta aplicaţiei dfx, x ∈ M , este aplicaţia liniară df∗x : Tf(x)N → TxM
definită de

g(X, df∗x(Y )) = h(dfx(X), Y ), X ∈ TxM, Y ∈ Tf(x)N.

Pentru orice punct x ∈ M , considerăm spaţiul vertical al lui f , Vfx =
ker dfx şi spaţiul orizontal al lui f ,Hfx = {ker dfx}⊥. Deasemeni, considerăm
Vf∗x = ker df∗x şi Hf∗x = {ker df∗x}⊥. Atunci aplicaţiile dfx : Hfx → Hf∗x şi
df∗x : Hf∗x → Hfx sunt bijective.

Fie (N, ϕ, ξi, ηi, h) o ϕ-varietate metrică reperată şi fie TCN complexifi-
catul fibratului său tangent, TN . Atunci ϕ poate fi extins ı̂n mod unic la
un endomorfism liniar pe TCN , notat tot cu ϕ, care satisface aceleaşi pro-
prietăţi ca şi câmpul tensorial iniţial. Valorile proprii ale lui ϕ sunt i, 0,−i.
Considerăm descompunerea uzuală

TCN = T ′N ⊕ T 0N ⊕ T ′′N

a TCN ı̂n subfibratele proprii corespunzătoare valorilor proprii i, 0,−i ale
lui ϕ.

Fie f : (M, g) → (N, ϕ, ξi, ηi, h) o aplicaţie netedă ı̂ntre varietatea rie-
manniană M , şi ϕ-varietatea metrică reperată N . Putem defini aplicaţia
(df ◦ df∗)x : TC

f(x)N → TC
f(x)N , pentru orice x ∈ M .

Definiţia 7.1.1 Fie f : (M, g) → (N,ϕ, ξi, ηi, h) o aplicaţie netedă ı̂ntre
varietatea riemanniană M , şi ϕ-varietatea metrică reperată N . Atunci f se
numeşte aplicaţie ϕ-pseudo orizontal slab conformă (ϕ-[PHWC]) dacă

[df ◦ df∗, ϕ] = 0.(7.1.1)

Observaţia 7.1.1 Orice aplicaţie orizontal slab conformă, f : (M, g) →
(N, ϕ, ξi, ηi, h), ı̂ntre varietatea riemanniană M , şi ϕ-varietatea metrică
reperată N , este o aplicaţie ϕ-[PHWC]. În particular, dacă f este un morfism
armonic atunci f este o aplicaţie ϕ-[PHWC].

Avem
Lema 7.1.2 Fie f : (M, g) → (N,ϕ, ξi, ηi, h) o aplicaţie netedă ı̂ntre vari-
etatea riemanniană M , şi ϕ-varietatea metrică reperată N . Atunci f este o
aplicaţie ϕ-[PHWC] dacă şi numai dacă df ◦ df∗ duce fibratul tangent olo-
morf, T ′N , ı̂n el ı̂nsuşi, şi T 0N ı̂n el ı̂nsuşi.

1Deşi ı̂n capitolele precedente am folosit notaţia f∗, pentru aplicaţia tangentă indusă, ı̂n
acest capitol vom nota aplicaţia respectivă cu df , pentru că altfel unele formule şi expresii
s-ar complica nejustificat.
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Demonstraţie. Considerăm X ∈ T
′
N ⊕ T

′′
N . Atunci

ϕ(df ◦ df∗)X = (df ◦ df∗)ϕX

dacă şi numai dacă

ϕ(df ◦ df∗)X = i(df ◦ df∗)X,

pentru orice X ∈ T
′
N , deoarece df ◦ df∗ este o aplicaţie liniară complexă.

Apoi, pentru orice ξi, avem ϕ(df ◦ df∗)ξi = 0 dacă şi numai dacă (df ◦
df∗)ξi ∈ T 0N .

Lema 7.1.3 Fie f : (M, g) → (N, ϕ, ξi, ηi, h) o aplicaţie netedă ı̂ntre va-
rietatea riemanniană M , şi ϕ-varietatea metrică reperată N . Pentru orice
x ∈ M , considerăm V

′
x = df∗x(T

′
f(x)N) şi V 0

x = df∗x(T 0
f(x)N). Atunci f este

o aplicaţie ϕ-[PHWC] dacă şi numai dacă V
′
x este izotrop şi V

′
x şi V 0

x sunt
ortogonale ı̂n raport cu g.

Demonstraţie. Pentru X,Y ∈ T
′
f(x)N se obţine

gx(df∗x(X), df∗x(Y )) = hf(x)(X, (df ◦ df∗)x(Y )) = 0

dacă şi numai dacă df ◦ df∗ duce fibratul tangent olomorf T ′N ı̂n el ı̂nsuşi,
sau (df ◦ df∗)x(Y ) ∈ T 0

f(x)N . Dar pentru Y ∈ T
′
f(x)N avem

gx(df∗x(Y ), df∗x(ξif(x))) = hf(x)(Y, (df ◦ df∗)x(ξif(x))) =

= hf(x)((df ◦ df∗)x(Y ), ξif(x)) = 0

dacă şi numai dacă (df ◦ df∗)x(ξif(x)) ∈ T 0
f(x)N ∪ T

′
f(x)N şi (df ◦ df∗)x(Y ) /∈

T 0
f(x)N . Dacă (df ◦ df∗)x(ξif(x)) ∈ T

′
f(x)N se obţine

gx((df∗)x(ξif(x)), (df
∗)x(ξif(x))) = hf(x)(ξif(x), (df ◦ df∗)x(ξif(x))) = 0.

În concluzie, (df∗)x(ξif(x)) = 0, şi rezultatul se obţine din lema precedentă.

Observaţia 7.1.4 Se observă că, dacă π : (N,ϕ, ξi, ηi, h) → (P, ϕ′, ξ′i, η
′
i, h

′)
este o aplicaţie (ϕ,ϕ′)-olomorfă ı̂ntre două ϕ (şi, respectiv, ϕ′)-varietăţi me-
trice reperate, adică dπ ◦ ϕ = ϕ′ ◦ dπ, atunci dπ∗ ◦ ϕ′ = ϕ ◦ dπ∗.

Se obţine uşor
Propoziţia 7.1.5 Fie f : (M, g) → (N,ϕ, ξi, ηi, h) o aplicaţie netedă ı̂ntre
varietatea riemanniană M , şi ϕ-varietatea metrică reperată N . Atunci
f este o aplicaţie ϕ-[PHWC] dacă şi numai dacă pentru orice aplicaţie
(ϕ, ϕ′)-olomorfă ı̂ntre două ϕ (şi, respectiv, ϕ′)-varietăţi metrice reperate,
π : (N, ϕ, ξi, ηi, h) → (P, ϕ′, ξ′i, η

′
i, h

′), π ◦ f : (M, g) → (P,ϕ′, ξ′i, η
′
i, h

′) este o
aplicaţie ϕ′-[PHWC].
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Definiţia 7.1.2 O aplicaţie ϕ-[PHWC] armonică se numeşte morfism ϕ-
pseudo armonic.

În [9] autorul studiază aplicaţiile ϕ-[PHWC] ı̂ntre o varietate rieman-
niană şi o ϕ-varietate metrică reperată, f : (M, g) → (N,ϕ, h), care sa-
tisface condiţia df(TM) ⊂ Γ(DN ), unde Γ(DN ) = (kerϕ)⊥. În continuare
vom studia aplicaţiile ϕ-[PHWC], f : (M, g) → (N, ϕ, ξi, ηi, h), pentru care
df(TM) * Γ(DN ).

Mai ı̂ntâi, considerăm aplicaţia ϕ-[PHWC], f : (M, g) → (N, ϕ, ξ, η, h),
ı̂ntre o varietate riemanniană şi o varietate metrică aproape de contact. Este
uşor de văzut că df(TM) ⊂ Γ(DN ) dacă şi numai dacă ξf(x) ∈ Vf∗x, pentru
orice x ∈ M . În continuare vom presupune că ξf(x) /∈ Vf∗x, pentru x ∈ M .

Se obţine
Lema 7.1.6 Pentru f ca mai sus, avem

(df ◦ df∗)xξf(x) = Λ(x)ξf(x),

pentru orice x ∈ M , unde Λ(x) = λ2(x) 
 0.
Demonstraţie. Deoarece f este o aplicaţ̧ie ϕ-[PHWC], din Lema 7.1.2, ı̂n
orice x ∈ M , avem (df ◦ df∗)xξf(x) = Λ(x)ξf(x). Se obţine

0 � gx(df∗ξf(x), df
∗ξf(x)) = hx(ξf(x), (df ◦ df∗)xξf(x)) = Λ(x).

Astfel, putem defini câmpul vectorial ζ1 pe M prin

ζ1x =
1

λ(x)
df∗xξf(x), x ∈ M,(7.1.2)

unde λ(x) este definită ı̂n lema precedentă.
Definim un câmp tensorial, ψ, de tip (1,1), pe M , prin

ψ(X) =
{

df∗ ◦ ϕ ◦ (df∗)−1X , X ∈ Hf

0 , X ∈ Vf ,
(7.1.3)

unde Hf = ∪x∈MHfx şi Vf = ∪x∈MVfx.
Se observă că, dacă X ∈ Hf \ span{ζ1} atunci ψX ∈ Hf \ span{ζ1}.
Definim 1-forma, θ1, pe M , prin

θ1x(Xx) =
1

λ(x)
ηf(x)(dfx(Xx)),(7.1.4)

pentru orice x ∈ M , şi X ∈ χ(M).
În final, fie {ζ2, ..., ζr} un câmp ortnormal de repere pe Vf şi fie {θ2, ..., θr}

1-formele definite prin

θk(X) = g(X, ζk), X ∈ χ(M),

pentru orice k = 2, ..., r.
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Evident, obţinem

ψ2X = −X +
r∑

k=1

θk(X)ζk, θk ◦ ψ = 0, θk(ζl) = δkl,

pentru orice k, l = 1, ..., r şi X ∈ χ(M). Prin urmare
Propoziţia 7.1.7 (M, ψ, ζk, θk, g) este o ψ-varietate metrică reperată.
În continuare vom numi ψ-structura metrică reperată obţinută mai sus, ψ-
structura metrică reperată pe M asociată (lui f).
Propoziţia 7.1.8 Fie f : (M, ψ, ζk, θk, g) → (N,ϕ, ξ, η, h) o aplicaţie ca
mai sus. Atunci f este o aplicaţie (ψ,ϕ)-olomorfă.

Definiţia 7.1.3 Fie (M, g) o varietate riemanniană. Fie V este o distribu-
ţie pe M . Atunci V spunem că este minimală dacă

s∑

i=1

∇vivi ∈ V,

unde {vi}s
i=1 este o bază locală ortonormată ı̂n V, dimV = s, şi ∇ este

conexiunea Levi-Civita pe M .

Folosind ψ-structura metrică reperată asociată obţinem
Teorema 7.1.9 Fie f : (M, g) → (N,ϕ, ξ, η, h) o aplicaţie ϕ-[PHWC] ı̂ntre
o varietate riemanniană şi o varietate (1,2)-simplectică, pentru care Vf =
ker df este minimală, ξf(x) /∈ Vf∗x, pentru orice x ∈ M , şi dη(X̃, ξ) = 0,
pentru orice X̃ ∈ χ(M). Dacă ψ este paralel şi θ1 ∧ dθ1 6= 0 atunci f este o
aplicaţie armonică.
Demonstraţie. Notăm cu ∇M şi ∇N conexiunile Levi-Civita pe M şi, re-
spectiv, pe N . Deoarece ψ este paralel, se obţine usor

∇M
X X +∇M

ψXψX = ψ[ψX, X],

pentru orice X ∈ Hf \ span{ζ1}.
Deoarece N este (1,2)-simplectică avem, din Lema 2.1.3

∇N
X̃

X̃ +∇N
ϕX̃

ϕX̃ = ϕ[ϕX, X],

pentru orice X̃ ∈ Γ(DN ), unde DN este distribuţia pe N ortogonală pe
span{ξ}.

Dacă α este forma a doua fundamentală a lui f , deoarece f este o aplicaţie
(ψ,ϕ)-olomorfă, se obţine

m∑

i=1

[α(ei, ei) + α(ψei, ψei)] = 0,
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unde {e1, ..., em, ψe1, ..., ψem, ζ1, ..., ζr} este o ψ-bază ortonormată locală ı̂n
TM .

În continuare, pentru X = Y = ζ1 ı̂n Lema 2.1.3, avem dθ1(ψZ, ζ1) = 0
pentru orice Z ∈ χ(M). Din definiţia lui θ1 urmează că dθ1(ζk, ζ1) = 0
pentru orice k = 2, ..., r. Folosind acest rezultat obţinem, ı̂n particular, că
∇M

ζ1
ζ1 = 0.
Deoarece dη(X̃, ξ) = 0, pentru orice X̃ ∈ χ(N), şi λθ1(X) = η(df(X)),

diferenţiind, obţinem

(dλ ∧ θ1)(X, Y ) + λdθ1(X, Y ) = dη(df(X), df(Y )),

pentru orice X, Y ∈ χ(M). Dacă luăm Y = ζ1 avem

dλ = Lζ1λθ1,

unde L notează derivata Lie. Urmează că dλ∧ θ1 = 0, şi astfel dλ∧ dθ1 = 0.
Am obţinut Lζ1λθ1 ∧ dθ1 = 0. Deci, din ipoteză, avem că Lζ1λ = 0. Adică
dλ = 0, şi atunci λ este o constantă.

Avem
∇N

df(ζ1)df(ζ1) = Λ∇N
ξ ξ = 0,

şi df(
∑r

k=2∇M
ζk

ζk) = 0, deoarece Vf = ker df este minimală.
Astfel

r∑

k=1

α(ζk, ζk) = 0,

şi atunci τ(f) = 0, unde τ(f) este câmpul tensiune al lui f . Prin urmare f
este o aplicaţie armonică.

Observaţia 7.1.10 Dacă rang f = dim M atunci Vf = ker df = {0}.
Astfel condiţia ca Vf să fie minimală nu mai este necesară ı̂n acest caz.

Propoziţia 7.1.11 Fie f : (M, g) → (N, ϕ, ξ, η, h) o aplicaţie ϕ-[PHWC]
ı̂ntre o varietate riemanniană şi o varietate metrică de contact, pentru care
Vf = ker df este minimală, şi ξf(x) /∈ Vf∗x, pentru orice x ∈ M . Dacă ψ
este paralel atunci f este o aplicaţie armonică.

Într-adevăr, condiţia ca varietatea (2n+1)-dimensională, N , să fie vari-
etate de contact este η ∧ (dη)n 6= 0, care, ı̂n particular, devine θ1 ∧ dθ1 6= 0.
Astfel rezultatul se obţine ı̂n acelaşi mod ca ı̂n precedenta teoremă.
Propoziţia 7.1.12 Condiţia din Teorema 7.1.9 şi din Propoziţia 7.1.11, ca
ψ să fie paralel poate fi ı̂nlocuită cu următoarele două condiţii, pentru M ,
dotată cu ψ-structura asociată, să fie varietate (1,2)-DM -simplectică like,
unde DM este distribuţia pe M ortogonală pe span{ζ1, ..., ζr}, şi dθ1(X, ζ1) =
0, pentru orice X ∈ Γ(DM ).
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Demonstraţie. Deoarece dθ1(X, ζ1) = 0, pentru orice X ∈ Γ(DM ), şi, din
definiţia lui θ1, urmează că dθ1(X, ζ1) = 0, pentru orice X ∈ χ(M), şi, mai
mult ∇M

ζ1
ζ1 = 0. În acelaşi mod ca ı̂n demonstraţia Teoremei 7.1.9 se obţine

că
∑r

k=1 α(ζk, ζk) = 0.
Deoarece M este (1,2)-DM -simplectică like, din Lema 2.1.3, se obţine

m∑

i=1

[(∇eiψ)ψei + (∇ψeiψ)ei] = 0,

unde {e1, ..., em, ψe1, ..., ψem} este o ϕ-bază ortonormată locală ı̂n Γ(DM ).
De aici rezultă

m∑

i=1

[α(ei, ei) + α(ψei, ψei)] = 0,

la fel ca ı̂n Teorema 7.1.9. Prin urmare τ(f) = 0, şi atunci f este o aplicaţie
armonică.

În continuare vom extinde rezultatele de mai sus ı̂n cazul ı̂n care codome-
niul funcţiei f este o ϕ-varietate metrică reperată.

Considerăm aplicaţia ϕ-[PHWC] f : (M, g) → (N, ϕ, ξi, ηi, h), ı̂ntre o
varietate riemanniană şi o ϕ-varietate metrică reperată. Vom presupune că
ξikf(x) /∈ Vf∗x, k = 1, ..., s, pentru orice x ∈ M . Notăm cu Ex = Hf∗x ∩
span{ξi1f(x), ..., ξisf(x)},x ∈ χ(M). Atunci (df ◦ df∗)x : Ex → Ex este un en-
domorfism autoadjunct. Există, deci, o bază ortonormată {ξ′1f(x), ..., ξ

′
sf(x)},

ı̂n Ex astfel ı̂ncât matricea lui (df ◦ df∗)x, ı̂n această bază, este o matrice
diagonală. Adică

(df ◦ df∗)xξ′kf(x) = Λk(x)ξ′k(x), k = 1, ..., s.

În acelaşi fel ca ı̂n cazul varietăţilor aproape de contact avem Λk(x) =
λ2

k(x) 
 0. Se obţine uşor

ξ′kf(x) =
s∑

j=1

ckj(x)ξjf(x), k = 1, ..., s,

unde ckj : M → R sunt funcţii pe M . Definim 1-formele, η′k, pe N , prin

η′k =
s∑

j=1

cjkηk, k = 1, ..., s.

Se obţine
η′k ◦ ϕ = 0, η′k(ξ

′
l) = δkl, k, l = 1, ..., s.
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Fie matricea

C =




c11 c12 ... c1s

c21 c22 ... c2s

... ... ... ...
cs1 cs2 ... css


 .

Deoarece {ξ1f(x), ..., ξsf(x)},{ξ′1f(x), ..., ξ
′
sf(x)} sunt baze ortonormate urmea-

ză că C este o matrice ortogonală.
Definim câmpurile vectoriale ζk pe M prin

ζkx =
1

λk(x)
df∗xξ′f(x), k = 1, ..., s, x ∈ M.(7.1.5)

Atunci putem defini câmpul tensorial, ψ, de tip (1,1), pe M , prin

ψ(X) =
{

df∗ ◦ ϕ ◦ (df∗)−1X , X ∈ Hf

0 , X ∈ Vf ,
(7.1.6)

unde Hf = ∪x∈MHfx şi Vf = ∪x∈MVfx. Se observă că, dacă X ∈ Hf \
span{ζ1, ..., ζs} atunci ψX ∈ Hf \ span{ζ1, ..., ζs}.

Fie 1-formele, θk, k = 1, ..., s, pe M , definite prin

θkx(Xx) =
1

λk(x)
η′kf(x)(dfx(Xx)),(7.1.7)

pentru orice x ∈ M , şi X ∈ χ(M).
În final, fie {ζs+1, ..., ζr} un câmp ortonormat de repere pe Vf şi fie {θs+1,

..., θr}, 1-formele definite prin

θk(X) = g(X, ζk), X ∈ χ(M),

pentru orice k = s + 1, ..., r.
Se obţin

ψ2X = −X +
r∑

k=1

θk(X)ζk, θk ◦ ψ = 0, θk(ζl) = δkl,

pentru orice k, l = 1, ..., r şi X ∈ χ(M). Ca ı̂n cazul precedent, al varietăţilor
aproape de contact, se obţine
Propoziţia 7.1.13 (M, ψ, ζk, θk, g) este o ψ-varietate metrică reperată.

Propoziţia 7.1.14 Fie f : (M,ψ, ζk, θk, g) → (N, ϕ, ξ, η, h) ca mai sus.
Atunci f este o aplicaţie (ψ,ϕ)-olomorfă.

Teorema 7.1.15 Fie f : (M, g) → (N, ϕ, ξi, ηi, h), i = 1, ..., n, o aplicaţie
ϕ-[PHWC] ı̂ntre o varietate riemanniană şi o varietate (1,2)-simplectică
normală, pentru care Vf = ker df este minimală, şi ξikf(x) /∈ Vf∗x, k =
1, ..., s, pentru orice x ∈ M . Dacă ψ este paralel şi θk ∧ dθk 6= 0, k = 1, ..., s,
atunci f este o aplicaţie armonică.
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Demonstraţie. Deoarece N este o varietate normală rezultă că dηi(X, ξj) =
0, pentru orice i, j = 1, ..., n. După un calcul direct, ţinând cont că matricea
C, definită mai sus, este ortogonală, se obţine că dη′k(X, ξ′k) = 0, pentru orice
k = 1, ..., s. De aici demonstraţia continuă ı̂n acelaşi mod ca demonstraţia
Teoremei 7.1.9.

Observaţia 7.1.16 La fel ca pentru Teorema 7.1.9 condiţia ca Vf să fie
minimală nu este necesară dacă rank f = dim M .

Observaţia 7.1.17 Condiţiile θk ∧ dθk 6= 0, k = 1, ..., s, sunt echivalente cu
(ηk ◦ df) ∧ (dηk ◦ (df, df)) 6= 0.

Putem impune, şi ı̂n acest caz, condiţii care să o ı̂nlocuiască pe cea ca ψ să
fie paralel
Propoziţia 7.1.18 Condiţia din Teorema 7.1.15, ca ψ să fie paralel poate
fi substituită cu următoarele două condiţii, pentru M , dotată cu ψ-structura
metrică reperată asociată, să fie o varietate (1,2)-DM -simplectică like, unde
DM este distribuţia pe M ortogonală pe span{ζ1, ..., ζr}, şi dθk(X, ζk) = 0,
k = 1, ..., s, pentru orice X ∈ Γ(DM ).

7.2 Morfisme ϕ-pseudo armonice

Definiţia 7.2.1 Printr-o aplicaţie locală π : N → P ı̂nţelegem o aplicaţie
definită pe o submulţime deschisă a lui N .

Un caz particular al unui rezultat din [9] este
Propoziţia 7.2.1 Fie π : (N, ϕ, ξi, ηi, h) → (P,ϕ′, ξ′j , η

′
j , k), i = 1, ..., n,

j = 1, ..., p, o aplicaţie (ϕ,ϕ′)-olomorfă ı̂ntre două varietăţi (1,2)-simplectice.
Atunci π este o aplicaţie DN -pluriarmonică, unde DN este distribuţia pe N
ortogonală pe span{ξi}n

i=1.
Se obţine
Propoziţia 7.2.2 Fie f : (M, g) → (N, ϕ, ξ, η, h) un morfism ϕ-pseudo
armonic ı̂ntre o varietate riemanniană şi o varietate (1,2)-simplectică, astfel
ı̂ncât ξ /∈ Vf∗, şi fie π : (N, ϕ, ξ, η, h) → (P, ϕ′, ξ′, η′, k) o aplicaţie locală
armonică ı̂ntre două varietăţi (1,2)-simplectice, care este (ϕ,ϕ′)-olomorfă.
Atunci π ◦ f este un morfism ϕ′-pseudo armonic local pe M .
Demonstraţie. Deoarece f este un morfism ϕ-pseudo armonic obţinem că
π ◦ f este o aplicaţie ϕ′-[PHWC].

Considerăm pe M , ψ-structura metrică reperată asociată obţinută ı̂n
paragraful precedent. Din legile de compunere avem

τ(π ◦ f) = dπ(τ(f)) + trace∇dπ(df, df),
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deoarece f este armonică şi (ψ,ϕ)-olomorfă, se obţine că

τ(π ◦ f) = trace∇dπ(df, df) =
m∑

i=1

[απ(df(ei), df(ei) + απ(ϕdf(ei), ϕdf(ei)]+

+λ2απ(ξ, ξ),

unde funcţia λ este aceeaşi definită ı̂n paragraful anterior, şi {e1, ..., em, ψe1,
..., ψem} este o bază ortonormată ı̂n Γ(DM ) = (kerψ)⊥. Deoarece π este
(ϕ, ϕ′)-olomorfă atunci este DN -pluriarmonică. Astfel τ(π ◦ f) = λ2απ(ξ, ξ)
care se anulează deoarece π este armonică. Astfel π ◦ f este o aplicaţie
armonică şi atunci este un morfism ϕ′-pseudo armonic pe M .

În [21] este demonstrat că orice aplicaţie (ϕ,ϕ′)-olomorfă, π : (N, ϕ, ξ, η,
h) → (P,ϕ′, ξ′, η′, k), ı̂ntre varietăţi cosimplectice este armonică, şi ı̂n [24]
este demonstrat acelaşi rezultat ı̂n cazul varietăţilor de contact. Atunci
obţinem
Propoziţia 7.2.3 Fie f : (M, g) → (N, ϕ, ξ, η, h) un morfism ϕ-pseudo
armonic ı̂ntre o varietate riemanniană şi o varietate cosimplectică (sau o
varietate metrică de contact), astfel ı̂ncât ξ /∈ Vf∗, şi fie π : (N,ϕ, ξ, η, h) →
(P,ϕ′, ξ′, η′, k) o aplicaţie locală (ϕ, ϕ′)-olomorfă ı̂ntre varietăţi cosimplectice
(sau varietăţi metrice de contact). Atunci π ◦ f este un morfism ϕ′-pseudo
armonic local pe M .

Propoziţia 7.2.4 Fie f : (M, g) → (N, ϕ, ξ, η, h) un morfism ϕ-pseudo
armonic ı̂ntre o varietate riemanniană şi o varietate metrică aproape de
contact, astfel ı̂ncât ξ /∈ Vf∗, şi fie π : (N, ϕ, ξ, η, h) → (P, ϕ′, ξ′, η′, k) o
aplicaţie locală ϕ-pluriarmonică ı̂ntre două varietăţi metrice aproape de con-
tact. Atunci π ◦ f este o aplicaţie locală armonică .

Într-adevăr, deoarece o aplicaţie ϕ-pluriarmonică este armonică şi D-pluriar-
monică demonstraţia este similară cu cea a Propoziţiei 7.2.2.

La fel ca ı̂n paragraful precedent putem extinde unele din aceste rezultate
la cazul ϕ-varietăţilor reperate.

La fel ca ı̂n Propoziţia 7.2.2, folosind ψ-structura metrică reperată aso-
ciată pe M , se obţine
Propoziţia 7.2.5 Fie f : (M, g) → (N,ϕ, ξi, ηi, h), i = 1, ..., n, un mor-
fism ϕ-pseudo armonic ı̂ntre o varietate riemanniană şi o varietate (1,2)-
simplectică, astfel ı̂ncât ξi /∈ Vf∗, pentru orice i = 1, ..., n, şi fie π : (N,ϕ, ξi,
ηi, h) → (P, ϕ′, ξ′j , η

′
j , k), j = 1, ..., p, o aplicaţie locală armonică ı̂ntre două

varietăţi (1,2)-simplectice, (ϕ,ϕ′)-olomorfă. Atunci π ◦ f este un morfism
ϕ′-pseudo armonic local pe M .
Am demonstrat, ı̂n Capitolul 4, că orice aplicaţie (ϕ,ϕ′)-olomorfă ı̂ntre două
C-varietăţi este o aplicaţie armonică. Obţinem
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Propoziţia 7.2.6 Fie f : (M, g) → (N, ϕ, ξi, ηi, h), i = 1, ..., n, un morfism
ϕ-pseudo armonic ı̂ntre o varietate riemanniană şi o C-varietate, astfel ı̂ncât
ξi /∈ Vf∗, pentru orice i = 1, ..., n, şi fie π : (N, ϕ, ξi, ηi, h) → (P, ϕ′, ξ′j , η

′
j , k),

j = 1, ..., p, o aplicaţie locală (ϕ,ϕ′)-olomorfă ı̂ntre două C-varietăţi. Atunci
π ◦ f este un morfism ϕ′-pseudo armonic local pe M .
În final, avem
Propoziţia 7.2.7 Fie f : (M, g) → (N, ϕ, ξi, ηi, h), i = 1, ..., n, un morfism
ϕ-pseudo armonic ı̂ntre o varietate riemanniană şi o ϕ-varietate metrică
reperată, astfel ı̂ncât ξik /∈ Vf∗, pentru unii coeficienţi k = 1, ..., r, r 6 n,
şi fie π : (N, ϕ, ξi, ηi, h) → (P, ϕ′, ξ′j , η

′
j , k) o aplicaţie locală ϕ-pluriarmonică

ı̂ntre două ϕ(ϕ′)-varietăţi metrice reperate. Atunci π ◦ f este o aplicaţie
locală armonică.

7.3 O ψ-structură metrică reperată asociată pe
fibratul tangent al unei varietăţi metrice
aproape de contact

Fie (M, g, ϕ, ξ, η) o varietate metrică aproape de contact de dimensiune
(2m+1), şi fie TM fibratul său tangent. Considerăm pe TM metrica rie-
manniană G, introdusă ı̂n [35] şi folosită ı̂n capitolul precedent.

Fie π : (TM, G) → (M, g, ϕ, ξ, η) proiecţia canonică. Notăm cu dπ
aplicaţia tangentă şi cu dπ∗ aplicaţia sa adjunctă. Este uşor de văzut că
dπ∗(X) = Xi

∂
∂xi , pentru un câmp vectorial oarecare pe M , X = Xi

∂
∂xi .

Urmează că dπ ◦ dπ∗(X) = X, pentru orice X ∈ χ(M), adică π este o
aplicaţie orizontal slab conformă şi, astfel, o aplicaţie ϕ-[PHWC]. Evident,
distribuţia orizontală, Hπ, şi distribuţia verticală, Vπ, sunt ortogonale ı̂n
raport cu metrica G. Deoarece Hπ∗ = TM \ {0} şi dπ : Hπ → Hπ∗ este bi-
jectivă şi liniară urmează că dimHπ = dimVπ = 2m+1. Atunci se obţine că
{dπ∗(e1), ..., dπ∗(em), dπ∗(ϕe1), ..., dπ∗(ϕem), dπ∗(ξ)} şi {eV

1 , ..., eV
m, (ϕe1)V , .

.., (ϕem)V , ξV } sunt baze locale ortonormate ı̂n Hπ şi, respectiv, ı̂n Vπ, unde
{e1, ..., em, ϕe1, ..., ϕem, ξ} este o ϕ-bază locală ortonormată ı̂n TM .

Dacă M este o varietate (1,2)-simplectică, dη(X, ξ) = 0, pentru orice
X ∈ χ(M), şi ηx([ξ, ∂

∂xi
]x) = 0, pentru orice i = 1, ..., 2m+1 şi x ∈ M , unde

(U ; xi), i = 1, ..., 2m+1, este o hartă locală oarecare. Atunci, după un calcul
direct, ı̂n coordonate locale, rezultă că Vπ este minimală.

În continuare, considerăm ψ-structura metrică reperată asociată pe TM ,
obţinută la fel ca ı̂n cazul general.

Notăm cu ω şi Ω, 2-formele fundamentale pe M şi, respectiv, pe TM .
Se obţine Ω(dπ∗(X), dπ∗(Y )) = ω(X,Y ), pentru orice X, Y ∈ χ(M). Avem
dΩ(dπ∗(X), ψ(dπ∗(X)), dπ∗(Z)) = 0, pentru orice X, Z ∈ χ(M), deoarece
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M este (1,2)-simplectică. Urmează, din Lema 2.1.3, că

G((∇G
dπ∗(ei)

ψ)ψ(dπ∗(ei))− (∇G
dπ∗(ϕei)

ψ)dπ∗(ei), dπ∗(Z)) = 0,

pentru orice Z ∈ χ(M), unde ∇G este conexiunea Levi-Civita pe (TM,G).
Obţinem

dπ((∇G
dπ∗(ei)

ψ)ψ(dπ∗(ei))− (∇G
dπ∗(ϕei)

ψ)dπ∗(ei)) = 0,

şi, de aici,

dπ(∇G
dπ∗(ei)

dπ∗(ei) +∇G
dπ∗(ϕei)

dπ∗(ϕei)) = dπ(ψ[ψdπ∗(ei), dπ∗(ei)]),

deoarece π este o aplicaţie (ψ,ϕ)-olomorfă. Dar M este o varietate (1,2)-
simplectică şi atunci, din Lema 2.1.3, rezultă că

∇eiei +∇ϕeiϕei = ϕ[ϕei, ei].

Se obţine uşor că dπ(∇G
dπ∗(ξ)dπ∗(ξ)) = 0.

Din toate acestea se obţine τ(π) = 0. Astfel π este o aplicaţie armonică.
Putem enunţa
Propoziţia 7.3.1 Pentru M şi TM ca mai sus, proiecţia canonică π este
un morfism armonic.

Observaţia 7.3.2 O varietate diferenţiabilă M , ı̂ndeplinind condiţiile nece-
sare de mai sus se poate obţine după cum urmează, (vezi[2]). Fie (M ′, J, h)
o varietate aproape Kähler pe care avem coordonatele locale {xi}2n

i=1 şi fie t
coordonata pe R. Pe M = M ′ × R luăm η = dt şi ξ = ∂

∂t . Definim câmpul
tensorial de tip (1,1), ϕ, prin ϕξ = 0, ϕX = JX, pentru X ortogonal pe ξ.
În final, considerăm metrica riemanniană g pe M , g = hijdxidxj +dtdt, unde
hij sunt componentele metricii riemanniene h. Se arată uşor că (M, ϕ, ξ, η, g)
este o varietate metrică aproape de contact având toate proprietăţile cerute
ı̂n acest paragraf.



Capitolul 8

Curbe biarmonice ı̂n grupul
Heisenberg generalizat

Introducere

În acest capitol găsim condiţia pentru ca o curbă ı̂n grupul Heisenberg gen-
eralizat să fie biarmonică şi non-armonică. Prezentăm, deasemenea, exem-
ple de astfel de curbe. Aceste rezultate se găsesc ı̂n lucrarea ”Biharmonic
curves in the generalized Heisenberg group”, care va apare ı̂n Beiträge
zur Algebra und Geometrie.

8.1 Aplicaţii biarmonice

Fie varietăţile riemanniene (M, g) şi (N,h). Notăm cu ∇M ,∇N , conexiu-
nile Levi-Civita pe M şi, respectiv, N . Pentru o aplicaţie netedă f ı̂ntre
(M, g) şi (N,h), se defineşte conexiunea indusă, ∇, pe fibratul vectorial in-
dus f−1(TN), după cum urmează. Pentru X ∈ χ(M), V ∈ Γ(f−1(TN)), se
defineşte ∇XV ∈ Γ(f−1(TN)) prin ∇XV = ∇N

f∗XV .
Laplacianul acţionând pe Γ(f−1(TN)), indus de conexiunea ∇, este dat

de formula lui Weitzenböck

∆V = −trace∇2V,

unde V ∈ Γ(f−1(TN)).
Dacă M este o varietate compactă, bienergia lui f se defineşte prin

E2(f) = 1
2

∫
M |τ(f)|2 ∗ 1. Spunem că f este o aplicaţie biarmonică dacă

este un punct critic al funcţionalei bienergiei, E2(f). În [26] s-a demonstrat
că f : M → N este o aplicaţie biarmonică dacă şi numai dacă satisface
ecuaţia τ2(f) = 0, unde

τ2(f) = −∆τ(f)− traceRN (df(·), τ(f))df(·),(8.1.1)

85
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şi RN este câmpul tensorial de curbură al conexiunii Levi-Civita pe (N, h).
Este evident că o aplicaţie armonică este biarmonică şi, mai mult, un

minim absolut al funcţionalei bienergiei.

8.2 Grupul Heisenberg generalizat

Considerăm R2n+1 cu elementele de forma X = (x1, y1, x2, y2, ..., xn, yn, z).
Definim produsul pe R2n+1, prin

XX̃ = (x1 + x̃1, y1 + ỹ1, ..., xn + x̃n, yn + ỹn, z + z̃ +
1
2

n∑

i=1

(x̃iyi − ỹixi)),

unde X = (x1, y1, ..., xn, yn, z), X̃ = (x̃1, ỹ1, ..., x̃n, ỹn, z̃).
Fie H2n+1 = (R2n+1, g) grupul Heisenberg generalizat dotat cu metrica

riemanniană g, definită prin

g =
n∑

i=1

(dx2
i + dy2

i ) +
[
dz +

1
2

n∑

i=1

(yidxi − xidyi)
]2

.(8.2.1)

Metrica g este stâng invariantă.
Putem defini un câmp global de repere pe H2n+1, prin

E2i−1 =
∂

∂xi
− yi

2
∂

∂z
, E2i =

∂

∂yi
+

xi

2
∂

∂z
, E2n+1 =

∂

∂z
,

cu i = 1, ..., n. Conexiunea Levi-Civita a metricii g este dată de, (vezi [35]
pentru cazul 3-dimensional),




∇E2i−1E2j−1 = 0, ∇E2i−1E2j = 1
2δijE2n+1,

∇E2iE2j = 0, ∇E2iE2j−1 = −1
2δijE2n+1,

∇E2n+1E2i−1 = −1
2E2i, ∇E2i−1E2n+1 = −1

2E2i,
∇E2n+1E2i = 1

2E2i−1, ∇E2iE2n+1 = 1
2E2i−1,

∇E2n+1E2n+1 = 0,

(8.2.2)

for i, j = 1, ..., n. Mai avem




[E2i−1, E2j−1] = 0, [E2i, E2j ] = 0,
[E2i−1, E2n+1] = 0, [E2i, E2n+1] = 0,
[E2i−1, E2j ] = δijE2n+1,

Tensorul de curbură al conexiunii ∇ este

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

iar câmpul tensorial Riemann-Christoffel este

R(X,Y, Z, W ) = g(R(X,Y )W,Z),
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unde X,Y, Z,W ∈ χ(R2n+1). Vom folosi notaţiile

Rabc = R(Ea, Eb)Ec, Rabcd = R(Ea, Eb, Ec, Ed),

unde a, b, c, d = 1, ..., 2n+1. Atunci componentele nenule ale acestor câmpuri
tensoriale sunt




R(2i−1)(2j−1)(2k) = −1
4δjkE2i + 1

4δikE2j ,

R(2i−1)(2j)(2k−1) = 1
4δjkE2i + 1

2δijE2k,

R(2i−1)(2j)(2k) = −1
4δikE2j−1 − 1

2δijE2k−1,

R(2i−1)(2n+1)(2j−1) = −1
4δijE2n+1,

R(2i−1)(2n+1)(2n+1) = 1
4δijE2i−1,

R(2i)(2j)(2k−1) = −1
4δjkE2i−1 + 1

4δikE2j−1,

R(2i)(2n+1)(2j) = −1
4δijE2n+1,

R(2i)(2n+1)(2n+1) = 1
4δijE2i,

(8.2.3)





R(2i−1)(2j−1)(2i)(2k) = −1
2δjk + 1

4δikδij ,

R(2i−1)(2j)(2i)(2k−1) = 1
4δjk + 1

2δikδij ,

R(2i−1)(2j)(2k)(2k−1) = 1
2δij + 1

4δikδjk,

R(2i)(2j−1)(2j−1)(2k) = 1
4δik − 1

4δjkδij ,

R(2i−1)(2n+1)(2n+1)(2j−1) = −1
4δij ,

R(2i)(2n+1)(2n+1)(2j) = −1
4δij ,

(8.2.4)

pentru i, j, k = 1, ..., n.

8.3 Curbe biarmonice ı̂n H2n+1

Fie γ : I → H2n+1 o curbă fără puncte de inflexiune, parametrizată natural,
prin lungimea sa de arc. Fie {T, N1, ..., N2n} reperul Frenet ı̂n H2n+1, definit
ı̂n lungul curbei γ, unde T = γ′ este câmpul vectorial unitar tangent la γ,
N1 este câmpul vectorial unitar normal la γ, cu aceeasi direcţie ca ∇T T
şi vectorii N1, ..., N2n sunt vectorii unitari obţinuţi din ecuaţiile lui Frenet
pentru γ 




∇T T = χ1N1

∇T N1 = −χ1T + χ2N2

. . . . . . . . .
∇T N2n−1 = −χ2n−2N2n−2 + χ2n−1N2n

∇T N2n = −χ2n−1N2n−1

(8.3.1)

unde χ1 = ‖∇T T‖ = ‖τ(γ)‖, şi χ2 = χ2(s), ..., χ2n = χ2n(s) sunt funcţii
cu valori reale, iar s este lungimea de arc a curbei γ. Dacă χk ∈ R, k =
1, ..., 2n + 1, spunem că γ este o elice.

Ecuaţia biarmonică a curbei γ este
τ2(γ) = ∇3

T T −R(T,∇T T )T = 0.(8.3.2)
Folosind ecuaţiile lui Frenet, se obţine
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∇3
T T = (−3χ1χ

′
1)T + (χ′′1 − χ3

1 − χ1χ
2
2)N1 + (2χ′1χ2 +(8.3.3)

+χ1χ
′
2)N2 + χ1χ2χ3N3.

Din (8.2.3) avem

R(T,∇T T )T =
n∑

i=1

(ξ2i−1E2i−1 + ξ2iE2i) + ξ2n+1E2n+1,

cu

ξ2i−1 =
3
4
T2i

n∑

j=1

(−T2j−1N
2j
1 + T2jN

2j−1
1 ) +

1
4
T2i−1T2n+1N

2n+1
1 −

−1
4
T 2

2n+1N
2i−1
1 ,

ξ2i =
3
4
T2i−1

n∑

j=1

(T2j−1N
2j
1 − T2jN

2j−1
1 ) +

1
4
T2iT2n+1N

2n+1
1 −

−1
4
T 2

2n+1N
2i
1 ,

ξ2n+1 =
1
4

n∑

j=1

(−T 2
2j−1N

2n+1
1 − T 2

2jN
2n+1
1 + T2j−1T2n+1N

2j−1
1 +

+T2jT2n+1N
2j
1 ),

unde T =
∑2n+1

a=1 TaEa şi N1 =
∑2n+1

a=1 Na
1 Ea. Printr-un calcul direct, se

obţine

R(T,∇T T )T =
2n∑

k=1

ηkNk,(8.3.4)

cu

η1 =
3
4

[ n∑

i=1

(T2iN
2i−1
1 − T2i−1N

2i
1 )

]2
− 1

4
T 2

2n+1 −
1
4
(N2n+1

1 )2,(8.3.5)

ηk =
3
4

[ n∑

i=1

(T2iN
2i−1
1 − T2i−1N

2i
1 )

][ n∑

i=1

(T2iN
2i−1
k −(8.3.6)

−T2i−1N
2i
k )

]
− 1

4
N2n+1

1 N2n+1
k ,

unde Nk =
∑2n+1

a=1 Na
k Ea.

Din (8.3.2), (8.3.3) şi (8.3.4) urmează că ecuaţia biarmonică a lui γ este
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τ2(γ) = ∇3
T T −R(T,∇T T )T = (−3χ1χ

′
1)T + (χ′′1 − χ3

1−
−χ1χ

2
2 − χ1η1)N1 + (2χ′1χ2 + χ1χ

′
2 − χ1η2)N2+

+(χ1χ2χ3 − χ1η3)N3 − χ1

2n∑

i=4

ηkNk,

unde ηa, a = 1, ..., 2n, sunt date de (8.3.5) şi (8.3.6).
Am obţinut

Teorema 8.3.1 Fie γ : I → H2n+1 o curbă, parametrizată prin lungimea
de arc. Atunci γ este o curbă biarmonică şi non-armonică dacă şi numai
dacă 




χ1 ∈ R \ {0},
χ2

1 + χ2
2 = −η1,

χ′2 = η2,
χ2χ3 = η3,
ηk = 0, k = 4, ..., 2n,

(8.3.7)

unde ηk, k = 1, ..., 2n, sunt date de (8.3.5) şi (8.3.6).

Corolar 8.3.2 Dacă χ1 ∈ R \ {0} şi χ2 = 0 pentru o curbă γ : I → H2n+1,
parametrizată prin lungimea de arc, atunci γ este o curba biarmonică şi
non-armonică dacă şi numai dacă χ2

1 = −η1 şi ηk = 0, k = 2, ..., 2n.

Corolar 8.3.3 Fie γ : I → H2n+1 o curbă, parametrizată prin lungimea de
arc. Dacă η1 ≥ 0 atunci γ nu poate fi biarmonică şi non-armonică.

În [35] sunt demonstrate următoarele două rezultate, ı̂n cazul grupului
Heisenberg, H3

Teorema 8.3.4 Fie γ elicea dată prin

γ(s) = (r cos(as), r sin(as), c a s),

unde r > 0, 1
a2 = r2(1 + 1

4r2). Atunci γ este o curbă biarmonică şi non-
geodezică.

Observaţia 8.3.5 În cazul de mai sus, dacă r =
√

1+
√

5
2 , atunci γ este o

curbă biarmonică şi non-armonică, cu χ2 = 0.

În cazul dimensiunilor superioare, obţinem un rezultat similar, legat de
Teorema 8.3.1. Considerăm o curbă ı̂n R2n+1, dată prin

γ(s) = (c1 cos(a1s), c1 sin(a1s), ..., cn cos(ans), cn sin(ans), cs),

unde ci > 0, ai 6= 0, c 6= 0, i = 1, ..., n. Atunci se obţine

T (s) = γ′(s) =
n∑

i=1

[−ciai sin(ais)E2i−1 + ciai cos(ais)E2i] + AE2n+1,
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unde A = c− 1
2

∑n
i=1 c2

i ai. Din ‖T (s)‖ = 1 avem A2 +
∑n

i=1 c2
i a

2
i = 1. După

un calcul direct, folosind (8.2.2), obţinem

∇T T =
n∑

i=1

[ciai(A− ai) cos(ais)E2i−1 + ciai(A− ai) sin(ais)E2i].

Din prima ecuaţie (8.3.1) şi din ‖N1‖ = 1, avem

χ1 =
[ n∑

i=1

c2
i a

2
i (A− ai)2

]1/2
∈ R,

şi

N1 =
n∑

i=1

ciai|A− ai|[ ∑n
j=1 c2

ja
2
j (A− aj)2

]1/2
[cos(ais)E2i−1 + sin(ais)E2i].

Se observă că N2n+1
1 = 0. În continuare, se obţine

∇T N1 + χ1T =
1

2χ1

n∑

i=1

{
ciai[|A− ai|(A− 2ai)− 2χ2

1]
}

[sin(ais)E2i−1−

− cos(ais)E2i] +
1

2χ1

[
2χ2

1A−
n∑

j=1

c2
ja

2
j |A− ai|

]
E2n+1.

Din (8.3.1) şi din ‖N2‖ = 1 rezultă că |χ2|2 = ‖χ2N2‖2.
Pentru a găsi o curbă care satisface condiţiile Corolarului 8.3.2, pre-

supunem că χ2 = 0 şi χ2
1 = −η1. Astfel, printr-un calcul direct, obţinem

Propoziţia 8.3.6 Fie γ : I → H2n+1 o curbă definită prin

γ(s) = (c1 cos(a1s), c1 sin(a1s), ..., cn cos(ans), cn sin(ans), cs),

unde ci > 0, ai 6= 0, c 6= 0. Dacă ai = a = A− 1
2A ,

∑n
i=1 c2

i = 4A2(1−A2)
(2A2−1)2

şi

c = A3

2A2−1
, unde

A = ±
[3n2 − 1 + (9n4 + 6n2 + 5)1/2

6n2 + 2

]1/2
,

atunci γ este o curbă biarmonică şi non-armonică ı̂n H2n+1.
Pentru o astfel de curbă, avem, pentru k 6= 1,
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n∑

i=1

(T2iN
2i−1
k − T2i−1N

2i
k ) =

χ1

|A− a|
n∑

i=1

(N2i−1
1 N2i−1

k + N2i
1 N2i

k ) =

= − χ1

|A− a|N
2n+1
1 N2n+1

k = 0.

Aceasta ı̂nseamnă că ηk = 0, pentru orice k = 2, ..., 2n.
Se observă că Propoziţia 8.3.6 este o generalizare a rezultatului din

Observaţia 8.3.5.
În continuare, se obţine

Propoziţia 8.3.7 Fie γ : I → H2n+1 o curbă definită de

γ(s) = (r cos(as), r sin(as), ..., r cos(as), r sin(as), cs),

unde r > 0, ai 6= 0, c 6= 0. Dacă χ2 = 0, χ1 6= 0 şi γ este biarmonică,
atunci n = 1.

În cele ce urmează obţinem o clasă de curbe biarmonice şi non-armonice
pentru care curbura de ordinul doi nu se anulează ı̂n mod necesar,(vezi[4]
pentru rezultatul similar ı̂n cazul 3-dimensional).
Propoziţia 8.3.8 Fie γ : I → H2n+1, γ(s) = (x1(s), y1(s), ..., xn(s), yn(s),
z(s), curba cu ecuaţiile parametrice




xi(s) = 1
β

sin α√
n

sin(βs + ai) + bi,

yi(s) = − 1
β

sin α√
n

cos(βs + ai) + ci,

z(s) =
(

cosα + (sin α)2

2β

)
s−∑n

i=1
bi

2β
√

n
sinα cos(βs + ai)

−∑n
i=1

ci

2β
√

n
sinα cos(βs + ai) + d,

(8.3.8)

cu i = 1, ..., n, unde β = cosα±
√

5(cos α)2−4

2 , α ∈ (0, arccos 2
√

5
5 ]∪

[arccos(−2
√

5
5 ), π) and ai, bi, ci, d ∈ R. Atunci γ este o curbă biarmonică

şi non-armonică.
Demonstraţie. Derivata covariantă a câmpului vectorial unitar tangent, T ,
la γ, este

∇T T =
n∑

i=1

[(T ′2i−1 + T2iT2n+1)E2i−1 + (T ′2i − T2i−1T2n+1)E2i] + T ′2n+1E2n+1,

şi T este dat de

T (s) = γ′(s) =
sinα√

n

n∑

i=1

[cos(βs + ai)E2i−1 + sin(βs + ai)E2i] + cosαE2n+1.

Ţinând cont de prima ecuaţie Frenet, se obţine

χ1 = | sinα(cosα− β)|
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şi, deoarece putem presupune, fără a restrânge generalitatea, că sinα(cosα−
β) > 0, avem

N1 =
n∑

i=1

(sin(βs + ai)√
n

E2i−1 − cos(βs + ai)√
n

E2i

)
.

Printr-un calcul direct rezultă că η1 = (sinα)2 − 1
4 şi ηk = 0, pentru orice

k = 2, ..., 2n.
Pentru a găsi χ2 obţinem, folosind ecuaţiile (8.2.2),

∇T N1 + χ1T =
n∑

i=1

{cos(βs + ai)√
n

[
β − 1

2
cosα + (cosα− β)(sinα)2

]
E2i−1

+
sin(βs + ai)√

n

[
β − 1

2
cosα + (cosα− β)(sinα)2

]
E2i

}
−

− sinα
[1
2
− (cosα− β) cos α

]
E2n+1.

Atunci, din ecuaţiile Frenet, avem

χ2
2 = ‖∇T N1 + χ1T‖2 = β2 − β cosα +

1
4
− (sinα)2(cos α− β)2.

Astfel χ2 este constantă, şi, din ipoteză, se obţine

χ2
1 + χ2

2 =
1
4
− (sinα)2 = −η1.

Deoarece χ2N2 = ∇T N1 + χ1T şi χ2
3 = ‖∇T N2 + χ2N1‖2, rezultă, după un

calcul direct, că χ3 = 0.
Prin urmare, toate condiţiile Teoremei 8.3.1 sunt verificate de γ şi atunci

γ este o curbă biarmonică şi non-armonică.

Observaţia 8.3.9 În acelaşi fel ca mai sus se obţine uşor că toate curbele
biarmonice şi non-armonice ı̂n H2n+1, cu a doua curbură constantă şi cu
câmpul vectorial unitar tangent, T , de forma

T (s) =
sinα√

n

n∑

i=1

[cos(fi(s))E2i−1 + sin(fi(s))E2i] + cosαE2n+1,

unde fi sunt funcţii netede de lungimea de arc, astfel ı̂ncât f ′i = f ′j , pentru
orice i, j = 1, ..., n, şi α ∈ R, sunt date de Propoziţia 8.3.8.

În final, avem
Propoziţia 8.3.10 Fie γ : I → H2n+1 curba definită de

γ(s) = (c1s, c2s, ..., c2n+1s)

cu
∑2n+1

j=1 c2
j = 1. Atunci γ este biarmonică dacă şi numai dacă este ar-

monică.
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Demonstraţie. Avem

T (s) = γ′(s) =
2n+1∑

j=1

cjEj , ‖T‖ = 1, ∇T T = c2n+1

n∑

i=1

(c2iE2i−1 − c2i−1E2i).

Urmează că χ1 = c2n+1

√∑n
i=1(c

2
2i−1 + c2

2i), şi

N1 =
n∑

i=1

[
c2i√∑n

j=1(c
2
2j−1 + c2

2j)
E2i−1 − c2i−1√∑n

j=1(c
2
2j−1 + c2

2j)
E2i

]
.

Se obţine

∇T N1 + χ1T =
∑n

k=1(c
2
2k−1 + c2

2k)− c2
2n+1

2
·

·
[

n∑

i=1

(
c2i−1c2n+1√∑n
j=1(c

2
2j−1 + c2

2j)
E2i−1 +

c2ic2n+1√∑n
j=1(c

2
2j−1 + c2

2j)
E2i

)
−

−
√√√√

n∑

j=1

(c2
2j−1 + c2

2j)E2n+1

]
.

Aceasta ı̂nseamnă că

χ2 =
∑n

k=1(c
2
2k−1 + c2

2k)− c2
2n+1

2
.

Astfel χ2
1 + χ2

2 = 1
4 . Dar, se obţine că η1 = 3

4 − c2
2n+1, şi din (8.3.7) avem

că, dacă γ este biarmonică χ2
1 + χ2

2 = −η1 = −3
4 + c2

2n+1. Astfel, dacă γ este
biarmonică atunci χ1 = 0, şi atunci γ este o curbă armonică.
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247-253.

[35] C.Oniciuc, Tangency and Harmonicity Properties(in Roumanian), Ge-
ometry Balkan Press, E-version, (2003), 87pp.

[36] V.Oproiu, Some remarks on the almost cocomplex connections, Rev.
Roum. Math. Pures Appl. 16(1971), 383-393.

[37] V.Oproiu, Harmonic maps between tangent bundles, Rend. Sem. Mat.,
Univers. Politecn. Torino, Vol47, 1(1989), 47-55.

[38] V.Oproiu, On the harmonic sections of cotangent bundles, Rend. Sem.
Fac. Sci. Univ. Cagliari, 59(2), 1989, 177-184.

[39] V.Oproiu, A global invariant of the symplectic manifolds, Ann. Sti. Univ
”Al.I.Cuza”, XXXVI, 1990, 393-396.

[40] V.Oproiu, N.Papaghiuc, Some results on harmonic sections of cotangent
bundles, Ann. Sti. Univ. ”Al.I.Cuza” Iasi, 45(1999), 275-290.

[41] V.Oproiu, Some new geometric structures on the tangent bundle, Publ.
Math. Debrecen, 55/3-4(1999), 261-281.



Bibliografie 97

[42] T.Sakai, Riemannian Geometry, Am. Math. Soc., Translations of Math-
ematical Monographs, Vol. 149(1996), pp. xiii, 358.

[43] C.Udriste, Structures presque coquaternioniennies, Bull. Math. Soc. Sci.
Math. R.S.Roumanie, 13(1969), 487-507.

[44] S.Udagawa, Pluriharmonic maps and minimal immersions of Kähler
manifolds, J. London Math. Soc. 37(1988), 375-384.

[45] H.Urakawa, Calculus of Variation and Harmonic Maps, American
Mathematical Society, Providence, Rhode Island, Translations of Math-
ematical Monographs, 1993, pp viii, 251.

[46] K.Yano, S.Ishihara, Tangent and Cotangent Bundles, M.Dekker, New
York, Pure and Applied Mathematics (1973), pp iv, 421.

[47] T.J.Willmore, Riemannian Geometry, Oxford University Press, Oxford
Science Publications, 1998, pp. 318.

[48] Y.L.Xin, Geometry of Harmonic Maps, Birkhäuser Boston, Progress in
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