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Introducere

Acest volum reproduce teza de doctorat a autorului, elaborata sub con-
ducerea gtiintificd a domnului profesor doctor Vasile Oproiu, la Facultatea
de Matematica a Universitatii ” ALIL.Cuza” din Iasi.

Teoria aplicatiilor armonice intre varietati riemanniene este o teorie ce
a cunoscut o dezvoltare deosebita in ultimii 40 de ani, primul articol con-
sacrat studiului acestei probleme, [7], fiind publicat in 1964. De atunci au
aparut numeroase lucrari in acest domeniu, devenit unul clasic in geometria
riemanniana de astazi.

Lucrarea de fata este dedicata studiului aplicatiilor armonice si biarmon-
ice si morfismelor armonice intre varietati riemanniene, accentul cazand pe
studiul aplicatiilor gi morfismelor armonice intre ¢-varietati metrice reper-
ate. De altfel majoritatea lucrarii (capitolele 2-7) este alcatuita din rezul-
tate obtinute in acest context. In ultimul capitol, al optulea, se extind unele
rezultate obtinute in [4], pentru curbele biarmonice din grupul Heisenberg,
la cazul curbelor biarmonice in grupul Heisenberg generalizat.

In general, toate capitolele, mai putin primul, se bazeaza pe cate o lucrare
stiintifica scrisa de autor intre anii 1999-2004.

In Capitolul 1 sunt prezentate notiuni gi rezultate fundamentale din
teoria aplicatiilor armonice, cum ar fi definitiile densitatii de energie , energiei
si aplicatiilor armonice, teoremele referitoare la prima gi a doua variatie a
energiei, ecuatia Euler-Lagrange, sau definitia si teorema de caracterizare a
morfismelor armonice. Toate acestea vor fi folosite apoi pe parcursul lucrarii.
In elaborarea acestui prim capitol am urmat indeaproape monografiile [1],
[8] si [45].

In Capitolul 2 sunt studiate aplicatiile intre varietati aproape Kahler si
varietati aproape de contact. Pentru astfel de aplicatii definim si calculam
densitatile partiale de energie si energiile partiale si, apoi, folosind tehnici
similare celor din [48] pentru aplicatiile intre varietati Kéhler, demonstram
ca orice aplicatie £(J, p)-olomorfa este armonica si, mai mult, un minim al
energiei in clasa sa de omotopie, unde am notat cu J structura aproape com-
plexa pe prima varietate si cu ¢ tensorul de tip (1,1) ce apare in structura
aproape de contact pe cea de-a doua varietate. Este studiata apoi stabili-
tatea aplicatiilor (J, ¢)-olomorfe intre o varietate Kahler si o varietate cosim-
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plectica gi stabilitatea aplicatiilor (J, p)-olomorfe intre o varietate Kéhler si o
C-varietate, obtinandu-se rezultate similare celui din [45] in cazul aplicatiilor
intre varietati Kahler. In final studiem aplicatia incluziune i : M — M x R,
unde M este o varietate Kahler iar pe varietatea produs avem definita o
structura de varietate cosimplectica. Pentru ¢ determinam nucleul oper-
atorului Jacobi. Trebuie precizat ca in debutul acestui capitol se face o
scurta prezentare a unor notiuni si rezultate din teoria p-varietatilor reper-
ate, unele dintre ele obtinute independent de catre autor, rezultate ce vor fi
folosite pe parcursul intregii lucrari. Acest capitol are la baza lucrarea [11],
a autorului, pentru partea introductiva fiind folosite, in special, lucrarea [22]
si monografia [2].

In Capitolul 3 folosim structurile aproape complexa si aproape de con-
tact induse pe o p-varietate reperata de dimensiune para si, respectiv, im-
para, introduse in [22], pentru a gasi conditii suficiente de armonicitate pen-
tru aplicatiile definite intre astfel de varietati. Astfel, gisim conditii ca o
(p-varietate reperata de dimensiune para, dotata cu structura aproape com-
plexa indusa, sa devina o varietate Kahler, si, in acest caz conditia necesara
si suficienta pentru ca o aplicatie intre doua astfel sa fie armonica este ca
aplicatia tangentd indusa sa comute cu structurile induse. Gé&sim, In con-
tinuare, conditiile ce trebuiesc indeplinite pentru comutativitate si, deci,
pentru armonicitatea aplicatiei. Rezultate similare obtinem si in cazul ¢-
varietatilor de dimensiune impara, folosind teorema din [24], conform careia
orice aplicatie yp-olomorfa intre doua varietati de contact este armonica.
In ultima parte a capitolului construim o ®-structura metrica reperata
pe fibratul tangent, TM, al unei varietati aproape de contact, (M, ¢, &,n),
folosind liftul complet, ©©, al campului tensorial de tip (1,1), ¢, de pe M pe
TM, si lifturile verticale gi complete ale campului vectorial £ si ale 1-formei
n. Aratam ca, In cazul in care M este o varietate cosimplectica, atunci
TM, dotat cu ¢C-structura metricii reperata indusa, indeplineste conditiile
impuse anterior pentru varietatile de dimensiune para, si bazandu-ne pe
aceasta gasim, in final, rezultate legate de armonicitatea aplicatiilor intre
fibratele vectoriale ale unor varietati cosimplectice (o importanta sursa de
inspiratie fiind lucrarea [37]), si de armonicitatea proiectiei canonice a unui
fibrat vectorial pe varietatea baza, atunci cand aceasta este cosimplectica.
Capitolul reproduce, In mare masura, lucrarea [12].

In debutul Capitolului 4 definim o structura aproape complexa pe varie-
tatea produs a doud @-varietati metrice reperate si demonstram, in acelasi
mod ca in cazul produselor de varietati cosimplectice, (vezi[5]), ca aceasta
varietate este o varietate Kahler daca si numai daca cele doua varietati sunt
C-varietati. Apoi, gasim conditii necesare si suficiente pentru ca aplicatia
produs a doua aplicatii intre p-varietati metrice reperate sa fie £-olomorfa
si, astfel, armonica, daca aceste varietati sunt C-varietati. Folosind rezul-
tatele anterioare gi procedand la fel ca In cazul varietatilor cosimplectice,
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(vezi [21]), demonstram ca o aplicatie g-olomorfa intre C-varietati este ar-
monica. Demonstram ca, in cazul in care M este o C-varietate compacta,
aplicatia identitate pe M este o aplicatie armonica stabila. In continuare,
studiem aplicatiile ¢-pluriarmonice definite pe o @-varietate reperata, in
acelagi mod ca in cazul varietatilor Kahler gi al varietatilor aproape de con-
tact (vezi[24]). Gasim conditiile necesare si suficiente ca o aplicatie definita
pe o p-varietate metrica reperata sa fie p-pluriarmonica. Demonstram ca o
aplicatie, f : M — N, cu rang f > 3, intre o p-varietate metrica reperata
si un spatiu forma complex avand curbura sectionala olomorfa constanta
nenula, @-pluriarmonica, are proprietatea f.p = +Jf,, unde J este struc-
tura complexa pe IV, iar daca M este compacta, atunci f este stabila. Mai
demonstram ca orice aplicatie armonica intre o C-varietate compacta si o va-
rietate Kahler cu tensorul de curbura tare nenegativ, este -pluriarmonica.
In final, folosind ¢ -structura indusi pe fibratul tangent al unei C-varietiti,
M, obtinuta la fel ca In Capitolul 3, demonstram ca proiectia canonica,
7 : TM — M, este o aplicatie p®-pluriarmonici. Rezultatele din acest
capitol se regasesc in lucrarea [15].

In Capitolul 5 studiem aplicatiile definite pe varietati metrice aproape
de contact cu valori intr-o y-varietate metrica reperatd. Aratam ca, daca
domeniul unei aplicatii p-olomorfe, f : (M,¢,£,n,9) — N, este o vari-
etate metrica aproape de contact normala, astfel incat dn, # 0, pentru orice
x € M, gi 2-forma fundamentala corespunzatoare lui g este inchisa, sau
o varietate metrica de contact, iar codomeniul este o ¢-varietate metrica
reperata normala cu 2-forma fundamentala inchisa, atunci f este o aplicatie
armonica. Demonstram, apoi, ca o aplicatie Intre doua varietati Sasaki
complexe, a carei aplicatie tangenta indusa comutd (sau anti-comuta) cu
tensorii ce definesc structurile aproape complexe pe cele doua varietati si
cu doi din tensorii ce definesc structurile aproape de contact complexe, este
o aplicatie armonica. Deasemeni, prezentam si un exemplu de aplicatie cu
proprietatile de mai sus, definitd pe grupul Heisenberg complex cu valori
in aceeasi multime. In ultima sectiune a acestui capitol gasim cateva exem-
ple, legate de primele rezultate, obtinute folosind structuri induse pe fibratele
tangente ale unor varietati aproape de contact, structuri construite in acelasi
mod ca iIn capitolele precedente, cu ajutorul lifturilor verticale si complete
ale campurilor tensoriale, de la varietatea baza la fibratul sau tangent. Acest
capitol reproduce o parte din lucrarea autorului, [10].

In Capitolul 6 definim notiunea de varietate hiper-reperata, o gene-
ralizare a celor de varietate hipercomplexa si de varietate 3-aproape de
contact, (vezi [2]). Demonstram ca pe o varietate hiper-reperata exista o
metrica asociata tuturor celor trei ;-structuri ce intervin in definitia ei,
unde ¢ = 1,2, 3. Aratam, folosind o structura aproape complexad pe M x R",
definita in Capitolul 2, ca dimensiunea unei varietati hiper-reperate, M, este
de forma 4m+3n, si ca pe o astfel de varietate nu exista o patra @-structura
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reperata care sa satisfaca conditiile de anti-comutativitate cu primele trei
structuri. Demonstram ca, daca doua din structurile ce definesc o hiper-
varietate sunt normale, atunci si a treia structura este normala. Utilizand
un rezultat din [23], generalizat in [27], demonstram ca, daci (M, ¢;, £, 1, g)
este o hiper-varietate metrica, astfel incat dn? = 0 si dw; = 0, pentru
orice i = 1,2,3 si a = 1,...,n, unde w; sunt 2-formele fundamentale cores-
punzatoare celor trei structuri, atunci fiecare structura pe M este normala
si, astfel, M este o hiper C-varietate. Gasim ca, pentru o astfel de varietate
tensorul Ricci se anuleaza. Studiem apoi armonicitatea aplicatiilor intre va-
rietati hiper-reperate i demonstram ca o aplicatie ¢;-olomorfa, cu i = 1, 2,
este o aplicatie armonica. In final ddm dous exemple de structuri hiper-
reperate obtinute pe fibratul tangent al unei varietati 3-aproape de contact,
folosind lifturile verticale, orizontale si complete ale campurilor tensoriale de
la varietate la fibratul sau tangent. Aceste rezultate se gasesc in lucrarile
[10] si [13].

In Capitolul 7 studiem morfismele p-pseudo armonice definite pe o va-
rietate riemanniana cu valori intr-o y-varietate metrica reperatd. Definim
mai intai aplicatiile p-pseudo orizontal slab conforme (¢-[PHWC]), ca fiind
aplicatiile f : (M,g) — (N, ¢, &,ni, h), intre o varietate riemanniana si o
p-varietate metrica reperata, cu proprietatea [df o df*,¢] = 0, si gasim ca-
racterizari pentru astfel de aplicatii. Pentru o o-[PHWC] aplicatie, f, ca mai
sus, obtinem o -structura metrica reperata pe varietatea riemanniana M,
indusa de p-structura metrica reperata de pe N, mai intai in cazul in care
N este o varietate aproape de contact si, apoi, in cazul general. Folosind
acestil structurii gisim cateva clase de aplicatii o-[PHWC]. In continuare
definim morfismele p-pseudo armonice ca fiind aplicatiile ¢-[PHWC] armo-
nice si, folosind rezultatele precedente, gasim exemple de astfel de aplicatii.
Incheiem obtinand o -structurd metrica reperatd indusa pe fibratul tan-
gent al unei varietati metrice aproape de contact. Acest capitol are la baza
lucrarea [14].

In Capitolul 8 studiem curbele biarmonice in grupul Heisenberg gene-
ralizat. In articolul [4] sunt determinate in totalitate aceste curbe in cazul
grupului Heisenberg (de dimensiune 3). In lucrarea de fatii gisim ecuatia
biarmonica a curbelor in cazul dimensiunii 2n+1 si, folosind tehnici aseméana-
toare celor din lucrarea citata, gasim exemple notabile de curbe biarmonice
si non-armonice in acest context (unele din ele generalizand rezultate din
[4]). Lucrarea [16] sta la baza acestui capitol.

Autorul doreste sa isi exprime recunostinta fatd de domnul profesor
Vasile Oproiu, pentru numeroasele discutii avute, pentru sfaturile primite
de-a lungul timpului, pentru sprijinul constant si pentru increderea acor-
data.

Autorul multumeste, deasemeni, familiei si prietenei sale pentru intelege-
re si pentru sprijinul acordat.



Capitolul 1

Capitol introductiv

In acest capitol vom trece in revista principalele notiuni gi rezultate din
teoria aplicatiilor armonice ce vor fi folosite pe parcursul lucrarii de fata. In
acest scop vom urma indeaproape lucrarile [1], [8] si [45].

Vom presupune ca fiind cunoscute notiunile de varietate diferentiabila
neteda finit dimensionala, conexiune liniara, varietate riemanniana, fibrat
vectorial, etc. (de exemplu vezi monografiile [18], [19], [42] si [47]).

1.1 Operatori pe fibrate vectoriale

Fie M o varietate riemanniand. Daca F si F' sunt doua fibrate vectoriale
peste M vom face urmatoarele notatii, £*, dualul lui F; E® F, suma directa
(Whitney) a lui E cu F; E® F, produsul tensorial al lui F cu F; @"E,
puterea tensoriald k a lui E; AFE, puterea exterioars k a lui E; ©FE, puterea
simetrica k a lui F.

Fie E un fibrat vectorial oarecare, de clasa C°°, peste M,

E=|J E.,

xeM

unde 7 : E — M este proiectia canonici si E, = 7 !(x) este un spatiu
vectorial de dimensiune r (care nu depinde de x), numit fibra in x.

Notam cu I'(E), multimea C'*°-sectiunilor lui F, adica multimea aplicatii-
lor de clasa C°, s : E — M, astfel incat mo s = id, adica s(z) € E;,x € M.
Atunci T'(E) este un spatiu vectorial gi un C*°-modul; adica, daca pentru
orice f € C®°(M), s,s1,s2 € ['(E), se definesc

(f-s)(x):= f(z)s(x), (s1+s2)(x):=s1(x)+ s2(x), x€ M,

atunci f-s, s1+s2 € I'(E).
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Spunem ca V este o conexiune (sau o derivare covarianta) a lui E daca
pentru orice camp vectorial X € x(M ), aplicatia

Vx :T(E) — T(E),

satisface urmatoarele conditii

(1) %X+y8 = %XS + %ys,
(i) %fXS = fVxs,

(iii) Vx(s14s2) = Vxsi+ Vxso,
(iv) Vx(f-s) = Xf-s+fVxs,

pentru orice f € C°(M), X,Y € x(M) si s, s1, s2 € I'(E).
Pentru X,Y € x(M) si s € T'(E), se defineste

R(X,Y)s := Vx(Vys) = Vy(Vxs) — Vixy]s.

R se numeste campul tensorial de curbura al lui F relativ la conexiunea V.
Un fibrat vectorial £ admite un produs interior, h, daca pe fiecare fibra
E, este definit un produs interior

hy : E, xE,—R, €M,

si hy, ca functie de z, este de clasa C*°, adica, pentru orice s1, sy € ['(F),
functia h(s1, s2), definita prin

h(s1,52)(X) := h(s1(x), s2()), @€ M,

este de clasda C°.
O conexiune V este compatibila cu un produs interior h, pe F, daca
pentru orice X € x(M) si s1, s2 € I'(E), avem

X - h(sl, 82) = h(%xsl, 82) + h(sl, 6){82).

In continuare, fie M si N doui varietiti diferentiabile si fie f : M — N
o aplicatie neteda. Se definegte fibratul indus peste M de fibratul tangent
al varietatii NV, TN, in felul urmator. Fie 7 : TN — N proiectia canonica,
si fie

fTITN ={(z,u) € M X TN, w(u) = f(z),2 € M} = | ] TN
zeM

Multimea tuturor C*-sectiunilor lui f~'TN, notata I'(f~'TN), este

L(f'TN)={V:M — TN,V is a C* — map, V() € TyyN,z € M}.
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In cele ce urmeazd, notam cu VM, VY conexiunile Levi-Civita pe va-
rietatile riemanniene (M, g) si, respectiv, (N, h). Atunci, pentru f € C*°(M,
N), se poate defini conexiunea indusa pe fibratul indus peste M de TN,
E = f~'TN, dupa cum urmeazi. Pentru X € x(M) si V € T'(f~!TN),
definim VyxV € I'(f~'TN), prin

(VxV)(z) = VE V= %\tZO(PJﬁﬂ)*V(a(t)), reM,

unde t — o(t) € M este o C! curba in M, satisficand o(0) = z, 0/(0) =
Xz € T, M si o, este o curba data de ou(s) = o(s), 0 < s < t, iar P]{\;Ut :
TrxyN — Tp(o(1)) NV este transportul paralel in lungul curbei f oo in raport
cu conexiunea Levi-Civita pe N.

Mai mult, £ = f~'TN admite un produs interior, provenit din metrica
riemanniana h, pe N, notat tot cu h, definit de

hy): TpN X Ty N — R,

deoarece E; = T}, N. Conexiunea indusa, 6, si produsul interior h, pe
f~ITN sunt compatibile.

In continuare, fie £ un fibrat vectorial peste varietatea riemanniana M.
Notam cu AP = C(APT*M ® E) spatiul p-formelor netede pe M cu valori
in E. Operatorul diferentiald exterioari d : AP(E) — APTH(E), relativ la
conexiunea V, pe E, este dat de

p+1
dw(X1, .., Xp) = > (-1)Vx(w(X1, ., Xiy o, Xpr1))+
=1

+ Z(—l)lﬂw([Xi, Xj], X1y Xy ooy Xj, vy Xp+1>,
1<j

unde termenii acoperiti de ~ sunt omisi.

In continuare presupunem ca M este o varietate compacta si orientabila.
Pe fibratul vectorial APT*M ® E produsul interior este indus de cel de pe
E i de metrica riemanniana de pe M. Acest produs se noteaza cu <, >,
x € M, pe fiecare fibra APT M ® E,. Se poate defini un produs global, notat
(,), pe AP(E) prin

(Wﬂ?) = / <w,n>xl, wne 'Ap(E)a
M

unde 1 este forma volum a varietatii M. Acum se poate defini codiferentiala
exterioara d* : APT1(E) — AP(E), prin

(dw,n) = (w,d*n), we AP(E), ne APTHE).
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Se obtine ca

m

Fw(X1,... Xp) = =Y (Vew) (e, X1,.... Xp),
=1

unde w € APTY(E), X1,..,X, € x(M), iar {e;}7, este un camp local
ortonormat de repere pe M.
Pentru X € x(M), aplicatia

AP(E) 5w — Vxw € AP(E),

se numeste derivata covarianta si este definita prin

p
(Vxw)(X1, ., Xp) 1= Vx (W(X1,... Xp)) = > w(X1, 000, VX X4y ooy Xp).
=1

Alici V este conexiunea pe E, si V este conexiunea Levi-Civita pe M. Atunci,

pentru w € AP(E) avem

p+1

(dw)(le --'7Xp+1) = Z(ﬁXlw)(Xla "'7)?7;’ "~7Xp+1)‘
i=1

Pentru p = 1, avem dw(X,Y) = (Vxw)(Y) — (Vyw)(X).
Definitia 1.1.1 Operatorul diferential

A:=dd"+d"d: AP(E) — AP(E),
se numeste laplacianul pentru p-formele cu valori in F.

Propozitia 1.1.1 Laplacianul, A, este un operator diferential eliptic au-
toadjunct de ordinul dot.

Observatia 1.1.2 Fie f € C®°(M). Atunci Af = d*df = —traceVdf.
Definitia 1.1.2 O p-forma w se numesgte armonica daca Aw = 0.

Propozitia 1.1.3 O p-forma w este armonicd daca i numai dacd dw =
0=d'w.

Teorema 1.1.4 (de unica prelungire) Fie w € AP(E) o p-forma ar-
monicd. Dacd w se anuleazd pe o submulfime deschisa a lui M atunci w se
anuleaza pe M.

Formula lui Weitzenb6ck. Vom prezenta aceasta formula doar pentru 0
si 1-formele cu valori in F.
1. Daci w € A°(E) atunci

Aw = —traceVdw = —traceVw.
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2. Daca w € AY(E) si X € x(M) atunci

Aw(X) = —traceViw(X) + Z R(es, X)w(e;) — ZW(RM(ei, X)ei),
i=1 i=1

unde {e;}™, este o baza ortonormata in T, M si RM este tensorul de curbura
al conexiunii Levi-Civita pe M.

1.2 Aplicatii armonice

Definitia 1.2.1 Fie f : M — N o aplicatie de clasi C! intre doui varietati
riemanniene. Se definegte functia densitate de energie a lui f, e(f) € C(M),
prin

m m

S () i) = 5 3 hFeti fou), € M,

=1 i=1

| =

e(f)a = yiracey(fh)(x) =

unde f*h este caAmpul tensorial de tip (0,2) pe M, definit prin (f*h)(X,Y) =
h(f X, f.Y), X, Y € x(M), tracey(f*h) este urma campului tensorial f*h
in raport cu g, fi : T,M — T, N este aplicatia tangenta indusa de f, iar
{u;}7*, este o baza ortonormata a spatiului tangent, T, M, in x € M.

Observatia 1.2.1 Densitatea de energie a lui f, nu depinde de alegerea
bazei {u;}",.

Observatia 1.2.2 Luand coordonatele locale {z1,...,xm}, {y1,...,yn}, DE
doua vecinatati ale lui = si f(x), in M si, respectiv, N, gi notand f¢ = y,o0 f,
a =1,...,n, obtinem expresia densitatii de energie

1 Iy afe off
i J
NE =3 3 P EhaslF) s ()9 2),

i7j7a75

pentru orice z in vecinatatea lui z. Aici (¢%/) este matricea inversi a matricii
0 0 ; o) 0

(gij)’ unde g;; = 9(ﬁ7 @) §i hap = h(ayiav W)'

Observatia 1.2.3 Expresia densitatii de energie a unei aplicatii f, din

Definitia 1.2.1, poate fi scrisa in forma, echivalenta,

e(f) =5 ldr .

Definitia 1.2.2 Fie f : M — N o aplicatie de clasa C! intre dous varietiti
riemanniene. Daca M este compacta si orientabila, se defineste energia
aplicatiei f, prin

B = [ ens1=5 [ 1arP s
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Definitia 1.2.3 O aplicatie f : M — N, de clasa C'*°, se numeste aplicatie
armonica daca este un punct critic al energiei, F, in C*°(M,N), adica,
pentru orice variatie neteda f; € C°(M,N), cu —e <t < g, a lui f, avem

d
— g F —
dt |t*0 (ft) 07

unde prin variatie neteda, f;, se intelege ca fy = f, si ca f; depinde de t ca
o functie de clasa C*°.

Definitia 1.2.4 Pentru orice variatie neteda, f;, a lui f, —e <t < ¢, con-
sideram

V(z) = % lt=0 fe(z), x€ M.

Atunci V este o aplicatie de clasa C*° de la M la fibratul tangent, TN, al
varietatii NV, ce satisface

V(%) S Tf(x)N, x € M.

Reciproc, pentru o aplicatie de clasa C*°, V : M — TN, satisfacand relatia
de mai sus, definind

fi(z) == expy(,) (tV(2)), =€ M,

se obtine ca f; € C*°(M,N) si

d

— |i=0 fi(x) =V(x), z=€ M.

dt
Un astfel de cAmp vectorial, V', se numeste cAmp vectorial de variatie in
lungul lui f.

Observatia 1.2.4 Campurile vectoriale de variatie sunt sectiuni ale fibra-
tului vectorial f~!TN, indus peste M de TN.

Teorema 1.2.5 (Prima variatie a energiei) Fie f € C*°(M,N). Pen-
tru orice variatie netedd a lui f, fi, —e <t <e, consideram V() = % lt=0
fi(x), x € M. Atunci

G o B = = [ Ve 1,

unde h este metrica riemanniand pe N. Astfel f este o aplicatie armonica
dacd §i numai daca verifica ecuatia Euler-Lagrange, T(f) = 0, unde

7(f)(x) = —d*df = traceVdf,

se numeste campul de tensiune al lui f.
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Definitia 1.2.5 Campul tensorial ay = Vdf se numeste forma a doua fun-
damentala a lui f. O aplicatie pentru care forma a doua fundamentala este
identic nula se numeste aplicatie total geodezica.

Propozitia 1.2.6 Pentru o aplicatie neteda, f : M — N, si pentru X,Y €
X (M), avem N
ap(X,Y) =Vxdf(Y) —df(VxY),

unde NV este coneziunea pe fibratul indus, f~YTN, iar V este conexiunea
Levi-Civita pe M.

Propozitia 1.2.7 Exprimarile in coordonate locale pentru oy si pentru 7(f)
sunt

A A A A i A
(af)f;' =Jij M Ffjfk; -t FBCfiijC’ T(f)" = g (ay)ij,

unde 1,5,k = 1,....m, A,B,C = 1,...,n, iar MFZ- st NFéC sunt simbolii
Riemann-Christoffel ai conexiunilor Levi-Civita pe M i, respectiv, N .

Propozitia 1.2.8 Daca (M,g), (N,h) si (P, k) sunt trei varietati rieman-
niene, iar f € C*°(M,N) si p € C*(N, P), atunci

Qpof = dSO(Vdf) + Vdg@(df, df))

T(p o f) = dp(r(f)) + traceNdp(df, df).

Sa notam ca compunerea a doud aplicatii total geodezice este tot o aplicatie
total geodezica, dar compunerea a doud aplicatii armonice nu este, in general,
o aplicatie armonicad.

Teorema 1.2.9 (de unica prelungire) Fie f : (M, g) — (N, h) o aplicatie
armonica, constantd pe o submultime deschisd a lui M. Atunci f este con-
stanta pe M.

In continuare vom prezenta cteva dintre cele mai cunoscute exemple de
aplicatii armonice.

1. Daca M = S!, atunci o aplicatie f : S — (IV, h) este armonici daci
este geodezica.

2. Aplicatia identitate id : (M, g) — (M, g) este armonica.

3. Daca M si N sunt doua varietati Kéhler atunci o aplicatie f : M — N
este armonica daca si numai daca este o aplicatie +-olomorfa.

4. Fie ¢ : S3 — S? aplicatia Hopf, adica

6 SH( D) e P4 |2 P=1) — 2,
o(21,22) = (25127, | 2 2 — | 22 ).

Aplicatia ¢ este o aplicatie armonica.
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1.3 A doua variatie a energiei

Fie f: (M,g) — (IN,h) o aplicatie armonica. Consideram o variatie neteda
fst: M — N, cu foo = f. Campurile vectoriale de variatie corespunzatoare,
V si W, sunt date de

V(2) = - aco faol®) € Ty N, W(a)

d
ds li=o fo(®) € TN,

Tt

pentru x € M.

In continuare, vom privi energia, F, ca fiind o functie pe multimea
C>°(M,N). Hessiana lui £, H(E)¢(V, W), intr-un punct critic f (o aplicatie
armonica), se definegte prin

82

H(E)f(V, W) = @ |(s,t):(0,0) E(fs,t)-

Avem

Teorema 1.3.1 Fie f: (M,g) — (N,h) o aplicatie armonica. Atunci Hes-
siana energiei B in f este datd de

H(E);(V,W) = /M hJp(V),W)x1, V,W eT(f'TN),

unde Jy este un operator diferential eliptic autoadjunct de ordin doi, numit
operatorul Jacobi, ce actioneazd pe I'(f~'TN), de forma

JfV = - Z(ﬁeiﬁei - %v%&j)v - ZRN(Va f*ei)f*€i>
i=1 i=1

pentru V € T(f7ITN) si {e;}™ o0 bazd ortonormatd in TM, unde V este
coneziunea indusd pe fibratul indus, iar RN este tensorul de curburd pe N.

Definitia 1.3.1 Indexul aplicatiei f este dimensiunea celui mai amplu sub-
spatiu al lui I'(f"!TN) pe care H(E); este negativ definit. Nulitatea lui f
este dimensiunea nucleului lui f.

Notam ca indexul si nulitatea sunt finite.

Definitia 1.3.2 O aplicatie armonica de index 0 se numeste slab stabila.

1.4 Morfisme armonice

Definitia 1.4.1 Fie f : M — N o aplicatie neteda intre doua varietati
riemanniene. Atunci f se numeste morfism armonic daca pentru orice functie
armonica m : V — R definitda pe o submultime deschisa, V', a lui N, cu
7~1(V) nevida, compunerea 7 o f este armonica pe 71 (V).
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Definitia 1.4.2 Fie f : (M,g) — (N, h) o aplicatie neteda intre doua va-
rietati riemanniene, si fie z € M. Atunci f se numeste (slab) conforma in x
dacd exista numarul A(z) astfel incat

h(dfo(X), df(Y)) = A(z)g(X,Y), X,Y € T,M.

Pentru orice aplicatie neteda f : M — N intre varietati riemanniene, gi
orice punct x € M, notam Vy, = kerdf, si Hy, = {ker df, }*; atunci Vi se
numeste spatiul vertical i H, spatiul orizontal al lui f in x.

Definitia 1.4.3 Fie f : M — N o aplicatie neteda intre varietati rieman-
niene, si fie x € M. Atunci f se numeste aplicatie orizontal slab conforma
sau semiconforma in x daca

(i) dfy = 0, sau

(ii) dfs duce spatiul orizontal H ¢, = {ker df, }*+ conform in Tt N.
Aplicatia f se numegte orizontal slab conforma sau semiconforma pe M daca
este orizontal slab conforma in orice punct din M.

Teorema 1.4.1 O aplicatie netedd f: M — N intre varietdti riemanniene
este un morfism armonic dacd si numai dacd este o aplicatie armonica $i
orizontal slab conformd.



Capitolul 2

Aplicatii intre varietati
aproape Kahler si p-varietati
reperate

Introducere

In acest capitol studiem aplicatiile +(J, ¢)- olomorfe intre o varietate aproa-
pe Kahler si o p-varietate metrica reperata. Calculam energiile partiale pen-
tru o aplicatie neteda intre o varietate aproape Kahler si o ¢-varietate met-
rica reperata si demonstram cé o aplicatie £(.J, p)-olomorfa este o aplicatie
armonica, i mai mult, un minim absolut al energiei in clasa ei de omotopie.
Demonstram ca o aplicatie (J, p)-olomorfa intre o varietate Kéhler si o va-
rietate cosimplectica este slab stabila, si determinidm nucleul operatorului
Jacobi al unei astfel de aplicatii. Aceste rezultate le extindem la cazul
aplicatiilor intre o varietate Kahler si o C-varietate. In final considerdm
incluziunea canonica, i : M — M ® R, unde M este o varietate Kéahler, gi pe
M ®R consideram structura cosimplectica indusa, si determinam efectiv nu-
cleul operatorului Jacobi in acest caz. Rezultatele prezentate aici se gasesc
in lucrarea ” Maps between almost Kéhler manifolds and framed -
manifolds” aparuta in Balkan Journal of Geometry and Its Applications,
9(2), 2004.

2.1 p-varietati reperate

Fie M o varietate neteda m-dimensionala pe care este definit campul tenso-
rial de tip (1,1), ¢, care satisface urmatoarele conditii algebrice

(2.1.1) @+ p=0.

16
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Structura geometrica definita de ¢ pe M se numeste o p-structura de
rang r daca rangul r al lui ¢ este constant pe M si, in acest caz, M se
numeste @-varietate. Urmeaza imediat ca r este un numar par.

Daca M este o yp-varietate si daca exista m — r campuri vectoriale &; si
m — r 1-forme diferentiale 7); satisfacand

m-—-r
(212) @=-T+> n®&,
i=1
(2.1.3)  mi(&) = 4j,
unde 4,5 = 1,2,...,m — r, spunem ca M este global reperata sau ca admite
o -structura. In acest caz M se numeste p-varietate global reperata sau,

simplu, o p-varietate reperata. Din 2.1.2 gi 2.1.3, se obtine, printr-un calcul
algebric
(21.4) @& =0, mop=0, ¢ +¢=0.

Daca m = 2n+1 si rang ¢ = 2n se obtine o structura aproape de contact
pe M.

Fie M o ¢-varietate m-dimensionala global reperata cu tensorii de struc-
tura (¢,&,m:), cu rang ¢ = r, si consideram varietatea M x R™~". Vom
nota un camp vectorial pe M x R™™" cu (X, " fi%) unde X este tan-
gent la M, {t},...,#™ "} sunt coordonatele uzuale pe R™" si {f1, ..., fm—r}
sunt functii pe M x R™™". Pe M x R™™" definim campul tensorial de tip
(1,1), J, prin

m—r P m—r m—r P
JX, D figs) = (X = Y fig Y m(X)55).
i=1 i=1 i=1
Se verifica ugor ca J? = —I. Daca structura aproape complexi J este

integrabila spunem ca @-structura reperata este normala. O ¢-structura
reperata este normala daca S, campul tensorial de tip (1,2) definit prin

m—-r

(215) S=Ny+ > dp®g,
i=1
se anuleaza, (vezi [22]), unde

(2.1.6) Ny(X,Y) = [0X,0Y] — ¢[pX, Y] — o[X, Y] + ¢*[X, Y],

pentru X, Y € x(M), este campul tensorial Nijenhuis al lui ¢.
Daca g este o metrica (semi-)riemanniana pe M astfel incat

(21.7)  gleX,9Y) =g(X,Y) - i i (X)ni(Y),
=1

spunem ca (¢, &;,n;, g) este o p-structura metrica reperata si M se numeste
(p-varietate metrica reperata.
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Metrica g se numeste metrica (semi-)riemanniana asociata.

2-forma fundamentald, €2, a p-varietatii metrice reperate M, se defineste
ca In cazul varietatilor aproape hermitiene sau in cel al varietatilor metrice
aproape de contact, prin Q(X,Y) = g(X, ¢Y), pentru orice X,Y € x(M).

p-varietatea M cu tensorii de structura (¢, &;,n;) se numeste C-varietate
daca este normala, d2 =0si dn; =0,i=1,....,m —r, (vezi [3]).

Daca pe varietatea aproape de contact (M, ¢, &,n) este definita metrica
asociata g atunci (M, p,&,n,g) se numeste varietate metrica aproape de
contact. Daca pe o astfel de varietate, (M, p, &, n,g), avem Q = dn, unde
este 2-forma fundamentala pe M, atunci (M, ¢, &, n,g) se numeste varietate
metrica de contact. Daca pentru o structura metrica aproape de contact
(p,€,m,9), normala, avem dn = 0 si d2 = 0 atunci (N, ¢, £, n,g) se numeste
varietate cosimplectica.

In [2] sunt demonstrate urmitoarele doui rezultate

Lema 2.1.1 Pentru o structura metrica aproape de contact (p,&,1n,9), pe
varietatea diferentiabila M, derivatd covariantd a lui ¢ este data de

29((Vx @)Y, 2)) = dQ(X, Y, 0Z) — dUX,Y, Z) + g(Np(Y, Z), o X )+

F((Loym(Z) = (Lpzn)(Y))n(X) + dn(eY, X)n(Z) — dn(eZ, X)n(Y).
unde L este derivata Lie si V este conexiunea Levi-Civita pe M.

Teorema 2.1.2 Structura metricd aproape de contact (p,&,n,g) este cosim-
plectica daca g1 numai daca ¢ este paralel.

In acelasi mod ca in [2] obtinem, (vezi si [6]),

Lema 2.1.3 Daca (M, p,&,n:,g) este o p-varietate metrica reperatd, unde
1=1,..n, atunci

29((Vx @)Y, Z)) = dUX, @Y, pZ) — dUX,Y, Z) + g(N,(Y, Z), o X )+

n

+ > ldni(Y, X)ni(Z) — dni(0 2, X)mi(YV )]+
=1

+> [dni(@Y, Z) + dni (Y, 0 Z)|mi( X).
=1

Observatia 2.1.4 Daca (M, ¢,&;,n;,g) este o p-varietate metrica reperata
normala, unde ¢ = 1, ...n, atunci

29(Vx @)Y, Z)) = dQ(X, oY, pZ) — dSUX, Y, Z)+

+ 3 [dni (Y, X)ni(Z) — dni(9Z, X)mi(Y)).
=1
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Evident, in [2] autorul foloseste pentru calculul diferentialelor, dQ si dn,
conventia ”Alt”, in timp ce, in lucrarea de fata, folosim pentru astfel de
calcule conventia ”Det”.

Observatia 2.1.5 Se demonstreaza usor ca, daca (M, ¢,&;,n;,g) este o C-
varietate atunci ¢ este paralel.

2.2 Aplicatii £(J, p)-olomorfe

Fie (N, p, &, ni) o p-varietate reperata si fie TN fibratul sau tangent.

Fie T°N complexificatul lui TN. Atunci ¢ poate fi prelungit in mod
unic la un endomorfism liniar complex al lui T7¢ N, notat deasemenea cu ¢,
care sa-
tisface (2.1.2). Valorile proprii ale ¢ sunt i, 0, —i. Consideram descom-

punerea uzuala
TN =T'N & T°N & T"N

a lui TYN in fibratele proprii corespunzitoare valorilor proprii i, 0, —i ale
lui ¢.

Fie M o varietate aproape complexa, cu structura aproape complexa .J.
Atunci complexificatul fibratului tangent, T¢ M, se poate descompune intr-o
suma directa de fibrate proprii ale lui J

TM =T'M & T'M

corespunzatoare valorilor proprii 7, —i.

Definitia 2.2.1 Fie f : M — N o alicatie neteda intre varietatea aproape
complexa (M, J) si p-varietatea reperata (N, p, &, n). Definim

of :T'"M — T'N
of :T'"M — T"N
dof : T'"M — TyN
of : T"M — T'N
Of:T'"M —T"'N
Oof : T"M — TyN

prin _
df |pryp=0f +0f + 0of
df ’T”M: gf + 5? + gof
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Pentru X € TM, X' = }(X —iJX) € T'M, X" = 3(X +iJX) € T"M,
avem

(221) OF(X') = [(1.X ~ifu X ~ Df(X') —ipf X — pf.TX),

(2.2.2) 9f(X') = %(f*X —if X = O f(X') +ipfi X + ¢ fi JX),

unde am notat cu f, aplicatia tangenta indusa de f, f, : TM — TN.
Definitia 2.2.2 Fie f : M — N o aplicatie neteda. Daca f.J = @ f,, atunci
f se numeste aplicatie (J, ¢)-olomorfa (sau aplicatie 4+(J, ¢)-olomorfa); daca
f«d = —@fs, atunci f se numeste aplicatie (J, p)-antiolomorfa (sau aplicatie
—(J, ¢)-olomorfa).

Propozitia 2.2.1 Fie f : M — N o aplicatie neteda. Atunci f este o
aplicatie —(J, p)-olomorfa daca si numai daca Of =0 gi dpf = 0.
Demonstratie. Daca f : M — N este o aplicatie —(J, ¢)-olomorfa atunci
avem, pentru X € TM, X' = Y(X —iJX) e T'M, X" = (X +iJX) €
T"M, folosind (2.1.4), 0f(X') = =300 f(X').
Deoarece df € T'N, 0pf € T'N, atunci 9f(X’) = 0 si o f(X') = 0.
Invers, daca 9f =0 gi 0y f = 0, obtinem

1
TURX =i TX = ipf.X = pfed X) =0,

pentru X € x(M).

Atunci f.J = —@ fy.

In mod analog, obtinem
Propozitia 2.2.2 Fie f : M — N o aplicatie neteda. Atunci f este o
aplicatie +(J, p)-olomorfd dacd si numai dacd Of =0 si Oof = 0.

2.3 Armonicitatea aplicatiilor +(J, p)-olomorfe

Fie (M,g,J) o varietate aproape hermitiana, adica g(JX,JY) = g(X,Y)
pentru orice campuri vectoriale X, Y pe M, si (N, p,&;,m,h) o p-varietate
metrica reperata. Pentru campul hermitian de repere local, {e;, Je;}, pe
M, avem campurile olomorf gi anti-olomorf ortonormate corespunzatoare,
€ = @(ei —iJe;) si respectiv g; = g(ei +iJe;). Pentru o aplicatie neteda
f: M — N avem, dupa un calcul direct

(2.31) | of P % | Bof 2= %[h(f*ei, fuei) + h(fudes, faded)+

+2h(fuTei, o frei)),



Aplicatii intre varietati... 21

(2.3.2) | OF 2 % | Oof |P= %[h(f*ei, fues) + h(fodes, fudes)—

—2h(feJei, pfei)].
Definitia 2.3.1 Numim

19F P+ |00 [P= (1)

si
9F P +g |00 P= ()

densitati partiale de energie. Daca M este compacta, putem defini

E(f) = /Me’<f>*1, E'(f) = /M ()1, E(f)=E(f) +E'()).

unde E'(f) si E”(f) se numesc energii partiale, si *1 este forma volum pe
M.

Evident f este o aplicatie +(.J, p)-olomorfa daca gi numai daca E’(f) =0
si f este o aplicatie —(J, p)-olomorfa daca si numai daca E”(f) = 0.

Consideram 2-forma fundamentala w a varietatii aproape Kéhler (M, g,
J), definitd prin w(X,Y) = g(X,JY) cu X, Y € x(M) care satisface dw = 0
si ©, 2-forma fundamentala a ¢-varietatii metrice reperate, (N, @, &, n;, h),
definita de Q(X,Y) = h(X,¢Y) cu X,Y € x(N), care satisface d2 = 0.

Definim
233) K()=B(f)=F'(f) = [ MfTeigfee) o1,

unde {e;, Je;} este un camp hermitian de repere local.

Deoarece
w(es,ej) = h(Je;ej) =0,
w(Je;, Jej) = —h(e;, Jej) =0,
w(ei, Jej) = h(Jei, Jej) = d;j,
obtinem

( " w) = f*Qei, ej)w(ei, e5) + f e, Jej)w(es, Jej)+
+ 1 Q(Jei, Jej)w(Jei, Je;) = Q(fes, frJej) = h(pfeei, fedei).
Inlocuind in (2.3.3), avem
K(f) = *Q,w) * 1.
(= [ (raw

Propozitia 2.3.1 K(f) este un invariant omotopic.
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Demonstratie. Fie fy : M x [0,1] — N o familie uniparametrica de aplicatii.
Atunci % fi Q2 este o forma exacta, adica exista 6, = f;i( ft*%)ﬁ, unde
i(X)$ noteaza produsul interior dintre vectorul X si 2-forma 2, astfel incat
4 frQ = dby, (vezi [48)).

Urmeaza ca

d d ] _ [ 4 _
FEU =5 [ (w1 [ (Grae -

_ /M<d9t,w> f1— /M<9t,5w> i1—
_ /th, Cdrwh ] = —/ (01, +d(w)"™ ) % 1 = 0.

M

Teorema 2.3.2 Fie M o varietate aproape Kdhler, si fie N o @-varietate
metrica reperata, cu 2-forma fundamentala Q) satisfacand d€) = 0. Daca M
este compactd, atunci orice aplicatie +(J, )-olomorfa este armonica si, mai
mult, un minim al energiei in clasa sa de omotopie.

Demonstratie. Este suficient sa studiem cazul +(.J, ¢)-olomorf.

Fie f o aplicatie +(J, ¢)-olomorfa. Atunci E”(f) = 0. Consideram
fi : M x[0,1] = N, cu fo = f.

Atunci

E(fo) = E'(fo) + E"(fo) = E'(fo) — E"(fo) = K(fo) = K(f:) < E(fy).

Corolar 2.3.3 Fie M si N ca mai sus, fo : M — N o aplicatie +(J, p)-
olomorfa, si fi : M — N o aplicatie —(J, p)-olomorfa. Atunci fo si f1 sunt
omotope doar daca sunt constante.

Demonstratie. Daca fy este omotopa cu f, atunci
E(fo) = E'(fo) + E"(fo) = E'(fo) — E"(fo) = K(fo) =

=K(fi) = E'(fi) = E"(fi) = =E'(f1) = E"(f1) = —E(f1).
Astfel E(f()) = E(f1> =0.

2.4 Stabilitatea aplicatiilor (J, p)-olomorfe intre o
varietate Kahler si o varietate cosimplectica
Teorema 2.4.1 Fie (M, g, J) o varietate Kdhler compactd cu dim M = 2m,

si fie (N,,&,m,h) o varietate cosimplectica. Fie f : M — N o aplicalie
(J, p)-olomorfa. Atunci

1 S
/ h(J;V,V)x1 = / h(DV,DV) % 1 +/ tr(n@n)(VV,VV) 1,
M 2 m M
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unde V € D(f~YT'N), si J; este operatorul Jacobi al lui f, definit prin

JfV = - Z(%eiﬁei - 6Ve%-ei)‘/ - Z RN(‘/v f*ei)f*eia Ve P(filTN)v
=1 i=1

unde am notat cu RN tensorul de curburd al varietatii N. Pentru orice
V € D(f~'TN), DV este un element din T'(f VTN @ T*M) definit prin

DV (X)=V;xV —oVxV,X € x(M),
si (n @ n)(VV,VV) este definit de
(n@n)(VV,VV)(X,Y) = (n@n)(VxV,VyV),

unde X,Y € x(M). Atunci
1) f este slab stabila, adica, toate valorile proprii ale lui J¢ sunt nene-

gative.
2) ker Jy = {V € I(f"'TN),DV = 0}.

Demonstratie. Pentru o baza ortonormata, {ei, ..., en, Je1, ..., Jey }, in TM,
se obtine

WDV, DV) = i{h(DV(ei), DV (e;)) + h(DV (Je;), DV (Je))} =
=1
- i{h(%JQV - @%ei‘/a %Jeiv - 90661-‘/)‘?‘
=1

+h(=Ve,V = oV 1o, V. =V, V — oV 1, V).
Deoarece h(pX,9Y) =h(X,Y) —n(X)n(Y) avem

h(DVa DV) + n(ﬁeiv)n(ﬁeiv) + ﬁ(ﬁJez-V)??(ﬁJeiV) =

=2 {W(Ve,V,Ve,V) = 20(0Ve, V. Ve, V) + h(V e, V. Ve, V) ).
=1
Astfel

(2.4.1) /M [h(J;V, V) — %h(DV, DV) —tr(n@n)(VV,VV)] 1 =

= / D> {—h(RBN(V, feei) frei, V) = W(BN(V, fuTe;) foT e, V)+
Mo

+2h(pVe,V, Vs, V) % 1,
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Deoarece
/ hJFV, V) %1 :/ D {h(Ve,V, Ve, V) + h(V 1, V, V e, V)~
M My

—h(RN(V, frei) frei, V) — (RN (V, fuJei) foJes, V) 1, (vezi [45]).
In continuare, vom demonstra ca
(2.4.2) A= RN(V, fee;) frei + RN(V, fudei) foJes = @RN (freq, fodei)V.
Cum (N, ¢, &,n, h) este o varietate cosimplectic avem V¢ = 0, adica
V&Y = oVAY, pentru orice X,Y € x(N), (vezi [2]).
De aici si din (J, ¢)-olomorficitatea lui f obtinem

A= —pRN(V, f.ei) foJei + oRN(V, fue;) frei =
= RN (frei, V) fdei + @RN(V, fude;) frei = oRN (fuei, fode)V,
unde, pentru X,Y, Z € x(IN), am folosit formulele
RM(X,Y)Z + RN(Y,X)Z =0,
RN(X,Y)Z+ RN(Y,Z2)X + RN (Z, X)Y =0.
Din (2.4.1) si (2.4.2) avem
(2.4.3) /M[h(va, V) - %h(DV, DV) — tr(n@n)(VV,VV)] 1 =

:/ S {=h@RN (fuei, foTe)V,V) + 20(pVeV, Ve, V)} 5 1.

i=1
Pentru a incheia demonstratia, este suficient sa aratam ca a doua inte-
grala din (2.4.3) se anuleaza. Pentru aceasta vom arata

(2.4.4) /M > —h(eRN (fuei, fuJe)V, V) x 1 =
=1

_ / S (AT V, VietV) = BV eV, VegV)} 5 1.
M=

Atunci integrala din (2.4.3) coincide cu
/ S (AT, VeiV) = (T 1V, VerigV) + 20V oV, ¥ g V)} 1
M =1

care se anuleaza deoarece %X@V = go%XV din faptul ca (N, ¢, &,n, h) este
cosimplectica gi h(pX,Y) = —h(X, ¢Y).
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Ecuatia (2.4.4) se obtine in felul urmator, deoarece [e;, Je;] = Vé\f Je; —
V%iei, rezulta

(2.4.5)  —h(pRN (f.ei, foJe)V, V) = h(@RN (fres, foJes)V,oV) =

= h(%eﬁmv - 61]61.662.‘/ - ﬁ[e“ki}v, V) =
= ei(h(eJeiVE (pV)) - h’(ﬁ‘]eiV? 6ei‘:pv)_
—Jei(h(Ve,V, V) +h(Ve,V, V 1o, oV) = h(V, 5e, V. oV )+h(Vy,, e, Vs oV),

deoarece V si h sunt compatibile.
Definim o funcgie neteda, s, pe M prin

(2.4.6) S_Z{ez( (Vie,VioV)) — Jei(h(Ve,V, V) —
=1

_h(ﬁvei‘]eiv; SOV) + h(ﬁvhfeieiva SOV)}

Fie X un camp vectorial pe M definit de g(X,Y) = h(%JyV, ©V), pentru
orice Y € x(M).
Atunci, obtinem

divX = {gle;, VY X)+g(Jei, VIEX)} = {eilglei, X)) —g(V¥ei, X)+
=1 ]

+Jei(g(Jel-,X)) - ( JC’@, } = Z{ez VJel ))_

—Jei(h(Ve,V,oV)) = h(Vy, 1e,V.oV) + h(Vy,, e, V.oV )} =
Astfel

(2.4.7) / sx1=0.
M
Din (2.4.5),(2.4.6) si (2.4.7) avem

/M > b (e fIeV:V) #1= /M SUCARIE

h(%]ei‘/, ﬁgigoV)} %1

Atunci, se obtine

/ (W(JfV, V) — Sh(DV, DV) ~ tr(y @ n)(VV, V)] 1 =
M

m
= / Y AV V Ve oV) = h(V 5,V Ve, V) 420V, V. V e, V) b1 = 0.
M =

Exact ca mai sus, folosind Lema 2.1.3, se demonstreaza
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Teorema 2.4.2 Fie (M, g,J) o varietate Kdhler compacta cu dim M = 2m,,
si fie (N,p,&,mi,h), unde i = 1,...,n, o C-varietate. Fie f : M — N o
aplicatie (J, p)-olomorfa. Atunci

1
/h(JfV,V)*lz/ h(DV,DV) * 1+
M 2 Jm

s [ Y e n) VIV L
M=

unde V € T'(f)~'TN, Jy este operatorul Jacobi al lui f, si DV este definit
ca in Teorema 2.4.1. Atunci

1) f este slab stabila.

2) ker Jy = {V € I(f"'TN),DV = 0}.

In continuare, fie (M,g,J) o varietate Kdhler 2n-dimensionala, cu co-
ordonatele locale {x!,...,2?"} si fie t coordonata pe R. Atunci pe M x R

consideram n = dt gi £ = %. Definim metrica G pe M x R prin

G((X,ap). (V,bo) = g(X,¥) + (r® n)((X,a ), (Vo).

ot ot
pentru orice X,Y € x(M) si a,b: M xR — R. In coordonate locale, G are
expresia o
G = gijda'da’ + dtdt,

unde g;; sunt componentele lui g.

Pe M x R definim campul tensorial ¢, de tip (1,1), prin ¢ = 0 si
p(X,0) = JX pentru X € x(M). Atunci (¢,&,n,G) este o structura
metrica aproape de contact pe M x R. Fie ) 2-forma fundamentald pe
(M x R, p,&,n,G) definita prin Q(X,Y) = G(X, ¢Y) pentru orice X,Y €
X(M x R).

Printr-un calcul direct se obtine d€2 = 0 si dn = 0.

Deoarece (M, g, J) este o varietate Kéhler avem Ny = 0, unde N; este
tensorul Nijenhuis al lui J.

Fie N, tensorul Nijenhuis al ¢. Atunci obtinem N, ((X,0),(Y,0)) =
Ny (X,Y) si Np((X,0),(0,£)) = 0 pentru orice X,Y € x(M). Astfel, avem
Ny, = 0 si, cum d2 = 0 si dp = 0, rezulta ca (M x R,¢,&,1,G) este o
varietate cosimplectica.

Fie i : M — M x R aplicatia incluziune. Din definitia lui ¢ avem
ixJ = i, i atunci i este o aplicatie (J, ¢)-olomorfa si, din Teorema 2.3.2, o
aplicatie armonica.

Notand cu V si V’ conexiunile Levi-Civita pe M si M x R respectiv,

aveln
R Y

=1"" | -
%axi Zjaa}k+ ”8757
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0 1k 0 /0a

Vi —=Tl— + T —,
20 Y9z, | Vot
0 d d
v/ 7 :F/k +F/O —,
wot "oz, ot
unde F;’; , 1";2, [k T, T sunt simbolii Christoffel ai conexiunii V.
Se obtine

k _ 1k 0 _ 1k _ 1tk _ 70
Fz‘j—rz‘j’ Fij_FOO_FiO_FOO_()?

unde Ffj sunt simbolii Christoffel ai conexiunii V. Deci, pentru un camp

vectorial V' = (V, f2) € T(i"'T(M x R)), unde V € x(M) si f : M — R
este o functie neteda, avem

DV(X) =V xV' —oVxV' =

0 0
. v/ i ! ) =
= Vi x(V, fat) @VZ*X(VJ(%)

=V;xV—-JVxV + JX(f)aat

pentru orice X € x(M), deoarece (M, g, J) este o varietate Kahler si (M x
R, ,&,1n,G) este o varietate cosimplectica.

Atunci DV = 0 daca si numai dacd V este un camp vectorial olomorf,
(vezi [45]), si f este o constanta. Astfel, din Teorema 2.3.2, avem
Propozitia 2.4.3 Daca (M, g, J) este o varietate Kahler si (M xR, ¢, &, n,
Q) este varietatea cosimplectica obtinuta ca mai sus, atunci aplicatia incluzi-
une, i : M — M xR este slab stabild. Maimult Ker(J;) ={V' = (V,a2) €
L(i~'T(M xR)), unde V este un camp vectorial olomorf pe M sia € R este
o constanta}.



Capitolul 3

Aplicatii armonice intre
p-varietati reperate

Introducere

In acest capitol, gdsim doua clase de @-varietati reperate de dimensiune
para si respectiv impara, astfel incat orice aplicatie +(p, ¢’)-olomorfa intre
aceste varietati sa fie armonica, unde ¢ si g;’ sunt campurile tensoriale
de tip (1,1) care definesc o structurile aproape complexe sau aproape de
contact, induse pe varietatile considerate. Gasim apoi conditii de (¢, g;’ )-
olomorficitate, determinam o ¢-structura reperata pe fibratul tangent T'M
al unei varietati cosimplectice M si dam cateva rezultate de armonicitate
pentru aplicatiile definite pe acest fibrat, iar in final demonstram ca proiectia
canonica, m : TM — M, este o aplicatie armonica. Rezultatele prezentate
aici se gasesc in articolul ”Harmonic maps on framed ¢-manifolds”
aparuta in Analele Stiintifice ale Universitatii “Al.l. Cuza” lagi, tomul L,
f.1, 2004.

3.1 Abplicatii armonice intre p-varietati reperate
de dimensiune para

Fie o p-varietate reperata m-dimensionala (M, ¢, &;, ;). Pe aceasta varietate
definim campul tensorial de tip (1,1), ¢, prin

[=5*]
(3.1.1) o=¢+ Z (M2i ® &2i—1 — M2i—1 ® &2i).

i=1

Se demonstreaza ugor ca ¢ este o structura aproape complexa pe M daca

m = 2n, sau o structura aproape de contact, (@, &2n—2r4+1,M2n—2r+1), daca
m = 2n + 1, (vezi [22]).

28
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Relativ la aceasta structura indusa avem, in cazul dimensiunii pare, (vezi

[22]),

Teorema 3.1.1 Fie (M, ¢, &;,n;) o p-varietate reperatd normald, de dimen-
stune 2n, cu rang ¢ =1, si i = 1,2,...,2n — r. Atunci structura aproape
complezxa indusa pe M,

252)
p=¢+ Z (121 ® §2i—1 — N2i—1 @ &2i),
i=1
este integrabild.
Folosind acest rezultat, obtinem

Teorema 3.1.2 Fie (M, p,&,m:,9) o @-varietate metrica reperatd normald
de dimensiune 2m, unde metrica riemanniand g are 2-forma fundamentald
Q, sifie (M',¢', 85,15, 9") o ¢'-varietate metrica reperatd normald de dimen-
siune 2n, cu 2-forma fundamentald ', astfel incat

m—k

(3.1.2) dQ+ > d(nai-1 Anz) =0,
i=1

$t
n—I

(3.1.3) dY +> d(nh;_y Amh;) =0,
j=1

unde rang ¢ = 2k, si rang ¢’ = 2l.
Fie f : M — M' o aplicatie netedd. Atunci f este armonicd dacd si
numai daca B
' fo = L fu0,
unde p = gﬁ-zm_k(nm@&z 1—172Z 1®&9;), este structura aproape complezrd
indusd pe M, si ¢/ = ¢ + Zj 1(772J ® &2j-1 — My;_1 @ &aj), este structura
aproape complexd indusd pe M'.

Demonstratie. Fie X, Y € x(M). Avem

2m—2k

9(@X,BY) = gpX, oY)+ Y m(X)n(Y) = g(X,Y),
=1

deoarece g este o metrica asociata pe M. Deci g este o metrica aproape
hermitiana pe varietatea aproape complexa (M, ¢).

Fie €2, 2-forma fundamentala a varietatii aproape hermitiene (M, g, ¢),
definita prin Q(X,Y) = g(X, ¢Y). Avem

m—k
QX,Y) =g(X,3Y) = g(X, oY)+ Y [mi(Y)&aio1 — m2i1(YV)€2i] =
=1
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m—k
= QX Y) 4+ > i1 (X)m2i(Y) = n2i(X)maia (YV)] =
i=1
m—k
= QX,Y)+ > (mic1 Anai)(X,Y).
i=1

Astfel @ = Q+ 37 F (21 A i), si, din (3.1.2), obtinem

m—k

dQ = dQ + Z d(n2i—1 N n2i) =0,
i=1

ceea ce Inseamna ca (M, g, ) este o varietate aproape Kéahler. Dar cum
(M, ¢,&,m:,9) este normala, urmeaza, din Teorema 3.1.1, ca Nz = 0, unde
N5 este tensorul Nijenhuis al Iui ¢. Deci (M, g, ) este o varietate Kéhler.
In acelagi mod obtinem ca si (M, ¢/, c;’ ) este o varietate Ké&hler, si atunci
f: M — M’ este o aplicatie intre doua varietati Kahler. Rezulta ca f este
o aplicatie armonicd daca si numai dacd f este o aplicatie +olomorfd, adica
¢ fe = £f40.

Observatia 3.1.3 In [8] este demonstrat ci, dacd (M,g,J) si (M’,¢',.J")
sunt doud varietati Kahler atunci o aplicatie netedd f : M — M’ este ar-
monica daca si numai daca f este o aplicatie t+olomorfa. In acelagi mod
se demontreaza ca, daci g si ¢’ sunt doar metrici semi-riemanniene pe va-
rietatile complexe (M, J) si respectiv (M’,J'), care satisfac g(JX,JY) =
9(X,)Y), XY e x(M), ¢(JX,JY"=4(X,Y"), XY €x(M),si
2-formele fundamentale Q si Q' ale (M, g, J) si, respectiv, (M’,¢’,J") sunt
inchise, atunci orice aplicatie +olomorfa, f, intre (M,g,J) si (M',¢',J"),
este armonica. Astfel, daca in Teorema 3.1.2 metricile g si ¢’ sunt doar
metrici semi-riemanniene atunci o aplicatie neteda f : M — M’ care satis-
face ¢ fx = £ f.p este armonica.

In continuare, daci (M, @, &,m;) este o p-varietate reperata vom nota cu
D distributia pe M, ortogonala pe span{&i,...,&mnm—r}, unde dim M = m, si
rang ¢ =1, si cu I'(D) spatiul sectiunilor diferentiabile ale D.
Propozitia 3.1.4 Fie (M, p,&,ni,9) si (M',¢',&5,15,9") ca in Teorema
3.1.2, si fie f : M — M’ o aplicatie netedd. Atunci ¢ f. = Lfip dacd
st numai dacd
n—l
(3.14) £fepX = QL X+ [ (LX)Es; 1 — ;1 (F- X)),
j=1
pentru orice X € I'(D), si
n—l
(3.1.5)  fuboi1=W;+ Z(a?jilgéjq + a?jﬁéj),
j=1



Aplicatii armonice intre p-varietati reperate 31

n—I
(3.1.6)  fuloi = F' Wi+ Z(:l:a?Jgéj_1 + a?jilféj),
j=1
pentru orice i = 1,2,..,m — k, unde W; € (D), si a? : M — R, i =
1,...m—k;, p=1,....,2n—2l.
Demonstratie. Este suficient sa consideram cazul gg fe = fe0.
Mai intai, ecuatia (3.1.4) este echivalenta cu ¢'f, = f.p, pentru orice
X € I'(D). Din (3.1.5) si (3.1.6) avem
n—l
~ ~ 2j—17 2 7
@ fib2im1 ='W + Z(ai] Qplé‘éjfl + ai]‘plféj) =
j=1

n—l
2j—1 2j ~
= o'W, + E (—a;7 & + a8 1) = — fuboi = fuPaia,
Jj=1

deoarece ¥&2;—1 = —&oi §i Y&2; = §2i—1,% = 1,2,...,m — k. Analog, obtinem

@' fiboi = foep€o;. Astfel avem ¢’ f, = fi . N
Pentru a demonstra reciproca, presupunem ¢’ f, = f. o, si

n—I

fe§oic1 = Wi+ Z(a?jilgéj—l +a;78)),
j=1
pentru orice i = 1,2,....,m — k, unde W; € (D), si a : M — R, i =
1,...m—k; p=1,..2n—2l
Se obtine

n—l

2j 2j—1
foboi = FO' Wi + Z(:Fai]géjfl + a7 &),
j=1

deoarece Pai—1 = —&ai, Plai = Enim1,1 = 1,2,.om —k , i g€, = —&;,
©'&; =8 1,5 =1,2,..,n— L

Observatia 3.1.5 Dacadim M = dim M’ = 2msirang ¢ = rang ¢’ = 2k,
atunci conditiile (3.1.4), (3.1.5) si (3.1.6) sunt verificate daca f: M — M’
este un izomorfism, adica f.p = ¢’ fi si fi&i =&, 1 =1,2,...,2m—2k. Astfel,
daca f: M — M’ este un izomorfism, atunci aplicatia f este armonica.
Propozitia 3.1.6 Fie (M,g,J) o varietate Kdhler si fie (N, p,&, ni,h) o
p-varietate reperata normala 2n-dimensionala, unde g este o metricd rie-
manniand, cu 2-forma fundamentala ) satisfacand

n—I

(3.1.7) dQ+ Y d(naj1 Ama;) =0,
j=1

unde rang ¢ = 2.
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Fie aplicatia neteda f : M — N. Daca
(3.1.8)  f.J = +opf.,

atunci f este o aplicatie armonicd.

Demonstratie. Fie X € x(M). Atunci, din (3.1.8), avem
— [ X = xpfid X,

adica f.X € I'(D), pentru orice X € x(M), unde D este distributia pe
N ortogonala pe span{&,...,&on—21}. Atunci ¢f, X = ¢f. X, pentru orice
X € x(M), unde ¢ este structura aproape complexa indusa pe N.

Astfel, din (3.1.8), avem f,J = +@f,, si cum, din definitie si 3.1.7,
(N, g,®) este o varietate Kéhler, urmeaza ca f este o aplicatie armonica.
Propozitia 3.1.7 Fie (M,g,J) si (N,p,&,ni,h) ca in Propozitia 3.1.6 i
fie f : N — M o aplicatie neteda. Atunci f este armonicd dacd $i numai
daca

(3.1.9)  Jf. X =+fpX,

pentru orice X € I'(D), si

(3.1.10)  fiboi = FJ fuboi-1,

pentru orice i = 1,2, ...,2n — 2.

Demonstratie. Deoarece din (3.1.9) si (3.1.10) avem Jf, = £f.p, unde ¢
este structura aproape complexa indusa pe N, si (N, g, Q) este o varietate
Kahler, f este o aplicatie armonica.

Reciproc, daca f este o aplicatie armonica, si deoarece (N, g, p) este o
varietate Kahler, avem

(3.1.11) Jf. = ££.5.
Daci X € ['(D), atunci X = X, i din (3.1.11) urmeazi (3.1.8). In final,
avem Q€91 = —&2;, si din (3.1.11) se obtine

[+02i-1 = — fiuboi = £J filoi1.

3.2 Aplicatii armonice intre p-varietati reperate
de dimensiune impara

In [24] sunt demonstrate urmatoarele dous rezultate

Teorema 3.2.1 Fie M si M' doud varietdti cu structurile metrice de con-
tact (p,&,m,9) si, respectiv, (¢, &0, q"), si fie f : M — M’ o aplicatie
neconstanta. Atunci avem

1. Dacad fvp = ¢ f« atunci existd a € R,a > 0 astfel incat f. & = a{}(x)
in orice punct x € M.



Aplicatii armonice intre p-varietati reperate 33

2. Dacd f.p = —¢'f« atunci existd a € R, a
af}(x) in orice punct x € M.

< 0 astfel incdt fi, & =

—~

Teorema 3.2.2 Fie M si M' doud varietdti metrice de contact si fie f :
M — M’ o aplicatie netedd, astfel incat foo = *¢'f.. Atunci f este o
aplicatie armonicd.

In cazul p-varietatilor reperate de dimensiune impara obtinem
Teorema 3.2.3 Fie (M, ¢, &, ni,q) si (M',¢',&,n.,q¢") doud ¢ si, respectiv,
¢ -varietati metrice reperate, cu dim M = 2m+1 gi dim M’ = 2n+1, unde

g si g sunt metrici riemanniene. Fie Q si Q', 2-formele fundamentale ale
M si, respectiv, M’', astfel incat

m—k

(3.21) Q4> (12i-1 Anai) = dnam—skt1,
i=1

st
n—l

(32.2) Q'+ (mhjo1 Amhy) = dns sy,
j=1

unde rang ¢ = 2k si rang ¢’ = 2I.

Fie f: M — M’ o aplicatie netedd astfel incat
(323) f=+pf,,
unde (9, Sam—2k+1: M2m—2k+1) §6 (@5 E2n—20+1, M2n—2141) sunt structurile a-
proape de contact induse pe M si, respectiv, M'. Atunci f este o aplicatie
armonica.

Demonstratie. Deoarece g este o metrica asociata pe M avem
2m—2k
9(@X,PY) = g(oX, oY)+ > n(X)ni(Y) =
i=1
= 9(X,Y) — nom—2k+1(X)n2m—2+1(Y).
Astfel g este o metrica asociata pe varietatea aproape de contact (M, @,

§2m—2k+1, N2am—2k+1)-
Daca () este 2-forma fundamentala a varietatii metrice aproape de con-
tact (M, @, E2m—2k+1, M2m—2k+159), adicaQ (X,Y) = g(X,pY), atunci avem

QUX,Y) = g(X,3Y) = g(X, V) + 20  (nic1 Anai) (X, Y).

Urmeaza ca
m—
Z n2i—1 A 7721

si din (3.2.1) obtinem Q= dnom—ok+1-
Aceasta inseamna ca (M, @, Eam—2k+1, N2m—2k+1, g) este o varietate met-
rica de contact.
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In mod analog se aratd ci (M, ¢/, Eon—o1415 Mon—_2141+ 9 ) este o varietate
metrica de contact.

Din (3.2.3), folosind Teorema 3.2.2, rezulta ca f este o aplicatie armonica.

La fel ca in Propozitia 3.1.4, folosind Teorema 3.2.1, se obtine

Propozitia 3.2.4 Fie (M, p,&,ni,9) si (M',¢',&;,1},9") ca in Teorema
3.2.3 si fie f : M — M’ o aplicatie netedd. Atunci f,p = i&’f* daca
st numai dacad

n—I

(3.24) LfipX =¢' fu X + Z[Uéj(f*X)féj—1 — a1 (fX) &1,
unde X € T'(D), "~

n—l
(3.2.5)  fuboio1 = Wi+ Z(a?j_lgéj—l + a?jféj),

=1

Jnfl
(3.2.6)  fuloi= +o' Wi+ Z (:Fa?jféjf1+a?j_1§éj),

j=1

(327) f*£2m—2k+1 = aéén—?l-}—l’

pentru orice i = 1,2,....,m — k, unde W; € T'(D"), D’ este distributia pe
M’ ortogonald pe span{&{,..,Eon—211}, ab : M — R, p=1,2,....2n — 2] gi
a€eR, a>0daca fop=¢'fu,a <0 daca fop=—¢ f.

Propozitia 3.2.5 Fie (M,¢,£,1n,9) o varietate metrica de contact si fie
(N, ¢, &, mi,h) o ¢ -varietate metrica reperata 2n + 1-dimensionald, unde
rang ¢’ = 2l, si metrica riemanniand h are 2-forma fundamentald Q, astfel
incat

n—l
(3.2.8) Q-+ Z(anq Am2j) = dngn—ai+1.

j=1
Fie f: M — N o aplicatie neteda. Daca
(3.2.9)  fipX =+ f X,
pentru orice X € I'(D), st

(3210) f*f = a£2n—21+1a

unde a : M — R, si D este distributia pe M ortogonald pe &, atunci f este
o aplicatie armonicad.

Demonstratie. Fie ((E’,fgn,glﬂ, Non—21+1) Structura aproape de contact in-
dusa pe N. Atunci, la fel ca in Teorema 3.2.3, se obtine ca (N, ¢, £2,—9141,
Non—2i+1, 1) este o varietate metrica de contact.

Daca X € I'(D), din (3.2.9) avem

f*SOQX = —feX = £¢' fepX.
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Atunci f,X € I(D'). Aceasta inseamni o' f, X = ¢'f, X, si atunci, folosind
din nou (3.2.9) rezulta

(3.2.11) fipX = +¢/ [, X,

pentru orice X € I'(D). N N
In continuare, din (3.2.10), avem ¢’ f.§ = a ¢’{o,—2141 = 0, si se obtine

(32.12) ¢'fuif = fups =0. )
Astfel, din (3.2.11) si (3.2.12) rezulta fiop = £¢'fi. Deci f este o aplicatie
armonica.

Propozitia 3.2.6 Fie M si N ca in Propozitia 3.2.5 si fie f : N — M o
aplicatie neteda. Daca

(3:2.13) +£,¢'X = ¢f X,

pentru orice X € T'(D'),

(3.2.14) fiboi = Fo fub2i 1,

(3.2.15) fiboim1 = Fofilois
pentru orice i = 1,2, ...,2n — 21, si

(3.2.16) filon—2141 = aé,
unde a : N — R, atunci [ este o aplicatie armonicad.

Demonstratie. Din conditiile (3.2.13), (3.2.14), (3.2.15) si (3.2.16) se obtine
printr-un calcul direct pf. = £ fi¢’, si deoarece M si N sunt varietati met-
rice de contact urmeaza ca f este o aplicatie armonica.

3.3 Abplicatii armonice pe fibratul tangent al unei
varietati cosimplectice

In acest paragraf vom da un exemplu legat de Teorema 3.1.2.

Fie M o varietate diferentiabila de dimensiune 2n+1, si fiew : TM — M
fibratul sau tangent. Atunci T'M poate fi organizat ca o varietate (4n + 2)-
dimensionald dupa cum urmeaza. O harta locals (U;x%),i =1,...,2n+1, in
M induce o hart locala (7=Y(U);2%,4y7),4,7 = 1,...,2n + 1, pe TM, unde

am notat 2 o 7 cu 2 si 3/ sunt coordonatele vectorilor pe 7~(U) in baza

o 2n+1
naturala {aii }i=1 .

Daca w este o 1-forma diferentiala pe M atunci aceasta poate fi privita
ca o functie pe T'M, pe care o vom nota cu (w.
Daca f este o functie pe M, definim liftul vertical fV al lui f prin
. . . i o
fV = fom, siliftul complet f€ allui f prin f¢ = o(df). Avem f¢ = ?JZ@T{Z- =

y'0;f = Of in raport cu coordonatele induse pe 7'M, unde 9; noteazi a(zi si
0 noteaza y'0;. Liftul vertical (df)" al 1-formei df este definit prin (df)" =

d(f)V. Pentru doua functii f si g pe M avem (gdf)" = ¢v'(df)" = ¢" (df").
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Fie X = X! a?ci un camp vectorial pe M. Definim liftul vertical X" al
lui X prin XV (w) = (w(X))Y, w fiind o 1-forma arbitrars pe M, si liftul
complet X al lui X prin X f¢ = (X f)°, f fiind o functie oarecare pe M.

In raport cu coordonatele induse pe T'M se obtine

) .0 )
XV=x'—  X°=X""_ 419X~
oy’ ox? +0 oyt

Fie n = nydx® o 1-forma diferentiald pe M. Definim liftul vertical n" al
n prin 0V = (7;) (dz;)V, si liftul complet 7 al  prin 7°(X%) = (w(X))¢,
X fiind un camp vectorial oarecare pe M. Atunci, in raport cu coordonatele
induse pe TM, avem

n” =mdat, 1% = Onda’ + midy'.

Lifturile vertical si complet ale unui cAmp tensorial pe M pot fi definite,
folosind conditiile

P+Q)Y =rP"+qQ", (PeQ)V" =P 2qQ",

(P+Q)°=P"+Q% (PoQ)“=P"0Q"+P Q"
unde P, () sunt campuri tensoriale pe M.
Fie ¢ = go?% ® dz' un cAmp tensorial de tip (1,1) pe M. Atunci se
obtine, pentru liftul complet ¢© al lui ¢, urmitoarea expresie

0 , 0 , 0 ~
C _ h 7 h 7 h )
@ —@iw@) dx +§0i87yh® dy +890i87yh® dx’,
in raport cu coordonatele induse pe TM.

Fie g = gijdxi ® dx? un camp tensorial de tip (0,2) pe M. Pentru liftul
sdu complet, g€, se obtine urmitoarea expresie

g% = dgijda’ @ da? + gijda’ @ dy’ + gijdy’ @ da?

in raport cu coordonatele induse pe T'M.

Fie (M, p,&,n) o varietate aproape de contact (2n + 1)-dimensionala si
fie TM fibratul siu tangent.

Se verifica ugor ca

@) =-T+n°@e +1V 2% 1% % =0,7"0 ¢ =0,

p7e" = 0,077 = 0.9"(€") = 0.97(€7) = 0,0V (€9) = L") = 1.
Astfel (TM, ¢, ¢V, ¢ nC, n") este o ©C-varietate reperatd de dimensi-
une 4n + 2.
Daca N, este tensorul Nijenhuis al lui ¢ si N o tensorul Nijenhuis al lui
¢ avem, Nyo = (N,)C, (vezi [46]). Se obtine
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Propozitia 3.3.1 Daca varietatea aproape de contact (M, p,&,n) este nor-
mald, atunci (TM,pC, €V, C 0% nV) este o p©-varietate reperatd normald.

Demonstratie. Deoarece (M, ,&,n) este normala avem N, + dn ® & = 0.
Atunci, considerand liftul complet, se obtine (N, + dn ® £)¢ = 0. Astfel

Ny +dn° @& +dn" @€ =0

Fie ¢ = ¢ + 7V @ &V — n¢ ® €Y structura aproape complexd indusa
pe (TM, %, €V,¢9 n% nY). Atunci, din Propozitia 3.3.1 si Teorema 3.1.1
avem

Propozitia 3.3.2 Daca varietatea aproape de contact (M, p,&,n) este nor-
mald, atunci @ este o structurd complexd pe T M.

In continuare consideram
G=g¢+(n" —n9)®n —n°).

Se demonstreaza cu usurinta ca G este o metrica semi-riemanniana pe T M.
Printr-un calcul direct, se obtine

G(p“X YY) = G(XC, YY) =" (XY (YY) — (X (YO),
Ge?XY, YY) =G(XV, YY) -
G((pCXC CyV) (XC,YV)
pentru orice X,Y € x(M). o N _ _ N
Urmeazi ca G(p“X,¢°Y) = G(X,Y) — 0" (X)n" (¥) = n%(X)n(Y),
pentru orice X,Y € X(TM). Astfel G este o metricé asociaté pe TM.
Notam cu 2 2-forma fundamentala a (7'M, <p 5‘/ €“.n% 1V, @), defini-
ta prin Q(X,Y) = G(X,¢°Y), pentru orice X,Y € X(TM) §i notam cu
Q, 2-forma fundamentali _a varietatii (T'M, G, cp) definita prin Q(X JY) =

G(X,3Y), pentru orice X,Y € x(TM). Avem Q = Q + ¢ AnV
Pentru €2, obtinem

g 0

(8:3.1) Q57 575) = @00 + 9inde = D(efgin),
g 0

(332) Qg0 = o} gin,
g 0

(833) Q5555 =0

in raport cu coordonatele induse pe T'M, unde (p? sunt componentele lui ¢,
si g;» sunt componentele lui g.

Din (3.3.1), (3.3.2) si (3.3.3) obtinem Q = w®, unde w® este liftul complet
al lui w.
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Astfel, daca w;; sunt componentele lui w, avem

(334) Q=Q+4+n°AnY = Z (Owij + n;0n; — n;0n;)dx; A daj+
1<i<j<2n+1
+ Z (wij — minj)dz; A dy;.
1<i,j<2n+1

Dupa un calcul direct
(3.3.5) dﬁ = Z [8(8iwjk — 8jwik + Bkwij) -+ 8i(nk6nj — njank)—
1<i<j<k<2n+1
2n+1

— 05 (eOni—miOne) + 0k (n;Oni —miomyldwind Ada+ Y [Opwij+
1<i<j<2n+1 k=1

+0;(wjr — Meny) — Oj(wir — Mrni) + 1Ok — MiOkmslda; A dxj A dyg.
Se obtine
Propozitia 3.3.3 Daca (M, p,&,n,g) este o varietate cosimplectica, atun-

ci (TM, €, €V, €9 0% 0V, G) este o ©C-varietate normald (4n + 2)-dimen-
sionald cu 2-forma fundamentala Q satisfacand

dQ+d(n° An¥) = 0.

Observatia 3.3.4 Din (3.3.5) se obtine ca dQ = 0 daci si numai daca
(M, p,&,n,g) este o varietate cosimplectica.

Fie f : M — N o aplicatie neteda intre doud varietati cosimplectice
(M,9,&,m,9) st (N,¢,&,17',¢"). Notadm cu @, ¢ structurile aproape com-
plexe induse pe TM si TN respectiv. Fie D si D’ distributiile pe M si N,
ortogonale pe £ si pe &, respectiv.

Notam cu F' = f, : TM — TN aplicatia tangenta indusa de f.

Atunci, din Observatia 3.1.5 gi din Propozitia 3.3.3, urmeaza ca F,g =
igo’ F. Astfel F este o aplicatie armonica.

In continuare si presupunem ca Fyp = go/F* sau F,p = —gp’ F.. Este
suficient sa consideram cazul Fip = ¢'Fi. Pentru un camp vectorial X €
I'(D), avem F,pX" = ¢'F,XV. B B

Dar F,pXV = Fi(pX)Y = (fopX)V, (vezi [46)), si ¢’ L XY = ¢/ (f.X)"
= ¢ (fX) - n/C((f*X)V)flc

Atunci (fooX)V = (@' £ X)V — ¢ ((f. )V ¢C. Aplicand 1’V se obtine
7O ((feX)V) = 0. Rezulta (f*goX) = (¢'f.X)V, si atunci

(3.3.6) fupX =¥ fuX
pentru orice X € I‘(D)
In continuare, deoarece F,peC = 90’ F.6C F,pe¢ = F.&V = (f.8)V

P FREC = (£ + (0 (£)VEV — (i (f:€))C€°
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aveim

(3:3.7) (£ = (¢ £+ (1 (£:£))"€"Y — (1 (£:£)) 7€
Aplicand 7'V obtinem (1/(f.£))¢ = 0, adica 7/(f.£) = a, unde a € R, este o
constanta.

S& presupunem ca ¢’ f.£ nu se anuleaza. Atunci exista W € I'(D’) astfel
incat f.& = W+ag'. Din (3.3.7) avem WV = o'W, si folosind exprimarea
in coordonate locale obtinem c& W se anuleaza. Astfel
(3.3.8)  fil =al,
unde a € R.

Invers, daca presupunem ca f verifica (3.3.6) si (3.3.8) se obtine ugor
F.p = ¢'F.

Observatia 3.3.5 In cazul F.p= —g;’F* se obtine
(33.9) fupX = —Jf.X,
pentru orice X € I'(D) si f.£ = a&’, unde a € R.

Avem

Propozitia 3.3.6 Fie f : M — Ngi F : TM — TN ca mai sus. Dacd
feo = 29 fu 51 fuf = a€’, a € R, atunci F este o aplicatie armonica. Mai
mult, F,g = +¢'Fy dacd $i numai dacd fop = +¢' fi 51 fué = a€’, a € R.

Propozitia 3.3.7 Fie f : M — N gi F : TM — TN ca mai sus. Daca
F.p = £0'F, atunci f este o aplicatie armonicad.

Demonstratie. Notam cu V, V'’ conexiunile Levi-Civita pe M si N respectiv,
i cu V conexiunea indusi de f pe fibratul f~1(TN). Atunci, deoarece
(M, p,&,n,g) este o varietate cosimplectica, avem Vi = 0. De aici, pentru
orice X € I'(D) obtinem (Vxp)pX = (Voxp)X = 0. Astfel

VxX + VexpX = plpX, X],

pentru orice X € I'(D).

In mod analog, pe N avem V', X' + V:O,X,cp’X’ = ¢ [¢' X', X'], pentru
orice X' e T'(D’).

Fie a forma a doua fundamentala a lui f, definita prin

a(X,Y) = Vxf.Y — fu(VxY),

pentru orice X,Y € x(M).

Atunci, daca {eq, ..., en, pei, ..., pen, &} este o p-baza ortonormata locala
pe TM, unde dim M = 2n + 1, avem «(ej, ej) + a(pej, pe;) = 0, deoarece
frp = isf’/f*-

Pe de altda parte, din f.§ = af’, a € R, 51 V€ = 0, Vg’ = 0, avem
a(€.€) = 0.
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Atunci
T(f) = alej, e) + alpe), pej) + (€, ) = 0,
unde 7(f) este campul de tensiune al lui f. Deci, f este o aplicatie armonica.

Fie V& conexiunea Levi-Civita pe (TM, %, £V, £¢ 0% 0V, Q) si fie VC
conexiunea Levi-Civita a lui ¢¢. Atunci, avem V¢V = (Vn)V =0, V&n¢ =
(Vn)¢ =0, (vezi [46]), deoarece (M, @, £, 7, g) este cosimplectica. Astfel, din
definitia V¢ se obtine V¢G = 0. De aici rezulta V& = V¢,

Din VO = (Vp)©, (vezi [46]), si deoarece (M, p,&,m,g) este cosim-
plectici avem V¢ = 0.

Folosind toate aceste rezultate, pentru o p°-baza, {e1, oy €am, %€, ...,
©Cean, €V,69}, in TM, obtinem
(3.3.10) Vgei + Vgceigocei = cpc [gocei, eil,
si
(3.3.11) V&£ =0,VEe© =0,
deoarece ngfv =0 and Vgcé’c =0, (vezi [46]).

Avem
Propozitia 3.3.8 Fie m : TM — M proiectia canonicd. Atunci m este o
aplicatie armonica.

Demonstratie. Fie f: M — R o functie pe M. Atunci, pentru X € x(M)
avem (m.XC)f = XC(fom) = XOfY = (Xf)V = X[, §i (m.X")f =
XV V=0, (vezi [46)).

Obtinem ci 7, X% = X, si m X" = 0. Urmeazi ci m0% = ¢ 7, s
&V =0,m,.6¢ =¢.

Atunci, pentru o ¢-baza, {eq, ..., ean, pCe1, ..., ean, €V, €Y, in TM,
din 3.3.10 si 3.3.11, avem a(ej,e;) + a(¢e;, ¢Ce;) = 0, si a(¢V,¢Y) = 0,
a(€9,€%) = 0, unde a este forma a doua fundamentald a lui 7. Astfel
7(m) =0.

Observatia 3.3.9 Din (3.3.10) si (3.3.11), se obtine ca orice aplicatie neteda
f:TM — M, care satisface f.0¢ = ¢ f., si f6V = a€, f.£¢ = b€, unde
a,b € R, este o aplicatie armonica.



Capitolul 4

Aplicatii armonice si
p-pluriarmonice intre
C-varietati

Introducere

In acest capitol gasim rezultate legate de produsul a doua ¢-varietati metrice
reperate si de aplicatiile p-olomorfe definite pe varietatile obtinute in acest
mod. Folosind aceste rezultate demonstram ca orice aplicatie ¢-olomorfa
intre doua C-varietati este armonica. Gasim, deasemeni, rezultate legate de
p-pluriarmonicitatea aplicatiilor intre doud (p-varietati metrice reperate(mai
ales in cazul C-varietatilor). In final ddm doui propozitii in legatura cu -
pluriarmonicitatea proiectiei m : M — M, unde M este o C-varietate. Cele
prezentate aici se gasesc in lucrarea ”Harmonic and ¢-pluriharmonic
maps between C-manifolds” ce va apare in [Italian Journal of Pure and
Applied Mathematics.

4.1 Produse de ¢-varietati reperate

Fie (M, ¢, &, mi) st (M, ¢, €}, n}) doud ¢ si, respectiv, ¢/-varietati reperate,

79
cudim M —rang ¢ =dim M’ —rang ¢’ =1.
Ca 1n cazul produsului a doua varietati aproape de contact, (vezi[5]),
definim campul tensorial de tip (1,1), J, pe M x M’ prin

l l
TG X = (X = DX X+ Y m(X)e).
i=1 =1

pentru (X, X') € x(M x M").

41
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Se verifica ugor ci J? = —I. Deci (M x M’,.J) este o varietate aproape
complexa.

Pe M si M’ consideram metricile riemanniene adaptate g si ¢’ respectiv,
si pe M x M’ metrica G, definitd dupd cum urmeaza. Pentru (X, X’),
(YY) € x(M x M') avem

G((X7 X,)v (K Y,)) = g(X, Y) + g/(X,, Y/)'

Se obtine
G(J(X7 X/), J(Y7 YI)) - G((X7 Xl)? (K Yl))?
adicd G este o metrica aproape hermitiana pe M x M.
Propozitia 4.1.1 Daca (M, ¢,&,ni,9) st (M', ¢’ &, ., g") sunt doua ¢ si,
respectiv, ©'-varietdti metrice reperate, iar J si G sunt definite ca mai sus,

atunci (M x M', J,G) este o varietate complexa daca i numai daca M si
M’ sunt normale.

Demonstratie. Fie Nj campul tensorial Nijenhuis al lui J. Conditia de
integrabilitate pentru J este echivalenta cu urmatoarele trei conditii
NJ((X7 O)v (Yv 0)) =0
(4.1.1) Ny((X,0),(0,Y))=0
NJ((O7 X/)a (07 Y,)) =0
pentru orice X,Y € x(M) ¢i X', Y’ € x(M'). Dupa un calcul direct se obtin

l
N ((X,0),(Y,0)) = (S(X,Y),0) + Z[(chX??i)(Y) = (Loymi)(X)](0, &),

!
Ny ((X,0),(0,Y") = > [ni(Y')((Le;9) X, 0) + 0i(X)(0, (Ler )Y+
=1
l
+ 3 Y (L) (X))(0,85) = mi(X) (Legm) (Y)) (&5, 0)],
ij—=1
l
NJ((OvX,>7 (07Y/)) (0, Sl XY Z /X’nz -
=1

—(Lory i) (X)) (&, 0),

unde S gi S’ sunt campurile tensoriale de tip (1,2) definite prin (2.1.5) din
Capitolul 2, si L este derivata Lie.

Anularea lui S implica L¢,p = 0, Lg;m; = 0 51 (Loyni) X = (Loxm)Y,
pentru orice 4, j = 1, ..., 1, iar anularea lui S’ implica relatiile similare in M’,
(vezi [22]).

Atunci conditiile (4.1.1) sunt echivalente cu S = 0 si S’ = 0, ceea ce
inseamnd ca M si M’ sunt normale.
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Propozitia 4.1.2 Varietatea (M x M', J,G) este o varietate Kihler dacd
si numai daca (M, ,&,m,9) st (M, ¢, &, n.,¢") sunt C-varietati.
Demonstratie. Vom nota cu Q, 2-forma fundamentala a varietatii (M x

M’ J, G) si cu Q i, respectiv, Q' 2-formele fundamentale ale (M, ¢, &, 1, g)
si (M’, ¢ &L nk,g'). Se obtine

Q(X, X", (V,Y") = G((X,X"),J(Y,Y") = Q(X,Y) + (X', Y')—

l l
=D X m(Y) + Y n(X)mi(Y"),
i=1 i=1

pentru orice (X, X’),(Y,Y’) € x(M x M’).
Printr-un calcul direct, obtinem

(4.1.2) 3dQ((X, X"),(Y,Y"),(Z,2")) = 3dUX,Y, Z) + 3d¥ (X', Y', Z')—

—2Zm ")dn; (Y, Z) —2Zm ")dni(Z, X) —2Zm )dni(X, Y )+
=1 =1

+22771 dm Y/ Z") +2Z771 dm (7', X +22"72 dm (XY )a
=1

pentru orice (X, X"), (Y,Y"),(Z,Z') € x(M x M’).

Dacd dQ =0,luand Z =0, X' =Y’ =0,2' = &} se obtine, dn; = 0, luand
X' =Y =27 =0 avem dQ = 0, adici (M, ¢, &, i, g) este o C-varietate. In
mod analog se arata ca (M', ¢, &, 1., ¢") este o C-varietate.

Invers, daca dn; = 0, dnl 0, pentru orice i = 1, ...,1, i dQ' = 0, dQ2 = 0,
atunci din 4.1.2 se obtine dQ = 0.

4.2 Aplicatii armonice intre produse de C-varietati

Fie (M, ¢, &, ni,g) st (M, ¢’ &0k, ¢') doua ¢ si respectiv ¢'-varietati repe-
rate, cu dim M — rang ¢ = dim M' —rang ¢’ =1, si fie (N, @,@,ﬁi,h)
si (N, @, &,m., ') doud ¢ si respectiv ¢'-varietiti reperate, cu dim N —
rang @ =dim N’ —rang ¢ = k.

Fie (M xM', J,G)si (NxN', J,G) varietitile aproape hermitiene obtinu-
te ca in paragraful precedent.

Fie f : M — N si f' : M’ — N’ doua aplicatii netede. Definim F :
M x M"— N x N' prin F(z,y) = (f(x), f'(y)) pentru orice x € M,y € N.
Propozitia 4.2.1 Fie f, f' si F ca mai sus. Atunci

(42.1) F.J =JF,
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daca i numai daca

422) fup=0f, fip=0f

(4.2.3)  M(fiba) = M(fi&0),

pentru orice a = 1,...,1 sib=1,....k, unde J st J sunt structurile aproape
complexe definite pe M x M’ si respectiv N x N', dar f, : TM — TM’,
fl:TN —>TN', F,: T(M x M') — T(N x N') sunt aplicatiile tangente.

Demonstratie. Ecuatia (4.2.1) este echivalenta cu
F.J(X,0) = JF.(X,0), F.J(0,Y)=JF(0,Y),

pentru orice X € x(M) si Y € x(M'). Sa presupunem ca F.J(X,0) =
JF.(X,0). Atunci avem

l

F(pX, Y mi(X)&) = J(f.X,0).

=1

Aceasta Inseamna ca

l k
(fepX, Y mi(X) L) = (21X, Y 0 (o X)E)).
i=1 Jj=1
De aici obtinem
(4.24)  fupX =0f X

si
l

(42.5) Y m(X)fi& = Zm (fuX

i=1
Luand X = ¢, in (4.2.5) ob‘glnem

k
(42.6)  fl&, = mi(fula)E
j=1
Din (4.2.4) se obtine cii, dacd X € I'(D) atunci f,X € I'(D), unde am
notat cu D si D distributiile pe M gi, respectiv, N ortogonale pe span
{&1, ..., &} i, respectiv, pe span {El, ,Ek} Atunci se obtine usor ca (4.2.5)
este echivalenta cu (4.2.6).
In acelasi fel obtinem

(42.7) flo'Y =@ fiY
si

(42.8)  fuba = Z (fL€0)E;.
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Utilizand (4.2.4), (4.2.6), (4.2.7) si (4.2.8) se obtine ca (4.2.6) si (4.2.8)
sunt echivalente cu (4.2.3).

Invers, daca au loc (4.2.2) i (4.2.3), atunci, printr-un calcul direct,
obtinem (4.2.1).

Din Propozitia 4.1.2 si Propozitia 4.2.1 avem
Teorema 4.2.2 Fie (M7 907513771'79)7 ( 790 5177727 ) ) (Nv 357 giaﬁivh) $t
(N, & ;,ﬁ;, ", patru C-varietati, cu dim M —rang ¢ = dim M'—rangyp’ =
l§zd1m N —rang ¢ = dim N' —rang @ =k, si fie f : M — N si
f': M’ — N’ doud aplicatii netede.

Dacd au loc (4.2.2) si (4.2.3), atunci aplicaia F : M x M’ — N x N’
definita prin F(x,y) = (f(z), f'(y)) pentru orice x € M,y € N este o
aplicatie armonica.

intr—adevér, cu aceste ipoteze, obtinem, din Propozitia 4.1.2, ca (M X
M',J,G) si (N x N',J,G) sunt varietiti Kihler, astfel ci daci F este o
aplicatie olomorfa, atunci F' armonica.

Se observa ca in cazul in care cele patru varietati sunt doar aproape
C-varietati, adica nu sunt normale, atunci varietatile produs sunt aproape
Kahler, si astfel, chiar in aceste conditii, ecuatiile (4.2.2) si (4.2.3) implica
armonicitatea lui F'.

In continuare, fie (M1, q1), (M2, g2) doua varietati riemanniene, si fie
(M x My, Gh), (Ms x Ms, Go) varietatile produs, unde G; = ¢g; +g;, 7 = 1, 2.

Fie fi1 : M1 — M, o aplicatie neteda. Consideram aplicatia Fy : My X
My — My x My, definita de Fy(z,y) = (fi(x), fi(x)), pentru orice x,y € Mj.

Fie (M, g) si (N, h) doud varietati riemanniene, si fie (M x M, G) va-
rietatea produs, unde G = g + g.

Pentru o aplicatie fo : M — N definim Fy : M x M — N prin Fy(z,y) =
fa(x), pentru orice x,y € M. Se observa ca Fy = fy o 7, unde m este
proiectia naturala a M x M pe primul factor.

Pentru o aplicatie f3 : N — M definim aplicatia F3 : N — M x M
prin F3(z) = (f3(x),a), pentru un a € M arbitrar, fixat. Se observa ca
F3 =14y0 fg, unde i1 : M — M x M este scufundarea naturala a lui M in
M x M ca prim factor.

In [21] sunt demonstrate urméatoarele doua rezultate

Propozitia 4.2.3 Cu aplicatiile fi1, fa, f3 si F1, Fa, F3 ca mai sus, avem cd
fi este o aplicatie armonicd daca si numai dacd F; este o aplicatie armonicd.
Mai mult, daca varietatea sursa este compacta, se obtin

E(F1) = 2vol(My)E(f1), E(Fy) = vol(M)E(f2), E(F3) = E(f3).

Propozitia 4.2.4 Fie aplicatiile armonice f1, fa, f3 pe o varietate compacta
si fie Iy, Fy, F3 aplicatiile corespunzatoare. Atunci f; este o aplicafie ar-
monica stabila daca st numai daca F; este o aplicatie armonica stabila.
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Folosind aceste rezultate pentru ¢; si respectiv @s-varietatile metrice

reperate, (M, ¢, &,ni,91) st (Ma, ¢, &, n;,g2), cu dim My — rang ¢ = [,
dim My — rang ¢’ = k, obtinem
Propozitia 4.2.5 Daca f1 si F1 sunt ca mai sus, atunci Fy este o aplicatie
olomorfa intre doud varietati Kahler dacd si numai daca fi este o aplicatie
(o, ¢')-olomorfd intre C-varietati, adicd frp = @ fix.
Demonstratie. Sa presupunem ca fi este o aplicatie (¢, ¢')-olomorfa. Din
fisp = ¢ fi., X € T(D), se obtine usor f1,X € I'(D'), unde D si D’
sunt distributiile pe M; si, respectiv, Ms ortogonale pe span {&1,...,&} si,
respectiv, pe span {&1, ..., &/}, si

k
fre&i = i€,
i=1

pentru orice ¢ = 1,...,[, unde a;; sunt functii pe M;. De aici obtinem

fl* Z a2]77]

pentru orice X € x(Mi) si pentru orice i = 1,..., k.
Daca J si J sunt structurile Kahler induse pe varietatile produs Mj x M;
si My x My, respectiv, avem

FuJ(X,Y) = Fi. (X - Zm )i, QY + Zm
=1

! k
= (fl*‘PX — Zm(Y) Zaij%‘a J1pY + Zﬁz‘(X) Z%’f&) =

=1

@
N———
I

((70 fl*X 277] fl* éjawfl*Y—FZn] fl* é-j) =

= J(fl*val* ): JFl*(X,Y)

Astfel F, este o aplicatie olomorfa intre doud varietati Kéhler (deci o
aplicatie armonica).
Invers, presupunem ca Fi, este o aplicatie olomorfa. Avem

l
(4.2.9) F.J(X,0) = Fy, (saX,Zm(X)fi) (fl*ch an fl*&)
=1
si
k
(4.2.10) JF1.(X,0) = J(f1.X,0) = (go’fl*X,Zn}(fl*X)fS})-

J=1
Astfel fl*(p = gOlfl*.
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Propozitia 4.2.6 Daca f: M — N este o aplicatie netedd intre doud C-

varietati, (M, ¢, &, mi,91) si (N, @', &, m;, 92) astfel incat fop = @' fi, atunci
f este o aplicatie armonica.

Demonstratie. Consideram aplicatia F' : M x M — N x N, definita prin
F(z,y) = (f(z), f(z)), pentru orice =,y € M. N

Daca f.p = ¢ f«, se obtine, folosind Propozitia 4.2.5, F,J = JF,, unde
J si J sunt structurile Kahler induse pe varietatile produs M x M gi N x N.
Atunci F este o aplicatie armonica, si, din Propozitia 4.2.3, se obtine ca f
este o aplicatie armonica.

Folosind Teorema 4.2.2 avem
Propozitia 4.2.7 Fie f, ' si F ca la inceputul acestui paragraf. Dacd F
este o aplicatie olomorfd, atunci f si f sunt aplicatii armonice.

Utilizand Propozitia 4.2.4 se obtine
Propozitia 4.2.8 Daca M este o C-varietate compacta, atunci aplicatia
identitate I : M — M este o aplicatie armonica stabild.

In continuare, sa presupunem ca fo : M — N este o aplicatie intre C-
varietatea (M, p,&,n;, g) si varietatea Kahler (N, J,h). Atunci aplicatia
Fy: M x M — N, definita prin Fy(x,y) = fa(x), pentru orice z,y € M, este

~

o aplicatie intre doua varietati Kéhler. In acelasi mod ca pentru F} obtinem
ca

Propozitia 4.2.9 Fy este o aplicatie olomorfa (anti-olomorfa) daca si nu-
mai dacd forp = J fox (foro = —J foi).

In final, fie f3 : N — M o aplicatie de la varietatea Kahler (N, J,h) la
C-varietatea (M, ¢, &, n;, g). Atunci aplicatia F3 : N — M x M, definita prin
F5(x) = (f3(x),a), pentru orice z € N, este o aplicatie intre doua varietati
Kahler, si avem

Propozitia 4.2.10 Fj3 este o aplicatie olomorfa (anti-olomorfa) daca si nu-
mai dacd ford = @fox (ford = —pfoi).
4.3 Aplicatii p-pluriarmonice

Fie M o varietate Kéhler cu structura complexa J si fie (N, h) o varietate
riemanniana. O aplicatie f : M — N se numeste pluriarmonica daca forma
a doua fundamentald, «, a lui f satisface (vezi [32])

a(X,Y)+a(JX,JY)=0,X,Y € x(M),

Pentru p-varietatile reperate vom considera un concept similar.
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Definitia 4.3.1 Fie (M, ¢,&;,n:,9) 0 @-varietate metrica reperata, de di-
mensiune m, cu rang ¢ = r, §i (IV, h) o varietate riemanniana. Fie f: M —
N o aplicatie neteda. Spunem ca f este p-pluriarmonica daca

(43.1) a(X,Y)+a(pX,¢Y) =0,

pentru orice X,Y € x(M), unde « este forma a doua fundamentala a lui
f. Daca (4.3.1) are loc pentru X,Y € I'(D), unde D este distributia pe
M, ortogonald pe span{&i,...,&m—r}, atunci spunem ca aplicatia f este D
pluriarmonica.

Propozitia 4.3.1 Fie (M, p,&,mi,9) o p-varietate metrica reperata si fie
(N,h) o wvarietate riemanniand. Daca f : M — N este o aplicatie -
pluriarmonica, atunci [ este o aplicatie armonicad.

Demonstratie. Fie {ey, ..., ek, pe1, ..., per, &1, ..y Em—ok } 0 p-baza locala orto-
normata in M, unde dim M = m si rang ¢ = 2k. Deoarece f este (-
pluriarmonica avem

a(&,&) =0,

pentru orice ¢t = 1,2,...,m — 2k, si
alej, €j) + alpej, pe;) = 0,

pentru orice j = 1,2, ..., k.

Astfel 7(f) =0, deci f este o aplicatie armonica.

Fie T¢M complexificatul lui 7M. Atunci ¢ poate fi prelungit in mod
unic la un endomorfism liniar complex al T M, notat tot prin ¢ care sa-
tisface (2.1.2). Valorile proprii ale lui ¢ sunt i,0, —i. Consideram descom-
punerea uzuala

T°M =T'"M & T°M & T"M
a TCM in fibratele proprii corespunzitoare valorilor proprii 4,0, —i ale lui
©.
Propozitia 4.3.2 Fie f : M — N o aplicatie neteda intre o @-varietate
metrica reperata (M, y,&;,ni,9) $i o varietate riemanniana (N,h). Atunci
f este o aplicatie p-pluriarmonica daca gi numai daca

1. a(Z,Z) = 0, pentru orice Z € T'(T"M)

2. (X, &) =0, pentru orice X € I'(D)

3. (&, &) =0,i,j=1,2,...,m— 2k
unde dim M =m si rang ¢ = 2k.

Demonstratie. Daca Z € T'(T'M) avem Z = X —ipX, Z = X +ipX,
unde X € (D). Atunci a(Z,Z) = a(X,X) + a(pX,9X) = 0. Din ¢-
pluriarmonicitatea lui f obtinem a(X, &)+a(pX, 9&) =0, a(&, &) +a(ps,
&) = 0, si astfel rezulta (2) si (3).
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Invers, pentru X =&, Y =¢;sau X € I'(D),Y =&, din conditiile (2) si
(3), avem
a(X,Y) + a(epX, YY) = 0.

Pentru X, Y € I'(D) consideram 7y = X —ipX, Zs = Y —ipY si Z = Z1+Zs.
Folosind (1) pentru Z avem

0=0a(Z,Z)=2[a(X,Y) + a(pX, pY)].

Astfel, din (1), (2) si (3) se obtine ca f este p-pluriarmonica.

Propozitia 4.3.3 Daca f : M — N este o aplicatie (p,¢’)-olomorfa intre
C-varietatile (M, ¢,&,ni,g), cu dim M —rang ¢ = 1 si (N,¢',&,nl,h),
atunci f este o aplicatie D-pluriarmonica.

Demonstratie. Fie V, V' conexiunile Levi-Civita pe M si respectiv N si fie
V conexiunea indusi de aplicatia f pe fibratul f~1(TN). Atunci, deoarece
cele doua varietati sunt C-varietati, avem Vo = 0 gi V¢’ = 0.

Pentru doua campuri vectoriale X, Y € T'(D) se obtine

0=(Vxp)pY = =VxY —pVxeY, 0= (Vexp)Y = VeoxpY — oV,xY.
Deci
VxY +VoxpY = p(VoxY — VxpY) =
= p(VexY — VypX + VypX — VxpY) =
= ¢([pX,Y] = p[X,Y]) = p[pX, Y] - ¢*[X,Y].

Deoarece aceste rezultate au loc si pe IV, avem
a(X,Y) +a(pX,9Y) = VX LY = [u(VxY) + Vox LY — [u(VoxpY) =

= O [ X, fY] = QP X, fY] = feploX, Y]+ [0 X, Y] =0,
pentru orice X,Y € I'(D), deoarece f este o aplicatie (¢, ¢')-olomorfa.

Teorema 4.3.4 Fie f : M — N(c) o aplicatie neteda de la C-varietatea
(M, , &,niy9), cudim M —rang ¢ =1, intr-o forma spatiala complexa cu
curbura sectionald olomorfda constantd ¢ # 0. Presupunem cd rang f > 3
intr-un punct din M. Daca f este p-pluriarmonica, atunci fio = £J f.
Daca M este compacta, atunci f este stabila.

Demonstratie. Mai intai consideram aplicatia £/ : M x M — N ca in
Propozitia 4.2.9. Reamintim ca F' = fom, unde 71 : M x M — M
este proiectia pe primul factor. Cum m; este total geodezica, avem, pentru
orice X = (X1,X2),Y = (Y1,Y2) € x(M x M),

aF(X, Y) = Ckf(ﬂ'l*X,ﬂl*Y).
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Deoarece f este ¢-pluriarmonica, avem
OéF(jX, J~Y) = Oéf(?Tl*jX, Wl*jY) =

l

l
=af(pX) — Zni(X2)fz', ©Y1 — Zﬁj(yz)fi) -

i=1 j=1
= af((th @1/1) = O‘f(SDﬂ'l*Xa PT14Y,

unde J este structura complexa indusa pe M x M.
Astfel

ap(X,Y) +ap(JX,JY) = ap(m.X, 11.Y) + o (pm. X, 11, Y) = 0.

Atunci F este o aplicatie pluriarmonica de la o varietate Kéahler intr-o
forma spatiala complexa de curbura sectionald olomorfa constanta, nenega-
tiva, si rang F' = rang f. Deci, daca rang f > 3 intr-un punct din M, se
obtine ca F' este o aplicatie +olomorfa, (vezi [44]). Atunci, din Propozitia
4.2.9, avem ci fiop = +J fi.

Teorema 4.3.5 Fie f: M — N o aplicatie p-pluriarmonica stabild de la o
C-varietate omogena compacta, (M, ¢,&,ni,9), cu dim M —rang ¢ =1, la
o varietate Kdahler cu curbura bisectionald pozitivda. Atunci fop = +J fy.

Demonstratie. Folosind aceeasi aplicatie F' : M x M — N ca in Teorema
4.3.4, se obtine ca F este o aplicatie p-pluriarmonica stabild. Deoarece M x
M este o varietate omogena compacta avem ca F' este o aplicatie +olomorfa,
(vezi [33]). Atunci, din Propozitia 4.2.9, avem ca f.p = +J fi.

Teorema 4.3.6 Orice aplicatie armonica de la o C-varietate compacta la o
varietate Kdhler cu tensorul de curburd tare nepozitiv este p-pluriarmonicd.

Demonstratie. Ca in teoremele precedente, folosim aplicatia F': M x M —
N. Concluzia reiese din rezultatul lui Siu in contextul varietatilor Kéahler,
(vezi [33]), si din Propozitiile 4.2.4 i 4.2.9.

In continuare fie (M, p,&,m;) o p-varietate reperata m-dimensionala, cu
dim M —rang ¢ =1, si fie TM fibratul sau tangent.

Se verifica ugor

l
@2 =-I1+> nfo& +n @& 1nf o % =000 ¢“ =0,
=1

el = 0,0 = 0,0 (&) = 0,05 (€)= 0,0/ (&) = L.nf (&) =1,

pentru orice 7,7 = 1,...,[, unde am folosit lifturile verticale si complete ale
campurilor vectoriale &;, ale 1-formelor 7; si liftul complet al campului ten-
sorial , care sunt definite ca in capitolul precedent.
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Astfel (TM, ¢, ¢, §ic, nl-c, nY) este o ©C-varietate reperati.

Daca N,, este tensorul Nijenhuis al lui ¢ gi N e este tensorul Nijenhuis
al lui ¢ avem Nyo = (NSD)C, (vezi [46]), si obtinem cu usurinta ca, daca
M este o p-varietate normala, atunci (TM, %, &Y, €9 n¢ nY) este o p©-
varietate normala.

Fie (M, ¢,&i,ni,g) o C-varietate. Consideram

l

G=g%+) [ —nf)em —nf)],
=1

unde ¢ este liftul complet al lui ¢, definit ca in capitolul precedent.

Se arata usor ca G este o metrica semi-riemanniana asociata pe T'M.

Fie Q si w, 2-formele fundamentale pe M si respectiv 7M. Dupa un
calcul direct obtinem © = w®. Atunci, deoarece dw = 0 si dn; = 0, pentru
orice i = 1,...,1, avem df) = 0 si anV = 0,dn; = 0. Aceasta inseamna ca
(TM, %, ¢y, fic, 772~C, nY,G) este o C-varietate. Dacd V este conexiunea Levi-
Civita a lui g, deoarece Vn; = 0, pentru orice ¢ = 1,...,[, atunci se obtine
imediat cd G are conexiunea Levi-Civita V¢, liftul complet al conexiunii V.

Propozitia 4.3.7 Daca (M, ¢, &, i, g) este o C-varietate, atunci proiectia
7w :TM — M este o aplicatie o -pluriarmonicd.
Demonstratie. Fie f : M — R o functie neteda pe M. Atunci, pentru
X € x(M) avem (1, XO)f = XC(fonm) = XCfV = (Xf)V = Xf, &
(m XV)f = XV V' =0, (vezi [46]).

Inseamni ci T XC = X, si XV = 0. Urmeaza ca 77*900 = Ty, S
mfZV = O,7r*§ic = ¢§;, pentru orice i =1, ..., [.

Folosind Propozitia 4.3.3 se obtine

ozﬂ()N(, }7) + aw(goc)?, goc}~/) =0,
pentru orice )?,}7 € F(ZN?), unde D este distributia pe M ortogonala pe
spand{€l’, ... & &7, . &), s
aw(ﬁYagy) - Ovaﬂ(gzyafjc) = 07047r(£ic7§jc) =0,

pentru orice i, = 1, ..., 1.
Pentru un camp vectorial oarecare X pe M avem V x&; = 0, pentru orice
i =1,...,0. Printr-un calcul direct obtinem V%flv =0si vgg? = 0, pentru

orice i = 1, ..., 1, si pentru oricgvfii e x(TM). N
Deci a-(X,£8) =0 5i a(X,£)) = 0, pentru orice X € x(TM).
Din toate acestea avem

Or ()}’ }7) + O(TF(SOCX7 ‘pci}) =0,

pentru orice X,Y € x(T'M).
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Propozitia 4.3.8 Fie f : M — N o aplicatie neteda de la o C-varietate,
(M, p,&, mi,9), cu dim M —rang ¢ =1 la o varietate riemanniand. Daca
f este o aplicatie p-pluriarmonica atunci F = forw : TM — N, unde
7 :TM — M este proiectia canonicd, este o aplicatie ©© -pluriarmonica.

Demonstratie. Avem, (vezi [8]), formula
afo,,(f(, 17) + Oéfow(‘PC)za SOC}N/) =

= df (an(X,Y) + an(¢“X, 7)) + oy (fX, £V )+
tap(efiX, pfiY) =0,

deoarece f si m sunt aplicatii ¢ si respectiv ¢C-pluriarmonice.



Capitolul 5

Aplicatii armonice definite pe
varietati aproape de contact

Introducere

In acest capitol studiem armonicitatea unor aplicatii definite intre diverse
tipuri de -varietati metrice reperate. Astfel, ne ocupam mai intai de
aplicatii definite pe varietati aproape de contact cu unele proprietati si de
cele intre o varietate de contact si o p-varietate metrica reperata. Dam apoi
cateva exemple folosind varietati aproape de contact si fibratele lor tangente.
In final obtinem cateva rezultate legate de armonicitate in cazul varietatilor
complexe de contact si gasim un exemplu de aplicatie armonica pe grupul
Heisenberg complex. Toate acestea se gasesc in lucrarea Harmonic maps
between framed gp-manifolds, aparuta in An. USAMYV lasi, Tom XLVI,
Vol.2(2003), Proceedings of the Annual Symposium of Mathematics Applied
in Biology and Biophysics, May 30-31, 2003, pp. 129-146.

5.1 Aplicatii armonice definite pe varietati
aproape de contact

Propozitia 5.1.1 Fie (M, p,£,n,9) o varietate metrica aproape de contact
normald, cu (dn), # 0, pentru orice x € M, si fie (N,¢',&,ni,9") 0 ¢'-
varietate metricd reperatd normald astfel incat dim N — rang ¢’ = n. Fie
f : M — N o aplicatie netedd care indeplineste condifia f.p = ¢’ fy.
Atunci f.§ = > 1 a;i&, unde a; € R, cui=1,...,n, sunt constante reale.

Demonstratie. Este suficient s& studiem cazul f.p = ¢ fs.
Deoarece fyp€ = ¢’ [, se obtine ca f.§ = Y 1" | a;&, unde a; : M — R,
oricare ar fi i = 1, ..., n, sunt functii definite pe M. Definim 1-formele, f*n;,

23
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pe M, prin
fni(X) = mi(f X)),
pentru orice X € x(M).
Se obtine cu usurinta
(5.1.1)  f*n; = ain,
unde ¢ = 1, ...,n. Diferentiind, avem
(5.1.2)  f*dn; = da; A+ a;dn,

pentru orice ¢ = 1,...,n. Cum cele doua varietati sunt normale, obtinem
dn(X,Y) = n([pX, eY]),
pentru orice X,Y € x(M), si
an(X,7 Y/) - nl([SDIXI7 (plyl])7/i = 17 A n?

pentru orice X', Y’ € x (V).
Deci, in (X, ¢), unde X € x(M), ecuatia (5.1.2) devine

da; = Le¢ain,i=1,...,n,

unde cu L am notat derivata Lie. Se obtine da; An = 0, si atunci da; Adn = 0.
Avem
Leain A dn = 0.

In (X,Y,€), cu X,Y € x(M), obtinem
Lea; Ndn(X,Y) =0.

Deoarece (dn), # 0, pentru orice x € M, avem L¢a; = 0, si mai departe
da; = 0. Inseamna ca a; sunt constante, oricare ar fi ¢ = 1, ..., n.

Propozitia 5.1.2 Fie (M, ¢,£,1n,9) o varietate metrica de contact, si fie
(N, ¢, &,mi, g') o ¢ -varietate metricd reperatd normald cu dim N—rangy’ =
n. Fie f : M — N o aplicatie neteda astfel incat fop = +¢'fo. Atunci
[:& =" ai&, unde a; € R, sunt constante reale, oricare ar fii =1,...,n.

Demonstratie. Este suficient sa studiem cazul fip = ¢’ fs.
Consideram 1-formele pe M, f*n;, ca in demonstratia propozitiei prece-
dente si obtinem, in acelasi mod

(5.1.3)  f*dn; = da; A1+ a;dn,

pentru orice ¢ = 1,...,n. Deoarece dn = (), unde 2 este 2-forma fun-
damentald pe M, avem dn(X,£) = 0, pentru orice X € x(M). Cum
dni( X, Y") = ni([¢' X', ¢'Y"]), pentru orice X" Y" € x(N), se obtine, cal-
culand (5.1.3) in (X, §), unde X € x(M),

da; = Le¢ain,i=1,...,n.
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Atunci da; Am = 0, si da; A dn = 0. Deci Lean A dn = 0, si, deoarece
nAdn#0, Lea; = 0. Avem da; = 0, adica a; sunt constante, pentru orice
1=1,..,n.

Teorema 5.1.3 Fie (M,p,£,n,9) o varietate metrica aproape de contact
normald, 2m+1-dimensionald, astfel incat (dn), # 0, pentru orice x € M,
si dQ = 0, unde Q este 2-forma fundamentala pe M, si fie (N, ¢, &, ni,9")
o ¢'-varietate metricd reperatd, astfel incat dQ) = 0, unde Q' este 2-forma
fundamentald pe N si dim N —rank ¢ =n. Fie f : M — N o aplicatie
netedd cu proprietatea fyp = £¢' fo. Atunci f este o aplicatie armonicd.

Demonstratie. Este suficient sa studiem cazul fip = ¢’ fs.

Notam cu V si, respectiv, V’ conexiunile Levi-Civita pe M si N. Deoare-
ce M este o varietate normala cu 2-forma fundamentala, €2, satisfacand df) =
0, se obtine

29((Vx)Y, Z) = dn(eY, X)n(Z) — dn(eZ, X)n(Y),

pentru orice X,Y,Z € x(M). Daca X € I'(D), unde D este distributia pe
M, ortogonala pe span{¢}, avem

(Vxe)pX =0, (Veoxp)X =0.

Sumand aceste ecuatii,
(5.1.4) VxX + VoxeX = plpX, X],
pentru orice X € I'(D).

Cum N este normala si dQ' = 0, se obtine,
(515) (V/X/gol)go’X/ = O, (V;/thp/)X/ = 0,
pentru orice X' € I'(D’), D' fiind distributia pe N ortogonala pe span{¢y, ..,
¢n}. Din Propozitia 5.1.1 avem V', f.£ = 0.

Se aratd usor cd f.X € I'(D’), pentru orice X € I'(D). Atunci, din
ecuatiile de mai sus, pentru o ¢-baza, {e1, ..., em, Y€1, ..., pem, £}, pe M,

m

7(f) = ) lalei er) + alper, vei)] + alé,€) =0,

=1

unde « este forma a doua fundamentala a lui f. Astfel, f este o aplicatie
armonica.

Teorema 5.1.4 Fie (M,p,&,n,9) o varietate metricda de contact, 2m+1-
dimensionala, si fie (N, ¢’ &.,ni,9") o ¢ -varietate metrica reperatd, ast-
fel incat dQY = 0, unde ' este 2-forma fundamentald pe N si dim N —
rank ¢ = mn. Fie f : M — N o aplicatie netedd cu proprietatea fyp =
+¢' f.. Atunci f este o aplicatie armonicd.
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Demonstratie. Si aici este suficient sa studiem cazul fip = ¢’ f,.
Vom folosi aceleasi notatii ca in demonstratia anterioara.
Pentru o varietate metrica de contact avem formula lui Olszak

(Vex @)oY + (Vxp)Y =29(X,Y)E —n(Y)(X + hX +n(X)E),

pentru orice X,Y € x(M), unde h = %Lg(p, si L noteaza derivata Lie.
Atunci, pentru X € I'(D), obtinem

VxX + VexpX = p[pX, X].
La fel ca In Teorema 5.1.3 se obtine
(Vi)' X' =0, (Vix¢)X =0.

pentru orice X' € I'(D’). Din Propozitia 4.1.2 avem V', . f.£ = 0.
Prin urmare, pentru o p-baza, {ei, ..., em, Y€1, ..., pem, &}, in M, rezulta
usor ca

[a(es, €i) + apei, pei)] + a(€,§) = 0.

\]
=
I

5.2 Aplicatii armonice intre o varietate aproape de
contact si fibratul sau tangent

In aceasti sectiune obtinem exemple legate de Teorema 5.1.3 si de Teorema
5.1.4.

Fie (M, p,&,m,g) o varietate metrica aproape de contact de dimensiune
(2n+1), si fie T M fibratul sau tangent. Pe T'M consideram aceeasi structura
de ¢®-varietate metrica reperati,

(0%, €Y,¢% 0% ", @),

ca In Capitolul 3, unde am folosit lifturile verticale si complete ale campului
vectorial £, ale 1-formei 7 i lifturile complete ale campurilor tensoriale ¢ si
g.
Din Teorema 5.1.3 si Teorema 5.1.4, se obtine

Teorema 5.2.1 Fie (M,p,&,n,9) o varietate metricda aproape de contact
normala, 2m+1-dimensionala, cu (dn), # 0, pentru orice x € M, si dw = 0,
unde w este 2-forma fundamentald pe M, sau o varietate metrica de contact,
si fie (TM, %, €V ,69 n% 0V, G) fibratul sdu tangent dotat cu ©© -structura
consideratd mai sus. Fie f: M — TM o aplicatie neteda astfel incat f.p =
+C f,. Atunci f este o aplicatie armonicd.

La fel ca In demonstratia Teoremei 5.1.3, obtinem
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Lema 5.2.2 Fie (M, ,&,ni,9) si (N,¢',&.,n},9") douda ¢ si, respectiv ¢'-
varietdti reperate normale, cu d2 = 0 si dQ = 0, unde Q este 2-forma
fundamentald pe M si Q) este 2-forma fundamentald pe N. Fie f : M — N

o aplicatie netedd astfel incdt fop = *¢'fi. Atunci
(X, X) + a(pX, pX) =0,

pentru orice X € I'(D).

Folosind Lema 5.2.2 obtinem usor,

Propozitia 5.2.3 Fie varietatile (M, ,&,ni,9) si (N,¢',&,nl,¢") ca mai
sus, si fie f + M — N o aplicatie netedd, astfel incat fop = *¢'fi si
f& = Z?Zl aij%, unde a;; € R sunt constante reale. Atunci f este o

aplicatie armonica.

Propozitia 5.2.4 Fie (M, p,£,n,9) o varietate metrica aproape de contact
normald, cu 2-forma fundamentalda, w satisfacind dw = 0, si fie (T M, o,
eV, ¢ nC Y, G) fibratul sau tangent, dotat cu ©C -structura metricd in-
dusa. Fie w : TM — M proiectia canonica. Atunci w este o aplicatie
armonicd.

Demonstratie. Deoarece pentru X € x(M) avem (1, XC)f = XC(for) =
XCV = (Xf)V = Xf,si (mXV)f = XVfV =0, (vezi[46]), se obtine
. X% =X, si m. XV = 0. Urmeazi ci 1,0 = ¢ 7y, si m&¥ =0, m.L¢ = €.
Atunci, din Propozitia 5.2.3, rezultd ca 7 este armonica.

Propozitia 5.2.5 Fie (M,p,&,1,9) si (N,¢',&,1',¢") doud varietati met-
rice aproape de contact, si fie (TM, € &V, ¢¢ n¢ 0V, G) si (TN, ¢V,
£C gV, G') fibratele lor tangente cu structurile induse. Fie f : M — N
o aplicatie neteda. Vom nota cu F' = f, : TM — TN aplicatia tangenta
indusd de f. Atunci fop = +¢'f. dacd si numai dacd Fyo©® = +¢ CF,.
Mai mult, cu aceste ipoteze, f.& = a&' dacd si numai dacd F.6V = a€V si
F,6¢ = at®, unde a € R este o constantd.

Demonstratie. Vom studia cazul f,p = ¢/ fy, Foo® = ¢ °F,.

Mai intai presupunem ci Foo® = ¢ ©F,. Atunci F,p¢ XV = o CF, XV,
pentru orice X € x(M). De aici rezultd ca (fipX)V = (¢'f.X)V, si deci
[« X = ¢ f. X, pentru orice X € x(M).

Reciproc, daca fipX = ¢’ f. X, pentru orice X € x (M), atunci

FpXV = F(oX)Y = (fopX) = (¢ £:.X)V = ¢ EXY,

FupXY = Fu(X)° = (fo0X) = (¢ £.X)7 = “F.X°.

Astfel am obtinut F,o® = ©'CF,.
Ultima parte a propozitiei rezulta imediat prin calcul direct.
Din rezultatele anterioare gi din Teoremele 5.1.3 si 5.1.4 se obtine
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Propozitia 5.2.6 Fie (M, p,£,n,9) o varietate metrica aproape de contact
normala, cu (dn); # 0, pentru orice x € M, si dw = 0, unde w este 2-forma
sa fundamentald, sau o varietate metrica de contact, si fie (N,¢',& 1, ¢")
o0 varietate metricd aproape de contact normald, cu 2-forma fundamentald,
W', satisfacand dw' = 0. Fie (TM, % &V, ¢, 0% 0V, G) si (TN,p ¢ €V,
£ gV, G') fibratele tangente cu structurile induse. Fie f : M — N o
aplicatie neteda st ' = f, : TM — TN aplicatia tangenta indusa de f. Daca
fep = £ fo, atunci F este o aplicatie armonicd, si dacd F,p® = :l:golCF*
atunci f este o aplicatie armonicad.

5.3 Aplicatii armonice pe varietati de contact com-
plexe

Vom aminti mai intai unele notiuni legate de varietatile de contact complexe,
asa cum sunt prezentate in [2].

O varietate de contact complexa este o varietate complexa de dimeniune
complexa impara, 2n+1, pentru care exista o acoperire deschisa, {O,}, cu
domenii de harti locale astfel incat:

1. Pe fiecare {O,} exista o 1-forma olomorfa, 6,, astfel incat

O A (dBo)™ # 0;

2. Pe O, N O # @ exista o functie olomorfa nenula f,5 astfel incat
0o = fap0p-

O varietate de contact complexa pe care exista o 1-forma complexa global
definita se numeste varietate de contact strict complexa.

Pe de alta parte, daca M este o varietate complexa cu structura aproape
complexa J, metrica hermitiana g, si acoperirea deschisa {O,}, cu domenii
de harti locale, M se numeste varietate metrica aproape de contact complexa
daca

1. Pe fiecare {O,} exista 1-formele u, §i vo = uy © J cu campurile
vectoriale duale U, si V,, = —JU,, si campurile tensoriale de tip (1,1), G,
si Hy, = G, J astfel incat

G%2 =H?> = T+ uy® Uy + 4 @ Va,
GoJ = —JGo, GoUy =0, g(X,G.Y)=—g(G,X,Y),
2. Pe O, N0 # @,
uUg = g — bva, vg = bug + ava,
Gg=aGy — bH,, vg=0bGs+aHl,,

unde a si b sunt functii astfel incat a? + b = 1.
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S-a demonstrat ca o varietate de contact complexa admite o structura
metrica aproape de contact complexa pentru care 1-forma locala de contact,
0, este u — v, si campurile tensoriale locale G si H sunt legate de du si dv
prin
du(X,Y) = g(X,GY)+(cAv)(X,Y), dv(X,Y)=g(X,HY)—(cAu)(X,Y),
unde o(X) = g(VxU, V). O varietate de contact complexa cu o structura
metrica aproape de contact satisfacand aceste conditii, varietate metrica de
contact complexa. Daca structura de contact complexa este stricta atunci

o=0.
Fie S si T doua campuri tensoriale definite prin

S(X,Y) = Na(X,Y)+2¢(X,GY)U —29(X, HY )V +2(v(Y)HX —v(X)HY)

+0(GY)HX — o(GX)HY + o(X)GHY — o(Y)GHX,
T(X,Y) = Nu(X,Y)=29(X, GY)U+2¢(X, HY)V+2(u(Y)GX —u(X)GY)
+o(HX)GY — o(HY)GX + 0(X)GHY — o(Y)GHX,

unde Ng si Np sunt campurile tensoriale Nijenhuis ale G si, respectiv H.
O structura de contact complexa se numeste normala daca

S(X,Y)=T(X,Y)=0, X,Y €H,

S(U’X) :T(MX) =0, X EX(M)7

unde H este subfibratul orizontal definit de subspatiile {X € TpO,, P €
M;60,(X) =0}

O varietate metrica de contact strict complexa normala se numeste va-
rietate Sasaki complexa.

Pentru o astfel de varietate avem

(65.3.1) g((VxQ@)Y,Z)=-20(X)g(HGY,Z) —u(Y)g(X, Z)—

—v(Y)g(JX,Z)+u(Z)g(X,Y) +v(Z)g(JX,Y),
(5.3.2) g((VxH)Y,Z)=—2u(X)g(HGY,Z) +u(Y)g(JX, Z)—

—v(Y)g(X, Z) + u(2)g9(X, JY) + v(Z)g(X,Y),

si
(5.3.3) g((VxJ)Y,Z) = =2u(X)g(HY,Z) 4+ 2v(X)g(GY, Z)

Folosind aceste rezultate obtinem urmatoarea
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Teorema 5.3.1 Fie (M,J,G,H,u,v,U,V,g) si (N,J ,G' H ' U,V
h) doua varietati Sasakiene complexe si fie f : M — N o aplicatie neteda
astfel incat foJ = £J'f. si f[{G = £G'f,. Atunci f este o aplicatie ar-
monicd.
Demonstratie. Este suficient sa consideram cazul f,J = J' f, si fiG = G’ f..
Fie {e;, Je;, Ge;, JGe;, U, V} o baza ortonormata reala in TM adaptata
structurii complexe de pe M, unde i = 1,...,m, si dimg M = 4m + 2, si fie
'H subfibratul orizontal al TM. Notam cu V si V' conexiunile Levi-Civita
pe M si pe N, respectiv. Avem VyU = ViV = 0.
Pentru X € H avem, g((VxJ)JX,Z) = 0, pentru orice Z € x(M).
Atunci (VxJ)JX =0si (VyjxJ)X =0. Se obtine

VxX+VxJX =JJX, X].

Relatii similare au loc in N.
Cum f,G = G’ f, se obtine usor ca, daca X € H atunci f,X € H', unde
H' este subfibratul orizontal al TN. Deoarece f.J = J'f, avem

m

Z[a(ei, ei) + a(Je;, Je;) + a(Ge;, Ge;) + a(JGe;, JGe;)] = 0.
i=1
Pe N avem (V' ;J))J' .U = 051 (V) J)J f.V = 0. Inseamni ci
ol = =J' ’f*UJ’f*U si Vv iV = —J’V}*Vj’f*V. Din a doua

ecuatie, tinand cont ca V = —JU, si f.J = J'fs, se obtine V}*Vf*V =
N U st atunci

b U+ Vi iV =TT fU fUl = J£]U, V] =0,

deoarece VyV = —JVyU =035 VyU = JVyV = 0.
Astfel

m

T(f) = lalei &) + a(Je;, Jei) + o(Gei, Ge;) + a(JGe;, JGe;) |+
=1

+a(U,U) +a(V,V) =0.
Deci f este o aplicatie armonica.
Observatia 5.3.2 Daca f.J = +J'f, si f.G = +G' f, atunci foH = +H'f,.

In final vom prezenta un exemplu pentru aceasta teorema.
Fie Hc grupul Heisenberg complex, adica subgrupul inchis al GL(3,C),
cu elementele de forma

1 20 23
0 1 Z1
0 0 1
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unde 21, 22, 23 € C. Evident Hc ~ C3.

Daca notam prin Lp translatia la stanga prin B, Lidz1 = dz1, Lzdze =
dzo, L;(dz3 — z2dz1) = dz3 — zadz;. Campurile vectoriale 8%1 + 228%3, 8%2,

8%3 sunt duale 1-formelor dzy, dzo, dzs — z2dz; §i sunt stdng invariante.
Mai mult, in raport cu coordonatele (z1, 22, 23, Z1, Z2, Z3) metrica hermitiana

(vezi[25])

0 0 0 1+|z2 0 —z
0 0 0 0 10
_1 0 0 0 —Z9 0 1
I8 1+ |22 0 -2 0 0 0
0 1 0 0 0 0
—z 0 1 0 0 0

este stang invarianta pe Hc, dar nu este metrica Kahler. 1-forma 6 = %(dz;), —
zodz1) defineste o structura de contact complexa pe Hc. Deci tensorii de
structura pot fi definiti global. Fie J structura aproape complexa standard
pe C3, definita prin J a(?m = 6%' siJ 8%1, = _B%i' Deoarece 0 este olomorfa,

fie 0 = u —iv, v = uwo J. Deasemeni consideram 48%3 = U +1V; atunci
u(X) = g(U, X) si v(X) = g(V, X). In coordonate locale complexe, G si H
sunt date de (vezi[25])

0O 00 0 1 0 0 0 00 —i 0
0 0 0 -1 0 0 0 0 04i 0 0
0 0 0 0 22 0 0 0 0 0 —iz2 0
=19 100 oo™ =l 0o i 00 0o o
~1.0 0 0 0 0 —i 0 00 0 0
0 220 0 0 0 0 22 00 0 0

Se obtine ca H¢ dotat cu aceasta structurd este o varietate Sasaki com-
plexa.
Fie f : Hc — Hc, astfel incat f este definita prin

wh = wk (2, 22,23, 21,22, 23), wh = wh(z!, 2%, 23,21, 22,28), k=1,2,3,

in coordonate locale complexe.
Printr-un calcul direct obtinem c& f,J = J'fi si fxG = G'f, daci si
numai daca

= a(2?) 4+ c2! +d',

w
w? = B(zY) + e + d?,
w

3= (%) +c2® + d?,

astfel incat
95 _ Oz Oy _ ,0a

021 T 92 922 “ 922
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unde a', a?, a3, c sunt constante complexe, iar o, 3, sunt aplicatii olomorfe
definite pe multimea C cu valori in aceeasi multime. Din aceste conditii se
obtin urmatoarele componente pentru f

— 1
wh = k2?2 + ezt +ab, w?= -k 4622 4+d? wd = §]€(Z2)2 + ¢z 4 ad,

unde a', a?, a3, ¢, k sunt constante complexe.
Din Teorema 5.3.1 rezulta ca o astfel de aplicatie este armonica.



Capitolul 6

Varietati hiper-reperate si
armonicitate

Introducere

In acest capitol definim notiunea de varietate hiper-reperata si prezentam
rezultate legate de existenta metricilor asociate pe astfel de varietati si de
normalitatea lor. Studiem in special hiper C-varietatile. In final gasim o
conditie ca o aplicatie intre doua varietati hiper-reperate sa fie armonica si
dam doua exemple de structuri hiper-reperate pe fibratul tangent al unei
varietati dotate cu o 3-structura aproape de contact. Rezultatele se gasesc
in lucrarile ” Harmonic maps between framed ¢p-manifolds” si ” Some
properties of the hyper-framed manifolds” aparuta in Analele USAMV
Iagi, Tom XLVII, Vol.2(2004), Proceedings of the Annual Symposium of
Mathematics Applied in Biology and Biophysics, May 28-29, 2004, 151-163.

6.1 Varietati hiper-reperate. Generalitati

Daca pe o varietate 2n+1-dimensionala, M, sunt definite trei structuri aproa-
pe de contact, (@;,&,m), i = 1,2, 3, satisfacand urmatoarele conditii pentru
orice permutare para (i,7,k) a (1,2,3),

Ok = Qip; — N @& = —@ip; + 1 @&,

&= i&j = —pj&, Mk =mn;0Q; = —Nn;0p;,

atunci spunem ca varietatea are o 3-structura aproape de contact. S-a
demonstrat ca exista o metrica (semi)-riemanniana, g, asociata tuturor celor
trei structuri. Spunem ca (p;, &, 7, 9), i = 1,2, 3, este o 3-structura metrica
aproape de contact, (vezi[28], [43]).

63
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Fie M o varietate diferentiabila. Daca M admite trei ;-structuri reper-
ate, (¢i,&.,m.), astfel incat dim M — rank ¢; = n, pentru orice i =
1,2, 3, satisfacand urmatoarele conditii, pentru orice permutare para (i, j, k)
a (1,2,3),

n n
Pk = PiP; —277&@952 = _SOjSOi“‘ZUZ@f}Zm

a=1 a=1

k . . f . ,
o = ©ike = —%j€ar N =10 ©Pj = —M5 ° Pi,
atunci numim o astfel de varietate, varietate hiper-reperata.

Observatia 6.1.1 Evident, o varietate 3-aproape de contact este o varietate
hiper-reperata.

n

Observatia 6.1.2 Distributiile D; pe M, ortogonale pe span{&! n_i, re-
spectiv, pentru i = 1,2, 3, nu coincid. De exemplu & ¢ span{€2}"_,, pentru
orice b=1,...,n.

Printr-un calcul direct obtinem
Propozitia 6.1.3 Daca pe varietatea diferentiabila M sunt definite doud @1
§i po-structuri reperate, astfel incat dim M — rank p; = n, pentru i =1,2,
satisfacand
n n
Proa— Y M @& =—pao1+ Y M ®E,
a=1 a=1
P16 = —p2ba, g o2 =—nrop1, (&) =1a(&) =0,

pentru orice a,b = 1,...,n, atunci exista o a treia @s3-structurd reperata pe
M, definita prin

n
3 = P1p2 — 2772 ® & & =p1&l, Mo =100,

a=1

pentru orice a = 1,...,n, astfel incat M dotatd cu cele trei structuri devine
o varietate hiper-reperata.

Observatia 6.1.4 Pentru o varietate hiper-reperatd, M, se pot defini trei
structuri aproape complexe, Ji,Ja,J3, pe M x R™, ca in Capitolul 2. Se
verifica ugor ca Jy = J;J; = —J;J;. Astfel M x R" capata o structura hiper-
complexa si dimensiunea sa va fi multiplu de 4. In concluzie, dimensiunea
unei varietati hiper-reperate este de forma 4m + 3n.

In acelagi mod ca pentru 3-structurile aproape de contact, obtinem

Propozitia 6.1.5 Pentru o varietate hiper-reperatd nu se poate defini o @4-
structurd reperatd care sa satisfacd conditiile de anti-comutativitate cu cele-
lalte trei structuri.
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Demonstratie. Sa presupunem ca exista o @y-structura satisfacand conditii-
le de anti-commutativitate. Fie Jy structura aproape complexa indusa pe
M x R™. Atunci se obtine J4J; = —J;J4, i = 1,2, 3. Pe de alta parte

J3Jy = JiJody = =J1Jude = JyJ1J2 = JuJ3.

Deci J3Jy = JyJ3, ceea ce constituie o contradictie.

Propozitia 6.1.6 Pentru o varietate hiper-reperata, (M, v;, &L, n%), existd o
metrica (semi-)riemanniand asociatd tuturor celor trei @;-structuri reperate.

Demonstratie. Daca dim M — rank ¢; = n, pentru ¢ = 1,2, 3, consideram
campul tensorial, ¢, pe M, de tip (1,1), definit prin

n
p=—pa+ Y MhRE—m @)

a=1

Se obtine usor ci (p, &L, €263, nk 12, 13) este o p-structura reperatd pe M.
Astfel, exista o metrica (semi)-riemanniana, g, asociata acestei structuri. Se

verifica, prin calcul direct, ca g este asociata celor trei structuri initiale pe
M.

Definitia 6.1.1 Daca g este o metrica (semi-)riemanniana asociata celor
trei @;-structuri, pe varietatea hiper-reperata, (M, p;, &L, nL,), spunem ca
(M, p;, &L, 1, g) este o varietate metrica hiper-reperata.

Definitia 6.1.2 Fie (M, p;,&,n¢,9), i = 1,2,3, o varietate metrica hiper-
reperatd, astfel incat (M, ;, &L, i, g) este o C-varietate, pentru toti i =
1,2,3. Atunci (M, ¢;, &L, 0, g) este o hiper C-varietate.

Propozitia 6.1.7 Fie (M, ¢;, €L nb), i = 1,2,3, o varietate metrica hiper-
reperata. Dacd doud din @;-structurile reperate sunt mormale atunci $i a
treia este normald.

Demonstratie. Daca p;-structurile reperate, ¢ = 1,2, sunt normale, atunci,
prin definitie, la fel sunt si structurile aproape complexe, .J1, Jo pe M x R™,
definite in Capitolul 2, unde dim M — rank pi =n, i =1,2,3. Urmeaza ca
a treia structura aproape complexa, J3, pe M x R™, este normala, si astfel
(p3-structura reperata pe M este normala.

In [27] este demonstrat urmatorul rezultat

Lema 6.1.8 Fie M*™ o varietate diferentiabild care admite trei structuri
aproape complexe, J;, i = 1,2,3, satisfacand J, = J;J; = —J;J;, si o met-
ricd g asociatd tuturor structurilor, si fie Q;, ¢ = 1,2,3, 2-formele core-
spunzatoare. Daca d€); = 2w A€, 1 =1,2,3, unde w este o 1-forma, atunci
fiecare structura J; este integrabila.

Folosind aceasta lema obtinem
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Propozitia 6.1.9 Fie (M, p;,&,n,9), i = 1,2,3, a = 1,...,n, o varietate
metricd hiper-reperatd, astfel incat dn’ = 0 si dw; = 0, pentru orice i =
1,2,3, a = 1,...,n, unde w; sunt 2-formele fundamentale corespunzatoare.
Atunci (M, @;,€L.n%, g) este o hiper C-varietate.

Demonstratie. Fie J;, ¢ = 1,2,3, structurile aproape complexe induse pe
M x R™ definite prin

n n n
0 ~ , 0
(XD faze ) = (X = 2 ful Y052 ).
a=1 a=1 a=1
unde X este un cAmp vectorial tangent la M, {t!,...,#"} sunt coordonatele

pe R™ si {f1,..., fn} sunt functii pe M x R, si dim M — rank ¢; = n,
i = 1,2,3. Mai consideram pe M x R"™, metrica riemanniana, (G, definita

prin
n
G=g+ ) dtdt.
a=1
Urmeaza ca Ji = J;J; = —J;J; si, dupa un calcul direct,

n
Q=w; + Z(dt“ AL,
a=1
unde §2; sunt 2-formele fundamentale pe varietatea aproape hipercomplexa
(M x R™, J;,G). Din ipoteza avem df2; = 0, pentru orice ¢ = 1,2,3. Prin
urmare J; sunt integrabile oricare ar fi 1 = 1,2, 3, si la fel sunt @;-structurile
reperate pe M, adica (M, ¢;, 5,1t g) este o hiper C-varietate.

Propozitia 6.1.10 Fie (M, ¢, 0t 9), i = 1,2,3, a=1,...,n, n =2, 0
varietate metricd hiper-reperatd. Dacd existd ag € {1,...,n} si 9 € {1,2,3},
astfel incat dng% # 0 sau dw;, # 0, atunci nu exista o 1-forma w pe M x R™
astfel tncat dQ; = w A Q;, 1 = 1,2,3, unde am folosit aceleasi notatii ca in
demonstratia propozitiei precedente.

Demonstratie. Presupunem ca exista ag € {1,...,n} si ig € {1,2,3}, astfel
incat dng% # 0 gi 0 1-forma w pe M x R™ astfel incat d€); = wAQ;, i =1,2,3.
Atunci, din Lema 6.1.8, urmeaza ca @;-structurile reperate, ¢ = 1,2,3, pe
M, sunt normale. Dupa un calcul in coordonate locale obtinem ca w este o
1-forma pe M si
(6.1.1) { WA, = dn(lm

wAw; = dw;,
pentru orice a = 1,...,n gi ¢ = 1,2,3. Deoarece y;-structurile reperate sunt
normale, avem, in particular, ca dnfﬁo (X, {éo) = 0, pentru orice b =1, ...,n si
X € x(M). Urmeaza ca w(X) = 0, pentru orice caAmp vectorial tangent, X,
pe M, care nu se gaseste in span{{é%}. Prin urmare w = )\773%, unde X este
o functie pe M.
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In continuare, daci existi a; # ag astfel incat dnzol # 0, urmeaza, la fel
ca mai sus, cd w = (1., unde [ este o functie pe M. Deci w = 0, ceea ce
contrazice prima ecuatie 6.1.1. Daca dnzo = 0, pentru orice b # ag, obtinem,
din 6.1.1, ca w /\7720 =0. In (520, i) avem w(£0) =0, si atunci w = 0, ceea
ce, din nou, contrazice 6.1.1.

In final, s& presupunem ca dn’ = 0, pentru orice a = 1,....,n, i = 1,2, 3,
si ca exista o 1-forma w pe M astfel incat d2; = w A Q;, ¢ = 1,2,3. Din
(6.1.1) urmeaza ci w A 1t = 0, pentru orice a = 1,...,n, i = 1,2,3. Deci
w =0, si, din a doua ecuatie (6.1.1) obtinem ca dw; =0, i = 1,2, 3.
Observatia 6.1.11 Pentru a studia normalitatea varietatilor hiper-reperate

se poate folosi un rezultat de tip Kashiwada doar in cazul considerat in
Propozitia 6.1.9.

Lema 6.1.12 Pentru o p-varietate reperata (M, ¢, q,Ma,9), unde ¢ este
paralel, avem

(6.1.2) g(R(X,Y)Z,oW)+ g(R(X,Y)pZ, W) =0,

unde R este tensorul de curburd al conexiunii Levi-Civita, V, pe M.

Demonstratie. Din identitatile Ricci obtinem
(VxVyQ - VyVxQ—Vixy|Q)(Z,W)=—g(R(X,Y)Z, oW)—
_g(R(Xa Y)szv W)a

unde () este 2-forma fundamentald pe M.

Cum Vg = 0 g1 Vo = 0 obtinem VQ = 0. In consecinta rezultatul se
obtine din ecuatia de mai sus.

Utilizand acest rezultat obtinem

Propozitia 6.1.13 Tensorul Ricci al unei hiper C-varietafi se anuleazd.

Demonstratie. Fie (M, p;, €L 0, g), i = 1,2,3, o hiper C-varietate. Pentru
o baza ortonormata {e4}, in TM, se obtine, din lema precedenta, sumand
dupa A,
> 9(R(ea,Y)Z, piea) + p(Y, i Z) = 0,
A
pentru orice p;-structura metrica reperata pe M, unde p este tensorul Ricci

pe M. Folosim in continuare lema precedenta pentru prima C-structura, si
luam Z =es §i W = pgeq. Avem

g(R(X,Y )ea, prpaea) + g(R(X,Y)prea, p2ea) = 0.

In primul termen inlocuim @1poeq cu pzea+> 0, n2(ea)&l. Pentru a suma
dupi A, in al doilea termen presupunem ca {&} »_, face parte din baza si
inlocuim baza {ea} cu {¢1ea,£1, ..., €L}, Rezultatul sumirii este

2> g(R(ea,Y)Z, p3ea) = 0.
A
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Folosind primul rezultat, pentru a treia C-structura, se obtine ca p(X, p3Y’)
= 0, pentru orice X,Y € x(M).

Deoarece Vs = 0 si dng’ = 0, pentru orice b = 1,...,n, avem V&2 = 0,
pentru orice @ = 1,...,n. Urmeaza ca p(X,&3) =0, X € x(M),a=1,...,n
Astfel p(X,Y) = 0, pentru orice X, Y € x(M).

6.2 Varietati hiper-reperate si armonicitate

Propozitia 6.2.1 Fie (M, p;, & nt) si (N, 1%(2,92), i =1,2,3, doud va-
rietati hiper-reperate, astfel incat p;,;-structurile reperate pe M si, respec-
tiv, pe N, sunt normale, pentru i = 1,2,3. Fie f : M — N o aplicatie
netedd cu proprietatea f.p; = +ife, pentru i = 1,2. Atunci f.£. =
Sy carCl, pentru i = 1,2 sia = 1,...,m, unde cqr € R sunt constante,
dim M — rank p; =m si dim N — rank ¢' =n. Mai mult f.p3 = £13f,.

Demonstratie. Este suficient sa studiem cazul f.p; = ¥;fe, i =1,2.
Se obtine

(62 1 f*éa anrCrﬂ

(622) f.&2 = ZcZTcZ,

pentru orice a = 1,...,m, unde c.,, 2, : M — R sunt functii pe M.
Aplicand ¢y in ecua’gla (6.2.1) si ¥ in ecuatia (6.2.2), folosind f.p; =
i fe S proprietétﬂe varietatilor hiper-reperate, avem

(62 3 f*fa anrCr?

(624) f*£2 = Z CZTCEa
r=1

1

pentru orice @ = 1,...,m. De aici rezulta ca c.. = c2

~r = Car, Dentru orice

a=1,...m;r=1,...,n
Definim 1-formele f*0%, r = 1,...,n, pe M, prin f*0i(X) = 0.(f.X),
i=1,2, X € x(M). Se obtine cu ugurinta

m
(6.25)  fub} = carma,
a=1

m

(6.2.6) £ = carnz,

a=1
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pentru orice r = 1, ...,n. Diferentiind, obtinem

(6.2.7)  fudf} = [dear A+ cardn],
a=1

(6.2.8)  fudf2 = "[dear A + cardny],
a=1

pentru orice r =1, ..., n.
Pentru r = 1 ecuatia (6.2.7) devine

m

fud6] = [dear Al + cardny).

a=1

In (X,&)), cu X € (M), deoarece M si N sunt normale, avem

m
den = Z Lgcalml”

a=1

unde L noteazd derivata Lie. In Sg se obtine, din proprietatile varietatilor
hiper-reperate
Lég C11 = 0,

pentru orice b =1,...,m.
In acelagi fel se arata ca Lfgcar =0,cua,b=1,...msgir=1,...,n.
Pentru r = 1 ecuatia (6.2.8) devine

m

fdbF = Z[dcal A N2+ cardn?).

a=1

In (X,&)), X € x(M), deoarece M si N sunt normale, se obtine

m
deyy = Z ngcalﬁi

a=1

Folosind rezultatele de mai sus rezultd cd dec;; = 0. Astfel ¢11 este o con-
stantd. In acelagi fel se arata ca cq- sunt constante pentru orice a = 1,...,m
sir=1,..,n.

Ultima parte se obtine ugor, prin calcul direct, folosind rezultatele ante-
rioare.

Asa cum am vazut In paragraful anterior, pe o varietate hiper-reperata,
(M, @i, € ni), astfel incat dim M — rank ¢; = n, pentru orice i = 1,2,3,
putem considera campul tensorial, ¢, de tip (1,1), definit prin

n
p=—p2t ) @&~ @E).

a=1
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Atunci (¢, &L €263 nl n2 n3) este o p-structura reperatd pe M. Daci acea-
sta structura este normald avem dnl(X,Y) = n.([pX,¢Y]), i = 1,2,3;a =
1,...,n. La fel ca in propozitia anterioara, obtinem

Propozitia 6.2.2 Fie (M, p;, & nt) si (N, ¢i,CZ,92), i =1,2,3, doud va-
rietati hiper-reperate, si fie (0,&5.63, €0 MM Ma)s (¥, Cas Car 63 00 02, 03),
p st respectiv P-structurile reperate induse. Daca aceste structuri sunt nor-
male si f: M — N este o aplicatie netedd astfel incat fop; = £10; f«, pentru
i = 1,2, atunci f.£, = 3" jcuCl, i = 1,2, a = 1,..,m, unde ¢, € R
sunt constante, dim M — rank p; = m si dim N — rank ¢; = n. Mai mult
feps = Y3 fi, 50 fup = TP f.
Din Propozitia 6.2.1 si Propozitia 5.2.3 avem

Teorema 6.2.3 Fie M si N doud varietdti ca in Propozitia 6.2.1, si fie g
si b, i=1,2,3, doud metrici (semi)-riemanniene pe M si, respectiv, pe N,
asoctate @i, respectiv, V;-structurilor reperate pe cele doud varietati. Dacd
2-formele fundamentale corespunzitoare au proprietitile dw® = 0 si dS2 = 0,
pentru un ¢ = 1,2,3, si f : M — N este o aplicatie netedd astfel incat
frpi = Ui fi, pentru i = 1,2 atunci f este armonicad.

Folosind Propozitia 6.2.2 se obtine

Teorema 6.2.4 Fie M si N doud varietati ca in Propozifia 6.2.2, si fie g si
h doud metrici (semi)-riemanniene asociate pe (M, p, &L €2 €3 0k n2), nd)
si, respectiv, (N, L ¢2,¢3,01,602,03). Dacd dw = 0 si dQ = 0, unde w
si Q0 sunt 2-formele corespunzatoare lui g si, respectiv, h. Fie f : M — N
o aplicatie netedd cu proprietatea fop; = T fo, 1 = 1,2. Atunci f este o

aplicatie armonicd.

6.3 Fibratul tangent al unei varietati 3-aproape de
contact

Fie (M, ¢, &,mi,9), i = 1,2,3, o varietate 3-aproape de contact si fie TM
fibratul sau tangent. Pentru fiecare structura aproape de contact, ¢;, pe
M consideram goic—structura reperata indusa pe TM. Atunci se verifica
usor ca (T'M, golc, fic, & Y, 77?, (), este o varietate metrica hiper-reperata,
(vezi Capitolul 3). Daca (M, ¢;,&;,ni,g) este o varietate cosimplectica, i =
1,2,3, rezultd ca dn) = 0, dnf = 0 si d; = 0, pentru orice i = 1,2,3.
Aceasta inseamna ca, in acest caz, (T'M, gpic, QC, §iv, 772/, 77?, @), este o hiper
C-varietate.

In continuare considerim p-structura reperata pe M, (, &1, 2,83, M, 12,
n3), obtinutd ca in precedentul paragraf. Atunci ¢¢ coincide cu campul
tensorial din structura hiper-reperata pe T'M, obtinuta cu ajutorul celor
trei gpl-c—structuri reperate pe fibratul tangent.
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Deoarece g este o metrica asociata fiecarei structuri aproape de contact
pe M, se verifica imediat ca g este asociata si ¢-structurii reperate pe M.
Se verifica, deasemeni, usor ca G, definita prin

3

G=g%+> [0 —nf)em —nf),

i=1

este o metrici semi-riemannian asociata ¢C-structurii pe TM. Dacs w si
sunt 2-formele fundamentale corespunzatoare lui g si, respectiv, G, se obtine
dQ) = (dw)®. Atunci, daci dw = 0 urmeazi ca dQ = 0.

Observatia 6.3.1 Printr-un calcul direct se obtine w = —ws + m1 A n3, §i
atunci dw = 0 daca si numai daca dws = d(n1 A n3).

Deoarece m(pz»c = ;Tx, pentru orice ¢+ = 1,2,3, unde 7w : TM — M este
proiectia canonica, avem

Propozitia 6.3.2 Fie M gi TM ca mai sus, §i in plus presupunem cd -
structura reperata pe M este normala si dws = d(nm1 A n3). Atunci proiectia
canonica 7 : TM — M este o aplicatie armonicad.

Un alt exemplu de varietate metrica hiper-reperata se obtine folosind lif-
turile verticale si orizontale ale campurilor tensoriale de la varietatea diferen-
tiabila M la fibratul sau tangent.

Pentru a introduce notiunea de lift orizontal se defineste, mai intai, pen-
tru un camp tensorial oarecare, S, pe M, diferit de o functie, dat, in coor-
donate locale, prin
in 9O

S = Sji:

d
lk.‘.j@@) ®— @dr' @dz* ® ... ® da,

ah

campul tensorial, 7.5, in 71 (U), prin

vS = (y Slk ])881 ® .. ®%®d1‘ ®...®dxt,
in raport cu coordonatele induse, (xh,yh), U fiind un domeniu de harta
locala pe M. Daca S este o functie, se definegte 45 ca fiind zero.

In continuare, presupunem ci avem conexiunea afind, V, pe M. Liftul
orizontal al unei functii, f, de la M la TM, se defineste prin f7 = f¢ —
¥(Vf). Din definitia liftului complet al unei functii rezulta ca f7 = 0.
Fie X € x(M) un camp vectorial pe M. Liftul orizontal, X, al lui X se
defineste prin X7 = X¢ — 4(VX). Daci X = X* 8‘2“
si V are componentele '

Ji» atunci

0 0
H h _ 1hyt
X —X—axh FXah’
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in raport cu coordonatele induse pe T'M, unde F? =y I‘;’z
Fie w o 1-forma pe M. Liftul sdu orizontal, w', este definit de wf =
w® — 4(Vw). Daci w are componentele locale w;, atunci

Wl = I‘?whdmi + widy',

in raport cu coordonatele induse pe TM. Liftul orizontal al unui camp
tensorial pe M se defineste folosind conditiile

P+ =P+Q", (P =P cQ"+P Q"

unde P, @ sunt campuri tensoriale pe M, (vezi[46]).

Fie (M, p,&,n) o varietate aproape de contact (2n + 1)-dimensionala si
fie TM fibratul sau tangent.

Se verificd usor ca

(@M =—T+n" e +n" @ n o™ =0,7" 0" =0,

ple" = 0,01 = 0,7V (6") = 0,91(¢") = 0.9V (") = 1,n"(€") = 1.
Astfel (TM,pH &V e nH V) este o pH-varietate reperata, (4n 4+ 2)-
dimensionala.

Daca g este o metrica riemanniana pe M, definim, ca in [35], o metrica
riemanniana, G, pe T M, astfel incat,

G yh=qxV,YV)=yX,Y), GXTYV)=o,

pentru orice X,Y € x(M). Se arata usor ca G este o metrica asociata pe
(TMa QDHaé.V?gananv)' Atunci se Obtine Céa daca (M7 90i7§i>77i’g)7 i =
1,2,3, este o varietate metrica 3-aproape de contact, atunci (7'M, <le ,fiH ,

fly, nzV, 771-H, (), este o varietate hiper-reperata.

Observatia 6.3.3 In acest caz, dacd toate cele trei structuri definite pe M
sunt cosimplectice atunci T'M dotat cu structura definita mai sus nu este in
mod necesar o hiper C-varietate, cum se intampla in exemplul precedent.



Capitolul 7

Morfisme p-pseudo armonice

Introducere

In debutul acestui capitol gasim caracterizari pentru aplicatiile ¢-pseudo
orizontal slab conforme (¢-[PHWC]). Pentru o astfel de aplicatie, f : (M, g)
— (N,¢,&, n,h), intre o varietate riemanniand i una aproape de con-
tact, definim o -structura metrica reperata pe M. Folosind acesta struc-
tura demonstram proprietati ale aplicatiilor o-[PHWC] si ale morfismelor
p-pseudo armonice. Aceste rezultate le extindem in cazul, mai general,
cand codomeniul este o p-varietate reperata. In final obtinem o ¥-structurs
reperata pe fibratul tangent al unei varietati metrice aproape de contact si
aratam ca proiectia canonica este un morfism armonic. Rezultatele din acest
capitol se gasesc in lucrarea ” p-pseudo harmonic morphisms”, aparuta
in Analele Stiintifice ale Universitatii ”Al.I. Cuza” lagi, L, s.I.a, Matematica,
.2, 2004, 327-346.

7.1 Aplicatii p-pseudo orizontal slab conforme

Mai intai vom prezenta definitiile catorva tipuri de p-varietati reperate.

Fie M o p-varietate metrica reperatd, cu tensorii de structura (¢, &, n;)
si metrica riemanniana asociatd, g. Daca () este 2-forma fundamentala
corespunzatoare, atunci M se numeste varietate (1,2)-simplectica ( (1,2)-
D-simplectica) daca

dQAX,pX,Y)=0, X eI'(D),Y € x(M)(Y e '(D)),

si (1,2)-simplectica like ( (1,2)-D-simplectica like) daca

> dQ(e, e, Y) =0, Y € x(M)(Y € T(D)),
k=1

73
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unde {ey,...,en, €1, ..., 0, } este o p-bazd ortonormata in I'(D), D fiind
distributia pe M, ortogonala pe span{&;}.

In continuare, fie f : (M,g) — (N,h) o aplicatie netedd intre doui
varietiiti riemanniene si fie df : TM — TN aplicatia tangents indusal.
Adjuncta aplicatiei df,, * € M, este aplicatia liniara df; : Ty, yN — T, M
definita de

Pentru orice punct x € M, consideram spatiul vertical al lui f, V¢, =
ker df,; si spatiul orizontal al lui f, H s, = {ker df,}*. Deasemeni, consideram
Vg = kerdf si Hy-p = {ker df:}+. Atunci aplicatiile df;, : Hpp — Hpep s
dfy : Hp+y — Hy, sunt bijective.

Fie (N, p, &, ni, h) o p-varietate metrica reperata si fie TCN complexifi-
catul fibratului sau tangent, T'N. Atunci ¢ poate fi extins In mod unic la
un endomorfism liniar pe T¢ N, notat tot cu ¢, care satisface aceleasi pro-
prietati ca si campul tensorial initial. Valorile proprii ale lui ¢ sunt ¢, 0, —.
Consideram descompunerea uzuala

TN =T'N & T°N o T"N

a TYN in subfibratele proprii corespunzitoare valorilor proprii 4,0, —i ale
lui .

Fie f : (M,g9) — (N,¢,&,mi, h) o aplicatie neteda intre varietatea rie-
manniana M, si ¢-varietatea metrica reperata N. Putem defini aplicatia

(df odf*)y : chgx)N — Tﬁm)N, pentru orice x € M.

Definitia 7.1.1 Fie f : (M,g9) — (N,p,&,ni,h) o aplicatie neteda intre
varietatea riemanniand M, si p-varietatea metrica reperata N. Atunci f se
numeste aplicatie p-pseudo orizontal slab conforma (p-[PHWC]) daca

(7.1.1)  [df o df*,¢] = 0.

Observatia 7.1.1 Orice aplicatie orizontal slab conforma, f : (M,g) —
(N, ¢,&,m, h), intre varietatea riemanniand M, si p-varietatea metrica
reperata N, este o aplicatie ¢-[PHWC]. In particular, daca f este un morfism
armonic atunci f este o aplicatie p-[PHWC].

Avem

Lema 7.1.2 Fie f : (M,g) — (N,¢,&;,mi,h) o aplicatie netedda intre vari-
etatea riemanniand M, si p-varietatea metricd reperata N. Atunci f este o
aplicatie o-[PHWC| daca si numai dacd df o df* duce fibratul tangent olo-
morf, T'N, in el insusi, si T'N in el insusi.

!Desi in capitolele precedente am folosit notatia f., pentru aplicatia tangents induss, in
acest capitol vom nota aplicatia respectiva cu df, pentru ca altfel unele formule si expresii
s-ar complica nejustificat.
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Demonstratie. Consideram X € T'NaT'N. Atunci

pldf o df*)X = (df o df*)pX

daca si numai daca

o(df odf*) X =i(df odf*) X

pentru orice X € T "N, deoarece df o df* este o aplicatie liniara complexa.
Apoi, pentru orice &, avem p(df o df*)&; = 0 daca si numai daca (df o
df*)¢ € TON.

Lema 7.1.3 Fie f : (M,g9) — (N,p,&,mi,h) o aplicatie neteda intre va-
rietatea riemanniana M, si p-varietatea metrica reperata N. Pentru orice
x € M, consideram V, = df (T (I)N) si VU = df;(T})(m)N). Atunci f este
o aplicatie o-[PHWC| daca si numai daca Vg este izotrop i Vm, si VO sunt
ortogonale in raport cu g.

Demonstratie. Pentru X,Y € T}(x)N se obtine

92 (dfy (X), dfz(Y)) = hp@) (X, (df 0 df*)2(Y)) =0

daca si numai daca df o df* duce fibratul tangent olomorf T'N in el insusi,

sau (df odf*),(Y) € T})(x)N. Dar pentru Y € Tf( )V avem

9o (dfy (V) df 5 (i) = hpy (Y (df 0 df*)2 (i) =

= By (df 0 dF)a(Y), Expay) = O
daca si numai daca (df o df*).(&ip(a)) € T?(m)N U T}(I)N si (df o df*)a(Y) ¢
TN Dacd (df o df*)o(&is(@)) € Th(zyN se obtine

gl‘((df*)x(ng(x))v (df*)x(ézf(x))) = hf(x) (ng(m)v (df © df*)x(ng(a:))) =

In concluzie, (df*)a(&if(z)) = 0, si rezultatul se obtine din lema precedenta.

Observatia 7.1.4 Se observa ca, daca 7 : (N, ¢, &, mi,h) — (P, ¢, &, 1)
este o aplicatie (¢, ¢')-olomorfa intre doud ¢ (si, respectiv, ¢')-varietati me-
trice reperate, adicd dmw o ¢ = ¢’ o dmr, atunci dr* o ¢’ = ¢ o dr*.

Se obtine ugor

Propozitia 7.1.5 Fie f : (M,g) — (N,p,&,n:i, h) o aplicatie neteda intre
varietatea riemannianda M, si p-varietatea metrica reperaté N. Atunci
f este o aplicatie o-[PHWC] daca $i numai daca pentru orice aplicatie
(p, ¢')-olomorfd intre doud ¢ (si, respectiv, @' )-varietati metrice reperate,

W:(Nagpagi?nia ) ( QO gza’r/zv ) Wof:(Mvg)H(PﬂO,aéz{?ngvh,) este o
aplicatie ¢'-[PHWC.
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Definitia 7.1.2 O aplicatie o-[PHWC] armonica se numeste morfism o-
pseudo armonic.

In [9] autorul studiazi aplicatiile p-[PHWC] intre o varietate rieman-
niand si o @-varietate metrica reperata, f : (M,g) — (N,¢,h), care sa-
tisface conditia df (TM) c T'(DY), unde T(DV) = (ker ¢)*. In continuare
vom studia aplicatiile p-[PHWC], f : (M,g) — (N, v,&,ni, h), pentru care
4f(TM) ¢ T(DY),

Mai intai, consideram aplicatia o-[PHWC], f : (M,g) — (N,¢,&,n,h),
intre o varietate riemanniana si o varietate metrica aproape de contact. Este
ugor de vazut ca df (TM) c I'(DV) daca si numai daca §f() € Vyra, pentru
orice z € M. In continuare vom presupune ca &y (z) ¢ Vs, pentru x € M.

Se obtine

Lema 7.1.6 Pentru f ca mai sus, avem

(df o df*)us(z) = MT)Ep ()5

pentru orice x € M, unde A(x) = \2(x) > 0.

Demonstratie. Deoarece f este o aplicatie p-[PHWC], din Lema 7.1.2, in
orice ¥ € M, avem (df o df*).& () = AM(w)Ef(z)- Se obtine

0 < gu(df*Epay> Af*Epwy) = ha(Epays (df 0 df)alpa)) = A(2).

Astfel, putem defini cdmpul vectorial (; pe M prin

1 *
unde A(x) este definita in lema precedenta.
Definim un camp tensorial, v, de tip (1,1), pe M, prin

[ dffopo(dff)TlX , X €Hy
(7.1.3) (X) = { 0 X eV,
unde Hy = UpenHype st Vi = Uzem Viz-
Se observa ca, daca X € Hy \ span{(i} atunci ¥ X € Hy \ span{(}.
Definim 1-forma, 61, pe M, prin

(7.1.4)  01.(X,) = A(lm)nf(x)(dfm(Xx)),

pentru orice x € M, si X € x(M).
In final, fie {Cy, ..., ¢, } un camp ortnormal de repere pe V; si fie {6, ..., 6, }
1-formele definite prin

Hk(X) = g(Xv Ck)? X e X(M)a

pentru orice k = 2, ..., 7.
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Evident, obtinem
PPX ==X+ 0u(X)Chy Ok 0t =0, 0,(C) = O,
k=1

pentru orice k,l = 1,...,7 i X € x(M). Prin urmare
Propozitia 7.1.7 (M, ), (x, 0, g) este o PY-varietate metrica reperatda.

In continuare vom numi t-structura metrica reperata obtinuta mai sus, -
structura metrica reperatd pe M asociata (lui f).

Propozitia 7.1.8 Fie f : (M,9,(k,0k,9) — (N,p,&,n,h) o aplicatie ca
mai sus. Atunci f este o aplicatie (¢, @)-olomorfa.

Definitia 7.1.3 Fie (M, g) o varietate riemanniana. Fie V este o distribu-
tie pe M. Atunci V spunem ca este minimala daca

S
> Vi€V,
i=1

unde {v;}?_; este o baza locala ortonormata in V, dimV = s, si V este
conexiunea Levi-Civita pe M.

Folosind 1-structura metrica reperata asociata obtinem

Teorema 7.1.9 Fie f: (M,g9) — (N,p,&,n,h) o aplicatie p-[PHWC] intre
o varietate riemanniand si o varietate (1,2)-simplecticd, pentru care Vy =
kerdf este minimald, §ypy & Vo, pentru orice v € M, si dn()z,f) =0,
pentru orice Xe X(M). Daca 1 este paralel i 01 A df; # 0 atunci f este o
aplicatie armonicd.

Demonstratie. Notam cu VM si VIV conexiunile Levi-Civita pe M i, re-
spectiv, pe N. Deoarece v este paralel, se obtine usor

VX + VIKoX = g X, X],

pentru orice X € Hy \ span{(i}.
Deoarece N este (1,2)-simplectica avem, din Lema 2.1.3

N 3 N v o

pentru orice X € (DY), unde DV este distributia pe N ortogonald pe
span{&}.

Daca a este forma a doua fundamentala a lui f, deoarece f este o aplicatie
(1, ¢)-olomorfa, se obtine

m

> lalei,ei) + a(es, pe;)] =0,

i=1
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unde {ey, ..., em, Ye1, ..., Yem, (1, ..., ¢ } este o P-baza ortonormata locald in
TM.

In continuare, pentru X =Y = ¢ in Lema 2.1.3, avem df, (42, (1) = 0
pentru orice Z € x(M). Din definitia lui 6; urmeaza ca df;((x,¢1) = 0
pentru orice k = 2,...,r. Folosind acest rezultat obtinem, in particular, ca
V¥ =o.

Deoarece dn(X,¢) = 0, pentru orice X € y(N), si M1 (X) = n(df(X)),
diferentiind, obtinem

(AN A B)(X, Y) + Ad6y (X, Y) = dn(df (X), df (V)
pentru orice X,Y € x(M). Daca luam Y = (; avem
d\ = L¢ M0y,

unde L noteaza derivata Lie. Urmeaza ca d\ A 61 = 0, si astfel dA Adfy = 0.
Am obtinut L¢ A0y A dfy = 0. Deci, din ipoteza, avem ca Lo, A = 0. Adica
dX =0, si atunci A este o constanta.

Avem

Viken @ (G1) = AVEe =0,

sidf(3 s Vé‘f(k) = 0, deoarece V; = ker df este minimala.
Astfel

T

> G, G) =0,

k=1

si atunci 7(f) = 0, unde 7(f) este campul tensiune al lui f. Prin urmare f
este o aplicatie armonica.

Observatia 7.1.10 Daca rang f = dim M atunci Vy = kerdf = {0}.
Astfel conditia ca Vy sa fie minimald nu mai este necesara in acest caz.

Propozitia 7.1.11 Fie f : (M,g) — (N,p,&,n,h) o aplicatie o-[PHWC]
intre o varietate riemanniand st o varietate metrica de contact, pentru care
Vi = kerdf este minimald, si §¢(y) & Vyra, pentru orice v € M. Dacd )
este paralel atunci f este o aplicatie armonicd.

Intr-adevir, conditia ca varietatea (2n+1)-dimensionala, N, sa fie vari-
etate de contact este n A (dn)™ # 0, care, In particular, devine 6, A df; # 0.
Astfel rezultatul se obtine in acelagi mod ca in precedenta teorema.

Propozitia 7.1.12 Conditia din Teorema 7.1.9 si din Propozifia 7.1.11, ca
Y sa fie paralel poate fi tnlocuita cu urmatoarele douda conditii, pentru M,
dotatd cu t)-structura asociatd, sd fie varietate (1,2)-DM -simplecticd like,
unde DM este distributia pe M ortogonald pe span{(i, ..., ¢}, sidfy (X, 1) =
0, pentru orice X € T'(DM).
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Demonstratie. Deoarece dfi(X, (1) = 0, pentru orice X € I'(DM), si, din
definitia lui 01, urmeaza ca df;(X, (1) = 0, pentru orice X € x(M), si, mai
mult Vé\;f (1 = 0. In acelagi mod ca in demonstratia Teoremei 7.1.9 se obtine

cd Y 1 a(Crs Ck) = 0.

Deoarece M este (1,2)-D™-simplectica like, din Lema 2.1.3, se obtine

m
D [(Vew)ve + (Tye)ed] =0,
=1
unde {ey, ..., em, Ve, ..., Yen } este o p-baza ortonormata locala in I'(DM).
De aici rezulta
m
Z[a(6i7 61') + O‘(weia ¢€Z)] =0,
=1

la fel ca in Teorema 7.1.9. Prin urmare 7(f) = 0, si atunci f este o aplicatie
armonica.

In continuare vom extinde rezultatele de mai sus in cazul in care codome-
niul functiei f este o p-varietate metrica reperata.

Consideram aplicatia o-[PHWC] f : (M,g) — (N,p,&,n,h), intre o
varietate riemanniana si o @-varietate metrica reperata. Vom presupune ca
$inf@) & Vyas b = 1,...;8, pentru orice z € M. Notam cu E, = Hpp N
spand{ &, f(z)s - Sis f(2) 1T € X(M). Atunci (df o df*), : By — E, este un en-
domorfism autoadjunct. Exista, deci, o baza ortonormata {fif(z), s f;f(m)},

in E, astfel incat matricea lui (df o df*),, In aceasta baza, este o matrice
diagonala. Adica

In acelasi fel ca in cazul varietitilor aproape de contact avem Ap(x) =
AZ(z) > 0. Se obtine usor

s

g;ﬂf(oc) - chj(l’)ﬁjf(x), k=1,..,s,

j=1
unde ¢g; : M — R sunt functii pe M. Definim 1-formele, i, pe N, prin
S
m, = chknk, k=1,..s.
j=1

Se obtine
mop=0, (&) =0k, kil=1,.,s.
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Fie matricea

c11 €12 ... Cis
C — C21 €22 ... C2g
Cs1 Cg2 ... Cgs

Dveozjrece €11 @) ""'gsf(ﬂc)}’{fif(x)’ ...,§;f(x)} sunt baze ortonormate urmea-
za ca C este o matrice ortogonala.
Definim campurile vectoriale { pe M prin

1
(T.1.5)  Cro = 5

k()
Atunci putem defini campul tensorial, ¢, de tip (1,1), pe M, prin
[ dffopo(dft)'X ,X eHy
(7.1.6) ¥(X)= { 0 X eV,
unde Hy = UgenmHyfe §i Vi = Ugem Ve Se observa ca, daca X € Hy \

span{(i, ..., (s} atunci X € Hy \ span{(1, ..., (s}
Fie 1-formele, 0y, k =1, ..., s, pe M, definite prin
(71.7)  Ope(Xz) = )\kl(x)n;ff(:p)(dfx(Xx))v
pentru orice x € M, si X € x(M).
In final, fie {Cs+1, ---, ¢} un camp ortonormat de repere pe Vs si fie {0541,
..y 0r}, 1-formele definite prin

df;é'}(df)’ k — 1, ...,3, x e M

Hk(X) = g(Xv Ck)? X e X(M>a

pentru orice k =s+1,...,7.
Se obtin

PPX = =X+ (X)G, kot =0, k(G1) = S,
k=1

pentru orice k,l = 1,...,7 si X € x(M). Cain cazul precedent, al varietatilor
aproape de contact, se obtine

Propozitia 7.1.13 (M, ), (x, 0, g) este o PY-varietate metrica reperata.
Propozitia 7.1.14 Fie f : (M,¢,(k,0k,9) — (N,p,&,n,h) ca mai sus.
Atunci f este o aplicatie (¢, p)-olomorfa.

Teorema 7.1.15 Fie f : (M,g) — (N,p,&,ni,h), i = 1,...,n, o aplicatie
o-[PHWC] intre o varietate riemanniand si o varietate (1,2)-simplecticd
normala, pentru care Vy = kerdf este minimald, $i &, fz) & Ve, k =

1,...,s, pentru orice x € M. Daca v este paralel si 0, NdO, #0, k=1,....s,
atunci f este o aplicafie armonicd.
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Demonstratie. Deoarece N este o varietate normala rezulta ca dn;(X,§;) =
0, pentru orice 7,5 = 1, ...,n. Dupa un calcul direct, tindnd cont ca matricea
C, definitd mai sus, este ortogonald, se obtine ca dn (X, ) = 0, pentru orice
k =1,...,s. De aici demonstratia continua in acelasi mod ca demonstratia
Teoremei 7.1.9.

Observatia 7.1.16 La fel ca pentru Teorema 7.1.9 conditia ca V; sa fie
minimala nu este necesara daca rank f = dim M.

Observatia 7.1.17 Conditiile 8 Adf; # 0, k = 1, ..., s, sunt echivalente cu
(i o df) A (dny. o (df,df)) # 0.

Putem impune, si in acest caz, conditii care sa o inlocuiasca pe cea ca v sa
fie paralel

Propozitia 7.1.18 Conditia din Teorema 7.1.15, ca v sa fie paralel poate
fi substituita cu urmdtoarele doud conditii, pentru M, dotatd cu -structura
metricd reperatd asociatd, sd fie o varietate (1,2)-DM -simplecticd like, unde
DM este distributia pe M ortogonald pe span{Ci,...,C}, si dOp(X, (k) = 0,
k=1,..,s, pentru orice X € T(D).

7.2 Morfisme p-pseudo armonice

Definitia 7.2.1 Printr-o aplicatie locald w : N — P intelegem o aplicatie
definita pe o submultime deschisa a lui N.

Un caz particular al unui rezultat din [9] este
Propozitia 7.2.1 Fie 7 : (N,p,&,n,h) — (P,go’,f&,n;,k), i =1,...,n,
j=1,...,p, o aplicatie (@, ©")-olomorfd intre doud varietati (1,2)-simplectice.
Atunci m este o aplicatie DN -pluriarmonicd, unde DV este distributia pe N
ortogonald pe span{&}’ ;.
Se obtine
Propozitia 7.2.2 Fie f : (M,g9) — (N,¢,&,n,h) un morfism p-pseudo
armonic intre o varietate riemanniand i o varietate (1,2)-simplectica, astfel
incat € ¢ Vi, si fie m @ (N,p,&,n,h) — (P, &, 7, k) o aplicatie locald
armonicd intre doud varietati (1,2)-simplectice, care este (@, ¢")-olomorfa.
Atunci wo f este un morfism ¢’ -pseudo armonic local pe M.
Demonstratie. Deoarece f este un morfism ¢-pseudo armonic obtinem ca
7o f este o aplicatie ¢'-[PHWC].

Consideram pe M, i-structura metrica reperata asociata obtinuta in
paragraful precedent. Din legile de compunere avem

T(mo f) =dn(7(f)) + traceNVdr(df, df),
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deoarece f este armonica si (v, ¢)-olomorfa, se obtine ca

m

7(m o f) = traceVdr(df,df) = Z[aﬂ(df(ei), df (e;) + ax(pdf (€:), df (e;)]+

i=1

unde functia A este aceeagi definitd in paragraful anterior, si {e1, ..., ey, Yeq,
..., em} este o bazi ortonormats in I'(DM) = (kere). Deoarece 7 este
(¢, ¢')-olomorfa atunci este DV -pluriarmonica. Astfel 7(7 o f) = A2ay (€, &)
care se anuleazd deoarece m este armonica. Astfel m o f este o aplicatie
armonica si atunci este un morfism ¢’-pseudo armonic pe M.

In [21] este demonstrat ca orice aplicatie (¢, ¢')-olomorfa, 7 : (N, ¢, &, n,
h) — (P,¢', &, 1, k), intre varietati cosimplectice este armonica, si in [24]
este demonstrat acelagi rezultat in cazul varietatilor de contact. Atunci
obtinem
Propozitia 7.2.3 Fie f : (M,g) — (N,9,&,n,h) un morfism p-pseudo
armonic intre o varietate riemanniand $i o varietate cosimplectica (sau o
varietate metrica de contact), astfel incdt & & Vi, si fiew: (N,p,&,n,h) —
(P, ¢, &' 0, k) o aplicatie locald (p, ¢")-olomorfa intre varietati cosimplectice
(sau varietati metrice de contact). Atunci wo f este un morfism ¢ -pseudo
armonic local pe M.

Propozitia 7.2.4 Fie f : (M,g) — (N,9,&,n,h) un morfism p-pseudo
armonic intre o varietate riemanniand $i o varietate metricd aproape de
contact, astfel incat & ¢ Vi, si fie m : (N, @, &,n,h) — (P,¢', &0, k) o
aplicatie locald p-pluriarmonica intre doud varietdti metrice aproape de con-
tact. Atunci mo f este o aplicatie locald armonicad .

intr—adevér, deoarece o aplicatie ¢-pluriarmonica este armonica si D-pluriar-
monica demonstratia este similara cu cea a Propozitiei 7.2.2.

La fel ca in paragraful precedent putem extinde unele din aceste rezultate
la cazul p-varietatilor reperate.

La fel ca in Propozitia 7.2.2, folosind -structura metrica reperata aso-
ciata pe M, se obtine
Propozitia 7.2.5 Fie f : (M,g) — (N,p,&,ni,h), i = 1,...,n, un mor-
fism @-pseudo armonic intre o varietate riemanniand $i o varietate (1,2)-
simplectica, astfel incat & ¢ Vi, pentru orice i = 1,...,n, si fiew : (N, ¢, &,
niyh) — (P,¢', & miy k), 5 =1,..,p, o aplicatie locald armonica intre doud
varietati (1,2)-simplectice, (p,¢')-olomorfd. Atunci 7o f este un morfism
¢’ -pseudo armonic local pe M.

Am demonstrat, in Capitolul 4, ca orice aplicatie (¢, ¢')-olomorfd intre doua
C-varietati este o aplicatie armonica. Obtinem
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Propozitia 7.2.6 Fie f:(M,g) — (N,p,&,ni,h), i = 1,...,n, un morfism
p-pseudo armonic intre o varietate riemannianda gi o C-varietate, astfel incat
§i & Vi, pentru orice i = 1,...,n, si fiew: (N, ¢, &, mi,h) — (P, §5, 5, k),
j=1,...,p, o aplicatie locald (p, ¢")-olomorfd intre doud C-varietati. Atunci
mo f este un morfism @ -pseudo armonic local pe M.

In final, avem

Propozitia 7.2.7 Fie f: (M,g) — (N,¢,&,n:i,h), i = 1,...,n, un morfism
p-pseudo armonic intre o varietate riemanniand $i o p-varietate metrica
reperatd, astfel incat &, ¢ Vy., pentru unii coeficienti k = 1,...,7, 7 < n,
si fiem: (N, ¢, &, i, h) — (P, &, m), k) o aplicatie locald -pluriarmonicad
intre doud @ (' )-varietdti metrice reperate. Atunci wo [ este o aplicafie
locald armonica.

7.3 O y-structura metrica reperata asociata pe
fibratul tangent al unei varietati metrice
aproape de contact

Fie (M,g,¢,£,n) o varietate metrica aproape de contact de dimensiune
(2m+1), i fie TM fibratul sau tangent. Consideram pe T'M metrica rie-
manniana G, introdusa in [35] si folosita in capitolul precedent.

Fie 7 : (TM,G) — (M,g,¢,&,n) proiectia canonica. Notam cu dr
aplicatia tangenta si cu dn* aplicatia sa adjuncta. Este usor de vazut ca
dr*(X) = Xi%, pentru un cAmp vectorial oarecare pe M, X = X; 6%-.
Urmeaza ca dm o dn*(X) = X, pentru orice X € x(M), adicd 7 este o
aplicatie orizontal slab conforma si, astfel, o aplicatie p-[PHWC]. Evident,
distributia orizontala, H, si distributia verticald, V,, sunt ortogonale in
raport cu metrica G. Deoarece Hy~ = TM \ {0} si dr : Hy — Hz+ este bi-
jectiva i liniara urmeaza ca dimH, = dimV; = 2m+1. Atunci se obtine ca
{dn*(e1), ..., dm* (em), dm* (e1), ..., dm* (pem), dr* (&)} si {eV, ..., el (wer)V,.
- ((pem)v, §V} sunt baze locale ortonormate in H, si, respectiv, in V., unde
{€1, ey €m, €1, ..., pem, &} este o p-baza locala ortonormata in 7M.

Daca M este o varietate (1,2)-simplectica, dn(X,£) = 0, pentru orice
X e x(M), si ni([€, %]x) = 0, pentru orice i = 1,...,2m+1 gi x € M, unde
(U;2%),i =1,...,2m+1, este o harts locald oarecare. Atunci, dup# un calcul
direct, in coordonate locale, rezulta ca V, este minimala.

In continuare, consideram -structura metrica reperata asociata pe T'M,
obtinuta la fel ca in cazul general.

Notam cu w si €2, 2-formele fundamentale pe M si, respectiv, pe T M.
Se obtine Q(dn*(X),dr*(Y)) = w(X,Y), pentru orice X,Y € x(M). Avem
dQ(dm*(X),y(dn*(X)),dn*(Z)) = 0, pentru orice X,Z € x(M), deoarece
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M este (1,2)-simplectica. Urmeaza, din Lema 2.1.3, ca
C((VGn(en ) (dr* () = (Vs (pory )™ (€4), d*(Z)) = 0,

pentru orice Z € x(M), unde V& este conexiunea Levi-Civita pe (T'M, G).
Obtinem

dw((vgw*(ez)w)w(dﬂ*(el)) - (vcclir*(cpei)w)dﬂ*(ei)) =0,
si, de aici,

dW(VgW*(e,-)dW*(ei) + ng*(wei)dﬂ*(soei)) = dr(Y[pdr*(e;), dm™(e;)]),
deoarece 7 este o aplicatie (¢, p)-olomorfa. Dar M este o varietate (1,2)-
simplectica si atunci, din Lema 2.1.3, rezulta ca

Veiei + vg@ei pe; = @[@ez‘, 61‘].

Se obtine usgor ca dTr(VdGF*(g)dw*(g)) =0.
Din toate acestea se obtine 7(m) = 0. Astfel 7 este o aplicatie armonica.
Putem enunta

Propozitia 7.3.1 Pentru M si TM ca mai sus, proiectia canonicd 7 este
un morfism armonic.

Observatia 7.3.2 O varietate diferentiabila M, indeplinind conditiile nece-
sare de mai sus se poate obtine dupd cum urmeaza, (vezi[2]). Fie (M’, J, h)
o varietate aproape Kihler pe care avem coordonatele locale {z° 1221 sifie t
coordonata pe R. Pe M = M’ x R luam n = dt si £ = %. Definim campul
tensorial de tip (1,1), ¢, prin p§ = 0, X = JX, pentru X ortogonal pe &.
In final, consideram metrica riemanniana g pe M, g = hijd:vidxj +dtdt, unde
h;; sunt componentele metricii riemanniene h. Se arata usor ca (M, ¢, £, 1, g)
este o varietate metrica aproape de contact avand toate proprietatile cerute

in acest paragraf.



Capitolul 8

Curbe biarmonice in grupul
Heisenberg generalizat

Introducere

In acest capitol gasim conditia pentru ca o curba in grupul Heisenberg gen-
eralizat sa fie biarmonica gi non-armonica. Prezentam, deasemenea, exem-
ple de astfel de curbe. Aceste rezultate se gasesc in lucrarea ”Biharmonic
curves in the generalized Heisenberg group”, care va apare in Beitrdge
zur Algebra und Geometrie.

8.1 Aplicatii biarmonice

Fie varietitile riemanniene (M, g) si (N,h). Notam cu VM, V¥ conexiu-
nile Levi-Civita pe M si, respectiv, N. Pentru o aplicatie neteda f intre
(M, g) si (N,h), se definegte conexiunea indusa, V, pe fibratul vectorial in-
dus f~}(T'N), dupa cum urmeazi. Pentru X € x(M),V € T(f~1(TN)), se
defineste VxV € T(f~1(TN)) prin VxV =V} (V.

Laplacianul actionand pe I'(f~!(T'N)), indus de conexiunea V, este dat
de formula lui Weitzenbock

AV = —traceV?V,

unde V € T(f~Y(TN)).

Daca M este o varietate compacta, bienergia lui f se defineste prin
Es(f) = %fM |7(f)|? ¥ 1. Spunem ca f este o aplicatie biarmonica daca
este un punct critic al functionalei bienergiei, Ea(f). In [26] s-a demonstrat
ca f: M — N este o aplicatie biarmonica daca si numai daca satisface
ecuatia mo(f) = 0, unde

(8.1.1) m(f) = —A7(f) — traceRY (df (), 7(£))df (),

85
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si RV este campul tensorial de curbura al conexiunii Levi-Civita pe (N, h).
Este evident ca o aplicatie armonica este biarmonica si, mai mult, un
minim absolut al functionalei bienergiei.

8.2 Grupul Heisenberg generalizat

Consideram R?"*! cu elementele de forma X = (21,91, 22, Y2, .., Tn, Yn, 2)-
Definim produsul pe R?"*!, prin

~ _ _ ~ _ 1 _
XX =@ +Tu,y+Y1, T+ Tn,Yn +Un, 2+ 2+ 52(1‘1‘% — Yizi)),
i=1

unde X = ('7:17 Y1y -y Ty Yn, Z)) X = (515 gl) ceey %m gnu 2)
Fie Ha, 11 = (R*"*! g) grupul Heisenberg generalizat dotat cu metrica

riemanniana g, definita prin
n n

1 2
(8.2.1) g = Zl(d%‘? + dyf) + |:dZ + 5 z;(yzdxz — :U,dyz)} .
1= 1=
Metrica g este stang invarianta.

Putem defini un camp global de repere pe Ha), 11, prin

—_ _ E —

BEoyiq = S 2 By =
2i—1 8561 2827 21

cui = 1,...,n. Conexiunea Levi-Civita a metricii g este data de, (vezi [35]
pentru cazul 3-dimensional),

Vi E2j—1 =0, Vi, By = %5ijE2n+1v

Vi, FEay =0, Vi Faj1 = —16iiEany1,
(8.2.2) Va1 B2ic1 = —1E2, Vg,  Fony1 = —5Ey,

Va1 Eoi = 3E2i—1, Vg, Eopp1 = 1Egi_1,

Vi1 Bont1 =0,
for i,5 =1,...,n. Mai avem

[E2i—1, E2j—1] =0, [Eai, Eaj] = 0,
[E2i—1, Eant1] = 0, [Eai, Eony1] = 0,
[Eai—1, Eaj] = 6ijEanq1,
Tensorul de curbura al conexiunii V este
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ — Vixy1%:

iar cAmpul tensorial Riemann-Christoffel este

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)W, Z),
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unde X,Y, Z, W € x(R?>"*1). Vom folosi notatiile
Rabc - R(Ea7 Eb)EC7 Rabcd - R(Ea7 Eb7 EC7 Ed)7

unde a,b,c,d =1, ...,2n+1. Atunci componentele nenule ale acestor campuri
tensoriale sunt

Rpi—1)@j—1)2k) = — 30k B2 + 361 Eaj,
Rpi—1)@i)2k-1) = 50k Bai + 5655 Eay,
Rpi—1y@i) k) = — 10 FE2j—1 — 36ijFor1,
(8.2.3) Ri—1)@n+1)2j-1) = — 1% Bont1,
Rigi—1y@n+1)@2n+1) = 7% E2i-1,
Rioiy @) (2k—1) = — 10k B2i1 + §0irFaj_1,
R2iy2n+1)(25) = — 1% E2n+1,

U Re2iynt1)@nt1) = 10 B2,
R2i—1)@2j-1)(2i)(2k) = 1—% ik -|I 101045,
Riai—1ny2j) i) 2k—1) = 795k + 50ik0ij,

894 R(2i—1)(2j)(2k) (2k—1) = 30ij + 10ikTjk,
(8.2.4) Rion o 4 =15, —L1s5.6..
(20)(25-1)(25—-1)(2k) — 2%k — 19kC%j>
Rigi—ny@n+1)@nt1)(2j-1) = —710ijs
Rio; S 1
\ Y(20)(2n+1)(2n+1)(25) — — 1%3>

pentru ¢, 5,k =1,...,n.

8.3 Curbe biarmonice in Hy,

Fie v : I — Hy, 41 o curba fara puncte de inflexiune, parametrizata natural,
prin lungimea sa de arc. Fie {T, Ny, ..., Na,} reperul Frenet in Hy,, 11, definit
in lungul curbei 7, unde T' = ~' este campul vectorial unitar tangent la ~,
Nj este campul vectorial unitar normal la v, cu aceeasi directie ca VT

si vectorii Ny, ..., No, sunt vectorii unitari obtinuti din ecuatiile lui Frenet
pentru vy
VT = XlNl
VN = —xiT + x2N2
(8.3.1) N N
VrNop—1 = —Xx2n—2N2n—2 + Xx2n—1N2n
VrNon = —X2n-1N2n—1
unde x1 = ||V2T|| = [[7(y)]], st x2 = x2(5), .-, X2n = X2n(s) sunt functii

cu valori reale, iar s este lungimea de arc a curbei v. Daca xx € R, k =
1,...,2n 4+ 1, spunem ca -y este o elice.

Ecuatia biarmonica a curbei v este
(8.3.2) m(y) = VAT — R(T,V7T)T = 0.

Folosind ecuatiile lui Frenet, se obtine
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(8.3.3) VHT = (=3x1x1)T + (x{ — xI — x1x3) N1 + (2x1x2 +

+x1X2) N2 + x1X2X3N3.
Din (8.2.3) avem

n

R(T,VeT)T =Y (&2i-1F2i-1 + &iF2%) + L1 Banya,
i=1

cu

3, w : o
§2i-1 = ZT% Z<_T2j_1N12J + TZlezj 1) + ZTzi—1T2n+1N12”+1 -
j=1

1 .
2 2i—1
T2n+1 N1 )

4
3 . 1
27 275—1 2n+1
&2 = ;Thi Z;(TQJ1N1J — Ty Ni' ™) + ZTZiTZnJr1N1n+ -
=
4T27L+1N Y
1o ;
Sonp1 = 7 D (CT5 NP = TN 4 Ty g Tyl NP+

j=1
+T2jT2n+1N2j)a
unde T = ZZZT T,E, si N7 = Z%H N{E,. Printr-un calcul direct, se

obtine

(8.3.4) R(T,ViT)T anNk,

cu
3 g 2i—1 21 2 1 2 1 2n+1\2
(8:35) m = 5| D (NP = o aNF)| = {13, — (NP2,
1=1
3 . A n .
(8.3.6) m = 1 {Z(T%Nfl_l - Tgi_llel)} {Z(Tm‘]\ﬁfl_l—
=1 =1

. 1
—Tgi,lN,fl)} - ZN12n+1N]§n+l’

unde Ny, = Y2 Ne R,
Din (8.3.2), (8.3.3) si (8.3.4) urmeaza ca ecuatia biarmonica a lui 7 este
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72(7) = V3T — R(T,VT)T = (=3x1x1)T + (X{ — xi—
—x1X3 — x1m) N1 + (2xix2 + x1x5 — x172) Na+

2n
+(xaxaxs — x1m3)Ns = x1 Y _ Nk,
i=4
unde 74, a = 1,...,2n, sunt date de (8.3.5) si (8.3.6).

Am obtinut

Teorema 8.3.1 Fie v : I — Ha,y1 0 curba, parametrizata prin lungimea
de arc. Atunci v este o curbd biarmonicd $i non-armonicd dacd $i numai
daca

x1 € R\ {0},

Xi+x3=—m,
(8.3.7) X5 = n2,

X2X3 =113,

Nkg = O, k= 4, ...,2n,
unde g, k=1,...,2n, sunt date de (8.3.5) si (8.3.6).

Corolar 8.3.2 Daca x1 € R\ {0} si xo =0 pentru o curba v : I — Hayy1,
parametrizatd prin lungimea de arc, atunci v este o curba biarmonicd si
non-armonicd dacd $i numai dacd x? = —n1 siny =0, k=2,...,2n.

Corolar 8.3.3 Fie v :1 — Hs,y1 0o curba, parametrizata prin lungimea de
arc. Daca m > 0 atunci v nu poate fi biarmonica si non-armonicd.

In [35] sunt demonstrate urmitoarele dous rezultate, in cazul grupului
Heisenberg, Hj

Teorema 8.3.4 Flie v elicea data prin
~v(s) = (rcos(as),rsin(as),c a s),
unde v > 0, a—lg =721+ irQ). Atunci v este o curbd biarmonicd $i non-
geodezicd.
1+v5

Observatia 8.3.5 In cazul de mai sus, daca r = 5~, atunci v este o
curba biarmonica si non-armonica, cu yo = 0.

In cazul dimensiunilor superioare, obtinem un rezultat similar, legat de
Teorema 8.3.1. Considersim o curba in R?"*+!, data prin

~v(s) = (1 cos(ars), c1 sin(ays), ..., ¢, cos(ans), ¢ sin(ays), cs),

unde ¢; >0, a; #0, ¢#0, i =1,...,n. Atunci se obtine
n
T(s) =~'(s) = Z[—ciai sin(a;s)Eai—1 + cia; cos(a;s)Ea] + AEany1,
i=1
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unde A =c— 13" | Za;. Din ||T(s)|| = 1 avem A2+ Y7 | c?a? = 1. Dupa
un calcul direct, folosind (8.2.2), obtinem

n

VrT = Z[ciai(A —a;) cos(a;s)Eai—1 + cia;(A — a;) sin(a;s) By

i=1
Din prima ecuatie (8.3.1) si din || N1|| = 1, avem
~ 1/2
o [ o] en
i=1
si
. ciai|A — a
Nl = Z ) 1 7 [Cos(aiS)E%—l + Sin(ais)EQZ’].

= S ad(4 - 0,2

Se observa ca N12"+1 = 0. In continuare, se obtine

1 & .
VN4l = 5 = 3 {ciaiHA — ail(A - 2a;) — 2X%]}[sm(ais)E2i_1—
=1

—cos(a;s)Ey) + [2X1A Z ai|] Eop1.

Din (8.3.1) si din || Na|| = 1 rezulta ca |X2|2 = [|x2N2||%.
Pentru a gasi o curba care satisface conditiile Corolarului 8.3.2, pre-
supunem ci y2 = 0 si x3 = —n;. Astfel, printr-un calcul direct, obtinem

Propozitia 8.3.6 Fie v : I — Ho,41 0 curba definita prin
v(s) = (c1 cos(ays), c1sin(ays), ..., ¢, cos(ans), ¢, sin(a, s), ¢s),
unde ¢; >0, a; #0, ¢#0. Dacda; =a=A— 55, S0 02:%_‘42) si

i=1"1 (2A2-1)

c= unde

A3
2421~
3n2 — 1+ (9n* + 6n% + 5)1/271/2

A:i 9
6n2 + 2

atunci vy este o curba biarmonica st non-armonica in Hopyq.

Pentru o astfel de curba, avem, pentru k # 1,
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n

D (ToNP~" — T 1 NP
=1

Z N%ile]?ifl +N121 /?l) —

_’A_
=1

X1 N2n+1 N2n+1 0.
A—q|
Aceasta inseamna ca n = 0, pentru orice k = 2, ..., 2n.
Se observa ca Propozitia 8.3.6 este o generalizare a rezultatului din
Observatia 8.3.5.

In continuare, se obtine

Propozitia 8.3.7 Fie vy : I — Hy,y1 0 curbd definitd de

v(s) = (rcos(as),rsin(as), ..., r cos(as), rsin(as), cs),
unde r > 0, a; # 0, ¢ # 0. Dacd x2 = 0, x1 # 0 si v este biarmonicad,
atunci n = 1.

In cele ce urmeaza obtinem o clasa de curbe biarmonice si non-armonice
pentru care curbura de ordinul doi nu se anuleaza in mod necesar,(vezi[4]
pentru rezultatul similar in cazul 3-dimensional).

Propozitia 8.3.8 Fie vy : I — Hopi1, v(s) = (21(8),y1(8), ...y xn(8), yn(s),
z(s), curba cu ecuatiile parametrice

zi(s) = %Sinfo‘ sin(fs + a;) + b;,
vi(s) =52 COS(BS +a;) + i,
z(s) (Cosa + ina 2)3 — 3 b sinacos(Bs + a;)

(8.3.8)
i=128\/n
Yoy 2ﬁf smacos(ﬂs +a;) + d,
cui=1,..,n, unde B = cosock écosa)2_4, € (0, arccos 2‘[]
[arccos(—%),w) and a;, b;, ¢;, d € R. Atunci vy este o curba biarmonica

$% NON-ATMONICA.
Demonstratie. Derivata covarianta a campului vectorial unitar tangent, 7',
la -y, este

n

VT = Z[(Téi_l + T2 Ton41)Egic1 + (Ty; — Toi—1Tont1) Eoi] + Thy 1 Eont1,
i=1

si T este dat de

. n
sin av .
Tn E [cos(Bs + a;)E2i—1 + sin(8s + a;) Ea;] + cos aFEap 1.

i=1

Tinand cont de prima ecuatie Frenet, se obtine

T(s) = +/(s) =

X1 = |sina(cosa — G)|
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si, deoarece putem presupune, fara a restrange generalitatea, ca sin a(cos o —
B) > 0, avem

"L ssin(Bs + a;) cos(ﬂs + a;)
Ny = ; (TE%A - Em)

Printr-un calcul direct rezulta ca 11 = (sin«)
k=2,..2n.
Pentru a gasi x2 obtinem, folosind ecuatiile (8.2.2),

2 i si . = 0, pentru orice

cos(fs + a;) [

NG 8- 1cosoz + (cosa — B)(sin a)Q} Eoi 1

VN +x1T = Z{ 5

+sin(5\jﬁ+ a;) [

1
—sina [5 — (cosa — f3) cos a} Eopt1.

06— %cosa + (cosa — ﬂ)(SiHQ)Z}EQZ’}—

Atunci, din ecuatiile Frenet, avem
1 .
x5 = ||V Ny + x1T||? = B* — Bcosa + 1 (sin a)?(cosa — ()2

Astfel xo este constanti, si, din ipoteza, se obtine

1 .
Xi+x3= 1 (sin@)® = —ny.

Deoarece xaNo = VN1 +x17T si x3 = ||[VrNa + x2 N1 ||?, rezulta, dupd un
calcul direct, ca xs = 0.

Prin urmare, toate conditiile Teoremei 8.3.1 sunt verificate de  si atunci
~ este o curba biarmonica si non-armonica.

Observatia 8.3.9 In acelasi fel ca mai sus se obtine usor ca toate curbele
biarmonice si non-armonice in Hs,+1, cu a doua curbura constanta si cu
campul vectorial unitar tangent, T', de forma

. n

T(s) = M Z[cos(fi(s))E2¢—1 + sin(fi(s))Ea) + cos a1,

vn i=1
unde f; sunt functii netede de lungimea de arc, astfel incat f] = f; , pentru
orice 1,7 = 1,...,n, si a € R, sunt date de Propozitia 8.3.8.

In final, avem
Propozitia 8.3.10 Fie v: 1 — Ha,1 curba definita de
7(8) = (ClS, C2S, ..., 02n+18)

2n+1 , , - oo . y
cu Z "+ 2 = 1. Atunci vy este biarmonica daca si numai daca este ar-
monica.
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Demonstratie. Avem

2n+1
T(s)=7(s)= > ¢jEj, IT| =1, VoT = conta Z c2iBai1 — caim1E9;).
7j=1 =1

v v o n 2 2 .
Urmeaza ca X1 = Con+1 \/21;:1(021'—1 +c35,), s

C2; C2i—1
- Eyi 1 — — Es; |.

N, =
! Z [ n (2 2 ) 2
i—1 Zj:l(cij1 + CQJ Ej 1 02] L+ 02])

Se obtine

Y1 (Gpy +c3) — C%n+1'
2

C2;—1Con+1 C2;Con+1
Eoi 1+ Eo; | —

[n (
i=1 \/Z C2j 1+C%j \/Z] 1 02] 1+Czj

VN1 +x1iT =

n

Z(C%jfl + ng)E2n+1 .
j=1

Aceasta Inseamna ca

_ Ezzl(cgk—1 + C%k) - C%nﬂ
X2 5 .

Astfel x? + x3 = 1. Dar, se obtine ca nm = 3 — 3., si din (8.3.7) avem

ca, daca 7y este biarmonica x? +x3 = —m = —% + 3,1 Astfel, daci y este
biarmonica atunci x; = 0, si atunci ~ este o curba armonica.
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