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EINLEITUNG il

EINLEITUNG’ MIT HISTORISCHEN BEMERKUNGEN

In dieser Arbeit geben wir eine positive Antwort auf eine Vermutung von D’Atri
und Dorfmeister, die wie folgt lautet:

Die einzigen homogenen Siegelgebiete mit nicht-positiver holomorpher
Bischnittkrimmung (kurz n.p.h.B.) bzgl. der Bergmannmetrik sind die
quasisymmetrischen Siegelgebiete.

Diese Vermutung nennen wir im folgenden die KRUMMUNGSVERMUTUNG.

Jede homogene Kihlermannigfaltigkeit ist ein holomorphes Faserbiindel
iiber einem homogenen beschrinkten Gebiet, wobei die Faser mit der

induzierten Kdhlermetrik ein Produkt einer flachen homogenen Kdhler-
mannigfaltigkeit und einer kompakten, einfach zusammenhdngenden,

homogenen Kdhlermannigfaltigkeit ist.

Diese als FUNDAMENTAL-VERMUTUNG, auf Gindikin und Vinberg zuriickgehen-
de, im Jahre 1967 bekannt gewordene Aussage wurde endgiiltig von Dorfmeister
und Nakajima in [DON A] bewiesen. Ein langer, iiber mehrere Etappen ver-
laufender Weg, fithrte zu diesem endgiiltigen Resultat, wie man aus [DON A]
entnehmen kann.

Die Richtigkeit der Fundamental-Vermutung hat zur Folge, daf} jede homogene
Ké&hlermannigfaltigkeit (s. Definition 1.1.2) als komplexe Mannigfaltigkeit biho-
lomorph zu einem Produkt ist, das von einem homogenen beschréankten Gebiet
(kurz h.b.G., s. Definition 1.2.7), einem Raum C"/I' und einer kompakten, ein-
fach zusammenhéngenden, homogenen komplexen Mannigfaltigkeit gebildet wird
(s. [GR5H8]). Dabei ist I' eine diskrete Untergruppe von Translationen des C".
Es ist somit naheliegend, die auftretenden Faktoren getrennt voneinander zu be-
trachten.

Wang hat in [W.AH4] die kompakten homogenen Mannigfaltigkeiten genau stu-
diert. Auch das 8. Kapitel in [BE] kann als Ausgangsbasis fiir ein Studium dieser
Raume dienen. Es enthélt die wichtigen Ergebnisse von Matsushima, Borel und
Remmert, sowie niitzliche Literaturhinweise.

Der Raum C"/T" ist ein komplexer Torus (s. z.B. [CON O11] Beispiel 2.2, S.131).

Der dritte mogliche Faktor ist ein homogenes beschrénktes Gebiet. Wir beschafti-
gen uns in dieser Arbeit mit einer Unterklasse dieser Raume, ndmlich mit quasi-
symmetrischen Gebieten (s. Kapitel 7).
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Bevor Details der Arbeit erlautert werden, stellen wir ein paar wichtige Ergeb-
nisse vor, die in Zusammenhang mit homogenen beschrankten Gebieten D bzw.
affin homogenen Siegelgebieten S (s. Kapitel 6) erzielt worden sind. Dieser Ex-
kurs gibt einen groBeren Uber- und Einblick in die Thematik und ist primér fiir
den interessierten Leser geschrieben.

Da die vorliegende Arbeit eine differentialgeometrische Arbeit ist, liegt unser
Betrachtungsschwerpunkt natiirlich bei denjenigen Resultaten, die von geometri-
scher Natur sind.

Der historische Exkurs beginnt damit, die errungenen mathematischen Erkennt-
nisse iiber homogene beschrankte Gebiete, mit zunehmender komplexer Dimen-
sion der Gebiete zu betrachten. Zwei homogene beschriankte Gebiete nennt man
aquivalent, wenn sie biholomorph zueinander sind.

Ist die Dimension Eins, so sei an das folgende bedeutende Resultat (siehe z.B.

[RE] S. 63) erinnert:

RIEMANNSCHER ABBILDUNGSSATZ

Jedes einfach zusammenhdingende Gebiet G # C in der Ebene C ist
biholomorph auf die Einheitskreisscheibe E abbildbar.

Diese Gebiete sind also alle homogen, und aufler E existiert, bis auf Aquivalenz,
kein weiteres einfach zusammenhangendes, homogenes beschréanktes Gebiet.

Fiir die Dimension Zwei stellte Poincare [PC07] fest, dal es mindestens zwei ho-
mogene beschriankte Gebiete gibt, namlich die Sphére und den Bizylinder. Dabei
entspricht der Bizylinder der Menge {(z1, 22) € C*|sup{|z1],|22|} < 1}.

Diese beiden Gebiete sind nicht zueinander &quivalent. Cartan zeigte aber in
[CA35], daB jedes homogene beschriankte Gebiet der Dimension Zwei biholomorph
zu einem dieser beiden ist.

Bis auf Aquivalenz klassifizierte Cartan in [C.A35] alle homogenen beschrankten

Gebiete der Dimension Drei, indem er zeigte, daf} sie alle symmetrisch (s. Defini-
tion 7.1.1) sind.

Fiir h.b.G. mit Dimensionen, die echt gréfier als Drei sind, gibt es keine ,,einfache®
Antwort mehr.

E. Cartan definierte, untersuchte und klassifizierte symmetrische beschrankte Ge-
biete. Diese Gebiete sind beziiglich der Gruppe ihrer holomorphen Automorphis-
men homogen.

Eine sehr wichtige Frage, deren Antwort ggf. zeigt, ob bei grofler werdender
Dimension ein Verlassen der Kategorie der symmetrischen Rdume tiberhaupt
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moglich ist, stellte Cartan 1935:

Ist jedes homogene beschrinkte Gebiet symmetrisch?

Die Antwort auf diese Frage ist mittlerweile wohlbekannt und lautet: NEIN!

Piatetsky-Shapiro [PS59] gab 1957 das erste und niedrigdimensionalste nicht
symmetrische, aber homogene Beispiel in komplexer Dimension Vier an.

Borel [BO54] und Koszul [KZ55] zeigten: Wenn eine halbeinfache Lie-Gruppe
transitiver Automorphismen fiir ein beschrianktes Gebiet existiert, dann ist das
Gebiet symmetrisch. Hano [HAB7] verbesserte dieses Resultat noch, indem er
yhalbeinfach® durch ,unimodular® ersetzte. Fiir eine Definition einer unimodu-
laren Lie-Gruppe verweisen wir z.B. auf [KN] S.467.

Spater stellte man fest und heute wissen wir, daf} die symmetrischen beschrank-
ten Gebiete den hermitesch symmetrischen Raumen entsprechen und daher eher
eine Besonderheit sind, also eine Ausnahme darstellen. Fiir eine Liste und somit
Klassifikation aller symmetrischen Réume sei auf das Standardwerk von Helgason

[HE], auf [BE] oder [EDM] verwiesen (s. insbesondere Tabelle 4, S.139).

Bis zur Dimension Sechs existiert immer eine endliche Anzahl nicht dquivalen-
ter, homogener beschrankter Gebiete. Aber schon fiir Dimensionen grofler gleich
Sieben existiert ein Kontinuum von nicht 4quivalenten, homogenen beschréankten

Gebieten (vgl. [PS] S.220).

Fiir die Untersuchung h.b.G. entdeckte Piatetsky-Shapiro die dazu biholomor-
phen, affin homogenen unbeschrankten Siegelgebiete (s. Abschnitt 6.2) und fiihrte
sie somit ein. Das der Einheitskreisscheibe E via der Cayleyabbildung zugeordne-
te Siegelgebiet ist bekanntlich die obere Halbebene. Siegelgebiete kann man als
verallgemeinerte, obere Halbebenen mit entsprechenden verallgemeinerten Cay-
leyabbildungen ansehen (s. auch [DO79a] S.77 ff.). Diese neuen Studienobjekte
haben eine ,einfache® Struktur und ihre Konstruierbarkeit ist ein bedeutender
Zugewinn bei geometrischen Untersuchungen.

Der Ubergang von einem h.b.G. D zu dem dazugehérigen Siegelgebiet S wird
durch normale J-Algebren (s. Definition 6.3.1 u. Abschnitt 6.5) geschaffen. Diese
Zusammenhénge wurden das erste Mal in Buchform von Piatetsky-Shapiro selbst
in [PS] dargestellt.

Es existiert bereits eine sehr weit entwickelte Theorie fiir homogene Siegelgebiete.
Insbesondere ist die Lie-Algebrenstruktur der Automorphismen eines Siegelge-
biets &, d.h. der biholomorphen Selbstabbildungen von S, von vielen Mathema-
tikern studiert und sehr detailliert beschrieben worden, wie man z.B. aus [MU],
[KLA67], [DOT9al, [SA] entnehmen kann.

Eine Untergruppe der Automorphismengruppe eines Siegelgebiets, die transitiv
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operiert, ist die Gruppe der affinen Automorphismen. Alle Elemente daraus las-
sen sich realisieren und durch geeignete Matrizen darstellen (s. dazu [PS] Kapitel

I, [MU] u. [DOTI] S.7).

Trotz der zahlreichen Arbeiten tiber Siegelgebiete existieren darunter nur relativ
wenige geometrischen Ursprungs.

Siegelgebiete treten nicht nur in der Geometrie auf, sondern z.B. auch in der kom-
plexen Analysis. Das sogenannte Levi-Problem, d.h. Holomorphiebereiche durch
geometrische Eigenschaften des Randes zu charakterisieren, ist fiir die Siegel-I-
Gebiete (Tubengebiete) gelost. Sie sind Holomorphiegebiete genau dann, wenn
sie pseudokonvex bzw. geometrisch konvex sind (s. [KR92] Abschnitt 3.5.2). Die
letzten beiden Konvexitétsbegriffe sind fiir Tubengebiete dquivalent.

S Ats very likely, that most [of these] domains have negative curvature®

lies Kobayashi in [LO59] verlauten und bezog sich dabei auf homogene beschrank-
te Gebiete. Man kennt Beispiele von Siegelgebieten (s. Satz A.2.1), die bzgl. jeder
zuldssigen Metrik (s. Anhang A.2) positive Schnittkriimmungsrichtungen haben.
K.H.Look (Lu Chi-Keng) und Hsu I-Chau (Xu Yi Chao) (Acta Math. Senica 11,
1961) gaben das erste Beispiel fiir ein beschranktes homogenes Gebiet mit posi-
tiver holomorpher Schnittkriimmung bzgl. der Bergmannmetrik.

Es gibt einige Arbeiten, die sich mit den Kriimmungseigenschaften von Sie-
gelgebieten beschéftigen. Oft wird gezeigt, dafl Siegelgebiete mit bestimmten
Kriitmmungseigenschaften existieren. Dabei werden die Rechnungen haufig in Ter-

men einer normalen J-Algebra durchgefithrt (s. z.B. [DR96], [D.A81] usw.).

Innerhalb der homogenen Siegelgebiete sind die zu den symmetrischen beschréank-
ten Gebieten assoziierten symmetrischen Siegelgebiete enthalten. Eine grofere,
die symmetrischen Gebiete umfassende, Klasse bilden die 1976 von Satake alge-
braisch definierten quasisymmetrischen Siegelgebiete (s. Definition 7.1.3).
Aufgrund ihrer Stellung zwischen den symmetrischen und den allgemeinen ho-
mogenen Siegelgebieten bilden quasisymmetrische Siegelgebiete einen natiirlichen
Ausgangspunkt fiir Untersuchungen von homogenen Siegelgebieten. Es ist m.a.W.
sinnvoll zu versuchen, zunéchst Fragen bzw. Problemstellungen erst fiir diese Ge-
biete zu beantworten, bevor man zu beliebigen homogenen Siegelgebieten iber-
geht.

Die irreduziblen (s. Abschnitt 6.6) quasisymmetrischen Siegelgebiete (kurz 1QS)
wurden mit verschiedenen Methoden von Dorfmeister [DO79¢], Satake [S.AT6]
und Takeuchi [T A75] klassifiziert.

Es gelang D’Atri und Miatello zu zeigen, daf} die einzigen homogenen Siegelge-
biete mit nicht-positiver Schnittkriimmung bzgl. der Bergmannmetrik die sym-
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metrischen Gebiete sind.

D’Atri und Miatello stellen am Ende ihrer Arbeit [DAMZS3] die Frage:

, Wie charakterisiert man diejenigen homogenen Stegelgebiete, die nicht-
positive holomorphe Schnittkrimmung (kurz n.p.h.S.) bzgl. der Berg-
mannmetrik haben?*

Es ist nicht bekannt, wie man solche homogenen Siegelgebiete klassifiziert.

Die quasisymmetrischen Gebiete gehoren zu dieser Klasse, wie Zelow in seiner
Dissertation zeigte (s. [ZE77]). Zudem gab er eine Formel fiir die holomorphe
Bischnittkriimmung der 1Q)S an, die als ZELOW-FORMEL bekannt wurde. Diese
Resultate erzielte er unter Ausnutzung der Klassifikation der IQ)S. Zelow zeigte
in [ZE79b], daBl quasisymmetrische Siegelgebiete sogar echt negative holomorphe
Schnittkrimmung bzgl. der Bergmannmetrik besitzen.

Quasisymmetrische Siegelgebiete sind nicht die einzigen Gebiete, die nicht-posi-
tive holomorphe Schnittkrimmung bzgl. der Bergmannmetrik besitzen. Es exi-
stieren auch nicht-quasisymmetrische Gebiete mit dieser Eigenschaft (s. Theorem
6, [DA79]). Das Vorzeichen der holomorphen Schnittkriimmung ist demzufolge
kein Charakteristikum fiir quasisymmetrische Gebiete.

D’Atri und Dorfmeister zeigten, dafl jedes quasisymmetrische Siegelgebiet sogar
nicht-positive holomorphe Bischnittkriimmung bzgl. der Bergmannmetrik hat.
Der von ihnen dazu gegebene Beweis und die von ihnen angegebene Zelow-Formel
werden klassifikationsfrei erbracht. Dieses Resultat ist eine Verscharfung des Re-
sultats von Zelow.

Im kompakten Fall, d.h. wenn man eine kompakte Kahlermannigfaltigkeit mit
nicht-negativer holomorpher Bischnittkrimmung und positiver Riccikriimmung
bzgl. der Bergmannmetrik betrachtet, ist eine solche Mannigfaltigkeit isometrisch
zu einem hermitesch symmetrischen Raum, wie Mok und Zhong in [MOZH86]
zeigten.

Auf der Suche nach Charakterisierungen der quasisymmetrischen Gebiete muf}
festgestellt werden, daB fast alle ,sinnvollen® Bedingungen zu symmetrischen Ge-
bieten fithren (s. dazu [DDZ85] oder auch Abschnitt 7.3, Satz 7.3.1).

D’Atri und Miatello charakterisierten diejenigen normalen J-Algebren, die zu
quasisymmetrischen Gebieten gehdren. Das von ihnen gefundene Kriterium ge-
ben wir etwas spater, in der noch folgenden Beschreibung der Arbeit, genauer
an.

Die bisher einzige geometrische Charakterisierung der 1QS wurde von D’Atri
und Dorfmeister in [DADOSE] gegeben. Sie zeigten, dal nur bei den QS die
Bergmannmetrik eine symmetrische Metrik auf dem, in dem Gebiet enthaltenen
Tubengebiet induziert (s. Satz 7.2.2).
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Von nicht zu unterschétzender Bedeutung fiir diese Arbeit ist der Begriff der
Jordan-Algebra (s. Definition 2.2.1 und http://mathl.uibk.ac.at/jordan). Jordan-
Algebren wurden vermutlich zuerst 1934 in dem Artikel: On an algebraic gene-
ralization of the quantum mechanical formalism, [J N W34] von Pascual Jordan,
John von Neumann und Eugene Wigner benutzt. Dies betrifft zumindest die er-
ste schriftliche Veréffentlichung (s. den sehr gut lesbaren Artikel von McCrimmon
[MCT78]).

Die Motivation, eine solche algebraische Struktur zu suchen und zu untersuchen,
kam aus der Physik, hier insbesondere aus der Quantenmechanik (s. dafiir auch
(2.2.9)).

Die besondere Rolle dieser Algebren fiir die homogenen beschrankten Gebiete
1483t sich wie folgt begriinden (s. auch Kapitel 3 und 6):

Jedes homogene beschrinkte Gebiet kann mit einem ihm entsprechenden affin
homogenen Siegelgebiet identifiziert werden. Homogene Siegelgebiete werden mit
homogenen regularen Kegeln konstruiert (s. Kapitel 6). Genau an der Stelle, an
der diese Kegel auftauchen, kommen auch Jordan-Algebren zum Vorschein.
Eine Jordan-Algebra ist eine nicht-assoziative Algebra, deren Elemente bestimm-
te zusatzliche Bedingungen erfiillen. Diesen Jordan-Algebren kann in kanonischer
Weise ein sogenanntes Jordan-Tripel-System (kurz JTS, s. fiir eine Definition
und Weiteres z.B. [SA] S5.21, aber auch die Biicher von Loos {iber symmetrische
Réaume) zugeordnet werden. Wenn dieses JT'S ein neutrales Element besitzt, so
besteht die Méglichkeit, daraus eine Jordan-Algebra zu erhalten; es gilt dann also
auch die Umkehrung.

Nun gibt es ein bemerkenswertes Theorem von Koecher und Vinberg (s. [SA]
S.33), das diese beiden rein algebraischen Objekte mit geometrischen zusammen-
bringt, ndmlich mit homogenen selbstdualen Kegeln (s. Abschnitt 2.1).

Zu jedem homogenen selbstdualen Kegel existiert eine assoziierte formal-reelle
Jordan-Algebra (s. Definition 2.2.1); die Lie-Algebra der Automorphismen eines
solchen Kegels hiangt mit dem JTS zusammen (s. dazu die angegebene Litera-
tur). Aus einer vorgegebenen formal-reellen Jordan-Algebra kann eindeutig ein
homogener selbstdualer Kegel rekonstruiert werden.

Die formal-reellen Jordan-Algebren wurden 1934 von Jordan, von Neumann und
Wigner klassifiziert und weil diese, wie oben beschrieben, mit den homogenen
selbstdualen Kegeln eineindeutig einhergehen, erhalten wir auf diesem Wege eine
Klassifikation der homogenen selbstdualen Kegel.

Allgemeineren Kegeln, wie den von uns betrachteten homogenen reguléren Ke-
geln, kann man ebenfalls eine Algebrenstruktur zuordnen. Dies wurde von Dorf-
meister in [DO79¢,Vinberg in [VZ60b] oder auch Rothaus und Koecher durch-
gefithrt bzw. studiert. Der von Dorfmeister beschrittene Weg ist fiir unsere Arbeit
am wichtigsten (s. Kapitel 3).
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In dieser Arbeit wird die Richtigkeit der am Anfang genannten Krimmungsver-
mutung von D’Atri und Dorfmeister gezeigt, wodurch eine neue geometrische
Charakterisierung der quasisymmetrischen Siegelgebiete méglich ist.

Gliederung der Arbeit und detaillierte Beschreibung

Grundsétzlich fithren wir die zu der komplexen Geometrie gehérenden Begriffe
ein, wobei die Bezeichnungen der reellen Differentialgeometrie beim Leser vor-
ausgesetzt werden.

Diesem Grundsatz folgend, wird im ersten Kapitel die Definition einer komplexen
Struktur J, einer Ké&hlermetrik usw. angegeben. Des weiteren beschreiben wir,
wie man die Bergmannmetrik auf einem beschrankten Gebiet konstruiert und
welche wichtigen Eigenschaften diese, insbesondere im homogenen Fall, aufweist.

Im zweiten Kapitel werden homogene regulire Kegel 2 C V und damit verkniipfte
Begriffe definiert, wobei V' ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum ist. Zu-
dem geben wir Beispiele fiir homogene regulére Kegel an, von denen wohlbekannt
ist, daf} sie mit formal-reellen Jordan-Algebren assoziiert sind, deren Definition
in Abschnitt 2.2 erfolgt. Von den Beispielen, die diesen Zusammenhang nicht
aufweisen, sei der von mir sogenannte ,,Dorfmeister-Kegel* als besonders gewinn-
bringend zu studierendes Objekt hervorgehoben. Ein Kegel dieser Art begegnete
mir das erste Mal in der Arbeit [DO79q].

Fiir die Arbeit wichtige Tatsachen iiber Jordan-Algebren enthélt der Abschnitt
2.2. Zur Hlustration werden Beispiele von Jordan-Algebren wiedergegeben. Die
Existenz einer positiv-definiten assoziativen Bilinearform o (s. Definition 2.2.2)
und eines Einselementes ist fiir eine reelle Jordan-Algebra eine Kennzeichnung
dafiir, daf} sie formal-reell ist.

Von fundamentaler Bedeutung fiir den Beweis der Kriimmungsvermutung erwies
sich die von Dorfmeister zu jedem homogenen reguldren Kegel 2 assoziierte Alge-
bra 2l mit einer optimalen ¢-8-Zerlegung C (s. Definition 3.1.7). Gleichfalls kann
aus der Vorgabe von (2,C) der zugehorige homogene regulire Kegel rekonstruiert
werden (s. Abschnitt 3.1 VI.). Jeder homogene regulare Kegel ist also von einem
gewissen ¢-Typ, wobei ¢ eine natiirliche Zahl ist. Es gilt g=1 genau dann, wenn
2 eine Jordan-Algebra ist.

In Abschnitt 3.1 wird erklart, auf welchem Weg die Algebra 2 gewonnen werden
kann. Der gesamte Abschnitt dient dazu, Satz 3.1.1 von Dorfmeister zu erldutern.
Ausgehend von der Kegelinvariante ¢(§;.) (s. (3.1.a)), die von Koecher definiert
wurde, legen wir dar, wie man durch Differenzieren einer Funktion n aus einer
bestimmten Klasse (s. (3.1.A1-A5)) eine positiv-definite assoziative Bilinearform

o (s. (3.1.d)) und eine Produktstruktur o (s. (3.1.g)) auf V erhélt. V mit diesem
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Produkt o ist die gesuchte Algebra .

Schlieflich wird die Definition einer optimalen ¢-§-Zerlegung einer Algebra 2A
gegeben und skizziert, wie aus der Vorgabe von (,C) der zugehorige Kegel re-
sultiert.

Wie und welches  mit der Bergmannmetrik des Siegelgebiets S zusammenhéngt,
steht im Interessenmittelpunkt des letzten Abschnitts von Kapitel 3. Hier zitieren
wir die wichtigen Resultate von Gindikin und Dorfmeister. Das Transformations-
verhalten von 7 bzgl. der linearen affinen Automorphismen von § liefert das
entscheidende Kriterium. Insbhesondere wird auch die Algebra 2l analysiert und
man erhalt Darstellungen, die im 11. Kapitel wieder benétigt werden. Auflerdem
werden der Vinberg-Kern X (s. (3.2.c)) und die Menge & (s. (3.2.d)) definiert,
und es erfolgt eine Angabe dariiber, wie diese, fiir den Fall, daf}  zur Bergmann-
metrik gehort, mit der Algebra 20 zusammenhéngen.

Ein Idempotent f ist ein Element 0 # f € A mit f* = f, und ein vollstiandi-
ges Orthogonalsystem von Idempotenten (kurz VOS, s. Definition 3.2.6) definiert
man unter der Zuhilfenahme von X. Die méglichen Zerlegungen von 2 nach be-
stimmten verschiedenen VOS’s und die Eigenschaften der Eigenrdume, die man
in Anlehnung an die Begriffsbildungen bei Jordan-Algebren auch Peirce-Raume
(s. Definition 3.2.8) nennt, sind besonders wichtige Hilfsmittel fiir uns. Zu einigen
Begriffen werden Beispiele zur Verdeutlichung angegeben.

Die Koordinations- bzw. Struktursétze klassifizieren die formal-reellen Jordan-
Algebren und geben Auskunft dariiber, wie sich die Peirce-Raume nach einem
,moglichen® VOS bzgl. der Multiplikation verhalten, falls deren Produkt Null ist.
Diese Sétze des 4. Kapitels stellen einen Hohepunkt einer umfassenden Theorie
dar und sind fiir uns wichtige Werkzeuge beim Beweis der Kriimmungsvermutung.

Abschnitt 5.1 ist dem Dorfmeister Kegel Qp fiir den ¢=2 Fall gewidmet. Fiir
diesen Kegel wird gezeigt, dafl die oberen Dreiecksmatrizen mit positiven reellen
Diagonalelementen einfach transitiv auf {2p operieren. Diese Rechnungen erwie-
sen sich bei der Berechnung der zu Qp assoziierten Algebra 2 als niitzlich.

Das Kapitel 5 beschliefen wir mit einigen Ausfiithrungen zu einem Kegel vom
g=3-Typ. Soweit mir bekannt, existiert ein solches Beispiel bisher noch nicht in
der Literatur. Auf die Angabe eines allgemeinen Konstruktionsverfahren eines
Kegels von beliebigem ¢-Typ wird verzichtet.

Die eigentlichen Objekte, von denen eine Unterklasse, ndmlich die affin homo-
genen Siegelgebiete, genauer untersucht wird, werden im sechsten Kapitel einge-
fiihrt.

Doch zuerst gehen wir in Abschnitt 6.1 kurz auf transitiv bzw. einfach transi-
tiv operierende Untergruppen in der Isometriegruppe eines vorgegebenen Siegel-
gebiets S ein. Eine in diesem Zusammenhang interessante Beziehung zwischen
moglichen, nicht isomorphen, einfach transitiv operierenden Untergruppen in der
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[sometriegruppe weist Satz 6.5.3 auf.

Man unterscheidet zwischen Siegel-1, II, III-Gebieten; dies erklaren wir in Ab-
schnitt 6.2. Hier werden die verschiedenen Arten von Siegelgebieten definiert,
wodurch der Zusammenhang mit den Kegeln klar erkennbar wird. Die affinen
Automorphismen eines Siegel-I1I-Gebiets sind alle beschreibbar, und wir geben
sowohl weitere Figenschaften als auch Beispiele fiir diese Gebiete an.
Siegelgebiete der dritten Art sind fiir uns als Realisierungen von Siegel-1I-Gebieten
von Bedeutung; dies wird ausfiihrlich in Abschnitt 10.1 dargelegt.

Der Ubergang von einem homogenen beschrankten Gebiet zu seinem dazugehéri-
gen Siegelgebiet wird durch die infinitesimale Struktur, genauer durch eine norma-
le J-Algebra (s,w) geschaffen, die wir in Abschnitt 6.3 definieren. Diese spezielle,
zu einer einfach transitiv operierenden Gruppe gehérende Lie-Algebra besitzt ei-
ne charakteristische Wurzelraumzerlegung und weitere Zerlegungen; dies ist in
Abschnitt 6.4 zu finden. Die Wurzelraumzerlegung motiviert die Definition der
Réaume 1. und 2. Art (s. Definition 6.4.2).

Eine vorgegebene normale J-Algebra in Abschnitt 6.5 gestattet die Rekonstruk-
tion eines zugehorigen affin homogenen Siegelgebietes. Dies ermoglicht unter an-
derem, dafl man an der infinitesimalen Struktur der normalen J-Algebra s die
zum Tubengebiet bzw. Kegel in § gehérenden Anteile direkt erkennt und somit
entsprechend zuordnen kann (s. Definition 6.5.2). Den Kegelanteil bezeichnen wir
mit J L.

Siegelgebiete sind im allgemeinen direkte Produkte irreduzibler Gebiete. Die Re-
duzibilitdt des Siegelgebiets korrespondiert mit der analogen Eigenschaft des zu
dem Gebiet gehorenden Kegels. Diese Zusammenhédnge zu kléren, ist die Auf-
gabe des Abschnitts 6.6, wobei auch das zuvor in Abschnitt 6.5 beschriebene
Rekonstruktionsverfahren eines Siegelgebiets aus einer normalen J-Algebra eine
entscheidende Rolle spielt.

Eine Unterklasse der homogenen Siegelgebiete bilden die quasisymmetrischen Sie-
gelgebiete. Sie konnen, wie schon erldutert, als Schnittstelle zwischen symmetri-
schen und beliebigen Siegelgebieten angesehen werden. Um quasisymmetrische
Siegelgebiete in unserem Kontext definieren zu kénnen, sind einige Vorbereitun-
gen notig, die in engem Zusammenhang mit den Begriffsbildungen des 3. Kapi-
tels stehen. Alle dafiir notwendigen Vorbereitungen beinhaltet der Anfang des
Abschnitts 7.1.

Anschlielend werden wichtige, fiir homogene quasisymmetrische Siegelgebiete
dquivalente Charakterisierungen angegeben. Von diesen wird vor allem die Aus-
sage genutzt, daBl die homogenen quasisymmetrischen Siegelgebiete in eineindeu-
tiger Beziehung zu den Jordan-Algebren stehen, also vom ¢g=1-Typ sind.

Das Klassifikationsergebnis der QS wird nachfolgend in der Tabelle 1 (S.62)
dargestellt; davon gesondert werden die darin enthaltenen symmetrischen Siegel-
gebiete in der Tabelle 2 (5.63) aufgelistet.

Die bisher erzielten Charakterisierungen der QS bilden den Inhalt des Abschnitts
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7.2. Dies sind Ergebnisse von D’Atri, Miatello und Dorfmeister, die auch schon
zuvor erwdhnt wurden. Die von D’Atri und Miatello stammende Kennzeichnung
besagt, dafl die QS genau diejenigen homogenen Siegelgebiete sind, zu denen
eine normale J-Algebra gehort, deren Raume 1. und 2. Art jeweils die gleiche
Dimension haben. Dieses Resultat wird ebenfalls mafigebliche Verwendung in der
Arbeit finden.

Des weiteren werden Gleichungen angegeben, die es ermoglichen, zu einem fest
vorgegebenen 1Q)S eine dazugehdrige normale J-Algebra anzugeben. Damit lassen
sich die 1Q)S der Tabelle 1 mit den ihnen entsprechenden normalen J-Algebren
in eine bijektive Beziehung setzen. Somit kann man leicht beurteilen, ob eine
beliebige vorgegebene normale J-Algebra § zu einem symmetrischen Siegelgebiet
gehort oder nicht.

Es existieren viele Charakterisierungen fiir die symmetrischen Siegelgebiete. Einen

Uberblick dariiber bietet Abschnitt 7.3.

Im achten Kapitel werden weitere notwendige Werkzeuge fiir den Beweis der
Kriimmungsvermutung in die Arbeit eingefiigt. So werden zuerst in Abschnitt
8.1 die verschiedenen Kriimmungsbegriffe, die in der komplexen Differentialgeo-
metrie zur Verfiigung stehen, eingefithrt und erklart. Weiter geben wir ein wich-
tiges Resultat wieder, das die holomorphe Bischnittkriimmung einer komplexen
Untermannigfaltigkeit mit der des Auflenraumes in Beziehung setzt. Dabei stellt
sich heraus, dafl die holomorphe Bischnittkriimmung einer komplexen Unterman-
nigfaltigkeit bzgl. der induzierten Metrik kleiner wird als die des Auflenraumes.

Da die Siegelgebiete mit der Bergmannmetrik versehen werden und diese be-
kanntlich, bis auf eine Konstante, die einzige Kéhler-Einstein Metrik auf diesen
Raumen ist, wird der Zusammenhang zwischen der Finsform w auf einer entspre-
chenden normalen J-Algebra (s,w) und der Bergmannmetrik in Abschnitt 8.2
erlautert. Die Einsteinkoeffizienten, die den Werten von w auf gewissen vorgege-
benen Vektoren aus § entsprechen, werden definiert.

Betrachtet man ein homogenes Siegelgebiet S, so ist dieses mit einem bestimm-
ten homogenen reguldren Kegel () konstruiert. Dem Kegel 2 kann man einerseits
eine Algebra 2 zuordnen, andererseits entspricht einem solchen Kegel ein Anteil
J £ in einer normalen J-Algebra s, die zum Siegelgebiet S gehort, d.h. s gehort
zu einer Lie-Untergruppe der Isometriegruppe von §, die auf § einfach transitiv
operiert. Die eineindeutige Beziehung der Algebra 2 mit £ wird in Abschnitt 8.3
studiert. Dabei werden die Peirce-Raume von 2 bzgl. eines speziellen VOS mit
den Wurzelraumen, die zu £ gehoren, in eine bzgl. der Indizes bijektive Bezie-
hung gesetzt. Die sich dabei entsprechenden Raume haben sogar die gleiche reelle
Dimension. Bei dieser Identifizierung mufl besonders darauf geachtet werden, daf}
man beim Ubergang von der Algebra 2 zu £ und umgekehrt die jeweilige Index-
umkehr beachtet.

Ein fiir uns wichtiges Hilfsmittel zur Veranschaulichung stellt das einer Algebra
2 bzw. dem entsprechenden Siegelgebiet S zugeordnete Arbeitsdiagramm (oder
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auch nur Diagramm, s. (8.3.g)) dar. Zu einem solchen Diagramm gehéren auch
Raume U;, die das Pendant zu den Raumen 1. Art auf der normalen J-Algebren-
seite sind.

In Abschnitt 8.4 werden die Arbeitsdiagramme mit der Frage nach der Irreduzi-
bilitét von S fiir den ¢=2 Fall in Verbindung gesetzt. s wird gezeigt und erklart,
wie man einem Diagramm ,ansieht“, ob § irreduzibel ist oder nicht. Falls § re-
duzibel ist, so gehort dazu ein Diagramm, das wir ,aufspaltend* nennen.

Unmittelbar wichtige Aussagen fiir den Beweis der Kriitmmungsvermutung bein-
haltet das 9. Kapitel. Wir definieren in Abschnitt 9.1 zuerst den ¢-Typ eines Sie-
gelgebiets S, was durch die entsprechende Eigenschaft der zugeordneten Algebra
2 moglich ist. Die homogenen Siegelgebiete vom g=1-Typ sind quasisymmetri-
sche Siegelgebiete.

Die GroBlen der reellen Dimensionen der Wurzelrdume einer zu S gehdérenden nor-
malen J-Algebra § konnen nicht vollig willkiirlich gewdhlt werden, sondern sie
unterliegen einer gewissen Ordnung, was préazisiert wird. Dieses Strukturresultat
geht auf Piatetsky-Shapiro zuriick; der Grund dafiir ist in der Injektivitat der
adjungierten Abbildung zwischen verschiedenen Wurzelrdumen zu sehen. Dazu
miissen allerdings entsprechende Wurzelrdume a priori von Null verschiedene Di-
mensionen aufweisen.

Insbesondere wird nun die Algebra 2 fiir den ¢=2 Fall studiert und gezeigt, daf
einige Raume 2. Art gleiche Dimensionen besitzen miissen, was aus entsprechen-
den Darstellungen resultiert.

Tsuji erarbeitete bei seinen Untersuchungen zur Kriitmmungsvermutung notwen-
dige Kriterien in Termen der Einsteinkoeffizienten, die ein Siegelgebiet erfiillen
muf, damit es nicht-positive holomorphe Bischnittkriimmung hat. Diese Resul-
tate und weitere Ergebnisse von Tsuji bilden den Inhalt von Abschnitt 9.2.

In Abschnitt 9.3 verallgemeinern wir ein Lemma von Tsuji, was fiir die zu be-
trachtenden ¢=2-Typ Félle von Bedeutung sein wird. Diese scheinbar einfache
Verallgemeinerung hat zweifelsohne eine grofie Tragweite. Zudem geben wir an,
welche Bedeutung die Dimensionen der Rdume 1. Art fiir gewisse normale .J-
Algebren und Ungleichungen haben.

Fiir uns sehr wichtige, von Dorfmeister erzielte Ergebnisse schlieflen sich in Ab-
schnitt 10.1 an. Dorfmeister zeigte, dafl man jedes Siegel-1I-Gebiet auf viele ver-
schiedene Weisen als Siegel-ITI-Gebiet realisieren kann. Dabei hidngt jede dieser
Realisierungen von einem zuvor zu wihlenden Idempotent f € & ab. Diese Re-
sultate inklusive Beweisen werden in Abschnitt 10.1 wiedergegeben.

An den Anfang des Abschnitts 10.2 wird ein weiteres Ergebnis von Dorfmeister
gestellt, welches besagt, dafl die Faserrdume einer Siegel-l1II-Realisierung via f
genau dann quasisymmetrisch sind, wenn der in 2l der Faser zugeordnete An-
teil AUo(f) eine Jordan-Algebra ist. Wir zeigen dann, dafl der Bergmannkern der
Faser einer Siegel-ITI-Realisierung bzgl. eines Idempotents f der Einschrankung
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des Bergmannkerns des Totalraumes auf die Faser entspricht. Daraus resultiert,
daf} die Bergmannmetrik der Faser der von der Bergmannmetrik des Totalraumes
induzierten Metrik entspricht.

Die Realisierung als Siegel-I11-Gebiet und die Ergebnisse des Abschnitts 10.2
ermoglichen eine induktive Vorgehensweise beim Beweis der Kriimmungsvermu-
tung, weshalb das induktive Argument ausfiihrlich in (10.2.«) erklart wird.

Das Verhalten der zu den Raumen 1. Art einer normalen J-Algebra korrespondie-
renden Rdume U; im Diagramm von 2, wird in Abschnitt 10.3 fiir die verschiede-
nen moglichen ¢-Typen und Argumente studiert. Dabei stellt man fest, daf} diese
keine groBeren ., Probleme® fiir die im 12. Kapitel verwendeten Argumentationen
darstellen. Dies vorab zu erklédren, ist die Aufgabe des Abschnitts 10.3.
Anschliefend wird in Abschnitt 10.4 fiir eine Algebra 2 vom ¢=2-Typ erklart, daf}
ein mit A= bezeichneter reeller Untervektorraum von 2 die Summe irreduzibler
reeller Darstellungsraume einer entsprechenden formal-reellen Jordan-Algebra ist.

Kapitel 11 steht in direktem Zusammenhang zum Beweis des Hauptresultates,
denn die hier betrachteten Fille, d.h. verschiedene Diagramme, sind diejenigen,
zu denen wir durch den Beweis der Kriimmungsvermutung ,,automatisch® geleitet
werden. Die zu den speziellen Diagrammen vom ¢=2-Typ, d.h. 2 = QlO@Ql% aA',
gehorenden Siegelgebiete werden im voraus bzgl. ihrer holomorphen Bischnitt-
kriimmung untersucht. Dabei sind 2% und 2! formal-reelle Jordan-Algebren, und
Az ist ein reeller Darstellungsraum von A° und AL

Mit der Analyse dieser Diagramme wird in Abschnitt 11.1 begonnen, indem ge-
zeigt wird, daf man fiir einen speziellen ¢=2-Fall, namlich A" = R, eine be-
stimmte Anzahl von Elementen aus verschiedenen Wurzelraumen einer zugehéri-
gen normalen J-Algebra § wihlen kann, fiir die alle paarweise gebildeten Lie-
Klammerprodukte verschwinden. Folglich ist unser verallgemeinertes Lemma von
Tsuji aus Abschnitt 9.3 anwendbar und es liefert fiir diesen Spezialfall ein neues
notwendiges Kriterium fiir n.p.h.B..

Als néchstes wird gezeigt, dafl der in Abschnitt 11.1 studierte Spezialfall tatsach-
lich nur dann n.p.h.B. hat, wenn er schon vom ¢=1-Typ, demzufolge quasisym-
metrisch ist. Dafiir wird zuerst in Abschnitt 11.2 gezeigt, dafl in der vorgegebenen
Situation gewisse Radume 1. Art mit bestimmten Indizes die gleiche Dimension
haben. Der néchste Schritt besteht dann in der Untersuchung des Spezialfalls fiir
den Fall, daff die Algebra ° einfach ist. Anschliefend wird der Fall, dafl 24° nicht
einfach ist, studiert.

Um die in Abschnitt 11.2 dargelegten Resultate bzgl. des Spezialfalls zu erlan-
gen, ist eine genaue Untersuchung der inneren Struktur der Algebra 2l nétig.
Von entscheidender Bedeutung sind insbesondere die reellen Darstellungen der
in 2 enthaltenen einfachen formal-reellen Jordan-Algebren. Die bendtigte Dar-
stellungstheorie erschliet sich aus einer genauen Kenntnis der Klassifikation der

10)S nach Dorfmeister.
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Dabei kommt es vor allem auf die Feinstruktur der reellen Darstellungsrdume
bei den verschiedenen einfachen formal-reellen Jordan-Algebren an. Da die Dar-
stellungsrdaume vollstdndig reduzibel sind, interessieren uns vornehmlich die irre-
duziblen reellen Darstellungen. Alles dafiir Benotigte wird dargestellt, entwickelt
oder es werden entsprechende Literaturhinweise gegeben. Die Arbeit [DO79q],
die das Klassifikationsergebnis der [Q)S enthilt, war fiir diesen Abschnitt sehr
hilfreich.

Der letzte Abschnitt des Kapitels 11 beinhaltet weitere spezielle Diagramme vom
q=2-Typ, fiir die jeweils angenommen wird, daf} ein dazugehérendes Siegelgebiet
S mit n.p.h.B. existiert. Fiir jeden dieser Fille zeigen wir, dafl & doch positive
holomorphe Bischnittkriimmungsrichtungen besitzt oder schon quasisymmetrisch
und folglich vom ¢=1-Typ ist. Bei den gefiihrten Beweisen gehen die Struktur-
aussage von Piatetsky-Shapiro aus Abschnitt 9.1, die fiir n.p.h.B. notwendigen
Bedingungen von Tsuji aus Abschnitt 9.2 und die Charakterisierung der quasi-
symmetrischen Siegelgebiete via der Dimensionen der Raume 1. und 2. Art von
D’Atri und Miatello ein.

Das Hauptresultat der Arbeit ist in Kapitel 12 enthalten, denn hier wird nun die
Kriimmungsvermutung gezeigt. Alle in den Kapiteln 1 bis 11 geleisteten Vorar-
beiten flieen in den Beweis mit ein.

Im ersten bedeutenden Schritt zeigen wir in Abschnitt 12.1, daf} sich die Betrach-
tung auf Siegelgebiete vom ¢=2-Typ reduzieren la3t, was eine direkte Konsequenz
des induktiven Arguments ist (s. (10.2.«), oder ST A S.129).

Folglich bleibt zu zeigen, daf} keine Siegelgebiete mit n.p.h.B. vom ¢=2-Typ exi-
stieren und diese Aussage beweisen wir in Abschnitt 12.2. Dazu wird die Existenz
eines solchen Gebietes angenommen.

Eine Analyse der ¢g=2 Félle zeigt nun, dafl innerhalb der Siegelgebiete diesen Typs
vier wesentliche mogliche Algebren 2 vom ¢=2-Typ zu unterscheiden sind. Jeder
Fall wird im einzelnen untersucht. Dabei reduziert sich fiir jeden der vier Falle die
Betrachtung induktiv auf bestimmte Diagramme, wobei auch immer der zweite
Struktursatz von entscheidender Bedeutung ist. Zum Teil wurden die bei dieser
Vorgehensweise resultierenden Diagramme schon im 11. Kapitel behandelt.
Anschlielend kénnen wir entweder direkt zeigen, dafl jedes zu einem gerade be-
trachteten Diagramm gehoérende Siegelgebiet positive Bischnittkriimmungsrich-
tungen hat oder, dafl es vom ¢=1-Typ und somit schon quasisymmetrisch ist.
Wir erhalten also immer einen Widerspruch zu einer Voraussetzung oder Annah-
me.

Kurze Beschreibung des Anhangs

Im Anhang A wird ein Beispiel fiir ein Siegelgebiet der reellen Dimension Zehn
dargelegt, wodurch einige in dieser Arbeit angegebene Sachverhalte illustriert
werden.
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Da die Arbeit eine Fiille von Bezeichnungen enthilt, listen wir zum leichteren
Wiederfinden als Lesehilfe einige Bezeichnungen im Anhang B auf.

Bemerkungen

An dieser Stelle danke ich Herrn Prof. Dr. J. Dorfmeister sowohl fiir die Uberlas-
sung seiner Habilitationsschrift als auch einem Exemplar seiner Dissertation.
Um die Habilitationsschrift von Dorfmeister zugénglicher zu machen, wurde ein
Exemplar der Institutsbibliothek zugefiihrt.

Einen fiir diese Arbeit wichtigen Teil seiner Habilitation, der in keinem Artikel
veréffentlicht wurde, habe ich mit der Erlaubnis von Herrn Dorfmeister in Kapitel
10 integriert, wofiir ich mich auch an dieser Stelle bedanken méchte.

Zum Sprachgebrauch

Wir sprechen in dieser Arbeit des 6fteren von der zu einem homogenen Siegel-
gebiet § ,zugeordneten® oder ,dazugehodrigen® normalen J-Algebra s, Algebra
20 oder von einem zugeordneten Kegel ). Was wir unter dem zu § zugehérigen
Kegel verstehen, ist aufgrund der Siegelgebietsdefinitionen des Abschnitts 6.2 of-
fensichtlich. Somit ist aber auch direkt klar, was wir unter der & zugeordneten
Algebra 2 verstehen, denn dies ist die in Kapitel 3 einem Kegel eindeutig zuge-
ordnete Algebra. Eine zu S gehérende normale J-Algebra s ist eine solche, fiir
die S = exp(s) einfach transitiv auf S operiert.

In dhnlicher Weise sprechen wir von Rdumen 1. und 2. Art, die einem Teilraum
B von A oder A selbst zugeordnet werden. Dies sind die Raume, die via der
Identifizierung (8.3.1) mit den entsprechenden Peirce-Raumen des Teilraumes ‘B
bzw. 2 verkniipft sind.

Allgemeine Voraussetzungen und Notationen (s. auch Anhang B)

Aus der Theorie der Lie-Gruppen und Lie-Algebren setze ich die Kenntnis der
elementaren Grundbegriffe, wie jauflosbar®, , halbeinfach® usw., als bekannt vor-
aus.

Satze usw. werden nach den Abschnitten nummeriert; dies sollte ein leichteres
und schnelleres Auffinden der Aussagen erméglichen.

Bemerkungen bzw. Voraussetzungen werden ebenfalls durch dreiwertige Num-
merierungen dem jeweiligen Abschnitt eindeutig zugeordnet. Dabei ist die letzte
Kennzeichnung ein Buchstabe aus dem griechischen Alphabet.

Beispiele werden z.B. mit (1.2.B1) und (2.4.B3) usw. aufgelistet. Die Endungen
B1 und B2 weisen darauf hin, dafl es sich um ein Beispiel handelt.

Gleichungen bzw. Definitionen, die im laufenden Text gegeben werden, numme-
riere ich mit den Abschnittsziffern, gefolgt von einem arabischen Buchstaben.
Durch die verschiedenen Endungen ist dem Leser immer klar, von welcher Art
der Bezug ist, ob es sich also um ein Beispiel, eine Gleichung bzw. Definition oder
um eine Bemerkung bzw. Voraussetzung handelt.
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Sind (7, S... Lie-Gruppen, dann werden mit g, 6... bzw. auch mit Lie( (), Lie(5)...
deren Lie-Algebren bezeichnet.

Die Kegelalgebra, eine Jordan-Algebra usw. notieren wir hingegen immer mit
groBen deutschen Buchstaben 21, B, £ usw..

GL(V) bezeichnet immer die allgemeine lineare Gruppe eines Vektorraumes V.
Ist V' ein reeller Vektorraum, dann notiert V* die Komplexifizierung.

Die zu einer linearen Abbildung B eines Vektorraumes V' mit Skalarprodukt
bzgl. 7 adjungierte Abbildung bezeichnen wir mit B”.

Eine weitere, eigene Notation zu entwickeln, erschien in Anbetracht der schon
zahlreich vorhandenen als unangebracht. Wir verfolgten bei der Festlegung un-
serer Notation das Prinzip, immer die in der Literatur gédngigste zu benutzen
und uns zu eigen zu machen. Die Konsequenz daraus ist, dafl dem Leser in den
meisten Fallen ein Notationsabgleich erspart bleibt.

Prinzipiell werden nur solche Beweise ausgefiihrt, die neu oder schwer zugénglich
sind.
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1 Die Bergmannmetrik

Jedes homogene beschrankte Gebiet ist biholomorph zu einem affin homogenen
Siegelgebiet, was wir auch in der Einleitung beschrieben haben (s. Kapitel 6, insbe-
sondere Satz 6.1.1). Da wir die Geometrie der Bergmannmetrik studieren wollen,
fiithren wir aus, wie man diese auf beschrankten Gebieten erhélt.

Dafiir erinnern wir an bzw. zitieren wir einige wohlbekannte Tatsachen, die in Zu-
sammenhang mit der Bergmannmetrik stehen (s. [KO95] I11., [CON O] Beispiel
6.6 5.162, insbesondere [HE] S.364 ff.).

1.1 Kaihlermetrik

Es wird die Definition einer Kdhlermetrik gegeben. Eine Kdhlermetrik vereinigt in
sich Riemannsche-, Symplektische- und Komplexe-Geometrie und ist ein natiirli-
ches Objekt fiir homogene beschrinkte Gebiete (s. Definition 1.2.7), die wir spéter
betrachten werden.

Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit der reellen Dimension n < co. Mit T'M bezeich-
nen wir das TANGENTIALBUNDEL, mit I'(TM) die C**-SCHNITTE von 7'M und
mit Hom(TM) das HOMOMORPHISMENBUNDEL von 7M. Eine C*-Abbildung f
von T'M in sich ist ein SCHNITT von Hom(TM) genau dann, wenn gilt:

(1.1.a) f ist FASERTREU, d.h. sie erhélt die zum R" isomorphen Fasern von TM
und

(1.1.b) die Einschrankung von f auf jede Faser von T'M ist eine lineare Abbil-
dung.

Das AUTOMORPHISMENBUNDEL Aut(TM) C Hom(T'M) besteht aus denjenigen
Abbildungen, bei denen die linearen Abbildungen in (1.1.b) Isomorphismen sind.
Ein differenzierbarer Schnitt .J in Aut(TM) heift KOMPLEXE STRUKTUR genau
dann, wenn fiir alle x € M gilt:

(1.1.c) J¥(x) = —Id

und
oM

(1.1.d) (X, Y]+ J[X, JY]+ JJX,Y] - [JX,JY] =0

fiir alle Vektorfelder X, Y auf M. Aus (1.1.c) folgt direkt, daff n = 2m gelten mu8.
Existiert auf einer Mannigfaltigkeit eine komplexe Struktur .J, so nennt man sie
eine KOMPLEXE MANNIGFALTIGKEIT.

Betrachtet man M, eine komplexe Mannigfaltigkeit, als eine reelle Mannigfaltig-
keit und ist g eine Riemannsche Metrik auf M, dann sagt man, g ist HERMITESCH,
genau dann, wenn fiir alle X, Y € I'(TM) gilt:
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(1.1.e) g(JX,JY) = g(X,Y).

Bekanntlich definiert jede Riemannsche Metrik eindeutig einen linearen Zusam-
menhang, den LEVI-CIVITA-ZUSAMMENHANG V (s. z.B. [GHL] 5.70). Beziiglich
eines Zusammenhangs kann jeweils ein Parallelitatsbegriff erklart werden (s. [PO]

Ch. 2., [GHL] S.77 ff.). Wir kénnen nun definieren (s. z.B. [BE] Ch. 2.):

Definition 1.1.1 (K&hlermetrik) Fine hermitesche Metrik g auf einer kom-
plexen Mannigfaltigkeit M heif$t KAHLERMETRIK genau dann, wenn die komple-
ze Struktur J parallel bzgl. des Levi-Ciwita Zusammenhangs V ist, d.h. fir alle
X, Y e I'(TM) gilt:

(Vx )Y =Vx(JY) = JVxY =0.

Ist M eine komplexe Mannigfaltigkeit mit einer hermiteschen Metrik (bzw. Kahler-
metrik) g, so sagt man auch, daf M eine HERMITESCHE-STRUKTUR (bzw. eine
KAHLER-STRUKTUR) besitzt.

Definition 1.1.2 (homogene K&hlermannigfaltigkeit) Fine komplexe Man-
nigfaltigkeit M mit Kdihlermetrik g wird genau dann HOMOGENE KAHLERMAN-
NIGFALTIGKEIT genannt, wenn die Gruppe Aut(M,g) der biholomorphen Isome-
trien transitiv auf M operiert.

1.2 Allgemeines zur Bergmannmetrik

Die ,Konstruktion“ und wichtige Figenschaften der Bergmannmetrik werden zu-
sammenfassend dargestellt.

Definition 1.2.1 (beschrinktes Gebiet) FEine beschrinkte, offene, zusammen-
hingende Teilmenge D eines Vektorraumes C* mit n < oo wird BESCHRANKTES
GEBIET genannt.

Sei D ein beschrianktes Gebiet. Mit L*(D) wird der Hilbertraum der komplex-
wertigen quadratintegrierbaren Funktionen notiert, d.h. fiir alle f € L?*(D) gilt:

[HETE(E) < e,
Dabei ist 1 das Lebesgue-Maf} des R?". Man definiert nun fiir alle f,g € L*(D)

(1.2.a) <9 >r=gf(2)@d/~b(2)a

wodurch ein Skalarprodukt < .,. > auf dem L?*(D) gegeben ist, und bekanntlich
erhilt man aus diesem Skalarprodukt eine Norm auf dem Hilbertraum L?*(D) via

I := < f, f >7 fiir alle f € L3(D).
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Mit H(D) C L*(D) bezeichnen wir die Teilmenge, die aus den holomorphen Funk-
tionen besteht. Holomorphe Funktionen sind analytisch und daher lokal in Po-
tenzreihen entwickelbar.
Schrinkt man die Funktionen aus §(D) auf eine beliebige kompakte Teilmenge
K von D ein und bezeichnet man mit | - | den Betrag auf C, dann gilt (s. [HE]
Proposition 3.1, S.364):

Proposition 1.2.2 Fir jede kompakte Teilmenge K C D existiert eine Zahl
Cx €RY, so daf |f(2)] < Ckl||f||, V2 € K und Vf € H(D).

H(D) ist ein abgeschlossener linearer Unterraum von L2(D); das lehrt Korollar
3.2, S.365 in [HE]. Somit ist H(D) selbst ein Hilbertraum mit dem von L2(D)
induzierten Skalarprodukt (1.2.a).

Fiir unsere Arbeit ist der Begriff des Bergmannkerns von Bedeutung (s. auch
Abschnitt 3.2). Zu dessen Konstruktion benétigt man eine HILBERTBASIS (vgl.
[HZSL] S.93), d.h. ein orthonormales System {p;} von Elementen aus $(D), so
daf fiir alle ¢ € H(D) die PARSEVALSCHE GLEICHUNG

ol = 2| < ¢, 00> |
erfiillt ist. Wir zitieren Theorem 3.3 aus [HE] S.365:

Satz 1.2.3 Sei g, p1... eine Hilbertbasis von (D). Dann ist die Reihe

(1.2.b) Ynzo Pnl2)en(e) = K(2,7)

gleichmdflig konvergent fir jede kompakte Teilmenge von D x D. K(z,T) ist un-
abhingig von der Wahl der Hilbertbasis, und YF € D(D) gilt:

(1.2.c) F(z) :gIC(Z,f)F(J})d/,L(J}).

Definition 1.2.4 (Bergmannkern) Die in (1.2.0) definierte Funktion K nennt
man den BERGMANNKERN von D.

Via (1.2.c) ldBt sich jede Funktion aus (D) mit Hilfe des Bergmannkerns K
schreiben. Genau dies stellt die wichtige Eigenschaft des Kerns dar; er repro-
duziert die Funktion an jeder Stelle (vieles tiber reproduzierende Kerne kann in

[AR] nachgelesen werden, s. auch den Anhang in [OE99]).

Sel zy, ..., z, ein Koordinatensystem von D. Unter Verwendung des Bergmann-
kerns kann ein Volumenelement v (BERGMANNVOLUMEN) auf D eingefiihrt wer-
den, das durch

(1.2.d) v="1"Kdz" N ... ANdz" NdzZt.. A dZ"
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gegeben ist. Des weiteren erhalt man durch K eine Kahlermetrik via

(1.2.e) g=ds* =37} Plogk g2k A dzd

5zk 577

Beweise dafiir, da} v ein Volumenelement und ¢ eine K&hlermetrik ist, kénnen in
[HE] Proposition 2.5, S.362 und Proposition 3.4, S.367 nachgelesen werden. ks
gilt (det(g(:z;,y)ij))% = cK(z,%) fir alle x + 1y = 2z € D und 0 # ¢ € R (s. auch
Proposition 1.2.8).

Definition 1.2.5 (Bergmannmetrik) Die in (1.2.¢) auf D definierte Kdhler-
metrik heift BERGMANNMETRIK.

Wenn nun D und D’ beschrankte Gebiete in C* sind und ¢, ¢’ die dazugehori-
gen Riemannschen Strukturen, die durch die jeweiligen Bergmannkerne induziert
werden, dann ist jeder holomorphe Diffeomorphismus von D auf D’ eine Isometrie
(s. [HE] Proposition 3.5, S.370).

Wenn wir mit [(D, g) die Menge der Isometrien von (D, ¢) und mit

(1.2.f) Aut(D) die BIHOLOMORPHEN AUTOMORPHISMEN von D

bezeichnen, kénnen wir folgende Aussage machen:

Lemma 1.2.6 Sei D ein beschrinktes Gebiet und g die Bergmannmetrik, dann
qilt:

1. I(D,g) und Aut(D) sind Lie-Gruppen.
2. Aut(D) C I(D,g) ist eine abgeschlossene Untergruppe von 1(D,g).
3. I(D,g) und Aut(D) haben isomorphe Lie-Algebren.

Beweis:

Die Teilmenge Aut(D) von I(D,g) ist eine Lie-Gruppe, denn: Beziiglich der
Verkniipfung von Abbildungen ist Aut(D) eine abgeschlossene Untergruppe von
I(D,g) (versehen mit der kompakt offenen Topologie (s. [HE] S.202)). Die Iso-
metriegruppe einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist nach dem Theorem von
Myers-Steenrod (s. z.B. [GHL] S.65) eine Lie-Gruppe, folglich ist Aut(D) als
abgeschlossene Untergruppe sogar eine Lie-Untergruppe (s. [WA] 3.42, S.110).
Aut(D) 148t auch v (1.2.d) invariant. Dies zeigt 1. und 2., und um 3. zu zei-
gen benétigen wir, dafl die Einskomponenten der Gruppen tibereinstimmen, d.h.

Aut’(D) = I°(D, g). Dies gilt aber wegen [KON O57] Theorem 3, S.119. O

Definition 1.2.7 (homogenes beschrinktes Gebiet) Fin beschrinktes Ge-
biet D wird genau dann HOMOGENES BESCHRANKTES GEBIET, kurz h.b.G., ge-
nannt, wenn Aut(D), definiert in (1.2.f), transitiv auf D operiert.
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Wir betrachten in dieser Arbeit ausschlieilich Gréfien, die von einer Riemann-
schen Metrik abgeleitet wurden. Dies gilt fiir den jeweils betrachteten linearen
Zusammenhang, fiir den Kriimmungstensor usw..

Durch Kontraktion, d.h. Spurbildung, erhédlt man aus dem Kriimmungstensor den
Riccitensor Ric (s. z.B. [BE] S.46). Dieser Tensor Ric ist vom gleichen Typ wie
die Riemannsche Metrik ¢, was als Anlafl zum Vergleich der beiden genommen
werden kann und somit zur Betrachtung derjenigen Riemannschen Metriken mit

(1.2.g) Ric=MXg, X eR

fithrt. Genau solche Riemannsche Metriken werden EINSTEINMETRIKEN und A
wird EINSTEINKONSTANTE genannt (vgl. auch [CON OI] S.292). Eine Riemann-
sche Mannigfaltigkeit (M, g) nennt man EINSTEINMANNIGFALTIGKEIT (s. insbe-
sondere [BE]), wenn (1.2.g) gilt.

Fiir homogene beschrankte Gebiete ist folgendes bekannt (vgl. [HE] Proposition
3.6, 5.371):

Proposition 1.2.8 Sei D ein homogenes beschrinktes Gebiet mit Bergmannme-
trik g, dann gilt:

1. D ist eine Kihlermannigfaltigkeit (s. Definition 1.1.1).
2. K(z,2) = c(det(g(x,y)ij)%), mit z=x+1y €D und c € R.

3. Die Riccikrimmung erfilll Ric = —g. Insbesondere ist D also eine Einstein-
mannigfaltigkeit mit negativer Finsteinkonstante.

4. Bis auf einen positiven reellen Faktor ist die Bergmannmetrik die einzige Me-
trik, die sowohl Kdhler als auch Finstein auf D ist.

Fiir einen Beweis der letzten Aussage von Proposition 1.2.8 vergleiche man mit

der Bemerkung in [DA79] S.409.
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2 Grundlagen

Homogene regulédre Kegel sind Bausteine fiir die spéter zu untersuchenden Siegel-
gebiete (s. Kapitel 6) und werden hier isoliert davon eingefiihrt.

Beginnend mit den Untersuchungen von Koecher hat es sich als niitzlich erwie-
sen, zur Beschreibung gewisser Gebiete Jordan-Algebren zu verwenden. Genauer
untersuchte Koecher w-Gebiete, fiir deren Definition wir auf [KOE99] §1, S.34
verweisen; z.B. sind selbstduale Kegel (s. (2.1.c)) w-Gebiete. Fiir den Zusam-
menhang von Jordan-Algebren mit w-Gebieten s. [KOE9I] Theorem 4, S.49. Da
Jordan-Algebren fiir uns von grofiem Nutzen sein werden, ist ein Abschnitt diesen
Algebren gewidmet.

2.1 Homogene reguliare Kegel

Untersuchungen von Positivitdtsbereichen (s. [KOE99] T), also selbstdualen Ke-
geln, bildeten den Ausgangspunkt fiir das Studium allgemeinerer Kegel, wie z.B.
der Klasse der homogenen reguliren Kegel, die in dieser Arbeit essentiell sind.

Ein REGULARER KEGEL 2 ist eine nicht leere, offene, konvexe Teilmenge eines
endlich dimensionalen Vektorraumes V iiber R, fiir die gilt:

(2.1.a) z€ELA>0=> X r€eQundtr e Q= 2 =0.

Dabei bezeichnet ) die abgeschlossene Hiille von € in V. In einem reguliren Ke-
gel ist kein eindimensionaler reeller Teilraum enthalten.

Sei 0 ein reguldrer Kegel und V* bezeichne wie {iblich den Dualraum von V|
dann ist die Menge

(2.1.b) QO ={AeV\z)>0,Vr e Qz#£0} CV~

ein reguldrer Kegel in V* (s. Lemma 1.4, S.112 [DOKO79]). * nennt man den
DUALEN KEGEL von ().

Ist allgemeiner o eine symmetrische nicht-ausgeartete Bilinearform von V| dann
ist

(2.1.¢) Q° ={z € Vl|o(z,y) >0,Vy € 2 —{0}}

ebenfalls ein regulirer Kegel in V' (s. [DOKOT79] S.115). Dieser Kegel Q27 heifit
0-DUALER KEGEL von (2.

Durch o ist via A € V* +— = € V ein kanonischer Isomorphismus von V* auf
V gegeben, so dafl Vy € V A(y) = o(x,y) gilt. Dieser Isomorphismus bildet den
dualen Kegel Q* auf den o-dualen Kegel Q7 ab.
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Ein regularer Kegel Q in (V, o) heifit SELBSTDUAL bzgl. o oder auch 0-SELBSTDUAL
genau dann, wenn gilt:

(2.1.d) Q7 =Q.

Ein regularer Kegel 2 heiflt HOMOGEN genau dann, wenn die Gruppe
(2.1.e) Aut(Q) ={W e GL(V)|WQ = Q}
transitiv auf ) operiert. Es gilt (vgl. [DOKO79] (1.6) und (1.9)):
(2.1.1) (Q7)7 = Q und (Aut(Q))7 = Aut(Q7).

Beispiele tiir homogene regulidre Kegel und Bemerkungen:

(2.1.a) Die homogenen selbstdualen Kegel werden auch SYMMETRISCHE KEGEL
genannt, weil man solche Kegel €0 mit einer Riemannschen Metrik ¢ versehen

kann, so daff (£, ¢g) ein Riemannscher symmetrischer Raum wird (s. [FAKO]
S.15 ff.).

(2.1.8) Eine interessante Frage lautet:

Wann ist ein reguldrer Kegel sogar homogen?
Dorfmeister zeigte z.B. in seinem Beitrag ,,Symmetric Cones“ zum Buch [GZ96]
fiir D’Atri, daf ein reguldrer Kegel ) homogen ist, wenn die Metrik ¢, die von
der Kegelinvarianten ¢ herkommt, einen symmetrischen Raum definiert.
Die Kegelinvariante ¢(§2, ) definieren wir in (3.1.a), und die betrachtete Rie-
mannsche Metrik ¢g erhilt man Vr € 0 via

go(u,v) = APAY(Q, ).

Fiir die verwendeten Bezeichnungen beachte man Abschnitt 3.1 I1.

BEISPIELE SELBSTDUALER KEGEL

(2.1.B1) Klassische Kegel
Sei H(n,R) = Sym(n,R) := {X € Mat(n,R)| X" = X} und H(n,K) = Herm(n, K)
= {X € Mat(n,K)|X' = X} fiir K = C, H.

Sei nun <.,.> die standard positiv-definite symmetrische bzw. hermitesche Form
von K, d.h. fir z,w € K" gilt < z,w > = 3"" | 2;w;, dann kénnen wir definieren:
Q= Pos(n,K) :={X e Hn,K)=V| < Xv,v>>0,¥0#ve K"}
Pos(n,K) ist die Menge der positiv-definiten Matrizen, wobei K = R, C, H gilt.
Des weiteren ist Pos(n,K) ein homogener, reguldrer, o-selbstdualer Kegel (s.

(2.1.d)). Diese Kegel werden auch KLASSISCHE KEGEL und KLASSISCHE POSITI-
VITATSBEREICHE genannt. Die Bilinearform o (s. z.B. auch [DO79q]) ist dabei
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auf H(n,K) durch

o(X,Y) := Re(Spur(XY))
definiert. Re bedeutet, dafl wir den Realteil der Spur nehmen, was natiirlich nur
von Bedeutung ist, falls K = C, H gilt. Bekanntlich existiert folgender Isomor-
phismus:

H(n, H) = {X € H(2n,C)lJXJ = — X", mit J = ( o [Od )}

Falls wir also tiber dem Schiefkérper (bzw. der Divisionsalgebra) H arbeiten, kon-
nen wir wegen dieser Isomorphie jedes Element aus H(n, H) mit dem entsprechen-
den Element aus H(2n,C) identifizieren. Eine quaternionische Matrix X; 4+ j X,
X X,
-X, X
wird in diesem Fall fiir die entsprechenden Matrizen in H(2n,C) durchgefiihrt.
Fiir die Automorphismengruppe (definiert in (2.1.e)) jedes klassischen Kegels €
gilt:

ist dann mit der komplexen Matrix assozilert. Die Spurbildung

Aut(Pos(n,K)) D {Wo|Q € GL(n,K) und Wo(X) = QXQ'}.
Einen Beweis dafiir, dal Pos(n,R) o-sebstdual ist, findet man z.B. in [FAKO]
S.9 ff..

(2.1.B2) Lorentzlichtkegel

Sei [X, p, €] ein Tripel, mit X = R",n > 2; wir wihlen ¢ = (1,0,...,0)". Wie

man aus (2.2.B4) entnehmen kann, hat dann die symmetrische nicht-ausgeartete

Bilinearform g auf X" die Signatur (1,7 — 1). Man definiert nun
P(lyn—=1):={Y e X|u(Y,Y) > 0,u(Y,e) > 0}.

Die so definierte Menge P(1,n — 1) ist ein homogener, bzgl. des euklidischen

Skalarprodukts von R”, selbstdualer Kegel, was z.B. in [FAKO] S.7-8 gezeigt

wird. P(1,n — 1) nennt man LORENTZLICHTKEGEL, der in besonderem Mafle im

Fall n = 4 fiir die spezielle Relativitdtstheorie von Bedeutung ist. Es gelten die
folgenden Isomorphismen (s. [SA] S.36):

P(1,2) = Pos(2,R), P(1,3) = Pos(2,C), P(1,5) = Pos(2,H).

(2.1.B3) Ausnahmekegel
Mit © bezeichnen wir die Cayley-Oktaven und wir betrachten in
H(3,0) := {X € Mal(3,0)[X = X}
die Menge
Pos(3,0) := {X?|X € H(3,0), X ist invertierbar}

(s. auch (2.2.B5) u. [SA] S.37). Weil O eine nicht-assoziative Divisionsalgebra
ist, konnen wir Pos(3,0) nicht in der gleichen Weise wie die Kegel in (2.1.B1)
definieren. Es existieren mehrere zu der hier angegebenen Definition dquivalente
Méglichkeiten, der Definition von Pos(3, Q). Solche gleichwertigen Definitions-
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moglichkeiten kann man Satz 7.5 in [DOKOT9] entnehmen.
Pos(3,0) bezeichnet man als AUSNAHMEKEGEL; diese Namensgebung begriinden
wir nun anschlieflend in (2.1.7).

(2.1.4) Die exakte Definition einer formal-reellen Jordan-Algebra, geben wir in
der Definition 2.2.1 an. Das Klassifikationsergebnis der formal-reellen Jordan-
Algebren stellt den Inhalt des ersten Struktursatzes 4.1.2 dar. Aus Satz 4.1.2 re-
sultiert, dal H(3, Q) eine formal-reelle Jordan-Algebra ist. Allerdings ist H(3, Q)
eine besondere formal-reelle Jordan-Algebra, die man als NICHT-SPEZIELLE oder
auch als AUSNAHME-ALGEBRA bezeichnet (s. dazu (2.2.B2-B5)).

Weil Pos(3,0) in H(3, Q) enthalten ist (s. z.B. [SA] S.33, das Theorem von Koe-
cher und Vinberg), nennt man Pos(3, Q) den Ausnahmekegel.

Analog zur Definition von Pos(3,0) in (2.1.B3) kann man die Kegel in (2.1.B1)

als Teilmengen entsprechender formal-reeller Jordan-Algebren definieren.

BEISPIELE NICHT-SELBSTDUALER KEGEL
(2.1.B4) Der Dorfmeister-Kegel Qp

Betrachten wir den Untervektorraum V' von Mat(n + m,C), der via:

Ay AL
V o= {X € Mal(n + m,C)|X = Zt% AZ )

Ay € H(n,C), Ao € H(m,R), Ay € Mal(n x m,C)}.

definiert ist, so kénnen wir den DORFMEISTER-KEGEL als

Qp ={X eV|X >0}
definieren. Dabei bedeutet X > 0, dafi X positiv-definit ist, also X € Pos(m +
n,C) (s. (2.1.B1)). Den fiir ein spezielles o, wobei wir ¢ in (3.1.B3) angeben,
o-dualen Kegel, betrachtete Dorfmeister in [DO79a]. Wie wir [DO79a] S.4-5 ent-
nehmen koénnen, muff man dasjenige o in (3.1.B3) mit o = 2n + 2m + 1 und
B =2n+ m + 2 wahlen.
In Abschnitt 5.1 betrachten wir dieses Beispiel ausfithrlich, und wir begriinden
dort auch, warum €p nicht o-selbstdual ist.

(2.1.B5) Der Vinberg-Kegel Qy

Sei V' der Vektorraum der symmetrischen 3 x 3-Matrizen von der Form

x 0 r
V= {AESym(?)aR)A(O y S);J},y,Z,T,SER}

T S Z

und man setzt VZ,Y € V o(Z,Y) = Spur(ZY').

Dann ist o ein Skalarprodukt auf V' und man definiert

Qy = {A € V]|A ist positiv-definit < A > 0}
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= {AcV]z>0,zy >0,2z—r>>0}.

Qy wird VINBERG-KEGEL genannt und Vinberg zeigte in [VZ60a], dal dieser
Kegel fiir kein Skalarprodukt auf V' selbstdual ist.

(2.1.6) Der Vinberg-Kegel war das erste Beispiel eines nicht-selbstdualen Kegels.
Ganze Klassen solcher Beispiele findet man in [WU] S.263 ff..

2.2 Jordan-Algebren

Alle Informationen zu Jordan-Algebren haben wir aus jeweils einem der Biicher
[BRKOE], [TA], [KOEII] oder [FAKO] entnommen. Der zugrunde liegende
Korper der betrachteten Objekte sei immer der Korper R der reellen Zahlen. Spre-
chen wir von einem beliebigen Kérper, so gilt fiir die Charakteristik des Korpers,
daf} sie ungleich Zwei ist. Alle Ausnahmen davon geben wir explizit an.

Im allgemeinen ist eine Algebra A weder assoziativ noch kommutativ und wir
definieren:

Definition 2.2.1 (Jordan- und formal-reelle Jordan-Algebra) Fine Alge-
bra (U, o) iber einem beliebigen Korper K heifit JORDAN-ALGEBRA, wenn gilt:

(JA.1) uov=vou,
(JA.2) uo(u*ov)=u?o(uov), Vu,ve .

FEine reelle Jordan-Algebra®l, d.h. K = R, nennt man FORMAL-REELLE JORDAN-
ALGEBRA, wenn aus u® +v* = 0 stets u = v = 0 folgt.

Bemerkungen und Beispiele:

(2.2.a) Wir benutzen zur Verdeutlichung dafiir, daff in der Jordan-Algebra 2
multipliziert wird, das Zeichen o. Sind wir der Meinung, dafl dies eindeutig er-
kennbar ist, so lassen wir es in vielen Féllen auch weg.

(2.2.8) Mit A(u) wird die lineare Transformation von 2l mit uwov = A(u)v be-
zeichnet. Dann ist A(u)A(u?) = A(u?)A(u) & (JA2) (s. [KOEYY] S.53).

(2.2.7) Die Gleichungen, die durch (JA.1) und (JA.2) gegeben sind, resultierten
aus Untersuchungen von Pasqual Jordan, der die algebraischen Gesetze fiir die
Operatoren der Quantenmechanik (den Observablen) analysierte (s. z.B. [MCT7§],
[JNW34]). Deshalb wurden diese Algebren zu Ehren von P. Jordan Jordan-
Algebren genannt.

(2.2.0) Sei A eine halbeinfache Jordan-Algebra, d.h. das Radikal, das wir in
(2.2.a) definieren, verschwindet. Falls 2l keine Aufspaltung in eine direkte Sum-
me aus zu 2 und der Nullalgebra 0 verschiedenen Jordan-Algebren besitzt, so
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bezeichnet man 2l als EINFACHE Jordan-Algebra.

(2.2.B1) Jede assoziative Algebra 21 mit dem zusétzlichen Produkt z oy =
Hzy 4+ yz), V 2,y € W ist eine Jordan-Algebra. Eine Algebra 2, versehen mit
diesem Produkt, bezeichnen wir mit A*. Solche Jordan-Algebren gehoren zu den

wspeziellen“ Jordan-Algebren (s. dazu (2.2.B5)).

(2.2.€) Jede assoziative Algebra 2 wird zu einer Lie-Algebra, wenn wir 2 mit
der Multiplikation @ -y = 2y — yx =: [x,y] (s. (2.2.b)) versehen. Die Algebra mit
diesem Produkt bezeichnet man mit 21~

(2.2.B2) Die Vektorrdaume Sym(n,R), Herm(n,C) und Herm(n,H) sind jeweils
formal-reelle Jordan-Unteralgebren von Mat(n, K)*, fir K =R, C,H (s. (2.1.B1)
und Satz 4.1.2).

Die Algebra Herm(3, Q) ist wegen Satz 8.3 in [BRKXOE] 5.266 eine nicht-spezielle
Jordan-Algebra (s. auch (2.2.B5)), und aufgrund des Satzes 4.1.2 ist sie, bis auf
[somorphie, die einzige nicht-spezielle formal-reelle Jordan-Algebra.

Bevor wir mit Beispielen fortfahren benétigen wir (s. z.B. [BRKOE] 1 §6.):

Definition 2.2.2 (assoziative Bilinearform) Sei o eine symmetrische Bili-
nearform auf einer Algebra (2,0), so nennt man o ASSOZIATIV genau dann,
wenn fir alle v,y,z € A

o(xoy,z)=o(x,yoz) gilt.

(2.2.B3) Sei V ein Vektorraum iiber R und B eine symmetrische Bilinearform

von V. Auf U =V x R definiert man das Produkt

(v1, A1) © (Va, Ag) := (Agvy 4+ Aqva, Ay + B(vy,v9)),
Y(vi, A;) € Uyi = 1,2, Die so definierte Multiplikation o in U ist offensichtlich
kommutativ und fiir x = (v, A) erhalten wir: 2% = (2Av, A + B(v,v)). Setzt man
T(v) = A(v,0) und I = A(0,1), dann ist A(z) = T'(v)+ Al und A(2?) = 2AT (v)+
((A? + B(v,v))I). Es ist nun leicht zu sehen, dal A(z) und A(z?) kommutieren,
folglich ist (U, o) eine Jordan-Algebra (s. (2.2./3)).
Eine Jordan-Algebra 2 mit Einselement ¢ und mit einer assoziativen positiv-
definiten Bilinearform <.,.> nennt man EUKLIDISCH. Wegen Satz 2.2.4 gilt, daf
eine Jordan-Algebra 2 formal-reell ist genau dann, wenn sie euklidisch ist.
Dabei folgt ,,<=* so: Wenn a?+a3 = 0 fiir ay, a; € A gilt und <., .> eine assoziative
positiv-definite Bilinearform ist, dann folgt

<ap,ap >+ <ag,ay;>=<eal>+<eas>=<ea+a3>=0
und somit folgt a; = 0 und az = 0 (hier geht ein, daB < .,. > positiv-definit ist
bzw. sein muf}).

Fiir ,=* siehe z.B. [FAK QO] Proposition 4.2, S.154.
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Wenn also die symmetrische Bilinearform B von V' unseres Beispiels zusatzlich
positiv-definit ist, dann ist durch

< (Ulv )‘1)7 (U27 )‘2) >i= )\1)\2 + B(Ulv UQ)
eine assoziative positiv-definite Bilinearform von U definiert, wie leicht nachzu-

rechnen ist. Zudem existiert ein Einselment in (U, o), namlich e = (0, 1); folglich
ist (U, o) euklidisch, also eine formal-reelle Jordan-Algebra.

(2.2.B4) Als einen wichtigen Spezialfall von (2.2.B3) betrachten wir nun das
folgende Beispiel: Sei X' ein Vektorraum der Dimension n > 3 iiber R, d.h. X' =
R" (die Konstruktion ist fiir jeden beliebigen Kérper durchfithrbar), p @ & X
X — R eine nicht-entartete, symmetrische Bilinearform, e € X mit e # 0 und
p(e,e) = 1. Dann setzt man A(v) := p(v, e), Yo € X'. Durch

uov = MMu)v+ Av)u — p(u,v)e
wird auf X" eine kommutative Multiplikation o erklirt. Weil v? = 2\ (v)v—p(v,v)e
gilt, ist A(v?) eine Linearkombination von A(v) und A(e) = Id. Somit ist (JA.2)
(vel. (2.2.9)) erfiillt (s. [BRKOE] §5, S.193 und [SA] IV, S.36), und wir erhalten,
dafl X mit diesem Produkt eine Jordan-Algebra ist, bei der nach Konstruktion e
das Einselement ist. Diese Algebra bezeichnet man mit [X, u, €].
Wihlen wir nun das Einselement e = (1,0, ...,0)", so setzen wir X 3 0; = (A1, v1)
und X 3 0y = (Ay,v2). Weiter nehmen wir an, dafl p die Signatur (s,[) mit
s + 1 = n besitzt. Mit diesen Vereinbarungen gilt A(0;) = Ay, A(02) = Ay und
folglich ergibt sich das Produkt von oy mit 05 zu

131 o 132 = )\(ﬁl)ﬁz + )\(ﬁz)ﬁl — ,u(ﬁl, 1?2)6

= )\11)2 + )\21)1 + 2)\1)\26 + (—)\1)\2 — ZU;U% + Z U{U%)e.
=2

Jj=s+1

Die Analogie zum Produkt in (2.2.B3) erkennt man nun sofort und deshalb folgt,
daB [, i, €] eine formal-reelle Jordan-Algebra ist, falls ¢ die Signatur (1,n — 1)
besitzt. Dann erhalten wir namlich:

Droly = Auvz+ Avy 4+ (A Ay + B(vy,v2))e,
wobei B das euklidische Skalarprodukt des R™™! ist.

M.a.W.: Die Signatur von p kann nicht willkiirlich gewahlt werden, wenn man
e = (1,0,...,0)" gewidhlt hat und die damit konstruierte Jordan-Algebra formal-
reell sein soll (s. auch Satz 4.1.2).

Der Lorentzlichtkegel in (2.1.B2) ist somit der Kegel, der zu der formal-reellen
Jordan-Algebra [X, i, €] gehort mit e = (1,0,...,0)", X = R", n > 3 und mit
einem g der Signatur (1,n — 1).

(2.2.B5) H3(0) ([BRKOE] S.227 ff.), die Menge der 3 x 3 hermiteschen Matrizen
tiber O, den Cayley-Oktaven, ist eine nicht-spezielle Algebra (VIII, Satz 8.3 in
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[BRKOE]). Eine Jordan-Algebra heifit SPEZIELL (s. fiir Beispiele (2.2.B2)) genau
dann, wenn es eine assoziative Algebra B gibt, so dal 2 zu einer Teilalgebra von
B+ (s. (2.2.B1)) isomorph ist (vgl. [BRKOE] S.178). Die nicht-speziellen Alge-
bren nennt man auch AUSNAHME-ALGEBREN. H3(Q) ist die einzige Ausnahme-
Algebra, die formal-reell ist (s. [BRKOE] §8 S.264 und Satz 4.1.2). Fiir die Pro-
duktstruktur dieser Algebra sei auf [BRKOE] S.227 verwiesen.

Fiir den zweiten Struktursatz 4.2.1 sind die nachfolgenden Begriffe bzw. Aussa-
gen iiber formal-reelle Jordan-Algebren von Bedeutung.

Eine formal-reelle Jordan-Algebra 2 nennt man HALBEINFACH, falls das Radikal
von 2 verschwindet (s. [BRKOE] S.319). Dabei ist das RADIKAL (s. [KOE99]
S.60) rad(2A) einer Jordan-Algebra 2 definiert durch

(2.2.a) rad(2) := {a € A|Spur(A(aou)) =0,Vu € A}.
Fiir eine beliebige Algebra 2 definiert man Va,y € 21 den KOMMUTATOR
(2.2.b) [, y] := 2y — yx

und Vz,y,z € % den ASSOZIATOR

(2.2.¢) (2,y,2) = (2y)z — z(y2).

Als Abkiirzung z.B. fiir [x,y] = 0, Vy € A oder (z,y,z) = 0, Vy,z € A benutzt
man die symbolische Schreibweise [, 2] = 0 oder entsprechend (z,2,2) = 0 u.éa..

Zur Definition des ZENTRUMS Z(2A) von 2 benétigt man den NUKLEUS N (1),
der gegeben ist durch:

(2.2.d) N = {z € AJ(«,2A,2) = (A, z,) = (A, A, 2) = 0};
dann ist
(2.2.e) Z(A) :={z e N()|[z,2A] =0}.

Mit diesen Vereinbarungen kénnen wir nun den nachfolgenden Satz formulieren

(s. [BRKOE] S.319 und [BRKOE] S.26, 4.):

Satz 2.2.3 Jede einfache formal-reelle Jordan-Algebra ist ZENTRAL-EINFACH,
d.h. A #£ 0 und 0, A sind die einzigen Ideale von A. Es gibt ein Finselement
e € A und fir das Zentrum Z(2) von A gilt Z(A) = Re.

Folgende dquivalente Kriterien existieren als Kennzeichnungen einer formal-reellen

Jordan-Algebra (s. [KOE99] Theorem 12, S.118):
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Satz 2.2.4 Flir eine reelle Jordan-Algebra U, x,y € A sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

a.) R ist formal-reell.
b.) Die durch Spur(A(x o y)) definierte Bilinearform ist positiv-definit.

c.) FEs gibt eine positiv-definite assoziative Bilinearform o auf U, d.h. Va,y,z €
A gilt o(xoy,z) =o(x,yoz) (s. auch Definition 2.2.2), und U besitzt ein

Finselement e.
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3 Kegel, ¢-8-Zerlegung und np

Ausgehend von homogenen reguldren Kegeln wird dargelegt, wie man die von
Dorfmeister ([DOT9¢], [DOT4]) zu diesen Kegeln assoziierte algebraische Struktur
erhdlt. Im Abschnitt 3.2 stellen wir die Verbindung zum ersten Kapitel her und
betrachten Darstellungen.

3.1 Dorfmeisters algebraische Beschreibung der Kegel

Wir présentieren Ergebnisse aus Dorfmeisters Dissertation [DO74] und Habilita-
tion [DO79q], die fiir unsere Arbeit von Bedeutung sind und in verschiedenen
Veroffentlichungen publiziert wurden (s. [POT74], [DOT5], [DOT8], [DOT9¢] und
[PO79d]).

Aus Platzgriinden ist es hier nicht méglich, die algebraische Beschreibung der ho-
mogenen reguldren Kegel im Detail zu entwickeln, sondern wir skizzieren diese
nur und geben entsprechende Literaturhinweise.

Folgende bedeutende Aussage zeigte Dorfmeister in seiner Dissertation [DO74]
(s. [DOT9¢] Theorem 8.6, S.87):

Satz 3.1.1 Zu jedem homogenen requliren Kegel & in V und jedem ¢ € Q) gibt es
genau ein Paar (U,C), bestehend aus einer kommutativen Algebra 2 mit Eins-
element ¢, Linksmultiplikation A(z), Yz € A und einer optimalen ¢-8-Zerlegung
C der Algebra 2.

Die Bedeutung des Satzes wird nachfolgend erlautert und versténdlich gemacht;
dazu sind einige Ausfithrungen nétig, mit denen wir nun beginnen:

I. Die Invariante des Kegels

Sei V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum und o eine symmetrische po-
sitiv-definite Bilinearform von V. Fiir jeden regularen Kegel Q (s. (2.1.a)) in V
definiert man eine Funktion ¢ (s. [DOKO79] §3)

(3.1.a) L(Q;x) = [ e 7@V dy,
(912

Dabei bezeichnet dy das Lebesgue-Maf} auf V. Die so definierte Funktion ¢ nennt
man die INVARIANTE des Kegels (). Die Invariante ¢ wurde zuerst von Koecher
zur Untersuchung von Kegeln betrachtet. Sie ist eine spezielle, strikt logarith-
misch konvexe Abbildung (s. (3.1.A3)).

L weist Vo € Q und W € Aut(Q) das folgende Transformationsverhalten auf:

(3.1.b) L Wa) = [detW |1 ¢(Q; )
und es gilt: Falls © ein homogener regulérer Kegel (s. (2.1.e)) ist, dann unterschei-

det sich jede Funktion f auf Q, die Vg € Aut(Q) f(gx) = det(g)™* f(z) erfiillt,

von ¢ nur um einen konstanten Faktor. Der konstante Faktor ist positiv, wenn f
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positiv ist (s. [DOT4] S.24).
Ist dx ein Lebesgue-Mafl auf , dann setzt man du(x) := ¢(, x)dx. Wegen der
Eigenschaft (3.1.b) ist du ein beziiglich Aut(2) invariantes Mafl auf 2. Aus die-

sem Grund nennt man ¢ ,Invariante® des Kegels.

II. n und daraus abgeleitete Grifien
Sei 17 : © — RT eine beliebige Abbildung, dann definieren wir

(3.1.¢) Aut(Q,n) = {W € GL(V)|WQ = Q,n(Wz) = a(W)n(x),Va € Q}.

Aut(2,n) ist eine Gruppe und o : Aut(,7) — RY ein Homomorphismus der
Gruppen (s. [DO79d] §1).

Ist 7 stetig, so folgt, dafl die Menge Aut(§),n) eine abgeschlossene Untergruppe
von GL(V) und «a ein stetiger Homomorphismus ist (s. [DO79d] §1).

Wir betrachten im folgenden immer Tripel (€,7, ), wobei © ein homogener re-
gulérer Kegel, e ein Element aus Q und 7 : @ — R* eine Abbildung ist, mit den
folgenden Eigenschaften:

(3.1.A1) 5 ist beliebig oft differenzierbar,
(3.1.A2) 5 ist HOMOGEN, d.h. es gibt ein A € R, so dal Va € Q und 5 > 0
n(Bx) = B*n(z) gilt,

(3.1.A3) die durch (u,v) — A¥AVln(n(x)), Yu,v € V, Yo € Q gegebene Bili-
nearform von V' ist positiv-definit (< 7 ist STRIKT LOGARITHMISCH KON-
VEX). AY ist der Operator der Richtungsableitung in « in Richtung w,

(3.1.A4) fiir jede Folge x, von €, die gegen einen Randpunkt von € strebt,
konvergiert die Folge n(x,) gegen +oo. Diese Eigenschaft von n wird ,n ist
EXPLODIEREND® genannt,

(3.1.A5) die Gruppe Aut(£2,n) operiert transitiv auf €.

Wegen Satz 1.1 in [DO79d] gilt: (3.1.A2) = (3.1.A5) und (3.1.A3)+(3.1.A5) =
(3.1.A4). Einen Uberblick iiber Untersuchungen zu logarithmisch konvexen Funk-
tionen auf 2 gibt [DOKOT9].

Es ist klar, dafl alle aus F' = (€,n, e) abgeleiteten Objekte von der Wahl dieses

Tripels F' abhéngen. Dies wird von uns nicht gesondert gekennzeichnet!

I1.1 Die Bilinearform o
Man definiert eine Abbildung o : V' x V — R, indem man Vu,v € V

(3.1.d) o{u,0) = ALALI(y(2) o=
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setzt. Die so definierte Abbildung o ist eine symmetrische, positiv-definite Bili-
nearform von V' (s. auch (3.1.A3)). o wird bilinear auf V*, die Komplexifizierung
von V, fortgesetzt.

Durch o kann eine Abbildung A von € in den o-dualen Kegel Q7 (s. (2.1.c)) via
(3.1.e) o(h(z),u) == —Alin(n(z))

und eine Abbildung # : Q — End(V) durch

(3.1.f) o(H(x)u,v) = ALAVIn(y(z))

(s. [DOT9b] S.322) definiert werden, wobei jeweils @ € Q gilt.
h :Q — Q7 ist ein birationaler Diffeomorphismus mit einzigem Fixpunkt e (s.
[DO79¢] Lemma 2.5, 5.47, auch fiir weitere Eigenschaften von H).

I1.2 Die kommutative Algebra %

Fiir alle w,v € V kann man eine Multiplikation o durch
(3.1.g) o(uov,w):=—FAYA’AYIn(n(x))]e=., Yw € V erkldren.

Den Vektorraum V mit dem so definierten Produkt o bezeichnen wir mit 2 =
(V,0). Da Yu,v,w € A o(uov,w) = o(v o u,w) gilt, schlieft man, dafl die
Algebra 21 kommutativ ist. Mit A(u) bezeichnet man fiir alle v € 2 die Links-
multiplikation in 2. Es gelten die zu (2.2.a) und (2.2./3) analogen Bemerkungen.
Weil o(u o v,w) = o(A(u)v,w) gilt, folgt, dal Vu € V A(u) durch A(u) :=
—2AYH(z)|s=. definiert werden kann (s. auch (3.3.1)).

2 ist nicht notwendigerweise eine Jordan-Algebra!

Die Bilinearform o ist ASSOZIATIV, d.h. es gilt fiir alle u, v, w € V:

(3.1.h) o(uov,w)=o(u,vow).

Niitzliche Formeln und Beispiele:

(3.1.F) Sei V ein Vektorraum, der einem Matrizenvektorraum Mat(n,K) ent-
spricht fiir ein n € N und K = R, C oder H. Viel Niitzliches fiir die Betrachtung
iiber dem Quaternionenschiefkérper H kann man [KOE60] §10 entnehmen. Wei-
ter seien X, U € V, wobei X invertierbar ist. Dann gelten die nachfolgenden
Identitaten, die wir fiir die sich anschliefenden Beispiele (3.1.B1-B3) zur Berech-
nung von o und 2 bendtigen werden:

d
detl(X +tU) = EL:O

dt‘tzo det(X(Id + tX~'U)) (1)
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d 1
= det(X)— (t”det(;]d—l— X))
1 1

dt‘t:o

d . . 1
= det(X)E‘t:ot (t_”+ = Spur(X—U) + tn_z...)
= det(X)Spur(X'U).

d . d
ELZO((X—HV)(X—l—tV) ) = a‘t:o”:o (2)
d
& VX‘1—|—XEL:0(X—|—H/)‘1 - 0
d
& | (Xt = X
d -1 d -1
E\tzospur((xﬂw Uy = Spur(a‘tzo()(—l-ﬂ/) U) (3)

= —Spur(X'VXU).

(3.1.B1) Der klassische Kegel Q@ = Pos(n,R)
Sei also @ = Pos(n,R) (s. (2.1.B1)) und n(X) = (det(X))™" mit p > 0. Wahlt

”Qi, dann ist 7 eine Kegelinvariante, denn bei dieser Wahl hat 7 das in
(3.1.b) angegebene Transformationsverhalten von ¢ . Weil der Wert von p fiir die
Berechnungen von o und dem Produkt von 2A fiir uns unwesentlich ist, wiahlen

wir der Einfachheit halber p = 1 und erhalten:

man p =

Aftn(n(X)) = —Atha(det{ X)) (1
1 U
= —det(X)Axdet(X)
= —Spur(X~'U) wegen (1).
A’AlIn(n(X)) = Spur(X'VXTU). (5)
AYAYAlIn(n(X)) = %L:OSpur((X—HW)_IV(X—I—tW)_lU) (6)

= —Spur(X'WX'WX U+ XT'WXT'TWX D).

Wegen (5) gilt somit o(V,U) = Spur(VU). Mit diesem o gilt Q7 = Q. Das
Produkt ergibt sich mit der Definition (3.1.g) und (6) der Rechnung zu:
WoV =kWv+Vvw).

(3.1.B2) Der Vinberg-Kegel Qy

vi 0 s
Sei V wie in (2.1.B5) angegeben, dann folgt aus Y € V., daB Y = ( 0 v s )

Yo Ys Y3
gilt. Weil die Elemente aus 0y positiv-definit sind, gilt y;, yo # 0 und wir kénnen
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deshalb jedes Element Y aus €y wie folgt diagonalisieren:

1 0 0 Y1 0 Ya 1 0 —Z—;’ Y1 0 0
0 10 0 v us 0 1 -2 )=| 0 ,
T yi Y5 Y3 0 0 1 0 0 -S4y,

Da die Matrizen, die zur Diagonalisierung verwendet werden, fiir jedes Y die
Determinante Eins haben, erhalten wir schliellich eine ,relative Invariante*
2 2 —P3

n(Y) =gy (5 - % )
mit p; € RY,¢ = 1,2,3. Auf relative Invarianten gehen wir in dieser Arbeit
nicht weiter ein; wir verweisen dafiir aber auf [DOKO77]. Wir wihlen 7 als eine
Invariante des Kegels, indem wir p; = py = % und p3 = 2 wahlen. Dadurch hat n
das Transformationsverhalten wie ¢ in (3.1.b). Somit folgt

n(Y) = (y1y2)7 (det(Y)) ™
und weiter erhalten wir daraus
o(Z,Y) = —(3z1y1 + 3222 + 4(z4ys + z595) ).
Das Produkt von Z,Y € V ergibt sich zu:

oY =
z1y1 + %243/4 0 %(243/3 + 23Ys + 21Ya + 2atn)
0 Z2Y2 + %Zsys 5 (235 + 25y3 + 2295 + 2592)
%(243/3 + 23Ya + 21Ya + 2a¥h) %(Zsys + z5Ys + 22Ys + 25Y2) ZaY4 + 25Ys + 23Y3

(3.1.B3) Der Dorfmeister-Kegel 2p
Seien V' C Mat(n+m,C) und Qp wie in (2.1.B4) beschrieben (s. auch Abschnitt

5.1). Wir erhalten eine Invariante n von Qp
n(X) = (det(Xy = X1 X5 X1))™(det( Xo)) ™7 mit a = m +n, B == 4 n.
Daraus ergibt sich mit (3.1.F):
o(X,Y) = aSpur(X1Y: + YZY; + YZX;) + BSpur(XoYo).
Das Produkt von X,Y € V entspricht éarin: S

2XoY =
YL%Y% + X%Yt% + VX + X,V X1Y3 +Y1Xy + X1y + Y1 X
ViXi + X0V +YX1 + XoV)  XoYo+YoXo+ &5(X1Va + VX + X4V, +VIXy) |

I11. Mutationen

Zur Beschreibung von LieAut(€,n), der Lie-Algebra von Aut(Q,n) (s. (3.1.c)),
benutzt man Mutationen einer kommutativen Algebra (s. V., [DO79¢| 7. oder
[DO75] §3). Dies ist eine fiir uns wichtige Tatsache.

Definition 3.1.2 (Mutation) Sei® eine kommutative Algebra iber R. Fiir ein
z € A wird auf dem A zugrunde liegenden Vektorraum eine neue Algebra durch
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das Produkt (x,y) — x(yz) + y(zx) — z(xy) definiert. Diese Algebra bezeichnen
wir mit A, und nennen sie die MIUTATION von A nach z.

Bemerkungen und Beispiele:

(3.1.a) Die Multiplikation zweier Elemente x,y aus 2. schreiben wir auch als
A.(x)y = (A(xz) 4+ [A(x), A(2)])y, oder auch als @ * y, wenn aus dem jeweiligen
Zusammenhang klar hervorgeht, fiir welches z € 2 die Mutation gebildet wurde.

3.1. Jacobson (z.B. in [JA]) bezeichnet Mutationen als ,,Homotope* und
( ” p
Mutationen nach invertierbaren Elementen als , Isotope®.

(3.1.B4) Besitzt 2 ein Einselement e, dann gilt 2. = 2.

(3.1.B5) Sei A = Sym(2,R)" (s. dazu auch (2.2.B2)) und wir wihlen ein Element
Z € Sym(2,R) und beliebige Elemente XY € Sym(2,R), die den folgenden

Matrizememtsprechem:Z:(1 0),X:(Z c),Y:(x ;).Dannist

0 0 b z
in 2 die Multiplikation von XY gegeben durch:
Vay - ax %(az—l—xc)
"\ Yaz + xc cz )
2 )

IV. Die ¢-8-Zerlequng

Ein Element f # 0 einer beliebigen Algebra B nennt man idempotent oder ein
IDEMPOTENT, wenn gilt:

(3.1.0) =1

EINFACHE oder PRIMITIVE Idempotente sind solche, die nicht die Summe von
zwei verschiedenen nicht verschwindenden Idempotenten sind (s. [BRKXOE] S.52).

Eine lineare Abbildung D : B — ‘B wird DERIVATION genannt, wenn Yu, v € ‘B
(3.1.)) D(uv) = (Du)v 4+ u(Dv)

gilt. Sei B nun eine kommutative POTENZ-ASSOZIATIVE Algebra, d.h. es gilt
Vu € B und Vr,s € N

(3.1.k) u'tt = uud.

Jordan-Algebren sind potenz-assoziative Algebren. Einen Beweis fiir diese Aus-
sage findet man zum Beispiel in [LOE99] auf den Seiten 54-55. Sei weiter f ein
Idempotent und mit B(x) notieren wir wie iiblich V& € B die Linksmultipli-
kation in B, dann gilt 2B3(f) — 3B*(f) + B(f) = 0. Das Minimalpolynom (s.
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dazu z.B. [BRKOE] S.16) von B(f) ist in diesem Fall ein Teiler des Polynoms
2e(x — l)(:Jc — 1) = 22 — 32 + 2, das die einfachen Nullstellen 0 L 1 aufweist.

2 ’ 9
B(f) hat demnach hochstens die Eigenwerte 0, %, 1. Es resultiert die Zerlegung
von B in eine direkte Vektorraumsumme

(3.1.1) B =B(0)®B(3) @ B(L) =Bo(f) D BL(S) & Bu(f)

nach den Eigenrdumen B(:) = B;(f) mit Eigenwerten i = 0, 1,1 von B(f).

19
Zerlegungen dieser Art werden fiir uns wichtig sein; dabei ist die zu betrachtende

kommutative Algebra 2, die wir via (3.1.g) erhalten, nicht notwendig potenz-
assoziativ!

Voraussetzung:

(3.1.5) Von nun an sei A immer eine kommutative (nicht notwendig potenz-
assoziative) Algebra mit Einselement e und es existiere eine assoziative, positiv-

definite Bilinearform o auf 2. Man definiert (s. z.B. [DO79¢], [DO75]):

Definition 3.1.3 (q-8-Zerlegung) Fine ¢-8-ZERLEGUNG C von 2 ist eine Fa-
milie (A;;;1 < i,7 < q) von Untervektorriumen von A, so daff folgende Bedin-
gqungen erfillt sind:

(K.1) A, =, fir 1 <i,5 <q (Symmetrie der Indizes).
(K.2) U = D1<icjc Aij (direkte Summe von Vektorrdumen).

(K.3) Firl <i<gq gil:

b.) U, ist eine Unteralgebra von .
FEs gibt also ein Finselement ¢;; £ 0 von A;;.

(K.4) Firl <i<j<gqkonnen die Riume U;; wie folgt beschrieben werden:
1 1
A, = {zeUeciz = o und cj;x = 5:1;} firi < g,
Wi = {l‘ € Ql|c“:1; = l‘}
(K.5) Firalle 1 <1i,5,k,r < q gelten die Kompositionsregeln:
Aij e = {0} fiir {2, 5} 0 {k,r} =10,
Qlijgl]‘r C Qlir fﬁ?“ ) 75 T,
Qlijglij C 9122"’91]]
(K.6) Fiir alle k mit 1 < k < q ist AF) .= Drcicjcq ™ij eine Unteralgebra mit
Finselement ey, := Y1, c;; und
AW = A, AV = Drcicy Uri und AL = Drcici<g Aij-
Die Mutationen ng:i sind fir alle 1 < k < q Jordan-Algebren.

N =
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(K.T) Ay (1s) |y ist fiir alle 1 <k <1< s < q eine Derivation (s. (3.1.5)) der
Jordan-Algebra A"

Ckk "

Eine ¢-8-Zerlegung entspricht groBtenteils einer Peirce-Zerlegung (fiir eine Defi-
nition s. z.B. [BRKOE] VIII §2), die man von der Jordan-Theorie her kennt (s.
auch Definition 3.2.8). Deshalb nennt man die Raume 2l,; auch PEIRCE-RAUME
und man definiert:

Definition 3.1.4 (¢-Peirce-Zerlegung) Man spricht, wenn C einer Familie
von Untervektorrdumen 2;; mit 1 < i,7 < q entspricht, die (K.1),(K.2),(K.4)
und (K.5) der Definition 3.1.3 erfillt, von einer ¢-PEIRCE-ZERLEGUNG (kurz
q-PZ) von 2.

V. Die Lie-Gruppen I' und ro

Um aus der Algebra 2 den dazugehorigen Kegel rekonstruieren zu kénnen, bedarf
es einiger Vorbereitungen, die wir nun kurz darstellen. Auflerdem bendtigen wir
diese Betrachtungen, um eine optimale ¢-8-Zerlegung definieren zu kénnen.

Sei C eine g-8-Zerlegung von 2. Man definiert damit (s. [PO79a] S.31 oder
[DO75] §3) folgende Mengen (s. auch (3.1.«), 11.2):

(3.1.rn) g, = {Ac“(l'”ﬂl'” € Ql”} flir 1 <i<j<gqund
(3.1.n) g;; = die von {A(x;)|x; € Ui} erzeugte Lie-Algebra.

Satz 3.1.5 Die Summe g = 3! @, ist eine Lie-Algebra (Lie-Unteralgebra von
(End())™ (s. (2.2.€))). Es resultieren die folgenden Lie-Klammerprodukte:

a.) [0,,,0.,]=0, falls k< s, r#s oderk=s,s<n, k<r,
b') [gsn7gk5] C gkn} fCLHS k <s S n und

c.) [Gon: 9] C G, Jalls 7 < n.

Zum Beweis:

Der Beweis des Satzes wird erbracht, indem man die Lie-Klammerprodukte fiir
die definierenden Elemente A, (x;;) und A(x;;) berechnet; dies wird in Satz 3.2
[DO75] ausgefithrt. Daraus ergibt sich die Aussage des Satzes 3.1.5 (s. Satz 3.3
in [DOT5]). O

Analog zu der Definition 3.1.3 (K.6) von 20 C 2 betrachtet man Teilmengen
g C g, die den folgenden Summen entsprechen:

(3.1.0) g = ¥ g,
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Die gV sind fiir alle 1 <[ < ¢ Lie-Unteralgebren von g, wie man aus Satz 3.1.5 er-
sieht. Dabei gilt g(') = g. Mit 'V bezeichnen wir die zu g\¥) gehérige Lie-Gruppe
(I-Komponente) fiir jedes [, d.h. es gilt:

(3.1.p) exp(g?) =10,

VI. Der Kegel Ye
Sei 2 eine abelsche Algebra und C eine ¢-&-Zerlegung. Wir kénnen nun die Kon-
struktion des zu den Daten (21,C) zugehorigen Kegels angeben (s. [DOT5]).

Fiir alle 1 <[ < ¢ bezeichnet man mit Yj; den positiven Kegel der formal-reellen

Jordan-Algebra 2 (s. dazu insbesondere Proposition 3.1.8), d.h. Y, := {X?| X €
20, und X ist invertierbar}.

Nach der Definition 3.1.3 (K.6) ist ngl) eine Jordan-Algebra und bzgl. des Idem-

potents ¢;, dem Einselement von 2, erhalten wir eine Zerlegung von AD in
)

entsprechende Eigenrdume von ¢y; diese bezeichnen wir mit 24} und ¢ = 0, %,1
(s. (K.6), (3.1.1)). Folglich zerfallt jedes () € A in seine Eigenraumanteile, d.h.
) = l’él) + :1;(1_1) + l’él), wobei xﬁ’) € ngl) fiir ¢ = 1, %, 0.

’ 0

End(Ql(l_l)) (s. [DOT5] 4.2). Man definiert nun induktiv VI mit 1 < < ¢:

Fir alle y;; € Yy ist der Endomorphismus A (yy) := A(y”)b[(l) invertierbar in
1

YO =y,
3.1.
BLD A = )~ tene0(aP ) ),
1/(1 = Y(l)

Aufgrund des Satzes 4.2 in [DO75] S.90 ergibt sich folgende Aussage:

Satz 3.1.6 Sei C eine ¢-8-Zerlegung von A und 1 <1 < q. Dann gilt:
a.) Y ist ein homogener Kegel in A" und ¢ € YO N Y7,

b.) TO operiert transitiv auf Y,

VII. Die optimale ¢-8-Zerlequng

Unter Berticksichtigung von IV. und VI. kann man nun definieren:

Definition 3.1.7 (optimale q-&-Zerlegung) Fine ¢-8-ZERLEGUNG heifit OP-
TIMAL, wenn:

(oK.1) durch t(u,v) = Spur(A(uov)) eine assoziative und positiv-definite Bili-
nearform auf 2 gegeben ist

und die Menge der x € Ql(k), 1 <k <gq, so dafs:
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(0K.2) A,(u) eine Derivation von ngl) fir alle v € AY wund alle 1 <1<k < g
ist und

(0K.3) A,(u) € LieAut(Y®) fir alle v € AV
gleich der Menge gy, ist (fir Y®) s, (3.1.q)).

Proposition 3.1.8 Die Uy einer optimalen ¢-8-Zerlegung sind fiir alle k €
{1,...,q} formal reelle Jordan-Algebren (nicht notwendig einfach).

Beweis:

Sei i € {1,...,q} fest gewahlt. Nach (K.3) der Definition 3.1.3 ist 2;; eine Unter-
algebra von 2. Da 2;; = ()., C ngl) (s. auch (3.1.B4)) gilt und aufgrund von
(K.6) der Definition 3.1.3 ngl) eine Jordan-Algebra ist, folgt, dal 2; ebenfalls
eine Jordan-Algebra ist.

Unter Anwendung von Satz 2.2.4 (s. auch (oK.1)) folgt dann sogar, daff 2l;; eine

formal-reelle Jordan-Algebra ist. O
Damit beschlieflen wir die Ausfithrungen zu Satz 3.1.1 mit einer Anmerkung.

Bemerkung:

(3.1.0) Die in diesem Abschnitt beschriebene Algebra 21 mit einer optimalen
q-8-Zerlegung C wird den Zugang zu allen homogenen Siegelgebieten (s. Kapitel
6) ermoglichen. Dies ist fiir die vorliegende Arbeit essentiell.

3.2 15 der Bergmannmetrik

Zu der Bergmannmetrik gehért eine Funktion np, deren Existenz und Eigenschaf-
ten in diesem Abschnitt, soweit es fiir die Arbeit notig erscheint, erklédrt werden.
I. 2-Peirce Zerlegung

Sei p € 2y ein beliebiges Idempotent (s. (3.1.i)), dann bilden wir die Peirce-
Zerlegung

(3.2.2) A =2 (p) +As(p) +Ao(p)

von 2. Dabei ist ;(p) = {x € A|pr = iz} mit i € {0,3,1}. Diese Zerlegung
nennt man 2-PEIRCE-ZERLEGUNG, kurz 2-PZ.
Fiir jedes x; € A;(p) definiert man die Abbildung:

(32b) A](J}Z) = A(J}Z)b[](p) mit ] =0 L 1, = 1,0

)29

I1.1 Darstellung von U;; in (End(A;))*
Aus [DO75] zitieren wir Lemma 3.1, S.86:
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Lemma 3.2.1 Fiir eine ¢-8-Zerlegung C von A und alle 1 < 1,7 < q mit 1 #
J ist die Abbildung ¢;; : Wy — End(Aj)T, xu — piy(ay) = 2A(xy)
unitdrer Homomorphzsmus der Jordan-Algebren, d.h. es gilt: (c,o”( Joii(y) +
vii(y)eii (@), = eiuley)la,. Yo,y € Wi und pij(ci) = Idy,,.

A, €n

i]’

Korollar 3.2.2 Ist Uy = @_, AL die Summe emfacher Jordan Algebren AL so
spaltet die Darstellung ¢ auf, d.h. ¢;; = @i, ¢};, wobei . : A — End(ﬂi])

und Ay; = Bf_, Al

Beweis:
Ein Beweis der Aussage folgt direkt aus Lemma 3.2.1 und den Kompositionsre-
geln fiir Peirce-Zerlegungen (s. z.B. (K.5) der Definition 3.1.3). O

I11. g der Bergmannmetrik und FEigenschaften

Im nachfolgenden Satz (s. [DO79¢] 2.1 u. Proposition 5.1 in [GZ63]) wird der
Begriff des Siegelgebietes S(§, F') benutzt. Siegelgebiete stehen im Mittelpunkt
der Betrachtungen des 6. Kapitels, insbesondere ist nun fiir das Verstdndnis die
Definition 6.2.3. von Bedeutung.

Satz 3.2.3 FEs bezeichne B(vy, ui;v2,uz), (vg,ur) € S(Q, F), k= 1,2 den Berg-
mannkern (s. Definition 1.2.4) des Siegelgebiets S(Q, F'), dann existiert eine Ab-
bildung ng : Q@ = RY (kurz B ~ ng), so dap:

a.) ng holomorph fortsetzbar auf Q + iV ist,

b.) B(vi,ui;ve,uz) = np((20)Hvg — 03 — Fur, uz))).

Bemerkung:
(3.2.) Sei W € I, wobei gilt, daf (I', F) zuléissig ist (s. (6.2.c)), dann existiert
ein W e GL(U) mit (W, W) € GL(S(, F')) und

(W) = det(W 2| det( )| s ()
(s. Korollar 2.3 in [DO79a]). Dabei werden die Determinanten in G'Le(V®) bzw.
in GL:(U) berechnet.

Wir weisen insbesondere darauf hin, dafl die meisten der nachfolgenden Aussagen
fiir den Fall

N —"nB
gemacht werden. Im allgemeinen sind die Aussagen sonst nicht richtig! Alle abge-

leiteten Groflen gehoren dann zu der Funktion ng der Bergmannmetrik, was wir
auch ggf. durch den Index B kennzeichnen.



26 3 KEGEL, Q-8-ZERLEGUNG UND np

I1.2 ... weiter mit der Darstellung von U in (End(2;;))*

Wir betrachten nun im wesentlichen den g=2-Fall, da dieser fiir uns wichtig sein

wird. Fiir diesen gilt:
A Ay
A~
( Ay Ay
und in der spéter verwendeten Notation
1 1
Ql ~ ( Qll Ql2 )
Az A°
Az ist wegen Lemma 3.2.1 sowohl ein Darstellungsraum von 2° als auch von

2A'. Diese Darstellungen sind sogar in gewissen Fillen treu (injektiv), was nun
erlautert werden soll. Dazu definiert man fiir ein beliebiges g¢:

(3.2.¢) X = {z € AA(x) € LieAut(Q,n)},
(3.2.d) S = {z € A, (u) € LieAut(Q,n),Vu € A}.

Es gilt & C X (s. [DO79b], Bemerkung 1.3). ¥ wird VINBERG-KERN genannt
(s. [DOT9d] §2) und es folgt mit [DO79¢] Lemma 6.1, Theorem 6.3 und 7.3 (vegl.
[DO79¢] Theorem 3.3)

Satz 3.2.4 FEs gelten die Gleichheiten:

a) ¥= @ U= {r € AA(x) € LieAut(Q, 5)},
=1
b.) e = {a € AP |A,(v) € LieAut(, np), Yo € AMY,

Da A = 9 =~ V gilt, folgt & = A;;. Wir erhalten nun den nachfolgenden
Satz 3.2.5 als Zusammenfassung der Theoreme 1.1 und 7.1 und Korollar 7.6 aus
[DOT9b]. Dafiir nutzen wir die Tatsache aus, dafl 20y; = A =& = Ay (c11) gilt
(s. auch (3.2.a)).

Satz 3.2.5 a.) Ay; # 0.

b.) Wenn der Kegel irreduzibel ist (s. Abschnitt 6.6), gilt fir alle Idempotente
p € Ay, daff die Abbildung (s. (3.2.0))

Ay 20 (p) — End(2y(p)

injektiv ist. Dabei sind 2y (p) und Ql%(p) Peirce-Riume der 2-PZ von 2
nach dem Idempotent p (s. (3.2.a)).

c.) Fir ¢;y = Idy,, ist die Abbildung A% 1 RUo(c11) = End(A1(c11)) injektiv.

1
2
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Zum Beweis der Kriitmmungsvermutung ist es notwendig, verschiedene Zerlegun-
gen fiir die Algebra 2l zu verwenden. Dies soll nun prazisiert werden; dazu defi-

niert man (s. [DO79d] §3 2.):

Definition 3.2.6 (VOS) Ein Tupel ci,...,c; von Elementen aus X nennt man
ein VOLLSTANDIGES ORTHOGONALSYSTEM von Idempotenten (kurz VOS ), wenn
V1 <u,5 <1 gilt:
!
cicj = d;5¢; und Y ¢ = e.

=1
Beispiele:
(3.2.B1) Sei (2A,C) eine q-8-Zerlegung, dann bildet die Menge der Einselemente
{c;i}-; der Raume A;; von 2 ein VOS (s. auch Definition 3.1.3).

(3.2.B2) Sei A = Sym(n,R)* (s. (2.2.B2)) und mit E£; fir 1 <i < j < n
notieren wir die Elementarmatrizen, d.h. diejenigen n x n Matrizen, die nur in
der i-ten Zeile und j-ten Spalte einen von Null verschiedenen Fintrag haben, der
gleich Eins ist. Dann bildet {¢; = Fy;}7; ein VOS.

Aber z.B. ist auch {py,p2} mit p1 = 372, ¢, po = 305,41 ¢; fiir ein beliebiges m
mit 1 <m < n ein VOS.

Bilden ¢, ...,¢; € X ein VOS, dann definiert man (s. Abschnitt 3.2. 1. und (K .4)
der Definition 3.1.3) Vymit 1 < j <[

(3.2.e) A, (c;) = {z € Wlcjz = sa} fiir s =0, 1,1,
(3.2.1) 2, :=2Ai(¢;) und
(3.2.g) A= Ql%(cz) N Ql%(cj) fir 1 <i,7 <l miti#j.

Fiir die in (3.2.e), (3.2.f) und (3.2.g) definierten Rdume erhalt man (vgl. [DO79d]
Satz 3.3, S.187):

Satz 3.2.7 Fiir jedes VOS cy,...,c; € X und die dazu nach (3.2.f) und (3.2.g)
definierten Vektorrdume 2U;; gelten die Kompositionsregeln (K.5) der Definition
3.1.3 (ersetze dort q durch l). Beziglich o, definiert in (3.1.d), sind die Riume

;i paarweise zueinander orthogonal und es gilt:

A= @ A

1<i<y<l
Wir beschlieflen das Kapitel mit einer Definition.

Definition 3.2.8 (Peirce-Zerlegung) Fine Zerlegung von 2, wie in Satz 3.2.7
beschrieben, nennen wir PEIRCE-ZERLEGUNG (kurz PZ) und die Riume 2A;; die-
ser Zerlegung nennen wir dementsprechend PEIRCE-RAUME.
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4 Jordan-Algebren und Struktursatze

Die Struktursitze fiir formal-reelle Jordan-Algebren sind wichtige Wekzeuge fiir
den Beweis der Kriimmungsvermutung und sie werden in diesem Kapitel darge-
stellt.

4.1 Der erste Struktursatz
Die Koordinationssatze bzw. Struktursitze (s. [BRKOE], [JA] S.132 ff.) sind

das Ergebnis der Analyse von Jordan-Algebren (von allgemeineren Algebren s.
[BRKOE] S.40). Wir geben den ersten Struktursatz fiir einfache formal-reelle
Jordan-Algebren an.

Definition 4.1.1 (Rang einer Jordan-Algebra) Der RANG einer Jordan-Al-
gebra entspricht threm PRIMITIV-GRAD. Dabet entspricht der Primitiv-Grad ei-
ner Jordan-Algebra genau derjenigen natirlichen Zahl r, fir die jedes VOS der
Linge r nur aus primitiven Idempotenten besteht (s. auch (3.1.i)).

Fiir den Primitiv-Grad siehe auch [BRKOE] 1. §4 6. Eine formal-reelle Jordan-
Algebra 2 besitzt nach Satz 2.2.3 ein Einselement e und es gilt der folgende
fundamentale Satz aus der Jordan Theorie (s. [BRKOE] S.331):

Satz 4.1.2 (erster Struktursatz) Sei A eine einfache, formal-reelle Jordan-
Algebra vom Rang r. Dann ist 2 isomorph zu einer der Algebren

(A) Re, falls r =1.

(B) [X,pu, €], falls r = 2. Hierbei ist X ein Vektorraum der reellen Dimension
n > 3 dber R und p eine nicht-ausgeartete Bilinearform auf X der Signatur
(IL,n—1).

(Ila) H(r,R), falls r > 3.
(I18) H(r,C). falls r > 3.
(I1v) H(r,H), falls r > 3.

(I1I1) H(r,Q), falls r = 3.

Bemerkung:

(4.1.a) (B), (I1e,B,7), (I1]) sind die Beispiele des Abschnitts 2.2. Fiir die
verwendeten Begriffe siehe (2.2.4) und Definition 2.2.1.
Die Nummerierungen haben wir aus [BRKOE] iibernommen. Sie sind historisch

bedingt.
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4.2 Der zwelte Struktursatz

Der zweite Struktursatz klart die Struktur einer beliebigen formal-reellen Jordan-
Algebra auf, wobei der erste Struktursatz mit einflief3t.

Um den zweiten Struktursatz formulieren zu kénnen sind ein paar Vereinbarun-
gen und Vorbereitungen vorzunehmen. Sei 2 die direkte Summe von n einfachen,
formal-reellen Jordan-Algebren R, das heifit

(4.2.2) A=A 3..0A"

Dabei hat 21° den Rang r; und 21 hat demzufolge den Rang r = >, r;. Wir
kldren nun den Zusammenhang zwischen den Peirce-Raumen von 2 nach einem
VOS € = {ey,...,e.} primitiver Idempotenter und den Peirce-Raumen von 2
bzgl. eines VOS F = {fi,..., fi}, bei dem jedes f; die Summe von primitiven
Idempotenten aus £ ist, die alle genau zu einem einfachen Summanden von 2 (s.
(4.2.a)) gehoren.

Dabei stellt man fest, daf} jeder Peirce-Raum von 2 bzgl. £ genau in einem Peirce-
Raum der Zerlegung von 2 nach F enthalten ist, was wir nun auch zeigen. Bzgl.
& und F existieren die wie folgt bezeichneten Peirce-Zerlegungen von 2U:

I r
(4.2.b) A= & AL und A = D A,
<3 k<t

Dabei markiert e bzw. f die Zugehorigkeit des Peirce-Raumes zu der Zerlegung
von 2 durch das VOS der €;’s bzw. der f;’s.

Weil die f;’s Summen der ¢;’s entsprechen, kann man offensichtlich jedes ¢; € €
eindeutig einem Peirce-Raum leffif
folgt A:, C Ql{fif fiir genau einen Index ;. Mit 7; bezeichnen wir den Index, der
1, betrachtet als Index von &, dabei zugeordnet wird.

Sei zuerst e;,, €, € Qlffjf mit j; # ja beliebig, aber fest aus dem gleichen Peir-
ce Raum von %I bzgl. F gewihlt. Folglich gilt f; e;, = e; fiir t = 1,2 und

Vs # j; gilt fsej, = 0. Wir zeigen, dafl dann 2’ . C A/ gilt. Dazu wéhlen wir

7132 J8if
0 # x € A, beliebig, aber fest. Es gilt ej,x = %:1; mit ¢t = 1,2 und die Menge
N = {fe, fi; — €, — €550 €5, €5, } ist ein VOS von U, dabei steht fj, stellvertretend
fiir alle f; € F mit i # j;. Die Peirce-Zerlegung von 2 nach A" enthalt 245

als direkten Summanden. Fiir jedes Idempotent aus g € N'\{e;,, e;,} gilt deshalb
!
J8if

zuordnen. Daraus und weil ;. = Re; gilt,

gr = 0. Insbesondere gilt also (f;, —e;, — ¢;,)x = 0, woraus folgt, dafl » € 2

gilt und somit folgt RA% , C Qlffjf fiir genau einen Index j;.

Abschlieend betrachten wir die Situation in der ¢; € Qlffjf und e; € Q[foif be-

liebig, aber fest gewéhlt sind mit 1y # j;. Dafiir werden wir zeigen, dafi auch
e f . . . . .

2, C 2 fiir genau ein Indexpaar (if,jy) gilt.

Sei dazu wieder 0 # 2 € 2, beliebig, aber fest gewéhlt, dann gilt e;z = e;x = S

1
2
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und die Menge M = {f;, f;, — e;, ¢, fi; — €i,e;} bildet ein VOS von 2. Dabei
steht f; stellvertretend fiir alle Idempotente f; € F mit s # jr, 1y und die Be-
hauptung 21, C leffjf fiir genau ein Indexpaar (i, 7y) folgt analog, wie in der
zZuvor dlskutlerten Situation.

Da 2 = @Ql

ij=1 N
i<y k<t
ist, folgt leicht, dafl jeder Peirce-Raum Qlf; die direkte Summe von Peirce-Rau-
men A}, ist und damit ist die am Anfang gemachte Behauptung gezeigt.

A= @ A, gilt und jedes Ay, in genau einem Qlf;ftf enthalten
t,l=1

Mit den getroffenen Vereinbarungen kénnen wir nun den zweiten Struktursatz
formulieren. Insbesondere benutzen wir die Peirce-Zerlegungen von 2l nach F

und & (s. (4.2.b)).

Satz 4.2.1 (zweiter Struktursatz)

1. Jede formal-reelle Jordan-Algebra 2 ist die Summe einfacher, formal-reeller
Jordan-Algebren.

2. Sei U eine formal-reelle Jordan-Algebra

2.1. vom Rang r <2, dann folgt:
A =R, falls r =1 gilt, bzw.
A =[X,v,e] oder A =RDR, falls r =2 gilt.

2.2. vom Rang r > 3 mit folgender Zerlegung (s. (4.2.a))
A = @ A
Die A" sind einfache formal-reelle Jordan Algebren und diese Zerle-

gung entspricht der Peirce-Zerlegung von 2 nach den Einselementen
b, € A'. Alle Peirce-Riaume A5, mit k £t des VOS € primitiver Idem-
potenter (s. (4.2.b)), die einem A" mit i belicbig, aber fest zugeordnet
werden, haben die gleiche von Null verschiedene Dimension.

Sei weiter F = {f1,..., i} ein wie zuvor beschriebenes VOS von 2
mit | <. Die zu den f;’s gehorende Peirce-Zerlegung von 2 (s. auch
Definition 3.2.8 und Satz 3.2.7) ist

A= @ A

1,5=1
1<y

Wie einleitend erldutert ist dabei jeder Peirce-Raum QlZf] die direkte
Summe von Peirce-Riumen 21,.
Behauptung: Gilt fir zwei Peirce-Raume U

£ ] Fk

”,Qlfk dieser Zerlegung mit

alf« o U\ =
dann folgt Qlf =0 oder Qlfk =
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Beweis:

Die erste Aussage folgt aus [BRKOE] I §8. 3., da jede formal-reelle Jordan Al-
gebra halbeinfach und jede einfache, formal-reelle Jordan-Algebra zentral einfach
ist (s. (2.2.a-e) und Satz 2.2.3).

Die Behauptung in 2.1 folgt sofort aus dem ersten Struktursatz 4.1.2 und der
ersten Aussage.

Wir zeigen nun die Aussage 2.2. Es gilt 2l = @” 1 A7 und wir nehmen an, daf

es zwel Peirce-Raume Qlf # 0 und Qlf # 0 gibt mlt Qlf o Qlfk = 0, was zu einem
Widerspruch gefiihrt w1rd

Sowohl QlZf] als auch Qlfk ist die direkte Summe von Peirce-Rdumen 247 . Weil
die Idempotenten f; die Summen primitiver I[dempotenter aus £ sind, die einem
bestimmten A’ zugeordnet werden konnen, ist jeder Peirce-Raum QlZf] in genau
einer einfachen formal-reellen Jordan-Algebra A’ enthalten. Daraus folgt aber,
daB jeder Peirce-Raum 217 mit g # p, der QlZf] oder Qlfk zugeordnet wird, jeweils
die gleiche von Null verschiedene Dimension hat.

Aus diesem Grund, weil » > 3 gilt und wegen Theorem 5 in [j.A] 5.133 kénnen
wir ein 0 # vy € A5, C Qlf bzw. 0 # x4, € AU, C Ql]k mit 22, € R(es + ¢;) und
l’tp € R(e; + e,) wahlen. Dabel sind ey, e, €, paarwelse verschiedene primitive
[dempotente aus €, d.h. s # t # p (hier geht die Voraussetzung r > 3 ein).

Die Erzeugnisse der Mengen J; = R-Span{es, e;, v} und Jo = R-Span{es, e, x4, }
sind Jordan-Algebren, denn (JA.1) und (JA.2) der Definition 2.2.1 sind erfiillt.
Da x4 # 0, x4, # 0 und weil nach Voraussetzung x, 0 ¢, = 0 gilt, folgt, dafl auch
J3 = R-Span{es, e, €,, 1, x4, eine Unteralgebra von 2 ist und somit sogar eine
Jordan-Algebra (Bem.: J5 setzt sich aus J; und J; zusammen).

Weil J3 also eine Jordan-Algebra ist, mufl (JA.2) erfiillt sein. Wir zeigen nun,
dafl dies nicht stimmt. Wéahlen wir ndmlich in Js5 die Elemente u = x4 + x4,
und v = x4 und setzen diese in die Bedingung (JA.2) ein, wobei wir weiter

w3 = p(es + e;) und 7, = Mer 4 ¢p) mit A, € R setzen, so erhalten wir:

uo(u?ov) = u*o(uovw)

(2 we)(ples + ) + Mot e))aa) = (2% +a%) 0 (a2)
(v b )+ Aga) = (s +e) 4 Mo+ ) (les + )

1
(1* + sAlles +e) = pi(es + er) + Auey

€s = €.

Da e # e gilt, ist die Bedingung (JA.2) fiir J5 offensichtlich nicht erfiillt, also
ist J3 keine Jordan-Algebra und somit gilt nicht QlZf] # 0 und Ql;k # 0, sondern

Qlf =0 oder A/ i = 0, was zu zeigen war. a
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5 Beispiele fiir Kegel

In Abschnitt 3.1 wurde jedem homogenen regularen Kegel eine Algebra % und
somit auch eine natiirliche Zahl ¢ zugeordnet. Falls ¢=1 gilt, so ist die Algebra 2
eine formal-reelle Jordan-Algebra. Es werden in diesem Kapitel zwei interessante
Beispiele fiir Kegel mit ¢=2 und ¢=3 angegeben.

5.1 Der Dorfmeister-Kegel fiir den ¢=2 Fall

Dieser Kegel war zur Gewinnung der Ideen besonders wichtig, deshalb ist thm
dieser Abschnitt gewidmet (s. insbesondere (3.1.B3)).

Lemma 5.1.1 Auf den reellen n x n-Matrizen Mat(n,R) ist
<X, Y >y := Spur(XY?)
mit X,Y € Mat(n,R) eine positiv-definite symmetrische Bilinearform.
Auf den komplexen n x n-Matrizen Mat(n,C) ist
<X,Y>q:= Spur(X?t)
mit X,Y € Mat(n,C) eine positiv-definite hermitesche Bilinearform.

Beweis:

Wir zeigen die zweite Aussage. Die Linearitiatseigenschaften, welche <., .>. erfiil-
len muf}, um eine Bilinearform zu sein, folgen direkt aus den entsprechenden
Eigenschaften der Spur. Die Hermitezitét der Bilinearform <.,.>. zeigt man wie

folgt: Es gilt VX, Y € Mat(n,C)

< X,)Y >c= Spur(X?t) = Spur(XY?t) = Spur((Yyt)t) = Spur(Yyt) =<Y X >¢.

Bleibt noch zu zeigen, dafi <.,.>¢ positiv-definit ist. Dazu betrachten wir die
Elementarmatrizen F;; (s. (3.2.B2)), die eine C-Basis von Mat(n,C) bilden. Da
<aBij,xE;>c = |z|> > 0 fiir alle 0 # = € C gilt, folgt mit der Linearitit der
Spur und der Eigenschaft, daB <F;;, Fp:># 0 gilt, genau dann falls 7 = ¢ und
k= gilt, daB fiir alle 0 # X € Mat(n,C) <X, X>¢ > 0 gilt.

Fiir die reellen Matrizen und <.,.>p funktioniert der Beweis analog. 0.

Bemerkung:

(5.1.a) Wenn man die Zeilenvektoren der Matrizen Mat(n,K) fir K =R, C der
Reihe nach als Komponenten eines Vektors verwendet, so erhdlt man eine kanoni-
sche Identifizierung von Mat(n,K) mit K" . Bei dieser Identifizierung entspricht
offensichtlich die in Lemma 5.1.1 angegebene Bilinearform von Mat(n,K) dem
Standardskalarprodukt des K™,

Beschreibung des Kegels Qp C 'V

Wir betrachten den Untervektorraum V' C Mat(n+m,C) (vgl. (2.1.B4)), in dem
jedes Element A € V einer speziellen 2 x 2 Blockmatrix entspricht, d.h. es gilt:
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VA A Ay
> A= Zt% 4, |

Dabei ist Ay eine n X n hermitesche Matrix, d.h. Zi = Ay, Apist eine reelle m xm
symmetrische Matrix, also Aj = Ay und A% ist eine komplexe n x m-Matrix. Je-
des Element aus V' ist selbstadjungiert bzgl. des Standardskalarproduktes des
Vektorraumes C*t™ . In V betrachten wir den Kegel Qp, der bzgl. des Standards-
kalarproduktes von C"t™ positiv-definiten Matrizen. Fiir alle X € V gilt also
X = 7757 was wir bei einer analogen Beweisfithrung, wie beim Beweis des Lem-
mas 5.1.1, ausnutzen kénnen, um zu zeigen, dafl

(5.1.a) <X, Y>. = Spur(XY")

eine positiv-definite hermitesche Bilinearform von V' ist. Fiir alle A, B € V gilt:
Spur(AB) = Spur(AgBy + A%Et%) + Spur(Zt%B% + A1 By).

FEine auf Qp einfach transitiv operierende Gruppe

Im folgenden zeigen wir etwas ausfithrlicher, dafl eine Untergruppe der komplexen
oberen Dreiecksmatrizen, die in GL(n + m,C) enthalten ist und die wir mit
Gi'p bezeichnen, transitiv auf {)p operiert; die sich anschlieBenden Betrachtungen
waren insbesondere fiir die Berechnung der Algebra 20 in Abschnitt 3.1 hilfreich
(s. (3.1.B3)).

Wir beschreiben nun die Elemente aus G'p. Sei () eine 2 x 2 Blockmatrix mit

[ @1 Q2
Q - ( 0 QO 9
wobei Qg € GL(m,R), Q1 € GL(n,C) und Q3 € Mat(n x m,C) gilt. Qo und Q
sollen sogar die folgende Gestalt haben:

1 1 1

1 92 @ Im+1,m+1 qun+1,m+2 T Imt,mtn

P A A R
0 1

0 0 o Imm 0 0 qm-l-n,m-l-n

Die Menge der Matrizen mit der analogen Gestalt zu oben beschriebenen ) bil-
det bzgl. der Matrizenmultiplikation eine Untergruppe GGp in der Gruppe der in
G L(n +m,C) enthaltenen komplexen oberen Dreiecksmatrizen. Von dieser Grup-
pe G'p soll nun gezeigt werden, daf} sie transitiv auf 2p operiert.

Dazu zeigen wir zuerst, dafl die Operation von Gp auf Qp via

(5.1.b) (A,Q) € Gp x Qp = QAQ'

Qp invariant 1a8t. Fir alle () € Gp und VA € Qp sollte demnach ebenfalls QA@t
in Q2p enthalten sein. Da A positiv-definit ist, folgt offensichtlich, daf3 QA@t auch
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wieder positiv-definit ist. Durch einfaches Ausmultiplizieren sieht man zum einen,
daf QA@t hermitesch ist und zum anderen, dafl die Komponenten des Produkts
die entsprechenden Eigenschaften eines Elements aus {2p besitzen. Demzufolge
gilt QAQ' € Qp.

Fiir den Beweis der Transitivitat geniigt es zu zeigen, dafl sich jedes Element
A € Qp als Q@t fiir ein geeignetes () € Gp schreiben 1at, denn dann ist die
Identitat auf jedes Element von 1p transformierbar, ergo operiert die Gruppe
G/p transitiv.

Bekanntlich operieren die oberen Dreiecksmatrizen, die in GL(I,K) enthalten

sind, via (Z,X) € GL(I,K) x Pos(l[,K) — ZX7' mit K = R, C transitiv auf
den positiv-definiten Matrizen Pos({,K) (s. z.B. [DO79a]), was wir anschlieflend
verwenden werden. Die Multiplikation von () mit @t ergibt:

Q1 Q2 @i 03 _ Qz@; + Ql@i Qz@é
(5010C) 0 —t —t —_— —t —t .

Qo Q; (o Q0@ Qo

Sei A ein beliebiges Element aus 2p. Damit A einem Produkt Q@t entsprechen
kann, muff Ag = QOQB gelten, was aufgrund obiger Ausfithrungen moglich ist.
Dadurch ist () im wesentlichen festgelegt. A% entspricht QQ@E7 somit ist Zt%
gleich Q()@g und 0y = A% (@é)_l, wodurch (), und somit auch @g in Abhangigkeit
von der Komponente A1 von A und )y vollkommen bestimmt sind. Weitere
Identitaten, die sich direkt ableiten, sind:

Q, = Q' Ay und A" = (@) ' Q5"
Somit ergibt sich, daf
Ay = Ql@i + Qz@g = Ql@i + A%(@é)_l(Qo)_lzg = Ql@i + A%AEIZg
gilt. Den letzten Summanden der Gleichungskette kénnen wir schon durch die
Komponenten von () ausdriicken; also miissen wir () so wahlen kénnen, dafl die
Gleichungskette erfiillt wird. Dazu zeigen wir, dafl A; — A1 AEIZZ hermitesch und

positiv-definit ist. Ersteres ist klar und letzteres ist aufgrfmd foléender Gleichung
richtig, denn es gilt

A, AT A Ay Id 0 AL ATYAS
(5°1°d) td AEAO —tl ’ -1t —( M AEAO AE 0 ;
0 Id A% Ao _AO A% Id 0 AO
woraus folgt, dal A; — A;Aalzt; positiv-definit ist. Wir kénnen aber, mit der
2
gleichen Argumentation wie fiir 14210 und g, ein Element () wéhlen, so dafl

Qi) = A = A A7 A,

gilt. Somit folgt, daB die Gruppe Gp in der angegebenen Art und Weise (s.
(5.1.b)) transitiv auf Qp operiert.

Die Automorphismengruppe von Qp

Dorfmeister berechnete in [DO79a] die Automorphismengruppe von Qf,, die wir
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in (2.1.e) definierten. Wir erhalten unter Ausnutzung von [DO79¢] (fiir o, o, 3 s.
(3.1.B3)):

p

(a4

Aut(Qp) = {A— B| By = QoAoQy, By = ~Q2A:Q, + Q14,1 Q;
By = ngAo@ + QlA%@; + szg@ + Q1A1@§, mit
Qo € GL(m,R), Qs € Mat(m x n,C),Q, € GL(n,C)}
A{Id, A — A}.

[T

Bemerkungen:

(5.1.8) Sei A = Q@t fiir ein beliebiges Element A € Qp mit entsprechendem
Q) € Gp. Dann kann man erzwingen, daf} fiir die Diagonalelemente ¢; von ()
0 # q; € R gilt. Eine solche obere Dreiecksmatrix @ ist fiir jedes A aus Qp
eindeutig bestimmt, und diese Matrizen bilden eine Untergruppe von G'p, die wir
mit Gf, bezeichnen wollen. G, operiert einfach transitiv auf Qp, und die Lie-

Algebra von G ist R-spaltend.

(5.1.7) Der o-duale Kegel 27, und alle dazugehérigen Daten werden in [DO79q]
als Beispiel B.3 beschrieben (s. fiir o usw. auch (3.1.B3)). Es gilt QF, # Qp, d.h.
der Kegel ist nicht selbstdual und folglich sind die dariiber erzeugten homogenen
Siegelgebiete nicht quasisymmetrisch (s. Satz 7.1.4 (2)).

q der abgeleiteten Algebra 2U ist nicht Eins; tatséchlich gilt ¢=2 (s. Definition
3.1.3 und insbesondere [DO79a] S.41).

(5.1.0) Sei S ein iiber Qp konstruiertes homogenes Siegelgebiet (s. Kapitel 6),
dann existieren immer Richtungen auf & mit positiver holomorpher Bischnitt-
krimmung bzgl. der Bergmannmetrik. Wie man solche Richtungen finden kann,
diskutieren wir an einer geeigneten Stelle der Arbeit (s. (9.2.)).

Abschlieflend geben wir fiir Qp die Komponenten von 2 an, die einer ¢-8-Zerle-
gung von 2 zugrunde liegen. Dies entnehmen wir aus [DO79a] S.41 (wir betrach-
ten hier den o-dualen Kegell). Es gilt ¢=2 und

A=Ay B Apy B Asy
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2A o4 A M C
12 = Zt% 0 | L€ at(n x m,C) 3 .

5.2 Ein Beispiel fiir ¢=3

N =

Jedem homogenen reguliren Kegel kann aufgrund des Satzes 3.1.1 eindeutig eine
natiirliche Zahl ¢ zugeordnet werden. In diesemn Abschnitt wird ein mdogliches
Beispiel fiir ¢=3 diskutiert.

Bevor wir ein Beispiel fiir g=3 angeben, treffen wir ein paar Vereinbarungen.

Jedes Element © € H 148t sich bekanntlich durch ; € R mit [ = 1,2,3,4 und
den imagindren Einheiten ¢, j, k € H mit ¢j = k usw. darstellen (s. z.B. [KOE60]

§10):
r = x1+ixs+Jrs+ kg
Ty 4 ixy + J(r3 — ix4).

Das heifit H = C & jC, und fiir jedes + € H existiert eine Darstellung der Form
r = z1 + jz3 mit z; € C. Demnach kann die folgende Konjugation in H definiert
werden:

T H— H,
(5.2.a) T =21+ Jre = T =2 — J23.

Auflerdem definiert man mit Hilfe von (5.2.a) eine Projektion von H auf die Stan-
dardeinbettung von C in H durch

(5.2.b) Hoz=z+4jzmm s(x+1)=2¢€CCH.

Diese Projektion kann in kanonischer Weise auf beliebigen quaternionischen Vek-
torraumen definiert werden, indem jede Komponente projiziert wird. Wir erhalten

z.B. fiir Mat(n x m,H):

(5.2.¢) )
Mat(n x m,H) 3 A — L(A+ A) € Mai(n x m,C) C Mat(n x m, H),

was wir im folgenden verwenden werden.

Beschreibung des Kegels Q3 C 'V

Analog zu den Definitionen in Abschnitt 5.1 betrachten wir nun einen Untervek-
torraum V' von Mat(m + n + s,H), der wie folgt gegeben ist:
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Xll X12 X13
(5.2.d) V= {X € Mat(m +n+ S, H)|X == X21 X22 X23 5
X31 X32 X33

mlt X21 — 77;2,)(31 — 77;3,)(32 — 723,)(11 E H(m,R),
X22 € H(R,C),ng € H(S,H),Xu € Mat(m X n,(C),
X3 € Mat(m x s,H), X553 € Mat(n x s,H) }.

Die reellen Dimensionen der Raume, in denen die Diagonalelemente X;; mit
1 =1,2,3 liegen, sind:

(5.2.¢) dimyH(m, R) = ™28 dim,H(n, C) = n?, dimH(s, H) = 25> — s.
Wir betrachten nun die Menge:

(5.2.1) Q3 :={X e VIX >0} =V n Pos(m+n+s,H).

Die Menge Q3 der positiv-definiten Matrizen in V ist ein reguléarer Kegel.

Homogenitdt von Q3

Q5 ist sogar homogen, wie nun gezeigt wird. Dazu geben wir eine Untergruppe
Gs C GL(m +n + s,H) an, von der wir zeigen, daf} sie via

(5.2.g) G3 X Qg — Qg,
(Q,A) = QAQ'

transitiv auf ()3 operiert. (G5 besteht aus speziellen unteren Dreiecksmatrizen aus

GL(m +n + s,H), d.h. genauer fiir jedes Q) € G5 gilt

@ 0 0
Q=1 Qs Q2 0
Qs Qs Qs

Dabei ist Q1 € GL(m,R), Q3 € GL(n,C) und Q5 € GL(s,H). Aulerdem gilt
Q4 € Mat(n x m,C), Qs € Mat(s x m,H) und Qs € Mat(s x n,H). Man zeigt
hier fiir 3, wie zuvor fiir Qp in Abschnitt 5.1, dafl die angegebene Operation
(5.2.g) von G5 auf Q3 den Kegel invariant 1at.

(i3 operiert transitiv. Um dies zu sehen, zeigen wir, daf} es fiir jedes A € ()3 eine
Matrix () € G5 gibt, so dal A = Q@t gilt. Die Vorgehensweise entspricht der
in Abschnitt 5.1, weshalb wir hier nur die wichtigsten Gleichungen angeben. Die
Komponenten (); von () miissen die folgenden Identitidten erfiillen:

Ap = Ql@i , Agg = Q4@i + Qz@’é , Azz = Q5@é + Qe@é + QS@;
Ay = Q1@i , Ay = Ql@é , Ags = Q4@é + Q2@é-
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Daraus ergibt sich, daf die ); wie folgt gewdhlt werden miissen: ()¢ ist durch die
Gleichung A, = Ql@i festgelegt und wir wissen, daf} ein solches () existiert.
Daraus ergibt sich A7 = (@j)_lel. Des weiteren erhalt man durch einfaches
Umformen die folgenden Identitaten:

@Z =Qr'AnL, Q4 = ZiQ(@i)_l, wodurch @4 bestimmt ist.

@; = Q7 A3, Qs = ZiS(@i)_l, wodurch )5 bestimmt ist.
QQ@; = Ayy — Z;AI_IIAU, wobei die rechte Seite, wie man aus Abschnitt 5.1
entnehmen kann, positiv-definit ist; folglich ist () dadurch bestimmt. Schliellich
erhalten wir

(5.2.h) Q3@; :_/%33 —_2;313;11413 . _
— (A — A13(A11)_1A12)(A22 - A12A1_11A12)_1(A23 - A12A1_11A13)'

Die rechte Seite von (5.2.h) ist eine positiv-definite Matrix, was man in (5.2.i)
sofort erkennt. Da die Gruppe GL(s,H) transitiv auf den entsprechenden positiv-
definiten quaternionischen Matrizen operiert, existiert tatsachlich ein solches ()3,
so daB die Gleichung (5.2.h) erfiillt wird. Somit haben wir gezeigt, dal Gi5 in der
in (5.2.g) erklarten Art und Weise auf 5 transitiv operiert.

Die Kegelinvariante von Qs und weitere Grofien

Wir geben nun sowohl eine Kegelinvariante n, als auch die daraus abgeleitete
assoziative positiv-definite Bilinearform o und das Algebrenprodukt o an. Dazu
diagonalisieren wir zuerst ein beliebiges X € Q3 via:

d 0 0 Xi Xip X d A B
(5.2.1) A 10 Xis Xop  Xog ( 0 Id C )
B T W X'y Xy Xas 0 0 Id
X1 0 0
= 0 Xoo—X,X7' X1 0 :
0 0 X33 — X15 X' X15— D

wobei wir die folgenden Festlegungen getroffen haben:
A = —X{' X,
B = —X"(X12C + Xi3),
¢ = (X22 - 7§2X1_11X12)_1(7§2X1_11X13 - X23),
—t

D = (X X5 X1 — X0,)C.

Wir erhalten nun bis auf eine positive Konstante die Kegelinvariante n von €3

durch:

(5.2.j) n(X) =
(det(X11)) ™ (det(Xaz — X, X7 X12)) P (det(Xss — X s X7 X1 — D)7,
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1
mita:%—I—n—l—%,ﬂ:n—l—m—l—Zs,’y:Z(s—l—n—l—m)—l.

Daraus berechnet man die folgende positiv-definite Bilinearform o (s. auch (3.1.d)):

(5.2.k) O'(X, Y) == OéSpU?“(Xlli/ll) + @pUT(ngﬁi + ?7;2{%52 + 7§2E$)
+vSpur(XasYss + V3 X15 + X315 + V3 Xos + X3 V23)

und das Produkt ergibt sich zu:

X X2 Xis Yii Yo Yis Zn Zis Zas
—t —t —t

(5-2-1) {%2 {32 Xos © K%Q 1_/%2 Yos = % 5%2 E? Za3
X13 X23 X33 Y13 Y23 Y33 Z13 Z23 ZSS

Dabei gilt:

o _ _ _ _
Zuu = XnYu+YuXa+ %(YmXﬁg + X12Y§2 + Y12Xf2 + X12Y1t2)

(1/1377;3 + X13?§3 + ?13)({3 + 7131/1t3)7

o
2y
Zog = XY + Yoo Xoy + 77;23/12 + Y§2X12

_ . N ~t A o~
+%<X23Y§3 F Yas X s + K23V g5 4 Vas X os),

_|_

Z3z = Xs3Y33+ Y33X33 + 7?33/13 + Y§3X13 + 7233/23 + ?§3X23,
Zig = YiaXoo + XYoo + Y11 Xq2 + X11Yao
1 — — P ) N 7
-|-§(Y13X;3 + X13Y;3 + Vis Xy + X13Yos),
Ziz = Yi3Xs3 + XisYas + Y11 Xq3 + Xq1Yis + XiaYos + Vi Xos,
Zoz = Yo3X33 + XogYas + Yoo Xo3 + XooYos + 7?23/13 + ?§2X13-

Beziiglich des Produktes (5.2.1) ist o assoziativ.

Die Algebra A von Q3

Die zu Q3 assoziierte Algebra 2 = (Vo) ist vom ¢=3-Typ, was wir nun zeigen
werden. Dazu wahlen wir ey, e; und e3 gleich den natiirlichen Einselementen von
H(m,R), H(n,C) und H(s,H) in V und betrachten die von diesen Idempotenten

definierte Zerlegung von V' in Figenrdume. Wir erhalten:

(5.2.m) V= Vi(er) @ Vilez) & Vi(es) @ Vi(er Nea)
@V%(@l N 63) @ V%(GQ N 63).

Dabei bezeichnet Vi(e;) den 1-Eigenraum von e; fiir ¢ = 1,2,3 und V%(ei Ne;j)

bezeichnet den %—Eigenraum von ¢; und e; mit 1 <1<y <3,
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Nun definieren wir die folgende Familie 2;; mit 1 <7 < 7 < 3 von Raumen:
A, = Vi(e),
A = VilesNej), 1 <.

Offensichtlich gilt aufgrund der Definition der Radume ,;;:
L4 Qlij = Qlﬂ
e 2 ist die o direkte Vektorraumsumme der 2,;.

e 2. ist nach Konstruktion eine formal-reelle Jordan-Algebra mit Einselement e;.
Das Produkt von 2 eingeschrankt auf %A;; liefert das Standardprodukt, d.h.
VX Y e, gilt XoY = %(XY + Y X).

Damit sind aber die Bedingungen (K.1)-(K.3) der Definition 3.1.3 erfiillt. Die Be-
dingung (K.4) der Definition 3.1.3 entspricht der Definition der Rdume 2l;;, und
(K.5) ist eine einfache Folgerung unter Anwendung von (5.2.1). Da (K.1)-(K.5)
der Definiton 3.1.3 erfiillt sind, bildet demzufolge die Familie der Rdume 2, eine
Peirce-Zerlegung von 2.

Um (K.6) der Definition 3.1.3 zu zeigen, miissen wir nachweisen, dafi bestimmte
Mutationen Jordan-Algebren sind, d.h. die Bedingungen (JA.1-2) der Definition
2.2.1 miissen erfiillt sein. Zuerst zeigen wir, daf ng) = 2., eine Jordan-Algebra
ist. Mit x «y := A, (2)y = x(yoer) + y(er o x) — er(x o y) bezeichnen wir die
Multiplikation in 2l.,, und die Kommutativitatseigenschaft (JA.1) fir (A, *)
folgt leicht aus der von (2, 0). Gezeigt werden mufl noch, daff (JA.2) gilt; also
Vu € 2 gilt:

(5.2.n) (A, (u ), A, (w)] = 0.

Sei weiter e die Identitat der Algebra 21, so besteht die Menge {¢q := e—eq, €1} aus
zwel natiirlichen Idempotenten. Die Eigenrdume in V' bzgl. e, ergeben eine direkte
Summenzerlegung von V, d.h. V = Vi(e1) & V%(el) @& Vo(er), wobei Vi(er) = 2y,
V%(el) = Ay B Ays und Voler) = Uon B Ans & Ass gilt. Jedes © € A hat eine
entsprechende Zerlegung © = x; + T1 4 To mit x; € Vi(er), 1 = 1, %,0. Fir so
zerlegte x,y € 2 erhalten wir:

x*y:xl*yl—l—xl*y%—I—:I:%*y1—|-$%*y%-

Aus der Definition des Produkts * folgt die Aquivalenz zu:

(5.2.0) THYy=royitrioyLtyroxrL+ eo(:rféoy%)
€2 €A1omAsa €U0 BA22 BUAaz

& A (0)(y) = Auy o+ 1) + 91,

ouy). Wenden wir diese Gleichheit

Somit gilt u * u = uy o uy + 2uy ouy + eolu

1 1
2 2
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fiir u * u und (5.2.0) an, so erhalten wir:

[Aey (u), Aey (u o w)] = [Ae, (ur +up), Ae, (ur 0wy + 2uy 0wy )]
[A(ur), Auy o wn )] + 2[A(us), Ae, (ug 0 uy )]

+[Ae, (ur), A, (ug 0 ug + 2uy 0 u%)]

1
2

Setzen wir dies in die Bedingung (5.2.n) ein, so ergeben die Summanden, die
am Ende der obigen Gleichheitskette stehen, in jedem Eigenraum von V' bzgl.
e; eine separate Bedingung. Deshalb ist (5.2.n) dquivalent zu den folgenden drei
Gleichungen:

(5.2.p) [A(ur), A(uy 0wy )] =0,
(5.2.9) 2[A(u1), Aey (wr 0 un)] + [Ae, (u

(5.2.r) [Aey (1), Acy(ur 0 us)] = 0.

Um (5.2.p-r) zu zeigen, wendet man die linken Seiten auf ein beliebiges 0 #
v=wvt+ovLtu € A an. [A(uy), A(uy)?] verschwindet auf vy, weil (;q,0) =
Sym(m,R)* gilt; Ayy ist eine Jordan-Algebra. Das Verschwinden auf dem Anteil
vy folgt z.B. aus (K.4), da Vo(e1) = s B AUss B A gilt. Es folgt direkt aus
(5.2.1), daB [A(u1), A(u;)?] auf dem Anteil v von v verschwindet.

Mit (5.2.1) und (5.2.0) sieht man leicht, daf die beiden linken Seiten von (5.2.q,r)

auf allen vy € Vy(eq) verschwinden.
Wir zeigen nun, dafl Vo, € Vi(ey) gilt:

2[A(uy), Ae, (uyg 0 u%)]vl + [Ae (u), A(uq o ug)joy = 0.

1
2
Unter Verwendung von (5.2.1,0) erhalten wir (man beachte, dal man zwischen der
ynormalen® Matrizenmultiplikation und der Multiplikation o von 2l unterscheiden

muf!):
(2[A(u1), Aey (ur o ur )] + [Ae, (un), A(uy o ug)])vy
= 2(A(u1)Ac, (ugo u%)vl — A (ug 0 u%)A(ul)vl)
—I—Ael(u%)A(ul ouy)vy — A(ug o ul)Ael(u%)vl
= 2(u((ur 0 u%)vl) —(ug o u%)(ul ovy)) + u%((ul o up)vy) — (ug © Ul)(u% o)

1

= Z(ulvlulu; —wpvug UL — viuius + vuius + utogun — uivgu)
2 2 2 2 2 2

= 0.

Man kann natiirlich uL in die Anteile aufsplitten, die zu 20y, und 2,3 gehoren. Dies
ist aber fiir die obige Rechnung nicht erforderlich; der Grund dafiir liegt in der
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Art und Weise, wie die Elemente aus 2l,; auf V1 (e1) via o operieren. Allerdings ist
die Aufspaltung von U fiir die nachfolgende Rechnung von Bedeutung. Wenden

wir nimlich nun die linke Seite von (5.2.q) auf ein beliebiges Element vi € V1 (e1)
an, so erhalten wir:

)) —5€o((urug)(urvy)) + eo(u )) — ui(eo(uy ovy)).

ul(eo((ulu%)v% %(u%ov%

Weiter setzt man nun UL = upy + uy3, UL = U + vy3 und zeigt unter Verwendung
von (5.2.1), daBl obige Summe fir Jedes mogliche Paar (u;;,v) verschwindet.
Somit ist (5.2.q) gezeigt.

Um die Gleichung (5.2.r) zu beweisen, iiberlegt man sich zuerst mit der Hilfe von
(5.2.0), dafB} es geniigt, dies fiir Elemente aus Vi (e;) zu zeigen. Sei nun vy € Vi(ey)
beliebig, aber fest gewahlt, so folgt:

[Ac, (ug), A, (ur 0 ug)or = feo(us(viwruy) — (uguy) o (viuy)).

4

Diese Summe verschwindet aber identisch, was z.B. wie folgt gezeigt werden kann:
Man ersetzt uL durch uyy + wy3 und priift das Verschwinden fiir jede mogliche
Paarung der u;; nach. Somit ist insgesamt gezeigt, dafl 2., eine Jordan-Algebra
ist.

Weiter mufl man zeigen, dafl auch ng) und ng) ebenfalls Jordan-Algebren sind.
Nun gilt aber A® = V;(e;) und dies ist eine Algebra vom ¢=2-Typ; folg-
lich kénnen wir induktiv argumentieren, daf ng) eine Jordan-Algebra ist. Da

(Ql(?’) o) = Herm(s,H)" gilt, ist (Ql( ) o) eine Jordan-Algebra. Insgesamt zeigt

es ? e3

dies, daf die Rdume 2;; die Bedingung (K.6) erfiillen.

Weiterhin muf} gezeigt werden, dafl auch (K.7) erfiillt wird, d.h. V x5 € s, mit
= 2,3 ist A52($25)|Q[ eine Derivation (s. (3.1.j)) von ng), YV ysz € sz ist
(:1;33)|Q[ eine Derivation von Ql und A, (233)|g ist eine Derivation von

A 2).
Dazu machen wir die folgenden Anmerkungen und zeigen exemplarisch eine der

Bedingungen. Es gilt AM — A, A = Uy & le:), @ As; und A = Uss. Des
weiteren setzen wir e} ;= e—ey, €2 1= e—eyund € := e — 63 Fiir jedes ¢; existiert
eine direkte Vektorraumsummenzerlegung von V in die 0, L, I-Eigenrédume bzgl.

¢;. Jedes x € U besitzt eine eindeutige Zerlegung

’ 9

T =11+ T2 + 33+ +T12 + T13 + T23,
mit x;; € A, fiir 1 <4 <7 < 3. Fiir die Multiplikation in der Mutation 2., zeigt
man, dafl Vz,y € A
Ao (@)y) = Aq(wi+ i+ xia)(yi + v + Yir)
= x50+ vio (Y + yik) + vii o (v + xix)
+eg((ij + zin) © (Yij + i),
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mit ¢ # j # k €{1,2,3} und w;;,y;; € 2;; gilt. Dies machen wir uns zunutze und
zeigen nun beispielhaft Vb33 € 33 und Va,y € A folgendes:

(5.2.5) Acy (bss) Aey (2)(y) = Ay (Acy (b33 )(2))(y) + Aey (2)(Ae, (b33)(y),
d.h. V b33 € sz ist A, (b33)| 4> eine Derivation von Ag).
Fiir alle 2,y € AP und by € sy gilt:

A, (2)y) = Ae(@a2+ 223)(y22 + Yo3)

= 920 Y22 + T22 O Ya3 + Y22 0 Ta3 + €3(L23 0 Ya3),
A (bss)Ac, (2)(y) = bagoes(w23 0 y23) + bsz 0 (222 0 Yoz + Y22 0 T23),

Ac,(bs3)(x) = bz o xss + b3 0 xas.

Nun folgt durch Einsetzen dieser Identitdten und Verwendung des Produktes
(5.2.1) die Behauptung (5.2.s). Die weiteren einfachen Berechnungen dazu fiithren
wir hier nicht aus.

Um die noch verbleibenden Identitéten zu zeigen, geht man analog vor. Somit ist
(K.7) fir die Familie der Radume 2(;; C 2 = (V,0) mit 1 <1i < j < 3 gezeigt.

Insgesamt ist damit der Beweis erbracht, daf§ die Algebra 2l = (V, o) vom ¢ = 3-
Typ ist.

Die Zerlegung von U bzgl. der Riume 2,
Es gilt A = A1 @ Aap & Ass B Ayp & Ays B sz und ¢=3, wobei nun:

X1 0 0
WAy = 0 0 0 || Xy eH(mR);,
0 0 0
0 0 0
AUy = 0 Xoo 0 | |X2€H(n,C)yp,
0 0 0
0 0 0
Wsy = 0 0 0 | X33 € H(s,H) ¢,
0 0 Xs
0 X 0
9112 = 77;2 0 0 |X12 € Mat(m X n,(C) R
0 0 0
0 0 Xis
iz = 0 0 0 | X153 € Mat(m x s,H) » ,
X5 00
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0 O 0
Ass = { 0 0 Xy |[Xa3 € Mal(n x S,H)} .
0 Xy O

Bemerkung:

(5.2.a) Benutzt man eine s-Zerlegung (s. Definition 8.3.2) von 2l und die Struk-
tursitze 4.1.2/4.2.1, so sieht man leicht, dafl 2 nicht vom ¢=1-Typ sein kann.

Die Automorphismen von 3

Abschlielend geben wir nun die Automorphismengruppe von 23 an. Dabei mach-
ten wir uns die verschiedenen Arbeiten Dorfmeisters zunutze, insbesondere [DO74]:

Aut(Qs) = {A— B| Bu = QiAnQ,,

la% __ .
By = BQ1A11QZ + Q1A12Q27

o . _ _
B = ;QIAIIQ; + ngAng + QlAISng
(8%

By = BQ4A11@Z + Q4A12@; + Q2A21@i + Q2A22@;,

%Q4A11@; + g(QzlAlz@é + Q242 Qs + Q2420
+Q1A1Qs + Q2420

Bss = %Q5A11@é + g(QsAm@é + QeAn Qs + QeAnQy)
+Q5A13Q5 + QsAnQs + QA5 Qy + Q3A45Qs + Q34505

mit Ql € GL(va)vQZ S GL(nv(C)vQS S GL(SvH)v
Q4 € Mat(n x m,C), Qs € Mat(s x m,H),

Qs € Mat(s x n,H)} - {Id, A — A, A — A}.



45

6 Siegelgebiete und h.b.G.

Zuerst beschreiben wir ausfiihrlicher den Zusammenhang zwischen den affin ho-
mogenen Siegelgebieten und den homogenen beschrankten Gebieten (s. Definition
1.2.7). Dadurch erlangt man eine bessere Ubersicht iiber die dafiir notwendigen
Werkzeuge, die anschliefend erschlossen werden. Zudem prizisieren wir die erfor-
derlichen Begriffe und illustrieren diese ggf. durch Beispiele.

6.1 ,,Philosophie“

Fiir eine homogene Mannigfaltigkeit M mit Riemannscher Metrik g existieren im
allgemeinen in der Isometriegruppe (M, g) mehrere, nicht zueinander isomorphe,
transitiv operierende Untergruppen mit nicht trivialen Stabilisatoren.

Existiert darunter eine, deren Stabilisator K nur aus der Identitat besteht, so ist
dies eine auf M einfach transitiv operierende Gruppe, d.h. fiir je zwei Elemente
x,y € M gibt es genau ein Element ¢ aus dieser Gruppe, so daff p(z) = y gilt.
Auch hier ist die generelle Situation die, daf sehr viele, nicht zueinander isomor-
phe, einfach transitiv operierende Gruppen in [(M, g) existieren kénnen (Néaheres
dazu findet man z.B. fiir Solvmannigfaltigkeiten, d.h. homogene Mannigfaltigkei-
ten, die in ihrer [sometriegruppe eine auflésbare transitive Untergruppe besitzen,
in [OWISS]).

Unter diesen einfach transitiv operierenden Gruppen gibt es evtl. einige mit ,,be-
sonders schénen Eigenschaften®, was natiirlich von der jeweiligen Fragestellung
und der daraus resultierenden Betrachtungsweise abhéngt.

Sei S eine einfach transitiv auf M operierende Gruppe von Isometrien. Nach der
Wahl eines Basispunktes p € M kann der p-Orbit S-p mit M identifiziert werden,
folglich kann (5, ¢g) = (M, g) gesetzt werden.

Im Falle der homogenen beschriankten Gebiete gibt es mindestens eine einfach
transitiv operierende Gruppe in der Gruppe der holomorphen Isometrien des
Gebietes, die auflosbar und R-spaltend (s. Definition 6.3.1 (nj1)) ist (s. Morzow-
Borel Theorem fiir maximal triangulierbare, zusammenhangende Untergruppen
von linearen Gruppen, in [VZ61] Theorem 2). Alle transitiven, R-spaltenden und
auflésbaren Gruppen sind in der Gruppe der holomorphen [sometrien via Elemen-
ten aus der Isotropiegruppe K zueinander konjugiert (s. [GVP67] Proposition 3,
S.46). Die Lie-Algebren solcher Gruppen sind folglich alle isomorph zueinander
(s. auch [GVP6T7] Korollar 1).

Die Lie-Algebra einer auflésbaren einfach transitiven und R-spaltenden Gruppe
ist eine normale J-Algebra (s. Definition 6.3.1). Die ausgezeichnete Struktur ei-
ner solchen Lie-Algebra erlaubt es, das zugehorige Siegelgebiet zu rekonstruieren
(s. Abschnitt 6.5). Der zur Kegelalgebra, sowie der zum Tubengebiet gehérende
Anteil (s. Definition 6.5.2) ist direkt erkennbar. Eine normale .J-Algebra fithrt zu
einer affinen, auf dem rekonstruierten Siegelgebiet einfach transitiv operierenden
Gruppe.
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Es existiert folglich eine eineindeutige Beziehung zwischen homogenen beschrank-
ten Gebieten und affin homogenen Siegelgebieten. In der holomorphen Kategorie
braucht man nicht mehr zwischen diesen beiden Objekten zu unterscheiden, denn

es gilt (s. [GVP67] Theorem 1, S.57):

Satz 6.1.1 (Vinberg, Gindikin and Piatetsky-Shapiro) Sei D ein homo-
genes beschrinktes Gebiet, dann existiert ein affin homogenes Siegelgebiet S, er-
ster oder zweiter Art, das biholomorph zu D ist.

6.2 Siegelgebiete, Aufbau und affine Automorphismen

Wir sind an bestimmten Siegelgebieten, ndmlich den quasisymmetrischen Siegel-
gebieten (s. Definition 7.1.3) interessiert. Fiir das Verstdndnis dieser Siegelgebiete
und fiir spitere Untersuchungen ist es notwendig, ,allgemeine® Siegelgebiete zu
betrachten, die wir deswegen hier einfiihren.

Es gibt drei Arten von Siegelgebieten, fiir die in der Literatur zwei unterschied-
liche Bezeichnungen gebriuchlich sind. Entweder spricht man von einem Siegel-
gebiet der I..IT. III. Art oder, in der obsoleten Notation, von Siegelgebieten vom
Geschlecht TIT,I1T.

Siegel-I-Gebiete
Wie einleitend schon erwéhnt, existieren drei Arten von Siegelgebieten. Darunter
sind die Siegel-I-Gebiete diejenigen, die in ihrem Aufbau die einfachsten sind.

Definition 6.2.1 (Siegelgebiet der ersten Art) Sei Q ein regulirer Kegel in
Vund V© die Komplexifizierung von V. Dann nennt man die Menge

Si={zeV z=a+iy mity € Q,x € V belichig}
ein SIEGEL-I-GEBIET.

Beispiele und Bemerkung:

(6.2.B1) Sei (V, Q) ein Paar, wie in (2.1.B1)-(2.1.B5), dann ist jeweils V + Q2 C

V® ein Siegelgebiet der ersten Art. Dazu gehort auch Siegel’s obere Halbebene
Hs(n) = Sym(n,R) + iPos(n,R) = {Z € Sym(n,C)|Im(Z) > 0}.

Hyg ist insbesondere in der algebraischen Geometrie von Bedeutung (s. die Biicher

von D. Mumford tiber die Theta-Funktion). Die obere Halbebene R + iRT in C
ist ein Siegel-1-Gebiet und entspricht Hg(1).

(6.2.a) Siegel-1-Gebiete werden auch TUBENGEBIETE genannt.

Fiir bestimmte analytische Automorphismen von &y weiff man (s. [PS] S.16 ff.):

Satz 6.2.2 Jeder analytische Automorphismus von Sy, der stetig auf dem Ab-
schluf Sy von S in V© ist, hat die Form
z = Az + b,

wobei A eine lineare Transformation von Q auf sich ist und b€ V.
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Siegel-1I-Gebiete

Sei @ C V ein regularer Kegel (s. (2.1.a)), V" sei V komplexifiziert und weiter sei
F:UxU — V© eine Abbildung, wobei U ein endlichdimensionaler komplexer
Vektorraum ist. Die Abbildung F' nennt man eine -HERMITESCHE FORM, wenn
gilt:

(6.2.h1) F(u,v) = F(v,u),

(6.2.h2) I ist Clinear im ersten Argument,

(6.2.h3) F(u,u) € Q (Q ist der AbschluB von Q in V), Vu € U,
(6.2.h4) F(u,u)=0 genau dann, wenn u = 0 gilt.

Definition 6.2.3 (Siegelgebiet der zweiten Art) Sei Q ein regulirer Kegel
in V, U ein komplexer Vektorraum endlicher Dimension und F eine Q) -hermitesche

Form auf U. Dann heifit die Menge
Sir={(z,u) e VE x Ullm(z) — F(u,u) € Q}
SIEGEL-II-GEBIET.

Bemerkungen und Beispiele:

(6.2.8) Siegel-I-Gebiete sind Siegel-11-Gebiete, fiir die U der Nullraum ist bzw.
F =0 gilt. In der Menge der Siegel-II-Gebiete sind folglich die Siegel-I-Gebiete
enthalten.

Wir benutzen fiir ein Siegel-II-Gebiet auch die Notation Sy;(2, F'), was die Ab-
hangigkeit von  und F' verdeutlicht, oder einfach nur S.

(6.2.7) Sprechen wir im folgenden einfach von einem Siegelgebiet, so handelt es
sich immer um ein Siegelgebiet erster oder zweiter Art.

(6.2.0) Siegel-1I-Gebiete sind konvex
Seien (z1,uy), (22, u2) € Syr, dann miissen wir zeigen, daf:
alz1,ur) + Bz, ug) € Sir

mita+ A =1und 0 < o, € R gilt. Indem man ggf. a =1 - bzw. B =1—a
setzt, folgt dies so:

Im(az + Bz) — Flouy + Buy, auy + Pusy)
f=1-a aoa=1-0
= o(Imz — F(uy,up))+ B(Imzy — Fug,usz)) + af Fuy — ug,uy — uz).

€Q eQ ca

€Q, da o<1
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Dabei gilt offensichtlich — F'(ug, uy) 4+ B F (ug, u1) + aF'(ug, uy) = 0, was wir in der
obigen Gleichung benutzt haben. Somit gilt a(z1,uy) + B(z2,u2) € Spr und die
Konvexitéit von Spr ist gezeigt.

(6.2.B2) Wir withlen V =R, U = C™, = R" und F als das natiirliche Skalar-
produkt von C”. Dann ist

Si(RY, F) = {(a,2) € (Cx C™)|Im(a) — F(z,2) = Im(a) — 37, 2% > 0}
ein Siegel-1I-Gebiet, das sich biholomorph auf die offene Einheitskugel in C™*!
abbilden 148t (s. [MU] S.5 ff.).

(6.2.B3) Sei V=R" = H(m + ¢, R) (s. (2.1.B1)) mit m >
1
tnra)lntatl) g7 — €™ Q = Pos(m + ¢,R) und F(u,v) = ( 2

0 und
6 t
2

n =
u') 0
0 Y
dann erhélt man das Siegel-11-Gebiet (s. [MU] S.76)
S1(9, F) = {(,u) € (V< x C)Im(=) — F(u,u) € Pos(m + ¢, R)}.

0,q >
(uv’ +
0

(6.2.B4) Wihlt man V = H(r,C) und Q = Pos(r,C) so folgt, da H(r,C) +
iH(r,C) = Mat(r x r,C) gilt, V® = Mat(r x r,C). Die Konjugation in V* ist
durch Z +— 7' gegeben. Weiter sei U gleich der Menge Mat(r x s,C) der r x s
Matrizen mit Werten in C und F(X,Y) = XY'. Dann erhilt man (s. [DO79d]
S.3)
S, F) =
{(Z,X) € (Mat(r x r,C) x Mat(r x s,C))|Im(Z) — F(X,X) € Pos(r,C)}.

(6.2.a) Analog zu (1.2.f) bezeichnet Aut(S) die Gruppe der biholomorphen
Abbildungen des Siegelgebiets S auf sich.

(6.2.b) Mit Aff(S) notieren wir die Gruppe derjenigen invertierbaren affi-
nen Abbildungen von V® x U, die § C V* x U auf sich abbilden.

Es gilt A(S) C Aut(S). Die affinen Automorphismen eines Siegel-II-Gebietes
sind wie folgt explizit beschreibbar (s. z.B. [GVP67] S.20, [PS] S.25):

Proposition 6.2.4 (affine Automorphismen von S;;) Jedes Element aus

Aff(S11) hat die folgende Gestalt:

(z,u) € Sip— (Az 4+ a + 20F(Bu,b) 4+ i F(b,b), Bu+b).
Dabei ist a € V, b € U, A€ Aut(Q) (s. (2.1.e)) und B eine komplex lineare
Abbildung von U, so daf§ Vu,v € U AF(u,v) = F(Bu, Bv) gilt.

Erfiillen A € Aut(Q) und B € GL(U) Yu,v € U die Gleichung AF(u,v) =
F(Bu, Bv), so ist B nur eindeutig bis auf unitdre Transformationen von F' be-
stimmt.
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Ein Siegel-1I-Gebiet ist homogen genau dann, wenn es affin homogen ist, denn es

gilt (s. [DO79a] Satz 1.10):

Satz 6.2.5 Flir ein Siegel-11-Gebiet Spp sind dquivalent:
(1) Aut(Syp), definiert in (6.2.a), operiert transitiv auf Syy.
(2) Af(Si1), definiert in (6.2.0), operiert transitiv auf Syy.

(3) FEs gibt eine abgeschlossene Untergruppe I' C Aut(Q) derart, dafi (I', F)
zuldssig ist.

(6.2.c) (', ') heifit ZULASSIG,

wenn [' transitiv auf © operiert und es fiir alle A € I ein B € GL:(U) gibt, so
da (A, B) € GL(S;r), wobei

(6.2.d) GL(Sir) :={(A, B) € GLy(V) x GL(U)|A € Aut(2) und
AF(u,v) = F(Bu, Bv), Yu,v e U}.

Siegel-11I-Gebiete

Siegel-I1TI-Gebiete werden fiir den Zusammenhang zwischen homogenen beschrénk-
ten Gebieten und Siegelgebieten nicht benéotigt (s. Satz 6.1.1). Dies ist wahrschein-
lich der wichtigste Grund dafiir, warum diese Gebiete bedeutend weniger in der
Literatur in Erscheinung treten.

Fiir den Beweis der Kriitmmungsvermutung spielen sie eine bedeutende Rolle als

Realisierungen von Siegel-TI-Gebieten (s. Abschnitt 10.1 und auch [N A76]).

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber R der reellen Dimension n, V°©
seine Komplexifizierung und U bzw. W seien komplexe Vektorrdume der kom-
plexen Dimension m bzw. k, mit m, k < oo. Weiter sei D C W ein beschranktes

Gebiet (s. Definition 1.2.1) und @ C V ein reguldrer Kegel (s. (2.1.a)).

Definition 6.2.6 (semihermitesche Form) Fine Abbildung L : U x U — V©
heifst SEMIHERMITESCHE FORM, wenn L = L' + L? gilt, wobei L' und L?* Abbil-
dungen von U x U nach V© sind, die folgende Bedingungen erfillen:

(sh.1) L'(u,v) ist komplex linear in der ersten Variablen.
(sh.2) L'(u,v)= L'Y(v,u).

(sh.8) L? ist eine symmetrische C-Bilinearform.

Fine semihermitesche Form L heifit NICHT-AUSGEARTET, falls L(u,v) = 0, fir
alle w € U, schon v =0 impliziert.
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Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun Siegel-11I-Gebiete definieren.

Definition 6.2.7 (Siegelgebiet der dritten Art) Seien U,V.W.D wie oben
vereinbart. Weiter sei ¥Vt € D L; eine nicht-degenerierte semihermitesche Form
mit Werten in V2= C", wobet die L; differenzierbar vont € D C W abhdngen.
Dann heifit die offene Menge

Sir={(z,u,t) € (VEX U x W) = CN|Im(z) — ReLy(u,u) € Q,Vt € D}
SIEGEL-IIT-GEBIET, mit N =n+m+ k.

Bemerkungen:

(6.2.€) S = Si11(9Q, Ly, D) ist ein Siegel-11I-Gebiet iiber D, dem entspricht,
dal Spsr ein Faserraum iiber D (s. [SA] S.133) bzgl. der natiirlichen Projektion
von Syrr auf D ist.

(6.2.¢) Siegel-11I-Gebiete werden fiir den Beweis (s. [DADO9I0] Theorem S.87)
benutzt, dafl jedes quasisymmetrische Siegelgebiet nicht-positive holomorphe Bi-
schnittkrimmung (s. Satz 7.2.5) bzgl. der Bergmannmetrik hat.

(6.2.17) Im folgenden werden ausschliefilich HOMOGENE SIEGELGEBIETE S be-
trachtet, d.h. solche, fiir die Aut(S) (s. (6.2.a)) transitiv auf S operiert.

Falls D der Definition 6.2.7 ein homogenes beschranktes Gebiet ist, kann aufgrund
des Satzes 6.1.1 D auch als affin homogenes Siegelgebiet angesehen werden.

Sei g eine K&hlermetrik (s. Definition 1.1.2) auf &, dann bezeichnen wir mit
Aut(S, g) die Gruppe der biholomorphen Isometrien von (S, ¢).

6.3 Normale J-Algebren und h.b.G.

Normale J-Algebren sind bei der Untersuchung h.b.G. von Bedeutung. Sie bilden
oft den Ausgangspunkt fiir Untersuchungen des zugrunde liegenden Gebietes. Dies

wird durch zahlreiche Arbeiten z.B. in [DR96],[D.480], [T S91] usw. dokumentiert.

Definition 6.3.1 (Normale J-Algebra) Fine auflosbare Lie-Algebra s mit den
folgenden FEigenschaften nennt man eine NORMALE J-ALGEBRA:

(nj.1) BEDINGUNG R-SPALTEND
Der Operator ad(go) : g — [go,g] hat nur reelle charakteristische Wurzeln
fir alle gy € 5.

(nj.2) INTEGRABILITATSBEDINGUNG FUR J
FEs gibt einen Endomorphismus J auf s, so daff J* = —Id und

[z, y] + J([J (), y]) + S ([z, T (y)]) = [J (2), J(y)] = 0
fir alle x,y € § gilt.
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(nj.3) RIEMANNSCHE METRIK
Es existiert eine Linearform w auf s, so daff Vz,y € § gult:

w([J (@), J(y)]) = w([z,y]) und w([J(z),2]) > 0 fir z #0.
Bemerkungen und Beispiel:

(6.3.a) Es soll nicht unerwahnt bleiben, dafi der Begriff der J-ALGEBRA dem
der normalen J-Algebra eigentlich vorangeht. Die wesentlichen Unterschiede zwi-
schen diesen beiden Objekten sind: Eine J-Algebra hat nicht notwendigerweise
keine Isotropiealgebra und ist auch nicht immer R-spaltend (s. z.B. Abschnitt 2,
S.46 ff. in [PS] fiir eine Definition und weitere Eigenschaften von .J-Algebren).

(6.3.8) Zwei normale J-Algebren {s,.J} und {¢’,.J'} sind isomorph, wenn es
einen Isomorphismus ) : § — &’ der Lie-Algebren gibt, so dafl Va € s gilt

P(Jw) = TP ().
Dadurch ist eine Aquivalenzrelation auf den normalen J-Algebren gegeben und
wir erhalten Isomorphismenklassen von normalen J-Algebren.

(6.3.7) (nj.2) ist gerade die Integrabilitatsbedingung fiir J (s. [KONOI1] S.217,
Theorem 6.4), J ist eine komplexe Struktur (s. auch (1.1.c-d)).

(6.3.0) Die Linearform w auf § kommt von der Symplektischen- oder Riemann-
schen-Struktur einer K&hlermetrik g.
Der Tangentialraum T, D eines homogenen beschrankten Gebietes D in z ist fiir
alle z € D isomorph zu §. Sei h die hermitesche Form, die durch die Metrik g auf
§ induziert wird. Dann gilt VX, Y € s

Im(h(X,Y)) = w([X,Y]),

wobeil w dann eine Linearform auf s ist.

(6.3.B1) FElementares Beispiel

Sei § eine reell zweidimensionale normale J-Algebra, dann ist die Lie-Algebren-
struktur von § vollkommen festgelegt, was wie folgt gesehen werden kann:

Sei 0 # x9 € § ein beliebiges Element, so gilt aufgrund von (nj.3) der Definiti-
on 6.3.1 w([Jxo, x0]) > 0. Dies impliziert [Jxo, 9] # 0 und wir kénnen deshalb
[Jxg, 20| = 1 # 0 setzen, wobei im allgemeinen z1 # z gilt.

Da xp und Jxg linear unabhéngige Elemente aus § sind und die Dimension von
§ Zwei ist, gibt es a,b €R mit ¥y = axg + Jbry und Jx; = Jaxg — bzry. Daraus
ergibt sich [Jxy, 2] = (a? + b*)zy. Wir setzen z = %:1;1 mit A = va? + 0%, dann
gilt [Jz,z] =z und s = Rz + RJz.

Daraus folgt, dal jede normale J-Algebra der reellen Dimension Zwei ein Element
z mit der Figenschaft [Jz, z] = z enthalt. Dies 148t den Schluf zu, daf alle reell
zweidimensionalen normalen J-Algebren isomorph zueinander sind.
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(6.3.€) Es ist eine wohlbekannte Tatsache, daB jeder biholomorphen Aquivalenz-
klasse homogener beschréankter Gebiete in C* bijektiv eine Isomorphismenklasse

normaler JJ-Algebren (s. (6.3./3)) der reellen Dimension 2n entspricht (s. [GVP67]
§4 und Abschnitt 6.1).

6.4 Zerlegungen normaler .J-Algebren

In diesem Abschnitt werden Zerlegungen einer normalen J-Algebra angegeben.
Eine Diskussion bzw. eine Erlduterung dariiber, wie diese Zerlegungen evtl. mit-
einander zusammenhéngen, schlieit sich an.

Fiir die verschiedenen Zerlegungen weisen wir insbesondere auf die Arbeiten von

[P.A96], [KCA], [MU], [K.A67] und [PS] hin.
Fiir eine normale J-Algebra § gibt es mehrere Zerlegungen:

(6.4.Z1) Die erste Zerlegung resultiert aus der Definition von s, da s eine auflosba-

re Lie-Algebra ist. Es gilt folglich
s = adls,s]
= aodn

a ist eine abelsche Unteralgebra von s und n ist die erste Derivierte, also
die erste abgeleitete Algebra von § (s. [V.A] S.200), ein nilpotentes Ideal.

(6.4.a) Die reelle Dimension von a wird
RANG der normalen J-Algebra § genannt.

(6.4.Z2) Eine genauere Untersuchung von § ergibt, dafl § die orthogonale, semi-
direkte Summe elementarer .J-Algebren ist (vgl. [PS] S.55-56), d.h.:

§=> 5.
Die s; sind elementare J-Algebren.

Definition 6.4.1 (elementare J-Algebra) Seis; eine norma-
le J-Algebra mit Skalarprodukt < , > und §; =n, & Jn; & 3,, so
dafs gilt:

(eJ.1) dimgn; = 1. Daher gilt auch dimgJn; = 1.

(&]Q) d F;, € n;, mit [JE“EZ] =FL;.

(eJ.3) N Z€ i gilt: [JE;, Z] = 1Z.

(eJ4)N Z,7°€ 3, gilt: [, 7' = < Z,JZ" > E,.

Dann nennt man s; eine ELEMENTARE J-ALGEBRA.

Fiir die Lie-Klammerprodukte der Elemente aus einem s; gilt offensichtlich:

(LI om [ JIn [ 5 ]
n; 0 cn; 0
Jn, || Cny 0 C 3
3 0 C3 | Cny
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Elementare Folgerungen:

i.) 3% ist J invariant.
ii.) Statt ,enthalten in n;“, kénnen wir auch immer wegen Definition 6.4.1

(eJ.1) und (eJ.2) ,ein Vielfaches von E;* schreiben.

Fiir die moéglichen Lie-Klammerprodukte zwischen zwei verschiedenen ele-
mentaren J-Algebren s; und §; mit & < [ ergibt sich:

LI e [Jne [ 3 [ [ I [ 30 |
ng 0 REk 0 0 0 0
Jng | RE, | 0 C 3 0 0 0
3k 0 | Chr | REL| C31 | Cor | Co
n 0 0 C 0 RE, 0
Jny 0 0 Ci: | RE; 0 C 3
31 0 0 |C3.] O C3 | RE

Finfache Figenschaften (s. [P.A96] S.14):

1) Fur k& < { 1st [Jl‘lk + ﬂk,Sl] =0.
ii.) [5175k] C 3% Vk<I.

(6.4.Z3) Wurzelraumzerlegung fiir normale J-Algebren vom Rang r:

(6.4:.b) 5_a+znal+znla —I_Zn (evitay):

=1 1=1 1<

Fiir die Existenz einer solchen Zerlegung siehe [PS] Theorem 2, S.61, dabei
sind die a; Einsformen auf n und es gilt fiir alle Wurzelrdume

n = {X € n[4, X] = (A, VA € a).
Dabei steht # stellvertretend fiir eine der méglichen Wurzeln.

FEigenschaften der Wurzelrdume:

W.1) Jnam;an = Nom o, VY m,n mit m < n.
2) Vigilt Jna = nai, J-INVARIANZ.
3) Jedes n,, hat die reelle Dimension 1 und es gilt Jn,, C a.
A4)  Es gibt Vi ein X; € n,, mit o;(JX;) = ;5.
5) Fiir zwei beliebige Wurzelraume n.., n, gilt:
[M.,1] C Mo
Falls n,, = 0 gilt, dann verschwindet die Lie-Klammer.
(W.6) Es gilt [n,, ) Map—a ;1= Royta; -

a;Eao;

(W.7) 0=<n,n,>= w([Jn*,no]) fiir * £ o mit *,0 € {Fay, “5, o}
(W.8) Zusammenhang mit der Zerlegung in (6.4.Z2).
G =Ny, + 0y, + )i Nata; + ny,..
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(6.4.Z4) Graduierung

Sei g die Lie-Algebra von Aut(S) (s. (6.2.a)), dann besitzt g eine Graduie-
rung; es gilt (s. z.B. [MU] Theorem 6.2, S.48):

929—1@9_%@90@95@91

und [g,,9,] C @4, Va,b € {—1,-1,0,1,1}. Diese Graduierung wird von

D’Atri auch MURAKAMI-INDEX (s. [D.A80] S.67) genannt.

Die Lie-Algebra g, von Af(S) (s. (6.2.b)) ist natiirlich in g enthalten, da-
durch erhélt g, eine entsprechende von der Graduierung von g induzierte
Graduierung (s. z.B. auch [SA] S.211). Es gilt:
Gaff =91 D91 D o
Eine normale J-Algebra s, die in g,q enthalten ist (vgl. [K.A] S.32 oben),
besitzt deshalb ebenfalls eine induzierte Graduierung;:
5=5_1 @5_% D 5.

Dabei gilt g_, = §_4, g.1=51, aber s9 C g,.

Zusammenhang mit der Zerlequng in (6.4.73):

[ = Zlnaﬁ'%v g1 = Znﬂv 9o O a+ Zi<jnai_% .
1<g 2 2 7 2 2

go ist die Lie-Algebra der rein linearen Transformationen GL(S) (s. (6.2.d)).

Matrizenrealisierung:

Wenn das Siegelgebiet S(2, F') in C" x C™ liegt, besitzen die Anteile der
Graduierung von g,q die folgende Matrizenrealisierung (s. z.B. [MU] S.19
ff., Proposition 6.2.4 und insbesondere das Beispiel im Anhang A.1):

X |n m 1
n |0 0 a n
g1 = m o 0 0 |Cl eR }
110 0 O
X |n m 1
_ n |0 Fp 0 m
g_% = mlo o b |b eC }
110 0 O
Fy ist eine n x m Matrix mit Fy(w) := 20F (w, b), Yw € C™.

X | n
n | A
0
0

g0 = |A € Mat(n,R), B € Mat(m,C), mit

m

m 1
0 0
B 0
1 0 0
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A € LieAut(Q) (s.(2.1.e)) und AF(u,v) = F(Bu,v)+ F(u, Bv), Yu,v € C"}.

FEs existieren kanonische Einparametergruppen (s. z.B. [MU] S.18-19):

{pta}tem mit a € Rn’ wobei pta(Zv w) = (Z + la, w)v

{gn}ier mit b € C”, wobel gy(z,w) = (24 20F(w,ib) +iF(1b, 1b), w + 1b),
und {Ct}te&, wobei ct(27w) — (etZ, G%tw).

Dabei ist (z,w) € S(Q, F). ¢; definiert ein besonderes Element £ := %‘t—oct’

fiir das gilt:

X ‘ n m 1
n | Id, 0 0
E= m| 0 %Idm 0
1 0 0 0

und —F hat folgende Kommutatoren:

X fir Xeg,
[—E,X]=XE - EX ={ -3X fir Xe g1
0 fir Xe g,.

Die Eigenrédume von ad(—FE) erzeugen die Graduierung von g .

Definition 6.4.2 (Rdume 1. und 2. Art) Die Wurzelriume vom Typ ni,, ei
ner normalen J-Algebra § mit Rang r nennen wir RAUME 1. ART, die vom Typ
N1 (ta,) (1 # j) nennen wir RAUME 2. ART.

Wir setzen V1,5 € {1,...,r} m; = dimgy,, und ng; = dimgy(,, 1, ) fir die rellen
Dimensionen der Riume 1. Art und 2. Art.

6.5 Rekonstruktion des Siegelgebietes aus einer normalen
J-Algebra

Wir erinnern in diesem Abschnitt an das wohlbekannte Verfahren, wie man aus
einer normalen JJ-Algebra s das Siegelgebiet § rekonstruieren kann. Dieses Rekon-
struktionsverfahren wird ,skizziert“. In Kapitel 8 wird dieses Verfahren bendtigt
werden.

Rekonstruktionsverfahren:
Als Grundlage dient dazu [PS] S.66 ff. Abschnitt 5. Wir fassen zusammen:
Sei (§,w) eine normale J-Algebra vom Rang r (s. (6.4.a)) mit dazugehoriger Lie-
Gruppe S. Dann gilt (s. (6.4.73)):

§ =002 Moy D i M(a40y) D 2iz PLo,-
Wir betrachten J£ = a& Yi< Mo a)) den Kegelanteil (s. Definition 6.5.2) und
setzenu =3 1, ny,.. £ ist ein kommutatives Ideal und J £ eine Lie-Unteralgebra
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von § = £ G JL B u. Es gilt [JL, £] C £. Die adjungierte Abbildung ad : J£ —
End(£) ist eine treue lineare Darstellung von J£. In eindeutiger Weise ist dadurch
eine lineare Darstellung e:z:p{(adJX)|£ : X € £} des exponentiellen Bildes von
J £, also von exp(JL) = G° gegeben.
Da [Jn,, 0, ]| C n,, und dimgn,, = 1 (s. (W.3) in (6.4.73)) gilt, existieren
Er #0inn,, mit [JEy, Ey] = By, Vk € {1,...;r}. Man setzt £ = Y;_, Fi, dann
folgt [JE,X] = X, VX € £. JE ist das Urbild der Identitat der Darstellung ad.
Sei  der Orbit von F unter der Gruppenoperation G°. Dann ist © ein homogener
reguldrer Kegel in £ (fiir einen Beweis s. [PS] S.69).
Der Raum W := £ @ u ist ein komplexer Vektorraum, wobei iU/ = JU fiir alle
U € u gilt. Als Mannigfaltigkeit hat W eine komplexe Struktur und auf jedem
reellen Tangentialraum eine komplexe Strukturabbildung .
Jedes Y € W bestimmt ein reelles Vektorfeld Y° auf W durch Translation und es
gilt (iY)? = j(Y°). Durch F(U,V) = ([JU, V] +i[U, V]) ist eine Q-hermitesche
Form F : u x u — £° definiert und dadurch ist das Siegelgebiet

S={(z,u) € £ ®ullmz — F(u,u) € O}
gegeben. Die Lie-Gruppe S operiert durch affine Transformationen einfach tran-
sitiv auf §. Somit ist das zu § assoziierte Siegelgebiet S vollstandig rekonstruiert.

Zuerst geben wir nun eine direkte Konsequenz aus dem Rekonstruktionsverfahren
an, die es ermoglicht, eine normale J-Algebra eindeutig den Siegel-I- oder 1I-Ge-
bieten zuzuordnen (s. auch (6.2.5)).

Korollar 6.5.1 Jede normale J-Algebra s, die keine Rdume 1. Art besitzt, gehort
zu einem Siegel-1-Gebiet.

Das Rekonstruktionsverfahren motiviert folgende Definition:

Definition 6.5.2 (Kegelanteil/Tubenanteil) Sei s eine normale J-Algebra
vom Rang r mit der Wurzelraumzerlegung (6.4.0),

L= 22:1 Mg, + Zk<l n%(ak-l-az)
(s. (6.4.723) (W.1) und (W.2)), dann nennen wir J& den KEGELANTEIL von §.
s—@_, ny,, nennen wir den TUBENANTEIL von §.

Der den Abschnitt abschlieflende Satz (s. [DO85a] S.297) gibt eine mogliche Ant-
wort auf den am Anfang des Kapitels beschrittenen ,philosophischen Exkurs®.
Unter allen auflésbaren, einfach transitiv operierenden Gruppen eines Siegelge-
bietes werden diejenigen, deren Lie-Algebren normale J-Algebren sind, ausge-
zeichnet.

Satz 6.5.3 Sei g eine Kdihlermetrik auf einem Siegelgebiet S und Aut(S,g) (s.
(6.2.n)) operiere transitiv auf S, dann gilt:
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(a) Es existiert eine einfach transitive auflésbare Untergruppe S C Aut(S, g).

(b) Sei S C Aut(S,g) eine belicbige, auflésbare, einfach transitiv auf S ope-
rierende Lie-Gruppe und (s, (.,.),J) die korrespondierende Kdihler Algebra,
wobei § = Lie(g) und (.,.) das von g induzierte Skalarprodukt ist.

Dann ist (s, (.,.),J) eine Modifikation einer normalen J-Algebra (s, (.,.), J),
wobei S = exp(s) C Aut(S,g) ist.

(c) FEs eaistiert eine einfach transitive R-spaltende auflosbare Untergruppe S C
Aut(S,g).

Fiir die Definition einer Kéhler Algebra siehe [GVP67] S.34 ff.. Mit einer Mo-
difikation/Deformation D, verdndert man die Lie-Klammerprodukte zwischen
Elementen aus a und n und somit die Struktur einer auflosbaren Lie-Algebra
s =adn (s. (6.4.Z21)). Dadurch gelangt man zu einer, zu der Ausgangsalgebra §
nicht isomorphen Algebra D.(s) = 6. Eine préazise Definition kann z.B. [DO85b]
S.149 ff., [AZWZIII] S.44 ff., oder [GOWISS] 5.252 ff. entnommen werden.

Fir exp(s) = 5 C Aut(S,g) (s. (6.2.n)) gilt, daB auch exp(s) = S c Aut(S,g),
mit § 2 S, aber (S,g) ist wegen Lemma [P.A96] S.23 isometrisch zu (g,g).

6.6 Irreduzible Siegelgebiete

Die Reduzibilitits-/Trreduzibilitatseigenschaft eines Siegelgebietes S entspricht
eindeutig der Reduzibilitits-/Irreduzibilititseigenschaft des dazugehdrigen Ke-
gels. Dieser Sachverhalt erfihrt hier eine Klarung.

Definition 6.6.1 (irreduzibler Kegel) Finen reguliren Kegel & C V' nennt
man IRREDUZIBEL genau dann, wenn V sich nicht in ein Produkt Vi x V5 von
nicht trivialen Vektorrdumen zerlegen lif§t, so daf:

Q=0 xQy, mit Q, =V,NQ fiiri=1,2 gilt.

Sei S ein Siegelgebiet, das durch die Daten (V, U, Q, F') (vgl. Definition 6.2.3) ge-
geben ist. Nehmen wir an, dafl wir folgende direkte Summenzerlegungen haben:
U=UdU,, V=V &V, s0daB Q =0y x Qyist, mit Q; C Vi, Q C V5 und
F; := Fluxop, € VE fur i € {1,2}, Flyyxu, = 0. Dann ist S das direkte Pro-
dukt von zwei Siegelgebieten §; und S, die durch die Daten S; = (V;, U, Q;, Fy),
i € {1,2} gegeben sind.

(6.6.a) Ein soches § wird REDUZIBEL, sonst IRREDUZIBEL genannt.

Jede direkte Summenzerlegung eines Siegelgebietes als Kahlermannigfaltigkeit
wird auf diese Weise erhalten, denn es gelten die folgenden Aussagen, die wir aus

[N AT5] S.72-74 zitieren:
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Proposition 6.6.2 Sei S = (V,U,Q, F') ein Siegelgebiet in V& x U und sei g
die Lie-Algebra aller infinitesimalen Automorphismen von §. Wenn g = g,$5¢2
erfillt ist, wobei g1, go nicht triviale Ideale von g sind, dann folgt S = & x 83,
wobei jeweils S; das Siegelgebiet ist, das zu (V;,U;, Q;, F), 1 = 1,2 gehort, so daf:

1. V:‘/1—|—‘/2,U:U1—|—U2 undQ:Q1XQ2 1st.

2. Fu,u') = Fi(uy, u))+ Fo(ug, uh) mit u = uytug, v’ = uj4uly, wobei u;,ul € U;
fire=1,2.

3. @, wird mit der Lie-Algebra aller infinitesimaler Automorphismen von S; fir
1 = 1,2 identifiziert .

Sei (M, g) eine vollstandige, einfach zusammenhangende Riemannsche Mannigfal-
tigkeit. Die HOLONOMIEGRUPPE Hol,(M) im Punkt p € M ist eine Untergruppe
der orthogonalen Gruppe O(T,M, g,). Sie wird durch diejenigen Endomorphims-
men erzeugt, die man durch Parallelverschiebung entlang differenzierbarer Schlei-
fen in p erhalt. Weil M zusammenhéngend ist, sind die Holonomiegruppen in ver-
schiedenen Punkten von M zueinander isomorph. Wir kénnen deshalb auch von
der Holonomiegruppe Hol(M) von M sprechen. Die Zusammenhangskomponente
der Eins Hol' (M) ist gleich Hol(M), da M einfach zusammenhingend ist.
Operiert Hol(M) reduzibel auf TM, dann ist M isometrisch zu einer Produkt-
mannigfaltigkeit. Dabei wird jedem Faktor des Mannigfaltigkeitsproduktes von
M in eindeutiger Weise ein entsprechender irreduzibler Faktor von T'M zugeord-
net. Diese Zerlegung der Mannigfaltigkeit nennt man die DE RHAM ZERLEGUNG
von M und man erhilt folgende Aussage (s. Theorem 4.7 in [N A75]):

Satz 6.6.3 Se: S ein Siegelgebiet mit Bergmannmetrik g und & = Sy X ... X S,
sei die de Rham Zerlegung von §. Dann ist fir jedes 1 = 1,...,m S; holomorph
dquivalent zu einem irreduziblen Siegelgebiet S;.

Beweis:

Sei g; die Lie-Algebra aller infinitesimalen Automorphismen von S;. Jedes g; ist
ein Ideal in g = LieAut(S) und es gilt g = >-7 | @,, da nach Lemma 4.5 in [N AT75]
Aut(S) = G X ... X Gy, ist, wobei G; = Aut(S;) gilt. Aufgrund des Lemmas 4.6
in [N A75] ist jedes g; nicht trivial.

Unter Anwendung von Proposition 6.6.2 folgt, dal es Siegelgebiete S; gibt, mit
S =38 X ... x 85,. Die Bergmannmetrik von § ist die Produktmetrik der Berg-
mannmetriken der Faktoren S; bzw. S; (s. [KO59] Theorem 3.2 bzw. 2.5).

Da die de Rham Zerlegung bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig ist, gilt
nun demzufolge, daB} jedes S; irreduzibel und holomorph dquivalent zu einem S;
ist. O



6.6 Irreduzible Siegelgebiete 59

Korollar 6.6.4 Sei durch (U, V,Q, F') ein Siegelgebiet S gegeben. Dann gilt:
(1) Q st irreduzibel < S ist irreduzibel.

(2) S ist genau dann irreduzibel, wenn sich die Lie-Algebra Aut(S) nicht in eine
direkte Summe von Idealen zerlegen ldfit.

Beweis:

In der ersten Aussage ist ,,= eine direkte Folge aus dem Satz 6.6.3 und ,,<*
wird z.B. in [K.A67] Theorem 6.3, S.125 bewiesen.

Die zweite Aussage folgt direkt unter Anwendung von Proposition 6.6.2. O
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7 Quasisymmetrische Siegelgebiete

Ausgehend von der Definition der quasisymmetrischen Siegelgebiete stellen wir das
Klassifikationsergebnis der irreduziblen quasisymmetrischen Siegelgebiete (10S)
in einer Tabelle dar. Zudem geben wir Figenschaften der quasisymmetrischen
und symmetrischen Gebiete an, die wir zum Teil immer wieder bendtigen werden.

7.1 Definitionen und Klassifikation

Zuerst wird die urspriingliche, auf Satake (s. [S.A] S.226) zuriickgehende Definition
der quasisymmetrischen Siegelgebiete in unserem Kontext angegeben. Dafiir sind
einige Festlegungen und Vorbereitungen nétig, mit denen wir beginnen.

Sei § ein homogenes Siegelgebiet, und U, V. Q, F.ng, op... seien die zu & gehoren-
den Groflen (vgl. Definition 6.2.3, Abschnitt 3.2, insbesondere Satz 3.2.3). Wir
lassen im folgenden die Indizierung von 1,0,p durch B weg, wobei B fiir die
Bergmannmetrik stand.

Nun definiert man iiber o, abgeleitet von n in (3.1.d), eine positiv-definite her-
mitesche Form p auf U mit Werten in C via (s. [DO79¢| Lemma 2.8, S.48)

(7.1.a) plu,w) := o(Fu,w),e), Vu,w € U.

Zudem definiert man eine Abbildung ¢ : V& — End:(U,p) (s. [DO79e] (2.6))
durch

(7.1.b) plo(z)u,w) = o(F(u,w),x), Ve € V* und Yu,w € U.

Die Abbildung ¢ besitzt folgende Eigenschaften (s. [DO79¢] Lemma 2.9, S.49):

(7.1.E1) Vo € V© gilt ¢(v)” = ¢(7).

(7.1.E2) Ve eV gilt o(x) € Sym(U, p) ={X € End.(U,p)|X? = X}.
(7.1.E3) Vo e Q7 gilt o(x) € Pos(U,p) = {X € Sym(U, p)|X > 0 bzgl. p}.
(7.1.E4) o(e) = Id.

Definition 7.1.1 (symmetrisches Siegelgebiet) Fin Siegelgebiet S heiffit SYM-
METRISCH genau dann, wenn LieAut(S) halbeinfach ist.

Nun kénnen wir Theorem 3.5 [SA] formulieren:

Satz 7.1.2 Fin Siegelgebiet S ist symmetrisch genau dann, wenn gilt:
(S.1) Q ist homogen und o-selbstdual (s. (2.1.d)).
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(S.2) Die Abbildung ¢ : V — End-(U, p) ist eine Jordan-Algebra Darstellung von
(A, e) in Sym(U,p)*, d-h.Va,y €V gilt p(xy) = 3(o(2)e(y) + ¢(y)e(2)).

(S.3) Fe(F(w,v))u,w)= F(v,o(F(u,w))w), fir ale u,v,w € U.

Aus Satz 7.1.2 resultiert die Definition der quasisymmetrischen Siegelgebiete,
wobei wir an dieser Stelle fiir den Irreduzibilitétsbegriff auf den Abschnitt 6.6
hinweisen moéchten.

Definition 7.1.3 (quasisymmetrisches Siegelgebiet) Fin Siegelgebiet S be-
zeichnet man als QUASISYMMETRISCHES SIEGELGEBIET genau dann, wenn (S.1)
und (S.2) des Satzes 7.1.2 erfullt sind.

FEin quasisymmetrisches Siegelgebiet S heifit IRREDUZIBLES QUASISYMMETRI-
SCHES SIEGELGEBIET (kurz [1QS), wenn S nicht das Produkt quasisymmetrischer
Rdume ist.

Ein quasisymmetrisches Siegelgebiet ist homogen (vgl. [Z2£79a] S.632, oder auch
[SA] S.226 ff.). Fiir homogene Siegelgebiete ergeben sich dquivalente Kennzeich-
nungen fiir den Fall, daf sie quasisymmetrisch sind (s. [DO80] Theorem 2.1,
S.540).

Satz 7.1.4 Fir ein homogenes Siegelgebiet S sind dquivalent:
(1) S ist quasisymmetrisch.

(2) Q=0Q°.

(3) A ist eine Jordan-Algebra, also g=1 (s. Proposition 3.1.8).

Bemerkungen:

(7.1.a) Die dritte Bedingung (S.3) des Satzes 7.1.2 wurde unter der Voraus-
setzung, dafl das Gebiet quasisymmetrisch ist, von Dorfmeister und Satake un-
abhingig gefunden. Diese Bedingung ist d&quivalent zu der von Satake benutzten

urspriinglichen Bedingung. Fiir weitere zu (S.3) dquivalente Bedingungen s. [S.A]
Lemma 4.6, S.228 und [DO80] Theorem 3.3, S.545.

(7.1.8) Wenn § ein irreduzibles homogenes Siegelgebiet ist, gilt ¢=1 und wegen
Lemma 4.6 [DO79q] folgt Va,y € V

plry) = 3(e(x)e(y) + p(y)e(x).
Weil im g=1 Fall auch X = 21 = V gilt, folgt somit automatisch (S.2) des Satzes
7.1.2.

(7.1.7) Aufgrund der Definition 7.1.3 und des Satzes 7.1.2 ist klar, daf} jedes sym-
metrische Siegelgebiet quasisymmetrisch ist (s. auch [DO80] Lemma 3.2, 5.545).
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(7.1.0) In dieser Arbeit verwenden wir von allen Charakterisierungen der quasi-
symmetrischen Siegelgebiete, innerhalb der homogenen Siegelgebiete, hauptséach-

lich (3) von Satz 7.1.4.

(7.1.€) Es geniigt in Satz 7.1.4 (2) nicht, die Selbstdualitat fiir eine geeignete
positiv-definite Bilinearform zu fordern. Man vergleiche dafiir insbesondere mit

der Bemerkung 1.2 b) in [DO79a] S.77.

Jedem quasisymmetrischen Siegelgebiet & kann aufgrund des Theorems 2.5 in
[DO80] S.542 bijektiv ein Tripel (2, ¢, p) zugeordnet werden. 2 ist dabei eine
formal-reelle Jordan-Algebra auf V mit Einselement e, p eine C-wertige positiv-
definite hermitesche Form von U (s. (7.1.a)) und ¢ : A — Sym(U, p)* ein Homo-
morphismus von Jordan-Algebren mit ¢(e) = Id (s. (7.1.b) und (7.1.E1-E4)).
Die einfachen formal-reellen Jordan-Algebren sind durch den ersten Struktursatz
4.1.2 vollstandig bestimmt. Fiir ein beliebiges quasisymmetrisches Gebiet bilden
die zu den einfach formal-reellen Jordan-Algebren gehérenden Raume die irre-
duziblen Faktoren (vgl. die erste Aussage des zweiten Struktursatzes 4.2.1 und
Abschnitt 6.6 oder auch [DO80] Lemma 2.3, S.541).

Es geniigt folglich, zur Klassifikation der quasisymmetrischen Siegelgebiete, die
irreduziblen Komponenten, ergo die einfachen formal-reellen Jordan-Algebren zu
betrachten. Fiir jede solche Algebra erhalt man bestimmte Paare (¢, p) und somit
eine Klassifikation der irreduziblen quasisymmetrischen Gebiete (s. [DO79q] 11
§2 oder auch [SA] §5, 5.233).

Jedes irreduzible quasisymmetrische Siegelgebiet entspricht einem Typ der Ta-
belle 1 (vgl. [SA] S5.240). Die darin enthaltenen symmetrischen R&ume werden in
der darauffolgenden Tabelle 2 dargestellt (s. [DADOSS] Kapitel 3, S5.329).

Tabelle 1: Irreduzible quasisymmetrische Gebiete IQS

‘ Typ von S H Kegel Q) ‘ dimgS) ‘ Rang ‘ dim:S ‘
Lisy s Pos(r,C) r? r r? + (s1 + s2)r
r>2,8 >8>0
I1, 5, Pos(r,H) | r(2r — 1) r 22 —r 4 28,7
r>3,8 >0
I, 5, Pos(r,R) %r(r +1) r %r(r + 1) + sy
r>1s >0
Iv7’§51752
r > 6 gerade P(l,r—1) r 2 r+ (s1+ 52)25_1
51> 8320
Vi,

r > 5 ungerade P(l,r—1) r 2 r+ 825
s1 >0
Vi, Pos(3,0) o7 3 o7
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Tabelle 2: Irreduzible symmetrische Siegelgebiete

Typ von S H dim:S ‘ Rang ‘ Gruppe ‘ Isotropiegruppe ‘
Lsi0o=lLts r r? 4 sqr r SU(r + s1,71) SU(r 4+ s1) x U(r))
r>2,8 >0
I, 5, =12 4s, 2r2 —r + 2sq7 r SO*(4r + 25, H) = U(n)

r>3,8 =0 oder 1 SO(n = 2r 4 sy, H)
I 5, =I5, 410 s1+1 1 SU(sy +1,1) S(U(sy+ 1) x U(1))
s1 >0

I, o =I11, %r(r +1) r Sp(r,R) Ur)

r>1
IV, 00 =1V, r 2 SO(r,2) SO(r) x SO(2)

Vg1 0=I115 10 2 SO(5, H) U(5)

IVgq0=V 16 2 E-H SO(10) x SO(2)

Vo =V,

r>5 r 2 SO(r,2) SO(r) x SO(2)
ungerade
Vg 27 3 Frs Fe x SO(2)

Die irreduziblen quasisymmetrischen Siegelgebiete der Tabelle 1 wurden auf ver-
schiedene Weisen von Satake in [S.A76], Dorfmeister in [DO79a] und Takeuchi in
[T A75] klassifiziert.

7.2 Eigenschaften und weitere Charakterisierungen

In diesem Abschnitt geben wir Eigenschaften von quasisymmetrischen Siegelgebie-
ten an, die diese unter allen homogenen Siegelgebieten auszeichnen.

Fiir quasisymmetrische Siegelgebiete stellten D’Atri und Miatello fest, daf die Di-
mensionen der Wurzelrdume (s. (6.4.73)) einer zugeordneten normalen .J-Algebra
s (s. Definition 6.3.1) gewisse Regelhaftigkeiten aufweisen, genauer zeigten sie (s.

Proposition 3 in [DAMIS83], S.539):

Satz 7.2.1 Sei S ein irreduzibles homogenes Siegelgebiet mit dazugehdriger nor-
maler J-Algebra § vom Rang r.
Es gibt Konstanten dy,dy € N, so daff VE, Il mit 1 <k < <r gilt:

di = dimpner und dy = dimpNagta
2 -2

dann und nur dann, wenn § quasisymmetrisch ist.

Bemerkung:

(7.2.a) Dieses Kriterium der Konstanz der Dimensionen der Raume 1. und 2.
Art bei einer normalen J-Algebra, die zu einem irreduziblen quasisymmetrischen
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Siegelgebiet gehort, wird von entscheidender Bedeutung fiir uns sein (s. (9.1.2)).

Die Definition 7.1.3 der quasisymmetrischen Siegelgebiete ist von algebraischer
Natur. Eine erste geometrische Kennzeichnung wird in [DADOSS] durch das
Theorem, 5.323 erlangt, das wir nun wiedergeben:

Satz 7.2.2 Sei S ein irreduzibles homogenes Siegelgebiet und S’ sei das korrespon-
dierende Tubengebiet, d.h. 8" = {(z,0) € VE x UlImz € Q} (s. auch Definition
6.5.2).

Dann ist S quasisymmetrisch genau dann, wenn die Bergmannmetrik von S eine
symmetrische Metrik auf 8" induziert.

Bemerkungen zum Beweis:

Die Charakterisierungen der Bergmannmetrik durch die Satze 8.2.1 und 7.2.1
gehen wesentlich in den Beweis des Satzes 7.2.2 ein. Ebenfalls von Bedeutung
ist die Tatsache, dafl quasisymmetrische Tubengebiete schon symmetrisch sind,
d.h. es gibt keine S; Siegelgebiete, die echt quasisymmetrisch sind. Fiir einen
vollstandigen Beweis siche Abschnitt 1 in [DADOSS|.

Mit der Klassifikationstabelle fiir irreduzible quasisymmetrische Gebiete und Satz
7.2.1 erhalten wir die folgende Aussage:

Satz 7.2.3 Sei S ein irreduzibles quasisymmetrisches Siegelgebiet der reellen Di-
mension s und § eine dazugehdrige, normale J-Algebra vom Rang r. Auflerdem
set die reelle Dimension des zu S gehdrenden, irreduziblen selbstdualen Kegels )
gleich k.

Dann erfillen die Konstanten dy und dy der Dimensionen der Riume 1. und 2.
Art in § des Satzes 7.2.1 folgende Gleichungen:

(a) s = 2r—|—d1r—|—2d2(g),
b) ko= r+d}).

Beweis:
S ist ein irreduzibles quasisymmetrisches Siegelgebiet und somit entspricht S
einem Raum der Tabelle 1. Die normale .J-Algebra s besitzt die Zerlegung (6.4.73)
und aufgrund des Satzes 7.2.1 haben die Wurzelrdume Ney i € {1,...,r} bzw.
Nasta; (1 < 7),0,5 € {1,...,r} konstante reelle Dimensionen d; bzw. dy. Da die

2
Raume 1. Art die Eigenschaft (6.4.Z3) (W.2) besitzen, also .J invariant sind,
entspricht d; einer geraden natiirlichen Zahl. Wir erhalten also aus alledem:

=B AD Mt D Mot 3 Mk T D Phaay)
s o - & g 2
r rdq
% (3) % (3)

Unter jeder Summe von Wurzelrdaumen bzw. Rédumen geben wir dabei die ent-
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sprechende reelle Dimension an. Wir nutzten auferdem aus, dafl Ja = 3>7_, n,,
und dafl wegen (6.4.73) (W.3) Vi dimg(n,,) = 1 gilt. Es folgt sofort die Gleichung,
die unter (a) angegeben ist.

Nach der Definition 6.5.2 ist a & Dicj Maj—a, der Kegelanteil und da €) die reelle

Dimension k hat, gilt folglich (b). ’

Ist schlielich aus der Tabelle 1 ein beliebiges /)S mit der totalen Dimension s,
dem Rang r und mit der Dimension k fiir den dazugehorigen Kegel €2 vorgegeben,
so konnen wir mit (a) und (b) leicht die Dimensionen d;, d; der Raume 1. Art
und 2. Art in § berechnen.

Die Tabelle 1 148t sich also in eine Tabelle normaler .J-Algebren {ibersetzen, fiir
die wir dy, d und r angeben, und dies sind dann bis auf [somorphie die einzigen
moglichen normalen J-Algebren, die zu einem [Q)S gehoren. O

Bemerkung und Beispiele:
(7.2.8) Pabst stellte im zweiten Teil ihrer Arbeit [P.496], im Kapitel 5, die Frage,

wann eine normale J-Algebra zu einer einfach zusammenhéngenden irreduziblen
symmetrischen nicht-positiv gekriitmmten Kéhler-Mannigfaltigkeit gehort.

Fiir ihren Beweis nutzte sie die Klassifikation der symmetrischen Rdume und Satz
7.2.1 aus. Mit Satz 7.2.3 ergeben sich zusammen mit der Tabelle 2 der symme-

trischen Siegelgebiete leicht die Theoreme 1 und 2 in [P.496], S.38.

(7.2.B1) I;411 = I ist ein symmetrisches Gebiet mit
k=1,5=2(+1).
Daraus folgt dy = 0, d; = 2] und somit gilt § = n,, & Jn,, & na.

a; . Die reelle
. . . 2
Dimension des Wurzelraumes ner ist 2/.
2

(7.2.B2) 111, = 111, , ist ein symmetrisches Gebiet, dabei gilt:
r=uv,k= %I/(V—I—l),s =v(r+1)und v > 1.

Mit Satz 7.2.3 folgt (a) & v+1 =24+di+dz(v—1) und (b) & v+1 = 24ds(r—1).
Daraus ergibt sich, dafl d; =0, dy = 1, also dimg(Na;4q,) = 1 und

v v
s=Yn,&J> n,d
=1 i—1
;/_/
=a

Aus Satz 7.2.3 ergibt sich mit Hilfe der Tabelle 1 der 1Q)S folgendes Ergebnis:

14
Z nal‘:l:aj gllt
7,0=1 2

1<g

Korollar 7.2.4 Sei § ein 1Q)S mit dazugehorigem Kegel ), dann nimmt dy je-
weils die entsprechenden Werte der folgenden Tabelle an:

IS [dima 4]
Pos(v,R) (v > 1) v 1
Pos(v,C) (v > 2) v 2
Pos(v,H) (v > 3) v 4
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I Tama ] &
P(l,v —1) (v > 6 und gerade) 2 v—2
P(l,v —1) (v > 5 und ungerade) 2 v—2
Pos(3,0) 3 8

DaBl quasisymmetrische Siegelgebiete bzgl. der Bergmannmetrik besondere Kriim-
mungseigenschaften (s. auch die Einleitung und Satz 12.2.2) haben, ist von beson-
derer Bedeutung fiir diese Arbeit; es gilt:

Satz 7.2.5 Ist S ein quasisymmetrisches Siegelgebiet, dann hat bzgl. der Berg-
mannmetrik S nicht-positive holomorphe Bischnittkrimmung.

Gezeigt wurde dieser Satz von D’Atri und Dorfmeister [DADO90] in Theorem,
S.87. Der dazu von ihnen gegebene Beweis ist klassifikationsfrei. Sie nutzten, falls
der Rang des IQS § grofler gleich drei ist, aus, dal S als Faserraum eines sym-
metrischen Siegel-IT1-Gebiets realisiert werden kann. Symmetrische Siegelgebiete
haben bzgl. der Bergmannmetrik aufgrund des Satzes 7.3.1 (Sym.7) nicht-positive
Schnittkrimmung, also insbesondere nicht-positive holomorphe Bischnittkriim-
mung (s. auch (8.1.4)).

Nun zeigten D’Atri und Dorfmeister, dafl die von der Bergmannmetrik des sym-
metrischen Siegel-111-Gebiets induzierte Metrik auf dem Faserraum ein Vielfaches
der Bergmannmetrik der Faser, also des 1Q5 ist. Wegen Korollar 8.1.4 folgt nun,
daBl § bzgl. der Bergmannmetrik nicht-positive holomorphe Bischnittkrimmung
hat.

Fiir den Fall, dafl der Rang gleich Zwei ist, werden andere Methoden benutzt.

7.3 Charakterisierungen der symmetrischen Gebiete

Es werden solche Ergebnisse dargestellt, welche die symmetrischen Siegelgebiete
gegeniiber den nur homogenen Siegelgebieten auszeichnen bzw. eindeutig kenn-
zeichnen. Der Aufgabe, solche Kriterien zu finden und zu erforschen, widmete sich

D’Atri (s. [DDZ85] und [GZ96]).

Die Charakterisierung der irreduziblen symmetrischen Gebiete innerhalb der QS
wurde in der jeweiligen ,Sprache* z.B. in [DO79q] 11 §3 oder [SA] S.240 durch-
gefiihrt.

Sei nun SO F)=A{(z,u) e VEx Ul|Im(z) — F(u,u) € Q}
ein homogenes Siegelgebiet und G = Aut’(S) sei die I-Zusammenhangskompo-
nente von Aut(S), definiert in (6.2.a). Mit K bezeichnen wir die Isotropiegruppe
des Punktes b € § und mit £ die Lie-Algebra von K.
Die Menge

S:={(z,u) € VEx UlIm(z) — F(u,u) = 0}
nennt man den SILOVRAND des Siegelgebiets (s. z.B. [MZ] S.13 und [KR92]).

Wir kénnen nun die Ergebnisse aus [DDZ85] zusammenfassend formulieren:
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Satz 7.3.1 Sei S ein homogenes Siegelgebiet, dann sind folgende Aussagen tber
S dquivalent:

(Sym.1) § ist symmetrisch.

(Sym.2) Die fast komplexe Strukturabbildung J im Tangentialraum T,S ist im
Bild der infinitesimalen Isotropiedarstellung enthalten.

(Sym.3) FEs existiert kein nichttriviales G-invariantes Vektorfeld.

(Sym.4) Die Algebra der G-invarianten Differentialoperatoren auf S ist kom-
mutativ.

(Sym.5) Die Isotropiegruppe K operiert transitiv auf dem Silovrand.

(Sym.6) FEs existiert ein Vektorfeld X im Zentrum der Isotropie-Algebra € im
Basispunkt b € S C C", so daf$ das Differential von X als lineare Transfor-
mation des C* invertierbar ist.

(Sym.7) Beziglich der Bergmannmetrik hat S nichi-positive Schnittkrimmung.

Bemerkungen:

(7.3.a) Aus (Sym.7) folgt direkt, da jedes homogene nicht symmetrische be-
schrankte Gebiet bzgl. der Bergmannmetrik positive Schnittkrimmungsrichtun-
gen aufweist.

(7.3.8) Wie in der Einleitung schon erwahnt, fithren die meisten zusdtzlichen
Eigenschaften, die man bei einem homogenen Siegelgebiet fordern kann, zu den
symmetrischen Gebieten. Dies wird durch Satz 7.3.1 verdeutlicht.
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8 Werkzeuge

Dieses Kapitel dient dazu, einige weitere Werkzeuge zur Verfiigung zu stellen, Zu-
sammenhénge zu erkléren, sowie auch schon Bekanntes in das Gesamtgefiige der
Arbeit zu integrieren und somit weitere Grundlagen zu schaffen.

8.1 Kriimmungen

Aufgrund der Homogenitit eines Siegelgebietes und weil jedes Siegelgebiet eine
komplexe Struktur besitzt, gelten fiir die geometrischen Strukturen dieser Gebiete
spezielle Formeln bzw. existieren besondere Begriffsbildungen. Diese werden wir
darstellen und erldutern.

Fiir diesen Abschnitt sei GG eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und linksinvarian-
ter Riemannscher Metrik ¢g. Mit < .,. > bezeichnen wir das von g auf g induzierte
Skalarprodukt und mit V den Levi-Civita Zusammenhang.

Die wichtigsten Formeln fiir die Kriimmung usw. sind dann:

(8.1.K1) DiE KoszuL-FORMEL

Der Levi-Civita Zusammenhang V ist bekanntlich gegeben durch:
2<VxY, 7> = <[X\)Y],Z>+<[Z4,Y], X >+<[Z2,X],Y >.

Dabei sind X,Y, Z beliebige linksinvariante Vektorfelder auf G (vgl. [CON OI]
Proposition 2.3, S.160).

(8.1.K2) Der KRUMMUNGSTENSOR

Lemma 8.1.1 Fir den Riemannschen Krimmungstensor R gilt:
< R(Z1,7Z2) 73,74 > = — < NgZs,NygZy >+ <Ny 73,V g, 74>
— < V[Zl,ZQ]Z37Z4 >, VZZ cg.

Beweis:

Da R(Zy, Z3)Zs gleich V2V, Zs — N 2,V 7,73 — Vg, 2,173 ist, folgt wegen der
Linksinvarianz der Metrik und der von den Z; induzierten Vektorfeldern die Be-
hauptung, z.B.: Aus 7, < V73, 7y > = 0 folgt sofort, dall <V, Vz, 75, 74 >
+ < V2,73,V z Z4 > verschwindet. O

(8.1.K3) Sei J eine linksinvariante komplexe Struktur auf (7, dann ist die HO-
LOMORPHE SCHNITTKRUMMUNG K* (5. [CONOII] S.168) einer J-invarianten
Flache Fx, die durch die Einheitsvektoren X, JX € g aufgespannt wird, definiert
durch:

K7 (Fy) == < R(X,JX)JX,X >
= —< VijX,vXX >+ < VXJX,VJXX > — < V[XJX]JX,X > .
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Im Kéhlerfall (s. Definition 1.1.2) gilt:
[X’H(FX) = 2<VyxJX, VxX >-—-< V[JXJ(]X, JX > .

(8.1.K4) Seien X,Y € g beliebige Einheitsvektoren und Fx, Fy die von ih-
nen erzeugten J invarianten Flachen. Dann ist die HOLOMORPHE BISCHNITT-
KRUMMUNG KB definiert durch (s. [KONOII] S.372):

KP(Fx,Fy) = < R(X,JX)JY,Y >
= —< VijY,vXY >4+ < VXJY,VJXY > — < V[XJX]JY,Y > .

Es gilt KP(Fy, Fx) = K" (Fx) und im Kéhlerfall folgt:
[(B(FXvFY) = -2 VJXJY,V)(Y >+ < V[XJ)(]Y, JY > .

Seien X, Y beliebige Vektoren, dann definieren wir
(8.1.a) B(X,Y) =< R(X,JX)JY)Y >.

Bemerkungen:

(8.1.a) Fiir alle X, Y € g erfiillt der KRUMMUNGSENDOMORPHISMUS R(X,Y)
einer homogenen Kahlermannigfaltigkeit folgende Bedingungen:

R(X,Y)J = JR(X,Y)und R(X,Y) = R(JX,JY)

(s. dafiir [[KONOI1] S.149).

(8.1.8) Die Krimmung in Termen der Strukturkonstanten cfj

Lemma 8.1.2 Sei {e;} eine orthonormale Basis von (g,< .,. >), dann gilt fir
die Schnittkrimmung: < R(ei,ej)e, e > =

Zk((—cz%) - i(cfj - Cék + C?Qi)(cfj + Cék — ) + %ij(c;k + ¢ — ij))

Beweis:

k
i 4 '
Ableitung zweier Basiselemente gilt demnach V. e; = : Zk(cfj + ¢} + ¢} ) ex, und
speziell fiir ¢ = 5 gilt V., e; = >} ¢}, ex. Die Behauptung folgt nun durch weiteres

Wir setzen [e;,e;] = 3°) cfiex, also gilt ¢} = < [e;, ¢;], e, >. Fiir die kovariante

Einsetzen aus Lemma 8.1.1. O

(8.1.7) Die Schnittkrimmung eines requldren Kegels €

Seien wu,v konstante Vektorfelder auf dem Kegel Q. Fiir jedes = €  1at sich
via (3.1.g) eine kommutative Algebra 2(z) definieren, indem man in der For-
mel (3.1.g) « nicht gleich e setzt. Mit A(x;-) notieren wir die Multiplikation in
2(x). Man erhilt die folgende Formel fiir den Kriimmungsendomorphismus (s.
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[DOKOT9] S.145):
R.(u,v) = A(x;v)A(z;u) — A(a; u) Az v);

fiir die Schnittkriimmung in der Identitat e gilt folglich, siehe auch (3.1.h):

K.(u,v) = o(vo(uov),u)—o(uo(vow) u)
= o(uov,uov)—o(u? v?).
(8.1.4) Die holomorphe Bischnittkriimmung ist ein ,,Zwischenkonzept® zwischen
der holomorphen Schnittkrimmung und der Schnittkriimmung. Befindet sich die
holomorphe Bischnittkriimmung innerhalb eines bestimmten Wertebereiches, so
gilt dies auch fiir die holomorphe Schnittkriimmung. Die Schnittkrimmung de-

terminiert sowohl die holomorphe Schnittkrimmung als auch die holomorphe
Bischnittkriitmmung.

Fiir den Beweis der Kriimmungsvermutung ist es wichtig zu wissen, in welchem
Zusammenhang die holomorphe Bischnittkrimmung einer komplexen Unterman-
nigfaltigkeit bzgl. der induzierten Metrik steht, im Vergleich zu der holomorphen
Bischnittkriimmung einer Kéhlermetrik des komplexen Auflenraumes. Auskunft

dariiber gibt (s. [DADOI0] S.87):

Lemma 8.1.3 Sei (M, g) eine komplexe Untermannigfaltigeit einer Kdihlerman-
nigfaltigkeit (M',q") mit zweiter Fundamentalform I1. Dabei ist g die von ¢' in-
duzierte Metrik auf M. Seien zudem R und R' die Riemannschen Krimmungs-

tensoren von M bzw. M'. Dann gilt fiir alle Vektorfelder X, X' auf M:
g R(X,JX)JX'X") = J(R(X,JX)JX'" X")—24'(II[ X, X"), [[[ X, X")).

Beweis:

Mit der GauBl-Gleichung (s. z.B. [CONOI1] S.23)

JRW, Z2)Y,X) = g(RW,Z2)Y,X)+ ¢ (II(X,2Z), [[Y,V))
—g'(INY, Z), II( X, W))

erhalten wir, wenn M’ Kéhler und M eine komplexe Untermannigfaltigkeit ist:

J(R(X,JX)JY,Y) = g(R(X,JX)JY,Y)+ ¢ (IY,]X), [[[JY, X))
—g(I(JY, JX), IY, X)).

Weil II(JX,Y) = [I(X,JY) = JI[X,Y) gilt (s. [KONOII] S.175, Prop. 9.1)
und ¢’ eine Kahlermetrik ist, folgt:

J(R(X.JX)IY,Y) = g(R(X,JX)JY,Y)+ 24 (1Y, X), II(Y, X))
= g(R(X,JX)JY,Y) + 2||IY, X)||%.

Dies zeigt die Behauptung. O

Aus Lemma 8.1.3 ergibt sich sofort die folgende interessante Aussage:
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Korollar 8.1.4 Ist M eine komplexe Untermannigfaltigkeit von M', so besitzt M
nicht-positive holomorphe Bischnittkrimmung (kurz n.p.h.B.), wenn M’ nicht-
positive holomorphe Bischnittkrimmung hat.

Dieses Verhalten der holomorphen Bischnittkriimmung bei komplexen Unterman-
nigfaltigkeiten in R&umen mit nicht-positiver holomorpher Bischnittkriimmung
ist von fundamentaler Bedeutung. Eine gleiche Aussage fiir die Schnittkriimmung
existiert nicht. Wir kénnen von der Gaufigleichung nicht ablesen, daf} die Schnitt-
krimmung einer Untermannigfaltigkeit noch kleiner wird; dies ist z.B. falsch fiir
die in den R™*! eingebettete Sphire S™ bzgl. des Euklidischen Skalarproduktes
auf dem Vektorraum R™*!.

8.2 Einsteinkoeffizienten

Auf Koszul [KZ55] geht die Zuordnung einer Einsform w zu einer Metrik g zuriick.
Wir betrachten den Fall, in dem ¢ eine Einsteinmetrik auf einem homogenen Sie-
gelgebiet § ist.

Sei § ein homogenes Siegelgebiet mit zugehoriger normaler J-Algebra § vom Rang
r (s. (6.4.a)). Fiir s existiert die Zerlegung (6.4.b), und wir wéhlen fiir jedes ¢ mit
1 < ¢ <r ein Element

(8.2.&) E; e N, (:> JE; € Cl).

Dabei soll jedes E; die Bedingung (eJ.2) der Definition 6.4.1 erfiillen und folglich
gilt Vi,j € {1,....,r} a;(JE;) = &;;. D’ Atri zeigte (s. [D.A80] Theorem 4, S.66):

Satz 8.2.1 (D’Atri) Wenn die linksinvariante Metrik auf S, die zu w der nor-
malen J-Algebra (§,w) korrespondiert, Finstein ist, dann gilt:

ag(JX 1 1 : : _
JZ(X—JZ(l + gdimgny, + §(IIZ>:k dimgi (o, 10y + ”Z<:k dzmmn%(al_l_ak))) =c.
Dabei ist ¢ eine reelle Konstante, unabhingig von k= 1,....,r und 0 # X} € n,,
mit Xy = M\ Fr, A\, € R . Gehdrt w zur Bergmannmetrik, dann gilt ¢=1.

Beweis:

Dazu berechnet man die Riccikriimmung (s. (1.2.g)) fiir spezielle Vektoren. Sei
H € aund X € n., wobei ¢ eine beliebige Wurzel ist, dann gilt (s. Lemma 8.1.1,
(6.4.723) (W.1-7)):

R(X,H)H = —VixmH = H)VxH
= (H)(YuX+[X, H])

=0

= —c(H)*X.
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Falls X € a gilt, so folgt R(X, H)H = 0. Man erhélt fiir die Riccikriimmung
Ric(H,H) = — > e(H)*dimg(n,), dabei steht nun ¢ fiir die Summation iiber die

Wurzeln o, 2o ... der normalen J-Algebra s. Eine weitere Spezialisierung ergibt

Vi, mit 1 <k <r:
Li>k Li<k

Fiir n;;, m; sei auf die Definition 6.4.2 verwiesen. Wenn w die Einsform der Berg-
mannmetrik ist, so gilt Ric = — <.,.> (s. Proposition 1.2.8), wodurch die zweite
Aussage gezeigt ist. O

Definition 8.2.2 (Einsteinkoeffizienten) Die Werte ny := w(Ej) nennen wir
die EINSTEINKOEFFIZIENTEN, wobei w die zu einer Finsteinmetrik gehdrende
FEinsform ist.

Bemerkung:

(8.2.a) In den nachfolgenden Abschnitten sprechen wir oft einfach nur von den
Einsteinkoeffizienten. Dies sind dann immer die Einsteinkoeffizienten der Berg-
mannmetrik, was aber auch aus dem jeweiligen Textzusammenhang hervorgehen
sollte.

Lemma 8.2.3 Ist S ein IQ)S, dann sind bzgl. der Bergmannmetrik alle Einstein-
koeffizienten gleich.

Beweis:
Es gelten die Gleichungen des Satzes 8.2.1, und bzgl. der Bergmannmetrik gilt

ﬁ(l i+ 5 Y ik T 5 ke Mki) = L.
Nun, da § ein 1Q)S ist, folgt die Behauptung mit Satz 7.2.1. O

Wir erhalten aus Lemma 8.2.3 ein einfaches Kriterium dafiir, wann ein Siegel-
gebiet kein QS ist. Unterscheiden sich ndamlich zwei Einsteinkoeffizienten der
Bergmannmetrik, so ist das Gebiet kein /Q)5.

8.3 Die Indexumkehr

In diesem Abschnitt wird der Zusammenhang zwischen einer normalen J-Algebra
g einerseits und der Algebra 2 andererseits geschaffen. Dabei wird geklirt, was
auf der Algebrenseite den Wurzelrdumen entspricht und umgekehrt. Die dazu be-
notigte Indexumkehr ist etwas subtil.

Sei A die Algebra (3.1.g), die man aus (2,7, €) erhélt, wobei n (3.1.A1-Ab) erfiillt.
Wenn C eine ¢-PZ (s. Definition 3.1.4) von 2 ist, dann erhdlt man eine neue ¢-PZ,
die man mit C* bezeichnet, indem man V1 <14 <j <q 24 = 2,11 ;11 setzt.
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Ordnen wir 2 das Diagramm (s. insbesondere das Ende dieses Abschnitts)

Ay - Q’llq

qul Q’qu

zu, so entspricht das Diagramm von 2A* demjenigen Diagramm, welches man
durch Spiegelung an der Nebendiagonalen aus dem Diagramm von 2l erhéalt (s.
z.B. (1), 5.81 und Lemma 6.1, 5.94 in [DOT75]).

Mit anderen Worten: Ist C definiert durch das VOS (s. Definition 3.2.6) ¢11, ..., ¢4q,
dann ist C* definiert durch das VOS ¢, ..., c11 (vgl. [DOT9¢] S.80).

(8.3.a) C* wird DUALE ¢-PZ genannt.

Sei § ein homogenes Siegelgebiet, das mit dem Kegel € konstruiert wurde, (s, w)
sei eine dazugehorige normale J-Algebra und V sei der via w definierte Levi-
Civita Zusammenhang (s. (8.1.K1)).

Ein Anteil von LieAut(£),n) ist in der normalen J-Algebra § des Siegelgebiets
enthalten und entspricht JL (vgl. Definition 6.5.2). Andererseits ist dieser Anteil
als Vektorraum isomorph zu 2U; es gilt:

(8.3.b) L=JL=9

Fiir alle XY € £ ist durch X - Y = —JVxY ein Produkt definiert, und es gilt
(s. Theorem 2 [DA81] S.14):

Satz 8.3.1 £ mit dieser Produktstruktur ist eine abelsche Algebra mit Einsele-
ment B = YI_, E; (fir E; s. (8.2.a)). Die F; erfillen die Bedingungen eines
VOS und sind primitive Idempotente (s. [DOT9a] S.94), d.h.

RE; = {Y € L|Y - E; = E}}.

Nach Theorem 5.1 in [DO79b] S.336 existiert ein VOSZT = {ey1, ..., €} primitiver
Idempotenter aus X, so daB Vi = 1,...,7

(8.3.c) AL = Rey
gilt, wobei 2% ein Raum der PZ von 2 nach Z ist, d.h. es gilt auch

(8.3.d) A= ¥ AL

1<i<i<r

Wir definieren nun:

Definition 8.3.2 (spezielles VOS und spezielle Zerlegung) Fin VOS T =
{€11, ey €0} primitiver Idempotenter, fir die (8.3.¢) erfillt ist, nennen wir ein
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SPEZIELLES-VOS, kurz s-VOS. Die Peirce-Zerlegung (8.3.d) von 2l nach einem
s-VOS nennen wir die SPEZIELLE-ZERLEGUNG, kurz s-Zerlegung.

Aufgrund des Satzes 8.3.1 und den obigen Bemerkungen ist es naheliegend, die
Algebra 2l mit £ in Verbindung zu bringen. Tatséchlich kénnen diese beiden Ob-
jekte identifiziert werden, was wir nun erklaren:

Um (2L, 0) mit (£, ) identifizieren zu kénnen (s. [DDZ85] S.299-301), betrachtet
man ein s-VOS Z = {eyy, ..., ¢, } und die dazugehorige s-Zerlegung von 2, also
A= > A

1<i<)<r

Da Re,, = Qlfr gilt, folgt z.B., dafl e,,,,OQlZ»Ij =0 firalle¢,j € {1,...,r—1} gilt. Die
analogen Gleichungen erfiillt das dem Element e,, zugeordnete Element I, € n,,

in (£,-), was aus (6.4.b) und (8.1.K1) folgt.

(8.3.1) Die Algebra (QlI, o) ist isomorph zur Algebra (L£,-), dabei wird e; mit
FEry1-i (s. [DDZ85] (16) S.301) identifiziert, und alle anderen Elemente bzw.
Raume werden, ihren Indizes entsprechend, miteinander identifiziert.

Bei dieser Identifizierung geht ein Index i iiber zu r 4+ 1 — i. Beim Ubergang von
20 nach £ und umgekehrt gilt es, die Indexumkehrung zu beachten.

Hlustration:
Setzen wir a;; = 2;;, so findet beim Ubergang von 24 nach £ folgende Zuordnung
statt:
(8.3.e)
aj;p  ayp o Ay Mo, "Lo,itar) T Ml(atay)
A azyp Az - Az o "o, tar) N, g T Ml(agta,ny)
Ap Ayr2 ce App n%(al_l_oér) n%(oé1+06r_1) ce Mo,

Erst durch die Indexumkehr erreicht man eine Konsistenz zwischen den Nota-
tionen der Arbeiten [DAT9], [DA80] und [DA8I] einerseits und der Arbeiten
[DOT5], [DOT9b], [DOT9c] usw. andererseits. Betrachtet man in den erstgenann-
ten Arbeiten den o-dualen Kegel 27, dann entspricht dieser Kegel in den zweit-
genannten Arbeiten dem Kegel € und umgekehrt. Es gilt fiir die von C bzw. C*
definierten Kegel Y™ bzw. Y*() (s. (3.1.q) und [DO75] Satz 6.2 S.94):

Satz 8.3.3 Sei C cine 8-Zerlegung von AU und C* die duale K-Zerlegung (s. dafiir
auch (8.3.a)), dann gilt:

(1) Yo =Y (5. (3.1.9)),

(2) g°=g° (5. (3.1.0)) und TM* =TW (s (3.1.p)).
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Fiir 2% stimmt die Indizierung schon mit der von £ iiberein, d.h. identifizieren

wir (", 0) mit (L,-), so wird e; auf E; Vi =1,...,r abgebildet.

Bemerkung:

(8.3.a) Den Ubergang von 2 nach £ nennen wir auch einfach den Ubergang von
20 zu einer normalen J-Algebra s.

Definition 8.3.4 Die natirliche Zahl r, die der Anzahl der Elemente eines s-
VOS von 2 entspricht, nennen wir den RANG von 2.

Bemerkungen:

(8.3.8) Fiir den Fall, daBl 2 eine formal-reelle Jordan-Algebra ist, entspricht die
Definition 8.3.4 der Definition 4.1.1.

(8.3.7) Sei §(, F') ein Siegelgebiet, § eine dazugehorige normale J-Algebra vom
Rang r und 2 die zu ) assoziierte Algebra, dann gilt:

r = Rang(A) = Rang(s) = dimga.
Wir definieren fiir ein Siegelgebiet S(Q, F') den Rang via
(8.3.1) Rang(S)(= Rang(Q)) := Rang(A).

Arbeitsdiagramm

Fiir die sich anschlieenden Untersuchungen in den Kapiteln 9-12 hat sich fol-
gendes Diagramm (8.3.g) zur Veranschaulichung als sehr niitzlich erwiesen.

Sei S(2, F,U, V) ein Siegelgebiet vom Rang r, § eine S zugeordnete, normale
J-Algebra, 2 die assoziierte Algebra, abgeleitet von ng, und C eine optimale ¢-
K-Zerlegung von 2. Des weiteren setzen wir U’ := @(c;)U fiir 1 = 1,....q (vgl.
(7.1.b); die ¢; sind die Einselemente der 21;;). Dann ordnen wir dem Siegelgebiet
S das folgende Diagramm zu:

Ut Ay Ay Ay - Q’llq
U? AUy Ay Ayy - Q’qu
(8.3.g) S~ | U ™Az sy Azz oo A,
Ui qul qu? qui% e quq

Betrachten wir nun eine s-Zerlegung von 2 bzgl. eines s-VOS Z = {eqq, ..., €.},
so erhalten wir auf die gleiche Weise wie zuvor ein Arbeitsdiagramm (ersetze ¢
durch r), und die Peirce-Raume bezeichnen wir fiir 7,5 € {1,...,r} mit QlZI] Beim

Ubergang zu einer normalen J-Algebra § wird dann U’ := w(e;)U mit ni

SOr41—1
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identifiziert (s. [DDZ85] (16) S.301).

Fir die Peirce-Raume der Algebra 2l nach Z bzw. {c;y} gilt Vi,5 € {1,....r}
QlZI] = Ql]IZ bzw. Vi, p € {1,...,q} 2, = 2, Insbesondere gilt fiir die Algebra 2
(s. auch Definition 3.1.3 (K.1-2)):

A=HAL = DU,
iléjj zféll
Dies bedeutet, dal nur die untere oder obere Dreiecksmatrix eines Diagramms
von A die Algebra 2l reprasentiert.

8.4 Diagramme und Abspaltungen

A sei die zu Q und somit zu S gehdrende Algebra (s. Abschnitt 3.1) von einem
bestimmten ¢-Typ. Daraus resultiert die Bezeichnung ,,Siegelgebiet vom ¢-Typ“
(s. Definition 8.4.1).

Die Reduzibilitat eines Siegelgebiets S (s. (6.6.a)) entspricht der des Kegels €
(s. Korollar 6.6.4) und spiegelt sich auch in dem der Algebra %A zugeordneten
Diagramm wider.

Definition 8.4.1 (q-Typ eines Siegelgebiets) Fin homogenes Siegelgebiet S
mit homogenem reguliren Kegel Q) nennen wir ein GEBIET VOM ¢-TYP, wenn
die zu Q gehéorende Algebra A eine optimale ¢-8-Zerlegung C besitzt (s. Definition
3.1.7).

Bemerkung:

(8.4.a) Auch wenn wir nur von einem Siegelgebiet § oder von einer Algebra
2 sprechen, so meinen wir doch meistens das Paar (S,2l), bestehend aus dem
Siegelgebiet § und der dem Gebiet zugeordneten Algebra 2.

In diesem Abschnitt betrachten wir nun ein Siegelgebiet S bzw. eine Algebra 2
vom g=2-Typ. Es ergibt sich demzufolge im allgemeinen die folgende Situation

fiir A:

1 1
1 1 1
Qlu o 0 in-l—l o Q’lin-l—t
Lo o v n
8.4 91 ‘ 912 _ 0 ce Q’lnn n,n+1 C n,n+t
(8.4.2) A A ) T I I o
2
Q’ln—l—l,l e Q’ln—l—l,n Q’ln—l—l,n—l—l e 0
3 b 0
2 2
an-l—t,l e Q’ln-l—t,n 0 e Q’ln—l—t,n-l—t

Dabei sind Vi € {1,...,n + ¢t} und k& = 0,1 die A% einfache formal-reelle Jordan-

Algebren mit Einselementen b;;.
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Das Diagramm (8.4.a) stellt die PZ (s. Definition 3.2.8) von 2 bzgl. des VOS
{b11, ..., byt st} dar. Verschwindet in dem Diagramm (8.4.a) die i-te Zeile, so
verschwindet auch die ¢-te Spalte und umgekehrt.

Definition 8.4.2 (aufspaltendes Diagramm) Fin Diagramm wie in (8.4.a),

das zu dem angegebenen VOS gehort, nennen wir ein AUFSPALTENDES DIA-
. . . 1. . .

GRAMM genau dann, wenn eine Spalte oder Zeile in A identisch Null ist.

Satz 8.4.3 Sei S ein homogenes Siegelgebiet vom q=2-Typ und 2 sei die zu-
gehorige Algebra. S ist reduzibel genau dann, wenn das dazugehérige Diagramm

(8.4.a) von A aufspaltet.

Beweis:

O.E. verschwinde die i-te 1 <1 < n Zeile von A5 in dem vorstehenden Diagramm
(8.4.a). Dann ist A ein Algebrenprodukt 2 = 2y x 2y mit Ay =2A;, und zu 24
gehort das Diagramm von 2 ohne die Rdume in Ql%, bei denen mindestens ein
Index 7 entspricht. Der zu A, gehorende Kegel sei O, &k =1,2. Da 2l =2, x 2,
gilt, folgt Q@ = Q4 x Qy und umgekehrt. Mit Korollar 6.6.4 (1) folgt schlieilich die

Behauptung. O

Bemerkung:

(8.4.8) Wir kénnen dies auch ohne die Verwendung von Korollar 6.6.4 (1) zei-
gen. Das Diagramm (8.4.a) von 2 erweitern wir um die Rdume U*, die mit den
Réaumen 1. Art korrespondieren (s. Abschnitt 8.3). Sodann ordnen wir dem Sie-
gelgebiet S eine normale J-Algebra (§,w) (w ist die Bergmannmetrik) via (8.3.e)
zu. Fir alle k € {1,...,n 4+ t} definieren wir natiirliche Zahlen mit den folgenden
Bezeichnungen:

(8.4.b) rr = Rang(Ax),

(8.4.c) Ry =30, 7

und Mengen:

(8.4.d) My :={Ry_1+1,...R}, My:={r+1-1|l €M},
(8.4.€) My :={1,...Rupi} \ My,  My:={r+1—1I|l € My}

Dann ordnen wir in kanonischer Weise 2,

51 = Z N, @ Z n%(aj—ozt) b Z ‘]n% b Z n%(aj-l-ozt) b Z n%aj

JEM; j<tij.teM; JEM; j<tij.teM; JEM;

21 ng U
und 2y
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S2 = Z Mo, & Z n%(%‘%) S Z ‘]nO‘J D Z n%(a]-l-ozt) D Z n%a]

JEM; J<tigteM; JEM; J<tigteM; JEM;

22 J 22 U2
ZU.

(§1,w1) und (83, wsq) sind normale J-Algebren, wobei w; = wls, fiir i = 1,2 gilt.
Fiir s, 8, gilt [81,82] = 0, da die entsprechenden Wurzelraume, in die man durch
Bilden des Lie-Klammerprodukts zwischen Elementen aus §; und denen aus s,
gelangt, alle verschwinden. Es folgt, da} s eine direkte Summe der Lie-Algebren
5, und §, ist.

J sei nun immer gleich 1 oder 2. Wir erhalten mit dem Rekonstruktionsverfahren
des Abschnitts 6.5 dazugehorige Siegelgebiete

S;=A{(z.u) € £ xuj|Imz — Fj(u,u) € Q;}.

Dabei ist F; : u; xu; — Q]C, eine §);-hermitesche Form, definiert durch F;(U, V) =
H[JU, V]+i[U, V]). Aufgrund der Additivitétseigenschaft der Wurzelrdaume beim
Bilden der Lie-Klammer (s. (6.4.73) (W.5)) folgt direkt, dafi F; eine Abbildung
nach £7 ist.

Qy ist der Orbit von Ey = 37, .y Ex (fiir die F; s. Abschnitt 6.5 oder (8.2.a))
unter exp(J L), und Qy ist der Orbit von FEy = >renr, B unter exp(JL,). Be-
zeichnen §,8; die 2, 2, zugeordneten Siegelgebiete, dann folgt § = S§; X Ss.

Falls § = § X85 ein Produkt ist, dann gibt es einfach transitiv operierende Grup-
pen 5,57 und Sy, deren Algebren s, §; und §; normale J-Algebren sind. Diesen
konnen wir jeweils, via der Identifizierung (8.3.1) (s. insbesondere (8.3.e)) die Al-
gebren %A, 2, und 2, zuordnen. Es folgt 2l = A, x 2A,, und ein entsprechendes
aufspaltendes Diagramm gehort zu 2.
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9 Dimensionsanalyse

In diesem Kapitel werden unmittelbar wichtige Aussagen zusammengetragen bzw.
bewiesen, die wir fiir den Beweis unseres Hauptresultats im 12. Kapitel benétigen
werden.

Generalvoraussetzungen fir die nachfolgenden Aussagen

Wir betrachten im folgenden ausschliefilich homogene Siegelgebiete S, d.h. § ist
unter Verwendung eines homogenen regularen Kegels 0 (s. (2.1.e)) konstruiert
worden. Des weiteren versehen wir § immer mit der Bergmannmetrik ¢ (s. Kapitel
1 u. Satz 3.2.3), so daf alle geometrischen Groflen, wie z.B. die Kriimmung usw.
immer von g abgeleitet werden.

Den Rang des Siegelgebiets S (s. (8.3.f)), der dem der Algebra 2l und dem einer

zugeordneten normalen J-Algebra entspricht, bezeichnen wir mit r.

9.1 Injektivitit und Dimensionen der Wurzelrdume

Fiir gewisse X # 0 einer normalen J-Algebra s ist ad(X) eine injektive Abbildung
zwischen entsprechenden Wurzelrdumen. Daraus ergeben sich Relationen zwischen
den Dimensionen der Wurzelrdume. Dieses Ergebnis geht im wesentlichen auf Pia-
tetsky-Shapiro zuriick.

In [PS] Theorem 2, (4) S.61 zeigt Piatetsky-Shapiro die Nichtdegeneriertheit der
Lie-Klammer fiir von Null verschiedene Elemente aus bestimmten Wurzelrdumen.
Daraus ergibt sich die folgende Aussage (s. [DAMZ83] Proposition 1, S.532 u. s.
auch Definition 6.4.2):

Proposition 9.1.1 Sei s eine normale J-Algebra, dann haben wir folgende Re-
lationen fiir die Dimensionen entsprechender Wurzelrdume:

(1) Wenn ng # 0 gilt, dann folgt m; < my fiir k < und nis < ngs firk <1< s.

(2) Wenn nis # 0 gilt, dann folgt ng < ngs fir k <1< s.

Bemerkungen:
(9.1.a) Fiir den Beweis von Proposition 9.1.1 (1) zeigt man, dafl die Abbildung
ad(JX): ni, —n

2%k

injektiv fiir mindestens ein 0 #£ X € N1 (ota) ist. Daraus folgt direkt die Unglei-
chung fiir die Dimensionen des Bild- und Urbildraumes.

(9.1.8) Alleine durch das Nichtverschwinden bestimmter Wurzelraume stellt uns
Proposition 9.1.1, ohne jegliche Kriimmungsvoraussetzungen, Ungleichungen zwi-
schen den Dimensionen verschiedener Wurzelrdume, die von 1. oder 2. Art sind,
zur Verfiigung. Dies verdeutlichen wir an einem einfachen Beispiel. Sei dazu §
eine normale J-Algebra vom Rang r mit der folgenden Wurzelraumzerlegung (s.
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(6.4.7.3))
S=0+ ) Ny + 2 N, + 2 Mg 4,
=1 =1 2 i<j 2 J
wobei alle n;; # 0 und m; # 0 (s. Definition 6.4.2), was zur Folge hat, da S

irreduzibel ist. Wegen Proposition 9.1.1 resultiert bzgl. dieser Dimensionen das
folgende Diagramm, in dem wir n;; = 1 setzen (s. (6.4.73) (W.3)):

My Npr = 1
IA
Mmy—1 Nr—1,r 1
IA IA
Mmy—2 Nr—2r > Nr—2r—1 1
IA IA IA
Mmy—3 Nr—3r > Nr—3r—1 > Nr—3r—2 1
IA IA IA IA
IA IA IA IA
mao nor > N2 r—1 > N2 r_2 > > nas 1
IA IA IA IA IA
my nir > n1,r—1 > n1,r—2 > e 2 miz 2 ni2 1.

Nehmen wir nun zusitzlich an, dal ein zu § gehérendes Siegelgebiet S n.p.h.B.
bzgl. der Bergmannmetrik hat. Wenn wir zeigen wollen, dal S dann sogar qua-
sisymmetrisch sein muf}, so geniigt es, aufgrund des Satzes 7.2.1 zu zeigen, daf
die Ungleichheitszeichen in obigem Diagramm durch Gleichheitszeichen ersetzt
werden kénnen. Wir benétigen folglich Abschdtzungen bzw. Relationen fiir die
Dimensionen der Wurzelrdume in ,umgekehrter Richtung®.

Solche Relationen kénnen wir aber in den fiir uns wichtigen Fallen (s. Kapitel
11) tatséchlich aus fiir n.p.h.B. notwendigen Bedingungen herleiten, wobei auch
die Ergebnisse von Tsuji eingehen werden, die wir in Abschnitt 9.2 auffithren.

Fiir den ¢=2 Fall kébnnen wir eine Aussage {iber die Dimension der Réume 2. Art
(s. Definition 6.4.2) beweisen, die zu Az gehéren. Dazu zeigen wir zuerst:

Satz 9.1.2 Sei Q) ein wrreduzibler homogener regulirer Kegel vom Rang r und

AL | Az
=2-Typ. A ~
vom ¢ yp (ng A0
A° cinfache formal-reelle Jordan-Algebren sein sollen.
Dann haben die U3 # 0 zugeordneten Rdiume 2. Art alle die gleiche Dimension.

) sei die dazugehorige Algebra, wobei UA' und

Beweis: )
Nach Lemma 3.2.1 ist ¢y : A" — End(A2)* mit oy (z) = 2A(:1;)|Q[% und @ : A° —

End(Ql%)"' mit po(y) = 2A(y)|m% jeweils ein Jordan-Algebren Homomorphismus.
Nach Satz 3.2.5 sind diese Darstellungen treu.

Sei der Rang von 2! = r; und der Rang von A° = ro (r = ry + ro). Dabei gilt
ri,70 > 0, sonst wire g=1 und dies ist nach Voraussetzung ausgeschlossen.

Sei T = {e11,..., e} ein s-VOS (s. Definition 8.3.2) und 2 sei s-zerlegt. Dann

wird Ql%, dem Raum der rechten oberen Ecke des Diagramms,
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Alr+1 0 Qlritrg

Aryir4+1 70 lryry4rg

zugeordnet, wobei wir a;; = QlZI] setzen, fir e € {1,....m}, j € {ri+1,...,r1+710}.
Wir wahlen 7Z;; € A°, Zij = %(eij + pgijerr), mit vy 1 < iy <oy oy
und e?j = e; + €j;. Ein solches ¢;; existiert immer, weil ° einfach ist. Es folgt
(po(Z:)) ™" = wol(Z:;) und @o(Z;;) # [dQl% (die Darstellung ist treu), d.h. ¢o(Z;;)
ist eine invertierbare Abbildung von Az auf sich, die ay; auf a; abbildet (mit
entsprechenden Werten fiir die Indizes). Daraus folgt, daff alle ay, fiir ein belie-
biges, aber fest gewéhltes k € {1,...,r1} und beliebiges m € {ry + 1,...,r1 + 3}
die gleiche Dimension besitzen.

Analog dazu folgt durch die Darstellung p; von 24!, dafi die Peirce-Raume, die
zu einer Spalte des Diagramms von Az gehoren, von gleicher Dimension sind.
Insgesamt folgt, dafl die Raume 2. Art, die zu Az gehoren, alle die gleiche Di-
mension haben, die wegen der vorausgesetzten Irreduzibilitit von € von Null
verschieden ist. Insbesondere gilt:

Hat ein Raum 2. Art, der zu Az gehort, verschwindende Dimension, so folgt
Az = 0 und das Diagramm wiirde aufspalten (s. Definition 8.4.2). Das bedeutet
aber, dafl der Kegel im Widerspruch zur Voraussetzung reduzibel wire. O

Lemma 9.1.3 Seien Q und 2 wie in Satz 9.1.2 gewdhlt mit dem Unterschied,
daft nun A" = @, A, und A° = | Ql?j gilt, wobei die AL, einfache formal-
reelle Jordan-Algebren mit jeweiligem Finselement by, fir k € {1,....,n+t} und
[ =0,1 sind. Bzgl. des VOS {b11,...,bnttnse} betrachten wir die Peirce-Zerlegung
von A und das dazugehdrige Diagramm. In diesem entspricht:

1 1

Q’lin—l—l e Q’lin—l—t
Az = : , :
1' 1'

Qli,n-u e Q’li,n-l—t

Dann haben fir jedes 1 € {1,....n} und 7 € {n+1,....n+t} beliebig, aber fest
T
gewdhlt, die Riume 2. Art, die 1}, zugeordnet werden, die konstante Dimension
di]‘ > 0.
Beweis:
Sei ein Paar (¢,7) mit ¢ < jund 7 € {1,...,n},7 € {n+ 1,...,n + t} beliebig,
1

aber fest gew#hlt. Nach Lemma 3.2.1, Korollar 3.2.2 und Satz 3.2.5 ist A ein
Darstellungsraum von 21}, und Ql?j, wobei die jeweiligen Darstellungen treu sind.
Wir wahlen wieder ein s- VOS, betrachten die s-Zerlegung von 2l und wenden

atz 9.1.2 auf 247, 2 un : an. Es folgt, dafl die Rdume 2. Art in »%ae
Satz 9.1.2 le?] i und A7 Es folgt, dafl die R 2. A Az all

die gleiche Dimension haben, die wir mit d;; notieren. Weiter folgt direkt, dafl

1
2z # 0 genau dann, wenn d;; > 0 gilt. Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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9.2 Ergebnisse von Tsuji und Status quo

Wir fassen in diesem Abschnitt fiir uns wichtige Resultate zusammen, die bei dem
Versuch erzielt wurden, die Kriimmungsvermutung zu zeigen.

Die Krimmungsvermutung ist bisher ungeldst.

Arbeitsvoraussetzung:

§ sei immer eine zu S gehdrende normale J-Algebra vom Rang r, und w sei im-
mer die Einsform der Bergmannmetrik, sofern wir es nicht ausdriicklich anders
formulieren.

Kriitmmungseigenschaften von Siegelgebieten bzgl. der Bergmannmetrik wurden
von vielen Mathematikern untersucht, so z.B. von D’Atri z.B. in [D.A80], [D.A81],
von D’Atri & Dorfmeister in [DADOI0], von Kobayashi in [KO59], von Azukawa
in [AZUS85], [AZU8I], von Druetta in [DRI6] usw. .

Von besonderer Bedeutung ist fiir uns die Arbeit von Tsuji [TS91], da sowohl
die Berechnungen, die zu den Ergebnissen seiner Arbeit fiihrten, als auch die Re-
sultate selbst fast alle Anwendung in unserer Arbeit finden (s. dazu (9.1.3) und
Kapitel 11).

Wenn S n.p.h.B. besitzt, erzielte Tsuji folgende Implikation als Resultat:

dimS <10 = & ist quasisymmetrisch ([TS891] Theorem 4, S.450).

Um die Notationsfiille zu reduzieren, geben wir nur die sinngeméfien Aussagen
des Theorems 1, S.447 und des Theorems 2, S.448 in [T S91] wieder.

In Theorem 1 wird gezeigt, dafl ein irreduzibles Siegelgebiet vom Rang r mit n.p.
h.B. quasisymmetrisch ist, wenn die holomorphe Schnittkrimmung auf der to-
tal geodatischen Untermannigfaltigkeit, die dem Orbit des Basispunktes unter
exp(a+ Ja) (s. (6.4.721-73)) entspricht, ein bestimmtes Maximum und Minimum
annimmt.

Das 2. Theorem sagt aus, daf} alle Siegelgebiete mit n.p.h.B. iiber einem ,,dual
square type* Kegel (definiert von Xu [XYU81]) schon quasisymmetrisch sind. Da-
bei ist ein Kegel von diesem Typ, wenn fir alle & € {1,2,....,r — 1} ngrer =
Nkkt2 = .. = Mg > 0 gilt (s. auch Definition 6.4.2). Dafl nicht alle Kegel von
diesem Typ sind, kann man z.B. bei den in Abschnitt 11.2 behandelten Kegeln
leicht sehen.

Wir wollen nun weitere notwendige Bedingungen fiir n.p.h.B. eines homogenen
Siegelgebiets aus der Arbeit von Tsuji darlegen. Dafiir ist das nachfolgende Lem-
ma 9.2.1 ein bedeutendes Werkzeug. Um das Lemma formulieren zu kénnen,
bendtigen wir ein paar zusatzliche Vereinbarungen und Bemerkungen; diese sind:
Ausgehend von der Zerlegung (6.4.73) wahlt man fiir die Indizes 1 < iy < iy <
e <ty < I <rmit g #0VE=1,...,m Elemente 0 # X;,; und 0 # Y;,; aus
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Nl tan) und man setzt
< X, Xt > =26, < Y30, Vi > =28, < Xi, Y > = 29
Weiter wiahlt man wie in (8.2.a) Elemente F;, € n,, mit
i, (B ) = 0, < By By > = w([J By, By ) = w(B;y) = ng,

R (3°%]
und definiert

X =Y(FE,+ X))+ Eund Y :=X(FE;, +Y.,.)+ FE.
% %

Mit diesen Festlegungen erhalt man:

Lemma 9.2.1 (Arbeitslemma von Tsuji) Fir die oben definierten Testvek-
toren X, Y gilt (s. (8.1.a)):

20 w)? ,
_I_
BX)Y) = —b - (n2k+2(6k+5k+4k+w))

122 nik
__Z ||JXZ by Ztl]—l_[‘] leztl )

s<t
+4Y (< [ Xi, X [TYia, Yial >).

s<t

Fiir einen Beweis siehe [TS91] Lemma 3, S.445.

Aus dem Arbeitslemma 9.2.1 erhédlt man notwendige Bedingungen in Termen der
Einsteinkoeffizienten, die ein Siegelgebiet § erfiillen muf}, damit es n.p.h.B. hat.
Dies sind die Lemmata 4 und 5 in [T891], die wir nun darlegen:

Lemma 9.2.2 Sei § ein Siegelgebiet mit n.p.h.B. und § eine zu & gehdrende
normale J-Algebra. Weiter sei fiir zwei belicbige Indizes i,k € {1,...,r} mit 1 < k

die Dimension n;. eines Raumes 2. Art ungleich Null. Dann erfillen die Fin-
steinkoeffizienten n;,ny, (s. Definition 8.2.2) die Relation

Eine weitere notwendige Bedingung liefert:

Lemma 9.2.3 Sei § ein Siegelgebiet mit n.p.h.B. und § eine zu & gehdrende
normale J-Algebra. Auflerdem sei (i,k,l) € {1,...,r} ein Tripel von Indizes mit
1< k<1, sodafs

ng # 0 und ng < ny gilt.

Dann erfilllen die Einsteinkoeffizienten n;, ny, n; fir ein solches Siegelgebiet S die
Ungleichung:

n; + ng, < ny.
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Bemerkung:

(9.2.a) Wir betrachten die Algebra 2l vom Rang r > 4 (vgl. mit Satz 9.2.4)
des Abschnitts 5.1, die zu Qp gehort (s. insbesondere (5.1.6)), und verwenden
die dort eingefithrten Bezeichnungen. Die Algebra 2;; bzw. 25, hat den Rang
ry > 2 bzw. r3 > 0. Sei S ein homogenes Siegelgebiet, das iiber Qp konstruiert
wurde, mit einer dazugehorigen normalen J-Algebra §. Wir werden zeigen, dafl
dann mindestens eine Richtung mit positiver holomorpher Bischnittkrimmung
auf S existiert.

Indem wir erlautern, wie man eine Richtung z.B. mit der Hilfe von Lemma 9.2.3
(man kann auch darstellungstheoretisch argumentieren) gewinnt, ist sofort klar,
wie man evtl. andere, davon verschiedene positive holomorphe Bischnittkriim-
mungsrichtungen auffindet.

Aus der Konstruktion des Kegels p in Abschnitt 5.1 folgt, daff jeder via (8.3.1)
sy oder Ay zugeordnete Raum 2. Art die reelle Dimension Zwei besitzt, und
die Raume 2. Art, die zu 2y, gehoren, haben die reelle Dimension Eins. Diese
Tatsachen werden direkt in die Berechnungen der verschiedenen, benétigten Ein-
steinkoeffizienten einflieflen.

In dem Diagramm der Dimensionen von Wurzelrdumen, das wir 2l zuordnen kon-
nen, gilt n,_.,_1,—, # 0 und

dimm(nar_r2_2+ar_r2) =Np—py—2r—ry = 2>1= Np—ry—2r—ro—1 = dimIR(nar—r —2tor_r 1 )
2 2
N S—
gehort zu Ay, gehort zu Ay,

Nun kénnen wir aus dem gleichen Grund, wie in (9.3.a) erlautert, Elemente
0 7£ Xr—rg—?,r—rg € n%( und 0 7£ Xr—rg—l,r—rg € n%(

wahlen, die

ar—r2—2+ar—r2) Olr—r2—1+0lr—r2)

[JXT—TQ—Z,T—TQ ) Xr—rg—l,r—rg] =0
erfiillen. Auflerdem setzen wir
< Xr—r2—2,r—7’27Xr—r2—2,r—7’2 > = 2”7’—7’2—27
< Xr—rg—l,r—rgaXr—rg—l,r—rg > = 2”7’—7’2—17

wobei <.,.> das auf § von der Bergmannmetrik induzierte Skalarprodukt bezeich-
net. Eine zum Beweis des Lemmas 9.2.3 analoge Berechnung der holomorphen

Bischnittkriimmung (s. [7891] S.447) fir
X = Er’—rg —I' Er—rg—l —I' Er—r2—2 —I' Xr—rg—l,r—rg —I' Xr—rg—?,r—rg und
Y — Er—rg —I' Er—rg—l —I' Er—r2—2 - Xr—rg—l,r—rg - Xr—rg—?,r—rg
ergibt nun folgende Relation fiir die Einsteinkoeffizienten (fiir die E; s. (8.2.a)):
Nyp_py—1 —I' Nyp_py—2 > Ny _p,
1 1 1
= 1 —|— 5(27"2 —|— (Tl — 1)) —|— 1 —|— 5(27"2 —|— (Tl — 1)) > 1 —|— 5(2(7“2 — 1) —|— 2T1)
=4 1 —|— T2 > 0
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Des weiteren liefert Lemma 9.3.2, daf} es fiir ein homogenes Siegelgebiet S iiber
Qp geniigt, die Raume 2. Art und folglich die angegebene Ungleichung zu beriick-
sichtigen, um schlieffen zu kénnen, dafl die von X, Y erzeugten J invarianten Ebe-
nen positive holomorphe Bischnittkriimmung bzgl. der Bergmannmetrik besitzen.
Auf diese Art und Weise generiert man, falls r; hinreichend grof} ist, mehrere
verschiedene Richtungen mit positiver holomorpher Bischnittkriimmung, d.h. die
Aufgabe, solche Richtungen zu finden, besteht hier demnach darin, geeignete In-
dextripel auszuwéahlen.

Den nachfolgenden Satz von Tsuji (s. [TS91] Theorem 3) werden wir ebenfalls
spater benutzen (s. auch (11.2.7)).

Satz 9.2.4 (Tsuji) Sei S ein homogenes Siegelgebiet vom Rangr < 3. Wenn S
nicht-positive holomorphe Bischnittkrimmung hat, dann ist S quasisymmetrisch.

Fiir Tubengebiete mit einem kleinen Rang, d.h. » < 3, kdnnen wir zeigen:

Korollar 9.2.5 Sei S ein Siegelgebiet mit normaler J-Algebra (s,w), wobei w
die 1-Form der Bergmannmetrik mit w(FE;) = ¢ ist, dann gilt:

Falls § ein Tubengebiet vom Rang kleiner gleich Drei ist, dann sind die Dimen-
stonen n;, der Rdume 2. Art konstant.

Beweis:
Aus @(1 + L(nir +nij)) = 1 mit 0 # j # k und 7,5,k € {1,2,3} erhalten wir
das folgende Gleichungssystem:

1 10 N2

101 || ns|=C.

01 1 93
Dabei hat € die konstanten Komponenten 2(¢ — 1). Wir haben genau dann eine
Losung, wenn niz = nys = nas = (¢ — 1) gilt.
Die Aussage folgt natiirlich sofort aus Satz 9.2.4, da r < 3 gilt! O

D’Atri gab in [DA79] 5.408 folgende notwendige Bedingung fiir negative bzw.
nicht-positive holomorphe Schnittkriimmung an; dabei gehért w nicht notwendig
zur Bergmannmetrik:

Satz 9.2.6 Sei ny # 0 und die holomorphe Schnittkrimmung von S sei negativ
(bzw. nicht-positiv) bzgl. der von w induzierten Metrik, dann gilt n, < 2n; (bzw.

Lemma 9.2.2 ist die entsprechende Aussage des Satzes 9.2.6 fiir den Fall, daf} wir
die Bergmannmetrik betrachten und das Gebiet n.p.h.B. hat.
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9.3 Verallgemeinerung eines Lemmas von Tsuji

Eine notwendige Bedingung dafiir, daf§ die holomorphe Bischnittkriimmung nicht-
positiv ist, erhalten wir aus der Verallgemeinerung einer Aussage von Tsuji [T 891]
(s. Lemma 9.2.3). Diese Bedingung ist eine Ungleichung zwischen Summen be-
stimmter Einsteinkoeffizienten. Sie wird insbesondere fiir den ¢=2 Fall in Ab-
schnitt 11.2 von Bedeutung sein, bei dem 20! = Q;; = R gilt!

Sei S ein Siegelgebiet vom Rang r (s. (8.3.f)), § eine dazugehoérige normale .J-
Algebra. Fiir alle 7 bezeichnen wir mit F; den Basisvektor (s. (8.2.a)) von n,, und
mit n; den dazugehérigen Einsteinkoeffizienten.

Lemma 9.3.1 (Verallgemeinertes Lemma von Tsuji) Gegeben sei eine In-
dexmenge {1 }5_, C {1,....r}, mit 1, < iy < ... < iy <71 und n;,, # 0 Vt. Wei-
terhin gebe es ¥Vt Elemente 0 # Z;,, € Mo, bay)r 50 dafp¥is < [JZiv, Zipy] =0
gilt. Wenn die holomorphe Bischnittkrimmung nicht-positiv ist, dann gilt

k
Zt:l Ty, S .

Beweis:

Wir wéhlen die Testvektoren X = ¢ B, + B, + 5% Zi, und Y = S8 B +
E, — Y% | Z.,. Fiir die Skalarprodukte der Summanden von X,Y setzen wir V¢
< Zi” Zit >= 20%.

Fiir die holomorphe Bischnittkriimmung (s. (8.1.K4), (8.1.a)) der von X,Y auf-

gespannten, J-invarianten Ebenen Fx, Fy (s. Lemma 9.2.1) ergibt sich:
2

k 2 a2
BOX,Y) = 2mo 5k, — day, + ),

n,‘t

Spezialisieren wir ein weiteres Mal, indem wir «;, = n;, wahlen (dies konnen wir
immer durch Skalieren der Z;, erreichen), so erhalten wir

9 k ; 2 k
Boxy) = ARl s,
Ty t=1
— (2 Zf:l T, + nr)(szI Ng — nr)
n, '
Also folgt, daB ¢ n;, < n, gilt. O

Bemerkung:

(9.3.a) Forderten wir, um analoge Voraussetzungen wie in Lemma 9.2.3 zu ha-
ben, in Lemma 9.3.1, daf fiir ©; < 1p < r und n;,, # 0, n;,i, < n;,. gélte, so wére
die lineare Abbildung X;,, € Mo bar) [J Xy Zir] € ML, tor,) fiir jedes
0# Zi, € Mo tar) nicht injektiv, deshalb existiert ein 0 # Z;,, € ni
daf3 [JZZ'H,, szr] =0 gllt

Um eine notwendige Bedingung fiir n.p.h.B. via Lemma 9.2.1 herleiten zu kénnen,
miiiten alle Kommutatoren [JZ, ., Z; ] fir is < ¢}, | # k identisch verschwinden.

aiytar)? 5O
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Dies kénnen wir aber nicht aus den zusétzlichen Voraussetzungen schlieflen.

In Lemma 9.3.1 setzten wir voraus, daf} es eine gewisse Anzahl von Elementen
{Z:,+} gibt, welche die geforderten Kommutatorenrelationen erfiillen. Daf} wir
solche Elemente in einer fiir uns ausreichenden Zahl in den uns interessierenden
Fallen immer wahlen kénnen, wird durch Satz 11.1.1 sichergestellt.

Lemma 9.3.2 Sei S ein Siegel-II-Gebiet vom Rang r und ST (vgl. Definition
6.5.2) das darin enthaltene Tubengebiet. Fs existiere eine Ungleichungskette von
Indizes 11 < i3 < ... < i < 1, so daf fir alle t € {1,...,k} N 4o # 0 gilt.
Wenn die Ungleichung

(1) Sk >l fir ST
erfillt wird, dann ist auch

(2) S ng, >n, firS
erfillt.

Dabei bezeichnen wir mit nZ die Summe tber die Summanden %nlj, bet denen
[l =1 oder j =1y gilt, d.h. nur Summanden, die von Wurzelrdumen des Tuben-
gebiets herriithren, werden beriicksichtigt.

Beweis:
Fiir die Dimensionen der Raume 1. Art ergibt sich aufgrund der Injektivitat (s.

auch Abschnitt 9.1, insbesondere (9.1.«r)) der Abbildungen
ad(J Z;,) ni,, —nL,

mit 0 # Z;,, € M, o) daf fiir alle t m;, > m, gilt.

Die Ungleichung (1) unterscheidet sich von der in (2) gerade um Summanden,

die von Dimensionen der n 1 o, Wurzelrdume herkommen; es gilt:

k o k T 1 k . T 1 _
Zt:l ng, = Zt:l nit + 1 Zi:l mg, > n, + Zmr = Ny

Somit ist die Aussage bewiesen (s. auch Abschnitt 10.3, I.). O
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10 Induktives Argument und Vorbereitungen

In diesem Kapitel werden weitere Hilfsmittel und Konstruktionen vorgestellt, die
es erlauben, bzgl. der reellen Dimension des homogenen Siegelgebiets oder 2 oder
bzgl. ¢, induktiv zu argumentieren (s. auch Definition 8.4.1).

10.1 Realisierung als Siegel-III-Gebiet

Jedes Siegelgebiet kann als Siegel-IT11-Gebiet realisiert werden, s. dazu auch [N .A76].
Die Idee dazu beruht darauf, dafl der Kegel €2 mit Hilfe von Idempotenten zerlegt
werden kann (s. [DO798]). Eine solche Darstellung im hier benutzten Formalismus
wurde in [PO79a] II §5 hergeleitet. Sie ist grundlegend fiir den Beweis unseres
Hauptsatzes 12.2.1. Da [DO79a] nicht allgemein zugénglich ist, geben wir hier
die entsprechenden Abschnitte mit Erlaubnis von Herrn Dorfmeister nahezu un-
verdndert wieder.

An dieser Stelle danke ich Herrn Dorfmeister, oben Erwé&hntes hier ausfiithren zu
diirfen.

Wir betrachten ein Tripel (2,75, €) (s. (3.1.A1-A5)) und die daraus abgeleitete
Algebra 21 mit optimaler ¢-8-Zerlegung C (s. Definition 3.1.7). Nach Satz 3.2.5
gilt ™Ay # 0 und wir setzen A, = {f € Ay|f? = f} gleich der Menge der
Idempotenten in 24;;. Fiir ein f € A}, erhalten wir eine 2-PZ (s. (3.2.a)), d.h.
A=A (f) + Ql%(f) + 24 (f). A (f) und Ao(f) sind Unteralgebren von 2, die

sich bzgl. der Multiplikation in 2 gegenseitig annullieren und Ql%(f) invariant
lassen, was aus den Kompositionsregeln folgt (s. Definition 3.1.3 (K.5)).

7u einem Siegelgebiet S(§2, F') und einem beliebigem f € 2}, wird eine Darstel-
lung von S(Q, F') als Siegel-111-Gebiet hergeleitet. Fiir v = 0,1 wird

(10.1.a) mit Q,(f) die Projektion von € auf 2, (f) bezeichnet.

Q,(f) ist ein regularer Kegel in A, (f) (s. [DOT9b] Theorem 1.5, 1.6, S.324). Wei-
ter setzt man, unter Verwendung der Abbildung ¢ (s. (7.1.b)),

(10.1.b) Ui(f) :== oYU und Up(f) := (e — f)U.

Jedes z € V© lalt sich als z =  + 1y mit x,y € V schreiben. Die Elemente z,y
kann man entsprechend der Zerlegung von 2 in die Peirce-Raume 2, (f) zerlegen,
d.h. x =29+ r1+ 2 und entsprechend y = yo + yL+ v, da A =V gilt.

Nach Theorem 1.8 in [DO79b] gilt:

(10.1.¢) Q= U exp(As(a
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Fiir invertierbare t € 2;(f) definiert man eine Abbildung

(10.1.d) 21 (f) x Aa(f) — Ao(f) durch

Pltagby) =2 = )lay(76,).

N

1
2

Aus [DO79b] Korollar 1.9 und 2.5 folgt, daf

(10.1.e) a:a0+a%—|—a1€Q<:>a1€Ql(f) und

ap — P(an; Géaa%) € Qo(f).
Jedes ay € Q(f) ist invertierbar, da 2l;(f) eine formal-reelle Jordan-Algebra (s.
Theorem 1.6 [DOT9b]) und Q4(f) der zugeordnete Positivitatsbereich von 2y (f)

1st.
Nach der Definition 6.2.3 von S(2, F') ist
(10.1.1) (z,u) €S &y — Fu,u) € Q.

Mit y = yo + yi+ und u = ug + u1, u; € U;(f), 1 = 1,2 sieht man, da die

rechte Seite von (10.1.f) aquivalent ist zu
(10.1.g) y1 — Fug,ug) + Y1 — F(uy,up) — Fug,ur) + yo — Fuo, ug) € .

Daraus ergeben sich aus (10.1.e) die folgenden, zu (10.1.g) &dquivalenten Bedin-
gungen:

y1 — F(u, un) € (/)
(101h) { Yo — F(U07u0) - 77Z)(y1 - F(U1,U1); a,a) € Qo(f)v

mit @ 1= yi— F(uy,up) — F(ug, up).

Za Q(f),Ui(f) und Fy = Flu,(s)xv,(s) erhélt man in kanonischer Weise ein ho-
mogenes Siegelgebiet (s. Definition 6.2.3)

(10.1.i) 81 = S(Ql(f),Fl)
Die erste Bedingung in (10.1.h) besagt offenbar, dafi (z;,u,) € S.
Fiir (z1,u1) € S; definiert man zwei Abbildungen

(f)" X Uo(f)) x (AL(F)" x Uo(f)) = Ao (f)"

N
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mit y = 1,2 durch

(10.1.)) Ll (Z%,UO;T%,UJO) =

(z1,u1)
F(uovwo) + %¢(y1 - F(ulvul); ZZ% + ZF(uovul)v _iF% + ZF(ulva))

und

(10.1.k) L7 (z1 uo;r%,wo) =

(z1,u1)\ %
0 (y1 — Fug, uy); ZZ% + 2F (ug, uy), ir% + 2F (wo, uy)).
SchlieBllich definiert man:

(10.1.1) L= L'+ L2
Satz 10.1.1 (Siegel-ITI-Realisierung)
a.) Fir (z1,uy) € &y ist L(IZM”)(.; .) eine Qo( f)-hermitesche Form.

b.) Fir (z1,uy) € &y ist L%Zl’ul)(.; .) C-bilinear.
c.) L ist eine nicht ausgeartete semi-hermitesche Form.

d.) S(Q, F) = {((z1,u1), 20, (21, u0)) € (R (F)" x V() x Ao(f)" x (AL(f)

xUo(S))(z1,u1) € S(U(S), F1), Im(z0) = Re( Lz, ) (215 w0 21, u0)) € Qo(f)]

Insgesamt erhalten wir eine Realisierung von S(Q, F') als Siegel-I11I-Gebiet (s.
Definition 6.2.7).

Beweis:
Teil d.) wird wie folgt verifiziert:

SO F) :={(z,u) e VEx UlIm(z) — F(u,u) € Q}.
Nun gilt V© = Qlo(f)“:—l—Ql%(f)(C—I—Qll(f)(C und U = Up(f)+Ui(f), deshalb ergeben
sich fiir z = z+iy € VS bzw. u € U die Zerlegungen z = :I;O—I—:I;%—I—xl—l—i(yo—l—y%—l—yl)

bzw. u = ug+uy. Zudem benutzen wir fiir die folgenden Gleichungen (10.1.e,f,g,h)
und die dort verwendeten Bezeichnungen. Wir erhalten:

S, F)
= {(z,u) e V* ><U|y0—|—y%—|—y1—F(u0+u1,u0+u1) € Q}
= {(20, 21, 21500, u1) € (Ho(f)" x AL (f)" x A1 (f)7) x (Va(f) x Ur(f)))
ly1 = F(ur, ur) € Qu(f)iyo — F(uo, wo) — ¥(yr — F(ur,u1);d,d) € Qo(f)
= {((z1,u1), 20, (21, u0)) € ((f)" x Ur(/)) XQ[O( ) x (AL (f)" x Uo(f)
| Im(z1) — Fuy,ur) € Q(f), Im(zo) — RG(L(Zl,ul)(ZL,UO; Z;,uo)) € Qo(f

2 2

}
)
)}7

& (21,u1)€8( (f),F1)
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was zu zeigen war.
b.) ist offensichtlich und zum Beweis von a.) ist (6.2.h1-h4) zu zeigen. (6.2.h1) und
(6.2.h2) sieht man sofort, denn y; — F'(uy, uy) ist reell und ¢ (xy;.,.) symmetrisch.
Die Symmetrie von ¢ zeigt man z.B., indem man 2 s-zerlegt (s. Definition 8.3.2).
Dann zeigt man die Symmetrieeigenschaft fiir entsprechende Peirce-Raume der s-
Zerlegung. Die Raume 24;(f) mit 7 = 0, 1,1 sind Summen von Peirce-Raumen der
s-Zerlegung und man erhidlt die Symmetrie aufgrund der Linearitétseigenschaft
von v, die man direkt sieht.
Ist z1 = :z:%—l—iy% € Ql%(f)(C und 1 € Q4(f), so gilt ¢¥(aq; Z%,?%) = (xy; :1;%,:1;%)%—
;/)(xl;y%,y%). Beide Summanden liegen im Abschlufl Qo(f), denn wegen x; €
Q1(f) gilt ebenfalls z7' € 4 (f) C Q, so daB auch v := e:z:p(Af(x%))xl_l ein
Element von Q ist (s. Korollar 1.9 in [DO795]). Dabei gilt

v=ux+ 1 + (e — f)(xl_lx%)x%,
unter Verwendung der Exponentialreihe und der Folgerung 1.3 in [DO75], S.82.
Die Projektion vy = (e—f)(:z;l_lx%)x% von v € O auf Ag( f) liefert die Behauptung
(zur Erinnerung: Qo(f) ist die Projektion von © auf 2o(f)).

Man sieht also, daf} L(lzl,ul)(Z%vUOPZ%vuO) die Summe von drei Elementen aus

Qo(f) ist. Eine solche Summe ist gleich Null genau dann, wenn alle Summanden
Null sind. Man verifiziert, daf dies hier genau dann der Fall ist, wenn 21 = =0 und
ug = 0 gilt.

Fiir den Beweis von c.) ist offenbar nur noch zu zeigen, daff L nicht ausgeartet
ist. Dazu beachtet man, dafl

D := Re(L(Zl7u1)(Z%7u0; Z%,uo)) = F(ug,uo) + t(x1; Re(m), Re(m))
mit m = iZ% + 2F (ug,u1) und 1 = y1 — F(u,u1) (Re bedeutet Realteil). Wie

im Beweis von a.) sieht man, dal beide Summanden von D in € liegen. Aus

D = 0 folgt daher up = 0 und Re(m) = 0, also auch ]m(z:%) = 0. Nun geniigt

es zu zeigen, dal} mit T = Re(z:l) aus t(a1; i:L'l —iﬁ) + t(@q; i:L'l irl) = 0 fiir
ri€ Qll (f)€ schon r1 = = 0 folgt. Mit ryi= Z:Jcl erhilt man jetzt die Behauptung
Damit ist der Satz bewiesen. O
Bemerkung:

(10.1.«¢) Da wir immer die Bergmannmetrik betrachten, gilt in den uns interes-
sierenden Fillen ¥ = @7_, ;; (s. Satz 3.2.4). Deshalb bildet {¢ — f, f} ein VOS
und die Rdume Up(f) und Uy (f) sind orthogonal bzgl. pg. Dies folgt aus Lemma
3.9 in [DO79¢] und (7.1.a).

Aufgrund von Teil a.) in Satz 10.1.1 liegt es nahe, bei festem (z1,u;) € S das
Siegelgebiet

(10.1.m) So:= S(Q([) Lizy uy(5)
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zu betrachten. Es gilt folgende Aussage (s. [DOT9a] Satz 5.8, S.115):

Satz 10.1.2 Fiir (z1,uy) € S(, Fy) sind die Siegelgebiete S(Qo( f), L(IZM”)(.; )

homogen und paarweise biholomorph dquivalent.

Beweis:

Man betrachtet die von {(A(z),o(z))|x € Ao(f)} U {(Ae,,—s(2), 3(x)p(cr1 —
IDERS Ql%(f)le%(cn)}u{(T,T) € go|TAy; = 0} erzeugte Lie-Algebra v C g,
(s. auch Lemma 4.10 und Theorem 3.12 in [DO79¢], fiir 211 und ¢1; s. Definition
3.1.3). Die Lie-Algebra der ersten Komponenten von = bezeichnet man mit ;.
Ersetzt man im Beweis zu Theorem 3.7 in [DO79b] p durch f, so erhdlt man, daf
die von {exp(B)|B € ~1 } erzeugte Lie-Gruppe (entspricht dort Agg) transitiv
auf Qo(f) operiert.

Es gilt 417 f = 0, deshalb sind die Elemente von =, , nach [DO79b] Lemma 1.4,
Derivationen der Mutation 20y von 2 nach f. Aulerdem vertauschen sie fiir alle
xq € Ay (f) mit A(xq), denn es gilt auch ~1 f = 0 und sie annullieren Uy (f).

Fiir (B, B) € v setzt man W := Bty und W= (B|Q[l(f),B|U0(f)) und ve-

rifiziert exp(W, W) € GL(Sp). Aus Satz 6.2.5 folgt jetzt, dafl Sy ein homogenes
Siegelgebiet ist.

Zum Beweis der zweiten Behauptung geniigt es offenbar, zu (z1,u1) € S; einen
Isomorphismus (@), Q) von Ql%(f)cho(f) anzugeben, der L(lzwl)(.; ) in L(liﬂo)(.; )
tiberfiihrt. Dazu setzt man a1 := Im(z1) — F(ug,u1) € Q(f) und wahlt a; €
1 (f) mit exp(A(ar))f = x1 (ein solches Element ay existiert, s. Theorem 1.6
in [DO79D)). Es gilt (A(ay1), te(ar)) € LieGL(Q, F) (s. (6.2.d) und Lemma 3.10
[DO79e]), folglich ist exp(A(ay)) ein Vektorraumisomorphismus von 2l und es gilt
A(al)ﬂ%(f) C Ql%(f), deshalb ist @) := e:z:p(A(al))b[l(f) ein Isomorphismus von
Ql%(f) Des weiteren gilt wegen Lemma 3.9 in [DO?E)@] (ay)Us(f) C {0}, also

folgt exp(3¢(a1))|uy(s) = Id und man definiert Q= exp(3o(ar))|uy(s) = 1d. Nach
Definition 6.2.3 gilt:

S(Q(f), Lizy ) (52) = {20, (21,u0)) € (Ao(f)" x (AL(f)" x Uo(f)))
[Tm(z0) = L, ) (21,105 21, u0) € Qo( )}
und
S(Q(f), Liigos5-)) = {(wo, (by,v0)) € (Ao( /)" x (AL(f)" x Uo(f)))
| Im(wo) — Li;5.0)(b1,v0: b1, v0) € Qo(f)}-

xy = Im(z1) — Fi(uy,uy) € Qi(f) und aufgrund der Definition von L' (s. (10.1.}))
und da 21, f € Q,(f) die Stellen sind, an denen wir L' und die dazugehérigen
Siegelgebiete Sy betrachten, konnen wir fiir L(lzwl) bzw. L(lifp) auch L bzw. L}
schreiben.

Wegen Theorem 1.5 in [DOT9b] gilt A(ay)|a, sy € LieAut((f)), deshalb ist
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exp(A(ar))|a, 5y € Aut(Q(f)) also eine biholomorphe Abbildung.
Die Abbildung von Q4(f) x Ao(f)" x (Ql%(f)(C x Up(f)) in sich via

(21; (20, (21, w0))) = (ezp(Alar))1; (2o, nga@_@)

bildet offensichtlich S(Qo(f), Ly, ) biholomorph auf S(Qo(f), L}) ab.

Dies ist fiir jedes (z1, uy) mit Im(zy) — Fy(ug, ug) € Q1(f) moglich und aus diesem
Grund sind alle Siegelgebiete S(Qo(f), L%Zl M)) paarweise biholomorph zueinan-
der, was zu zeigen war. 0

Man betrachtet die Projektion 7 : S(Q, F') — &, die via
(10.1.n) 7((2z1,u1), 2o, (Z%,uo)) = (21, u1)
definiert ist. Offensichtlich ist 7 holomorph und fiir (z1,u1) € Sy gilt

(10.1.0)
7 (21, u1) = {(20, (22, u0)) [ m(z0) — Re(Lzy ) (21, 03 21, u0)) € Qo(f)}

und:

Lemma 10.1.3 Durch
(207 (Zév UO)) = (ZO - iL(zzl,ul)(Z%7 Uos <15 uO)v (2%7 UO))

wird 7=z, u1) biholomorph auf S(Qo(f), L (.;.)) abgebildet.

(z1,u1)

10.2 Bergmannmetrik und induktives Argument

Die Aussagen des voranstehenden Abschnittes 10.1 werden nun benutzt, um ein
wichtiges, induktives Argument fiir spitere Beweise zu erlangen. Dabei geben wir
fast wortlich den Beweis fiir Satz 10.2.1 aus [DO79a] wieder.

Satz 10.2.1 (Dorfmeister) Sy ist genau dann quasisymmetrisch, wenn Ao( f)
eine Jordan-Algebra ist.

Beweis:

Es geniigt zu zeigen (s. Satz 7.1.4), daff die zu Sy und fy := e — f bzgl. np (s. Satz
3.2.3) von Sy abgeleitete Algebra (s. (3.1.h)) mit o(f) ibereinstimmt. Aufgrund
des Satzes 10.1.2 kann dabei (z1,uq1) = (if,0) angenommen werden. Die zu Sp
gehorige Abbildung des Satzes 3.2.3 bezeichnen wir mit 79. Man berechnet nun
1o (das Verfahren ist in [DOT9¢] 5., 5.50 beschrieben), setzt dazu 7 := gy
und wahlt xg := fo € Qo(f)7. Dann erhélt man (s. (7.1.a) u. (3.1.h))

’f((uga Uo); (w%, w,)) = U(L(lif,o)(uga Uo; WL, wo), fo),
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1
= U(F(Uo,w0)7f0)+§a(f07u ):

1
= p(uo,wo) + Za(uév_)

1
2

l\J|>—-‘

1
2

Fir @ € AUo(f) ergibt sich damit eine Abbildung ¢ : V© — End:U via (analog zu
(7.1.b))

RO (@)(uy, o) (wiwo)) = o(Ligo)(uy, 10wy, wo), ),

= o(F(ug,wp), )+ %U(u
= plplr)uo,wo) + 1o(2A(e)u

11, )
3 27 Y

).

Y

l\J|>—-‘

Man setzt abkiirzend A%(l‘) = A(x)|a, () und erhélt also
I(x) = (e(@)|vg(r), 241 (2))

fiir alle = € Ao(f). Nach [DOT9e] (2.18), S.51 gilt dann

no(x) = exltqy(p) (@) det(V(h(x))).
Wegen Korollar 3.9 in [DO79b] gilt

[ca(f + )]* = Yleao(n) (@) det(Ax (ho(x)));

dabei wird hg durch A(f + ) = f + ho(x) bestimmt (vgl. [DOT9b] Lemma 2.2)
und h aus ng = n (s. (3.1.e)) und e abgeleitet.
Betrachtet man wieder die von {exp(B)|B € ~1 } erzeugte Lie-Gruppe I', ¥
wie im Beweis des Satzes 10.1.2, so sieht man h,(Wax) = (W) th,(z) und
ho(Waz) = (W) the(z) fiir alle z € Qo(f), W € I'. Daher stimmen det(d(h,(z)))
und det(V(ho(x))) bis auf einen konstanten Faktor tiberein. Insgesamt erhalt man
somit

no(x) = caliay(n (@) det(As(ho(w)))det((ho(x))lun(s)):
= eslialf + P deto(A( + ).
Aus Lemma 2.11 in [DO79¢] erhdlt man jetzt

(10.2.a) no(x) = can(f + ).
Also stimmt 2lo( f) mit der zu Sy via (3.1.h) abgeleiteten Algebra iiberein. O

Sei B der Bergmannkern des Siegelgebiets
S, F) € (Ao(f) +A1(f) +2A:(f)° x (Uo(f) + Ui ()
(s. Satz 3.2.3) und 5 sei die dazugehorige Funktion, d.h. B ~ n und es gilt:
B((z0+ Z1 + z1), (uo + u1); (wo + w1 +wy), (vo+v1)) =
77(%(20 + 2 + 21 — (wo-l-w—%—l-wﬁ) — Fuo + uy,vo + v1)),

wobel z;,w; € Ui (f) fir i = 0,1, 1 und w;,v; € U;(f) fiir j =0, 1.
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Proposition 10.2.2 Der Bergmannkern By ~ ng von Sg entspricht unter dem
Isomorphismus von Lemma 10.1.3 der Einschrinkung B® ~ n° des Bergmann-
kerns B ~n von S auf die Faser.

Beweis:

Aufgrund des Satzes 10.1.2 kann dabei (z1,u1) = (¢f,0) angenommen werden;
dann gilt So = S(Q(f), L(liﬂo)) und die zu betrachtende Faser ist #71(if,0). Es
gilt mit diesen Werten folgende einfache Gleichung:

B((z0 + Z1+ if), wo; (20 + Z1+ if), uo) =
n(f+ ]m(z:%) + Im(zo) — F'(uo, uo)).
Sei x1 € D (f) und 2o € Qo(f), dann liefert Lemma 2.1 in [DOT9b], daf

n(1+ x0) = ni(x1)n° (o)
gilt. Dabei setzt man

mi(z1) =z + e — f) und n°(w0) := n(e) "'n(zo + f).
Da es bei unserer Betrachtung auf den tatsdchlichen Wert von n(e) nicht an-
kommt, setzen wir diesen aus Bequemlichkeitsgriinden gleich é mit ¢y von (10.2.a).
Des weiteren gilt wegen Lemma 2.1 in [DO79b], dafi die Funktionen

m o (f) = RY und n°: Qo(f) — R
die Bedingungen (3.1.A1-A5) erfiillen.

Gehért n nun insbesondere zum Bergmannkern, dann entspricht n° bzw. n; der
Funktion, die zur Einschrankung des Bergmannkerns B auf die Faser 771(if,0)
bzw. auf die Basis &1 = S(Q1(f), F1) gehort.

Um die Aussage der Proposition besser sehen zu kénnen, fithren wir die nachfol-
gende Rechnung durch. Dabei gilt unter Ausnutzung von (10.1.e-h):

Qo(f) 3 wo = Im(z0) — F(uo,u0) — ¢ (f; Im(z1), Im(z1)),
was wir nun in n° einsetzen:

n'(wo) = n°(Im(z0) — F(uo,uo) — (f; Im(z

= 1°(Im(z0) — Re(Lizo)(z1, uo; 21
Dabei folgt die zweite Gleichheit, da Im(z1) = —Re(iz1) gilt und % linear in
den letzten beiden Argumenten ist. Fiir die letzte Gleichheit benutzt man die
Definition von L.

Da Rel? = Im(iL*) gilt und weil aus der Tatsache, dafl L' Qq(f)-hermitesch ist
(s. Satz 10.1.1 a.)) folgt, daf} ReL(liﬂo)(Z%,uo;Z%,uo) = L(lifp)(z%,uo;zé,uo) gilt,
folgt weiter:

ReL(iﬂO)(Z%?uO; Z%,Uo) = ]m(iL(zif,O)(Zévuo; Z%,Uo)) + L(lif,O)(Zévuo; Z%,Uo)
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und damit ergibt sich fiir n°(zo)
n°(Im(z0) — Re(Lif0)(21, to; 21, o))
= n(Im(zo — iL(ziﬁo)(Z%, Uos 71, ug)) — L(liﬁo)(z:%, Uos 71, ug))-
Nun ist aber (zo — iL(ZZ.LO)(Z%, Uo; 71, Up), (Z%, ug)) bzgl. der biholomorphen Abbil-
dung des Lemmas 10.1.3 das Bild in S(Qo(f), L(liﬂo)(.; .)) = S von (zo, (Z%, ug)) €
i f,0) .
Daraus ersehen wir explizit, dal n° als auf Sy definiert betrachtet werden kann

und daf} via des Isomorphismusses des Lemmas 10.1.3 dies der Definition auf der
Faser m=!(if,0) entspricht.

Sei nun 7y die Funktion des Bergmannkerns des Siegelgebiets &y, dann gilt auf-
grund des Beweises von Satz 10.2.1 (s. (10.2.a)) und obiger Argumentation

no(x) = ean(f + ) =n°(x), Vo € Qo(f).
Somit folgt, dafl die Einschrankung B® des Bergmannkerns B von § auf die Faser,
die durch den Isomorphismus von Lemma 10.1.3 als auf Sy definiert betrachtet
werden kann, dem Bergmannkern By von &y entspricht. Dies zeigt die Behauptung
der Proposition. a

Korollar 10.2.3 Sci ¢° die Metrik der Faser, die von der Bergmannmetrik g von
S induziert wird. Weiter set gy die Bergmannmetrik von Sgp.

Dann folgt, daf§ die Faser mit der induzierten Metrik ¢° isometrisch zu (So, go)
ist.

Beweis:
Wegen Satz 10.1.2 geniigt es, die Situation fiir Sp = S(Qo(f), L(liﬂo)(.; .)) zu be-
trachten. Bezeichnen wir wie in der Proposition 10.2.2 mit By den Bergmannkern

von Sy und mit B? die Einschriankung des Bergmannkerns B von § auf die Faser
7~ f,0), dann erhalten wir via Proposition 10.2.2 V xq € o(f)", 21 € Ql%(f)c,

Up € Uo(f)

Bo(wo, (21, uo); wo, (21, u0)) = mo(Im(wo

Go(iz,0y(v,0) = ALAYIn(n

= Gliw0)(V:0)-

Weil & und die Faser homogen (s. Satz 10.1.2) und einfach zusammenhéngend

sind, geniigt es, die Metriken go und ¢° an der Stelle (i(e — f),(0,0)) € RAo(f)* x
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(Ql%(f)(C x Up(f)) zu betrachten. Dabei bildet der Isomorphismus von Lemma
10.1.3 diesen Punkt in sich ab und dessen Ableitung entspricht an dieser Stelle
der Identitat.

Seien nun (8o, wp) bzw. (8,w) normale J-Algebren, die zu S bzw. S gehoren.
Dabei sind wg,w die zu den jeweiligen Bergmannmetriken ¢go, ¢ gehérenden Eins-
formen und es gilt 5o = §° C 5. 8° entspricht dem zu 77(i f, 0) gehérenden Anteil
von &. Auflerdem bezeichnen wir mit w° die Einschrinkung von w auf s°.

Die Einsform wg von §q ist bekanntlich vollkommen determiniert, wenn man die
Werte von wy auf den Basiselementen F; € n,, C 6o kennt (s. auch Lemma A.2.3).
Nun gilt fiir alle diese £; (zur Erinnerung es gilt 2o(f) = 3", 0., Y5 ni
der Index ¢ gehort zu sg):

WO(EZ') = wo([JEi, EZ]) = go(Ei7 EZ) = gO(EZ', EZ) = wO(EZ').

Des weiteren folgt daraus VX € s, weil wy durch die Werte auf E; bestimmt ist,
daf3

aitag)

9(X, X) = ¢°(X, X)

gilt und durch Polarisation folgt VX, Y € sq
90(X,Y)=4°(X,Y).
Es folgt somit, dafl (Sp, go) isometrisch zu der Faser (7 71(if,0), ¢°) ist. Wir kon-

nen also sagen, dafl die von g induzierte Metrik ¢° der Bergmannmetrik gy von
So entspricht. a

Bemerkungen:
(10.2.«v) Das induktive Argument

Durch Satz 10.2.1, Proposition 10.2.2 und Korollar 10.2.3 wird uns eine indukti-
ve Vorgehensweise z.B. bzgl. der reellen Dimension der Siegelgebiete (wir nutzen
dann auch Theorem 4 aus [TS891] S.450 als Induktionsverankerung) oder der Al-
gebra 2 (s. insbesondere ST A im Beweis des Satzes 12.2.1) erméglicht (aber
auch bzgl. g, wie wir es in Satz 12.1.1 benutzen werden), was wir nun erklaren.
Sei §(Q, F') ein irreduzibles homogenes Siegelgebiet vom ¢ > 2-Typ mit einer fest
vorgegebenen reellen Dimension und n.p.h.B. bzgl. der Bergmannmetrik. Weiter
sei A die zu S gehérende Algebra mit einer optimalen ¢-K-Zerlegung C. Wegen
Satz 3.2.5 gilt A;; # 0 und wir kénnen § via Satz 10.1.1 als Siegel-I1I-Gebiet
bzgl. verschiedener Idempotenten aus 21y, C 2 realisieren. Jede solche Realisie-
rung ergibt einen Faserraum Sy niedrigerer Dimension, der auch ein Siegelgebiet
ist (s. dazu Satz 10.1.2).

Proposition 10.2.2, Korollar 10.2.3 und Korollar 8.1.4 liefern, dafl &y ebenfalls
n.p.h.B. hat. Weil Sy niedrigere Dimension als § besitzt, kénnen wir induktiv
schlieflen, daf Sy quasisymmetrisch ist und Satz 10.2.1 liefert nun, dafi Ao(f)
eine Jordan-Algebra ist.

Aus den Eigenschaften, die q(f) fiir verschiedene Idempotente f € 2y erfiillen
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muB, erhalten wir Bedingungen fiir 2, durch die wir auf Eigenschaften des dazu-
gehorigen Siegelgebiets S schlieffen kénnen. Eine analoge Argumentationsweise
wird im 12. Kapitel von grofler Bedeutung fiir den Beweis der Kriimmungsver-
mutung sein.

(10.2.8) Es geniigt fiir uns immer, f gleich einem primitiven Idempotent eines
s5-VOS von 2, oder als Summe von solchen zu wihlen.

10.3 Das Verhalten der U-Riume

Es wird geklirt, welche Bedeutung die Réume U* bzw. die entsprechenden Wur-
zelrdume N1, bei unseren Argumentationen haben. Dafiir studieren wir deren
grundsétzliches Verhalten bei den von uns jeweils benutzten Argumenten fiir die
Siegelgebiete mit ¢ > 3 und ¢ < 2.

Die in diesem Abschnitt dargelegten Betrachtungen erschlieffen sich dem Leser
evtl. erst, nachdem er die Anwendung der Argumente bei den verschiedenen
Féllen in den Kapiteln 11-12 sieht.

Sei S(, F) C V& x U (s. Definition 6.2.3) ein homogenes Siegelgebiet und 2
die dazugehorige Algebra mit optimaler ¢-8-Zerlegung C (s. Definition 3.1.3 u.
3.1.7), dann unterscheiden wir die beiden Falle:

I. A ist eine Algebra vom ¢ > 3-Typ

Die Réaume, die zu solchen Algebren gehoren, werden wir in Satz 12.1.1 behan-
deln. Das in Satz 12.1.1 verwendete Argument wurde in (10.2.«0) erldutert (s.
auch das Standardargument ST A, welches in Satz 12.2.1 dargelegt wird). Fiir
dieses Argument werden wir nun das Verhalten der U/* Riume erkliren. Dazu
betrachten wir das folgende, zu § assoziierte Diagramm (s. (8.3.g)):

Ut Ay Ay - Q’llq

U? AUy Apy -+ Ql?q
(10.3.a) | S

U1 Q[ql quz .. Q[qq

Beim Ubergang von 24 zu einer normalen J-Algebra s gilt, daB jeder Raum 1.
Art, d.h. die Raume vom Typ ni,, in &, genau in einem U7 Vj = 1, ..., g enthalten

ist. M.a.W. entspricht jedes U7 einer direkten Vektorraumsumme von Riumen 1.
Art (s. Lemma 3.9 in [DO79¢] und Abschnitt 8.3).
Des weiteren gilt U = Zq: U' (s. Lemma 3.9 in [DO79¢]), und bei der Realisierung

=1
von S als Siegel-III-Gebiet nach einem Idempotent f € 2y; (s. Satz 10.1.1) wird
ein Teil von U, namlich Uy (f) (s. (10.1.b)), der Basis S; (s. (10.1.i)) und Uy(f)
der Faser Sy (s. (10.1.m)) zugeordnet.
Sowohl Uy(f) als auch Ui(f) entsprechen jeweils einer Vektorraumsumme von
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Réaumen 1. Art, da wir nur spezielle f, wie in (10.2.3) erklart, wiahlen werden.
Weil sich die Réume U bzgl. der zu betrachtenden Siegel-III-Realisierungen ein-
deutig der Basis & oder der Faser &y zuordnen lassen, verhalten sie sich dies-
beziiglich ,optimal®.

IT. 2 ist eine Algebra vom ¢ < 2-Typ

Im Falle g=1 betrachten wir einfach einen komplexen Darstellungsraum U einer
formal-reellen Jordan-Algebra 2.

Diese Darstellungen wurden in [DO79a] S.83-92 detailliert diskutiert, was wir fiir
die Betrachtungen an dieser Stelle nicht bendtigen. In Kapitel 11 gehen wir auf
die Feinstruktur der reellen Darstellungsraume der formal-rellen Jordan-Algebren
ein.

Bei der Betrachtung des ¢=2 Falls gehort das folgende Diagramm zu A:

(Ul‘gln le)
Uz‘glm Aoy |-

Dabei sei aufgrund des Satzes 4.2.1 ohne Einschrankung 20y, bzw. 253 die Sum-
me von n bzw. ¢ mit n,? € N einfachen formal-reellen Jordan-Algebren A} bzw.
A% mit ¢ € {1,...,n} und j € {n 4+ 1,...,n + t}. AuBerdem gilt U' = S7_, U},

U? =4 U; und das dazu assoziierte Diagramm ist:

J=n+1
1 1 1
2 2
Uy Qlu o 0 Q’ll,n-l—l T Q’ll,n—l—t
: : . .1 l. . 1'
2 2
(10 3 b) Un 10 - Qllnn an,n-l—l e an,n-l—t
2 2 0
Un-l—l Q’ln—l—l,l e Q’ln—l—l,n Q’ln—l—l,n—l—l e 0
1' 1 o
2 2
Un-l-t an-l—t,l T Q’ln-l—t,n 0 o Q’ln—l—t,n-l—t

Auch den Riaumen U; entsprechen beim Ubergang zu einer normalen J-Algebra
Summen von Raumen 1. Art. Die Dimensionen m; (s. Definition 6.4.2) der Raume
1. Art und deren Verhiltnisse zueinander sind bei den notwendigen Bedingungen
fiir n.p.h.B. der Siegelgebiete vom ¢=2-Typ von entscheidender Bedeutung.

1. Fir n.p.h.B. notwendige Bedingungen und die Rdume U,

Falls fiir ein Paar von Indizes (¢, 7) mit 1 < j n;; # 0 gilt, liefert Propositi-
on 9.1.1 fiir die Dimensionen der Raume 1. Art m; > m;. Dies ist fiir viele
Paare von Indizes, in den zu betrachtenden Féllen des Kapitels 11 der Fall.
Fiir diese Félle gehen dann die Dimensionen m; in die fiir nicht-positive ho-
lomorphe Bischnittkrimmung des Siegelgebiets notwendigen Bedingungen
immer verstiarkend ein, wie man auch aus den Lemmata 9.2.2-3 usw. direkt
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ersehen kann (s. auch Satz 8.2.1 und die Indexumkehr in Abschnitt 8.3).
Das ,,Hinzufiigen® der Dimensionen m; bei den notwendigen Bedingungen
entspricht dem Ubergang von den Tubengebieten zu den Siegel-1I-Gebieten.

2. Irreduzibiltit und die Rdume U;

Die Raume U; spielen bei der Frage nach der Irreduzibilitat des Siegelge-
bietes keine Rolle, denn diese Eigenschaft eines Siegelgebietes entspricht
der Irreduzibilitdtseigenschaft des Kegels, was wiederum eindeutig mit der
entsprechenden Eigenschaft der Algebra 2l korrespondiert (s. Satz 8.4.3).

Ist das Diagramm aufspaltend (s. Definition 8.4.2), dann werden die Raume

1. Art einem ihrem Index entsprechenden irreduziblen Faktor zugeordnet
(s. Abschnitt 6.5 und 6.6, insbesondere den Beweis des Satzes 8.4.3 und

(8.4.8)).

3. Siegel-1lI-Realisierungen und die Rdume U;

Bei der Siegel-I11-Realisierung eines Siegelgebiets S vom ¢=2-Typ nach ei-
nem Idempotent f € R4y (f wie in (10.2.8)), werden entsprechende Teile
von U, ndmlich Uy(f) der Faser Sy bzw. Uy(f) der Basis S; zugeordnet (s.
(10.1.b), (10.1.i) und Satz 10.1.1). Up(f) und U;(f) entsprechen, wie in 1
erlautert, jeweils einer Summe von Raumen 1. Art. Die Rdume U; verursa-
chen bei der Siegel-I1I-Realisierung keine Schwierigkeiten.

10.4 Der reelle Darstellungsraum Az

Wir beschiftigen uns in diesem Abschnitt mit einem einfachen Diagramm des
g=2-Falls. Fiir dieses Diagramm erklaren wir die innere Struktur.

Wir betrachten das folgende Diagramm einer Algebra 2 vom ¢=2-Typ

AL | Az
(10.4.a) A~ ( AT )

bei dem die formal-reellen Jordan-Algebren 21" und 2(° einfach sind. Lemma 3.2.1
und Satz 3.2.5 c.) ergeben, dafl die Abbildung

Ay A — End(A2)*
ein injektiver unitarer Homomorphismus der Jordan-Algebren ist (s. auch (3.2.b)).
Wir sind nun an denjenigen Rdumen Az interessiert, auf denen A%(Qlo) irredu-

zibel operiert. Falls namlich B% ein invarianter Unterraum von 22 ist, so ist der
bzgl. o orthogonale Raum von B= cbenfalls invariant, was direkt aus der As-
soziativitdtseigenschaft von o folgt. Der reelle Darstellungsraum Az ist folglich
vollstéandig reduzibel und somit die Summe irreduzibler Raume.
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Wir miissen also die irreduziblen reellen Darstellungen der einfachen formal-re-
ellen Jordan-Algebren des 1. Struktursatzes studieren, wobei wir die Ausnahme-
algebra H(3, Q) aus den bekannten Griinden nicht beriicksichtigen miissen.

Sei nun A eine einfache formal-reelle Jordan-Algebra. Fiir die Untersuchung
der reellen irreduziblen Darstellungen einer formal-reellen Jordan-Algebra 2 ist
die unitére spezielle universelle Einhiillende S1(2() von 2 hilfreich, wie wir aus
[DO79a] S.84 ff. entnehmen kénnen. Nach [JA] 11 2 ist S;(Rl) eine assoziative
Algebra mit den folgenden Eigenschaften:

1. A C S, S1(A) wird von 2 erzeugt, und die Einselemente von 2l und S1(2A)

stimmen tiberein.
2. Die Einbettung 2l C 51 () ist eine assoziative Spezialisierung von 2 in 51 ().

3. Jede assoziative Spezialisierung g von 2l in eine assoziative Algebra & mit 1,
g(1) = 1, 1aBt sich zu einem Homomorphismus der assoziativen Algebren

S1(2A) und & fortsetzen.

Aus [DOT9a] entnimmt man, daf sich die irreduziblen reellen Darstellungen von
2 aus den entsprechenden irreduziblen reellen Darstellungen von S1(2l) ergeben.
Fiir die einfachen formal-reellen Jordan-Algebren ist 51 (2l) bekannt, und die irre-
duziblen reellen Darstellungsrdume (V, o) der reellen Algebren S1(2l) kennt man
ebenfalls. Wir erhalten folgende Tabelle:

| A [HO.K) mitK=R,CH]|[X,v,]|
S1(2A) Mat(n x n,K) Cl,
(Vo) (K", kan) A

Cl, ist die Clifford-Algebra mit p = dimpX’ — 1 (s. dazu den Beweis des Sat-
zes 11.2.3) und kan ist die kanonische bzw. Standarddarstellung von 2 (s. dazu
[LAMTR9] S.31, Theorem 5.6), d.h.

kan: Si(A) —  End(V),
kan(X)(A) = XA

A steht stellvertretend fiir mogliche reelle irreduzible Darstellungen der Clifford-
Algebra CI,. Wir gehen hier auf die Darstellungstheorie von (1, nicht weiter ein
und verweisen dafiir z.B. aul [FUHA] S.299 fI..

Das von uns Benotigte aus der Darstellungstheorie einfacher formal-reeller Jordan-
Algebren beschreiben detailliert in den Beweisen der Satze 11.2.2 und 11.2.3.
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11 Spezielle Fille

In diesem Kapitel betrachten wir Algebren vom ¢=2-Typ. Man kann zeigen, daf}
alle betrachteten Fille tatsichlich auftreten. Das Hauptziel ist es, fiir die zugehori-
gen Siegelgebiete notwendige Bedingungen fiir n.p.h.B. herzuleiten. Somit grenzen
wir die Menge der moglichen homogenen reguldren Kegel und somit der Siegel-
gebiete ein, die evtl. n.p.h.B. haben kénnten. Dies sind die Félle, welche im 12.
Kapitel von Bedeutung sein werden.

11.1 Notwendige Bedingungen fiir n.p.h.B.

Damit ein Gebiet n.p.h.B. besitzt, miissen bestimmte Ungleichungen erfiillt sein.
Wir leiten in diesem Abschnitt neue notwendige Bedingungen fiir n.p.h.B. fiir den
wichtigsten Spezialfall vom ¢=2-Typ her, den wir anschliefend in Abschnitt 11.2
weiterbehandeln.

Sei & ein homogenes Siegelgebiet, § eine dazugehdrige normale J-Algebra. Weiter
sei 2 die zugehorige Algebra vom ¢=2-Typ (s. (10.4.a)) mit Rang r, die folgende
Bedingungen erfiillt:
1 0 1 0
A'=ZRund A° = A,
5=2
wobei 22, eine einfache formal-reelle Jordan-Algebra mit Einselement by, ist. Die
1
Summe Y7L b, ist gleich dem Einselement ¢® von 2A° und A> = @'t Az, wobei

A2 = bSSQl% gilt. Zu diesem 2 gehort das folgende Diagramm:

Rl Q[152 Ql153 154 e Qllg,t-l—l
2? 2[32 0 0 - 0
2 0 -
(11.1.a) 3 0 Az 0 0
1 0 0 2[24 - 0
7:5+1,1 0 0 0 e Ql?+1,t+1

Wir benutzen die zu (8.4.b-d) analogen Vereinbarungen, d.h. r; = 1, r, =
Rang(As,) fir 2 < s <t 41, und Vs € {1,...,¢ + 1} setzen wir R, = 33_, rj,
M, ={R,_1+1,...,R,}, wobei Ry = 1, Ripy = r gilt und M, = {r+1—1|l € M,}.
Wiéhlen wir ein Element X;; # 0 aus einem Peirce-Raum einer s-Zerlegung von
A mit ¢« € My, und j € M,,,

dann wird X;; beim Ubergang zur normalen J-Algebra § ein Element Xi mit
i=r+1—iund j=r+1—j zugeordnet, d.h. i € Msl und j € MSQ.

wobel sq,s2 nicht notwendig verschieden sind,

Satz 11.1.1 Sei nun U eine Algebra wie oben beschrieben, und es gelten die dort
getroffenen Vereinbarungen.

FEs sei weiter 7 € {2,...,1 + 1} beliebig, aber fest gewdhlt und b;; = 3 ey, wobei
IEM,
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{eu} die Teilmenge eines 5-VOS von U ist, die zu A2, gehirt.

Falls Ql% die direkte Summe von k; reellen irreduziblen Darstellungen von Qlo
ist und f] = mm{k],r]} dann gzbt es fir alle l mit Rj_y <1 < R;_y + f; ein

Element 0 #£ Xy € e”Ql - Qlﬂ, so daf$ fir alle R;_y <n <l < Rj_y + f; gilt:

]_. 2A611(X11)Xn1 = 0}
mat 0 7£ Xn1 € emﬂl%

FEs existieren f; viele von Null verschiedene Elemente X o X1 mat

f]17 ..
if, <...<ty und {i, SJ 1 C M;, die diese Gleichung paarweise erfillen.

2. Firjedes s € {1,..., f;} set X € Mo o) das via der Identifizierung (8.3.1)

zugeordnete Flement von X; 1. Dann erfillen die Flemente {X;Sr}szl mit
< ... < i}J Vi < i folgende Identitditen:

[JX;,, X, ] =0.

0qr?

Bemerkung:

(11.1.a) Die einfachen formal-reellen Jordan-Algebren 2. des Satzes 11.1.1 sind
nicht notwendig alle gleich.

(11.1.8) Von samtlichen voranstehenden Festlegungen werden wir nun sténdig
Gebrauch machen. Insbesondere werden wir auf das Diagramm (11.1.a) immer
wieder Bezug nehmen.

Beweis von Satz 11.1.1: )
1. Zur Vereinfachung setzen wir 2z = A7, und A = A%, dann betrachten wir

737
€11 91%
Az [ A0 )7

Seien nun fiir n < [ mit ,n € M;, 0 # X;; € elﬂl% und 0 # X, € emﬂl%
vorerst beliebig, aber fest gewdhlt. Es gilt 24, (X)X, C Ql?n cA° (A9 st

ein Peirce-Raum der s-Zerlegung von A° via {e;}), somit erhalten wir fiir ein

beliebiges 0 # Vi, € A} :

das folgende Diagramm:

O-(QA (Xll)anai/ln) — QU(XlnaAe”(Xll)}/ln)

= 20X, (en X)) Y, —en(Xn Y, X Yi.)

o(Xn1, (enXn)Y; en(XnYim) + XuleuYm))
Xy =0 Vi

— QU(anai/lnXll)

= 0.

€11
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Dabei folgt die erste Gleichheit aus Lemma 1.7 in [DOT74] S.5 (s. auch [DO75]
Folgerung 1.2) und die zweite Gleichung nach Definition der Mutation (s. Defi-

nition 3.1.2). Das Produkt von Xy; mit Y}, liegt in Ql%n und die Elemente daraus
ergeben bei der Multiplikation mit e; Null, da n, 1 # [ gilt.

Wenn wir nun X,; und Xj; in orthogonalen irreduziblen Darstellungsraumen
wahlen, dann gilt die letzte Gleichheit.

Weil f; < k; gilt, kénnen wir Xifjl, e X mit Ry <y, <l < g <
i1 = R;_1 + f; in orthogonalen irreduziblen Darstellungsraumen (Darstellung
durch selbstadjungierte Endomorphismen) wihlen, die paarweise obige Gleichun-
gen erfiillen.

2. Diese Behauptung folgt unter Ausnutzung von Vinberg’s Zugang (s. [VZ60a]
u. [VZ60b]) zu den homogenen regularen Kegeln. Wir erhalten die nachfolgenden
Gleichungen fiir die, wie zu Beginn des Beweises gewahlten Elemente, wobei wir
die dabei verwendete Notation direkt anschlielend erkléren werden:

24, (X)) X1 = T(Xn) X
— X;AX,

= [‘]Xim ﬁr]-

€11

Die erste Gleichung folgt aus [DOT79b] Theorem 5.1. In der zweiten Gleichung
findet der Ubergang zu einer normalen J-Algebra statt. Dadurch dndern sich
die Indizes: Aus dem Index 1 wird, da der Rang r ist, der Index r, und [ bzw.
7 bezeichnen die Werte, die den Indizes [ bzw. n bei diesem Ubergang zuge-
ordnet werden. Wenn auf der Algebrenseite 2 fiir zwei Indizes p < m gilt, so
ist klar, dal m < p fiir die zugeordneten Indizes in der normalen J-Algebra s
folgt, dam = r+1—mund p = r+ 1 — p gilt. T" bzw. A sind nur unter-
schiedliche Bezeichnungen fiir die gleiche Multiplikation, wie sie in [DO79b] bzw.
[DAMIB3] benutzt werden. Die zweite Gleichung folgt also durch Beachtung der
sich verdndernden Indizierung und des Notationsabgleichs. Die letzte Gleichheit

folgt mit [D.AMIS3] S.536.

Die den Xifj 1y..-s Xij1 aus 1. entsprechenden Elemente XZ»; py - X erfiillen schlief-
J

lich die geforderten Bedingungen. O

Bemerkung:

(11.1.7) Es wird sich zeigen, da8 es fiir uns ausreichend sein wird, jeweils f; viele
Elemente zu wahlen, die miteinander kommutieren. Natiirlich kann k; des Satzes
11.1.1 sehr viel groBer sein als der Rang r; von 2.

Satz 11.1.2 Sei S ein irreduzibles homogenes Stegelgebiet vom Rang r mit n.p.h.B..
Die zugehérige Algebra A sei vom q=2-Typ und es gilt A = R; A° habe t-Fak-
toren mit t > 1.
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_I_
Dann gilt Z

i Mb
:

Dabei summieren wir in der dufferen Summe iber diet einfachen Summanden von
A° (s. (11.1.a)) und in der inneren Summation iber f; viele Finsteinkoeffizienten
(s. Satz 11.1.1), die ihrem Index entsprechend zu A gehoren.

Beweis:

Zu 2 gehort das Diagramm (11.1.a), in dem aufgrund der Irreduzibilitdt von S,
Vj Az # 0 gilt.

Es sei nun j € {2,...,t 4+ 1} beliebig, aber fest gewahlt. Nach der Identifizierung
(8.3.1) wird 217, <+ n,, = R zugeordnet, und nach Satz 11.1.1 (wir lassen ~ iiber
den Indizes weg) finden wir dann f; viele Elemente X, # 0 mit 1 <[ < f;

und iy < iy < ... <iy, <r in entsprechenden, dem Raum A% # 0 zugeordneten
Wurzelrdumen, d.h. X;,, € Mo tar) mit den Kommutatorrelationen

(11.1.b) [JX;.., X;, -] =0 fiir alle i5 < i,.

Wir definieren diese Menge von Elementen als K := {Xm}{;l. Aus Lemma 9.3.1
folgt somit, daf gilt:
Zl 1 nll S ny.

Sei nun s,j € {2,...,t 4+ 1} beliebig, aber fest gewahlt mit s # j, 0.E. sei s < j.
Dann gilt K, = {X;,,}/2, baw. K; = { er}ni:h deren Elemente jeweils (11.1.0)
erfiillen.

Fiir alle X € Ql21 und Y € Az 3 st 24, (X)Y € ngj = 0 und somit verschwinden

die Kommutatoren [J X, X,,,] fir alle [ € M, und fiir alle m € Mj, also insbe-
sondere auch fiir die Elemente aus K und K.

Aufgrund der Kommutatoreigenschaften aller Elemente aus K = Ut'"1 K; kann
man Lemma 9.3.1 fiir all diese Elemente anwenden. Folglich liefert Lemma 9.3.1
eine fiir nicht-positive holomorphe Bischnittkriimmung des Gebiets & notwendige

Bedingung. Es gilt:
_|_
2

X MQ
:

und dies ist gleichzeitig die Behauptung. O

Korollar 11.1.3 Seien & und alle Bezeichnungen wie in Satz 11.1.2 und j €
{2,...,t+ 1}, dann gilt

a.) Voe Mj sind die Dimensionen m, der Wurzelrdume ni,, bzw. die Einstein-
koeffizienten n, jeweils gleich.

b.) SN <
wobei Nj in (11.1.¢) deﬁmert wird.



106 11 SPEZIELLE FALLE

Beweis:
a.) Sei wieder j € {2,...,t 4 1} beliebig, aber fest gewahlt. Fiir die Einsteinkoef-
fizienten ny, n; von je zwei beliebigen Indizes s,l € M; mit s < [ gilt:

(11.1.¢) np < ng.

Dies folgt aus der Definition der Einsteinkoeffizienten (s. Definition 8.2.2) und da
aufgrund des Satzes 4.1.2 die Dimensionen der Raume 2. Art, die zu A%, gehéren,
alle gleich sind; zudem folgt dies mit Lemma 9.1.3, weil dadurch die Dimensionen

der Raume 2. Art, die Ql21 zugeordnet werden, alle gleich sind und schlielich,
da Ny o) #0 gllt (wegen Satz 4.1.2), mit Proposition 9.1.1, welche die ent-
sprecilende Ungleichung fiir die Dimensionen der Réume 1. Art liefert, namlich
m; < m,.

Andererseits liefert, da § n.p.h.B. hat und M (o) ;é 0 gilt, Lemma 9.2.2

(11.1.d) ns < ny.

Aus (11.1.c-d) folgt insgesamt n, = n; fir die Einsteinkoeffizienten, also auch
m, = my {ur die Dimensionen der Raume 1. Art. Somit sind die Einsteinkoeffizi-
enten n, bzw. die Dimensionen m, der Ql?j zugeordneten Raume 1. Art Vo € Mj
jeweils gleich, was a.) zeigt.

b.) Die Einsteinkoeffizienten n, mit o € Mj sind alle gleich und deshalb kénnen
wir fiir jedes j € {2,...,t 4 1} eine natiirliche Zahl N; definieren:

(11.1.e) N; :=n, mit s € M;.

Aus Satz 11.1.2 erhalten wir als notwendige Bedingungen fiir n.p.h.B. des Gebiets
S, daB
H'l 5 [iN; <n,

gilt und dies ist die Behauptung in b.). O

Bemerkung:

(11.1.6) Mit leicht variierten Voraussetzungen zeigen wir einen Teil der Aussage
a.) des Korollars 11.1.3 auch in Satz 11.2.1.
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11.2 Wichtigster Spezialfall

Beim Beweis der Krimmungsvermutung reduziert sich in manchen Féllen die
Betrachtung auf zu (11.1.a) analoge Diagramme. Deshalb ist dieser Spezialfall
vom ¢=2-Typ von besonderer Bedeutung fiir uns, und wir untersuchen in die-
sem Abschnitt die dazugehorigen Siegelgebiete bzgl. ihrer holomorphen Bischnitt-
kriimmung. Zur Untersuchung benétigen wir sowohl die Klassifikation der 1QS als
auch die schon bekannten Resultate von Tsuji, die wir in Abschnitt 9.2 darlegten.

In unserem induktiven Beweis des Hauptergebnisses (s. Satz 12.2.1) gilt, daf} die
Faserrdume der Siegel-II1-Realisierungen via Satz 10.1.1 quasisymmetrisch sind.
Aus diesem Grund ist es sinnvoll, diese Situation fiir den Spezialfall zu betrachten,
den wir in Abschnitt 11.1 zu diskutieren begonnen haben. Wir erhalten:

Satz 11.2.1 Sei AU cine Algebra vom ¢=2-Typ mit A = R und A° habe -
Faktoren mit t > 1. S set ein dazugehoriges Siegelgebiet. Ist in der Siegel-111-
Realisierung von § bzgl. des primitiven Idempotents eyy der Faserraum Sy qua-
sisymmetrisch, dann haben die Riume 1. Art, die in dem Diagramm von 20 (s.
(11.1.a)) einem einfachen Summanden von A° zugeordnet werden, alle die gleiche
Dimension.

Beweis:
Ist S ein Tubengebiet, so existieren keine Raume 1. Art (s. Korollar 6.5.1), und
die Behauptung folgt aus Lemma 9.1.3, da die Raume 1. Art der Faser Réumen
2. Art von S entsprechen.
Sei § kein Tubengebiet und {e;;}/_; ein s-VOS von A. Wir realisieren via Satz
10.1.1 S als Siegel-1TI-Gebiet fiir das einzige primitive Idempotent e;; von 2I' und
betrachten den Faserraum Sy dieser Realisierung an der Stelle (iey1,0) (s. Satz
10.1.2). S ist nach Voraussetzung quasisymmetrisch und entspricht sogar einem
Produkt von ¢ irreduziblen quasisymmetrischen Raumen (s. dazu (11.2.«)).
Seien (U, V, F, o, p, @) bzw. (W, V,, L, 00, po, po) die zu S bzw. Sy gehérigen Daten
(s. Definition 6.2.3, (7.1.a) u. (7.1.b)). Es gilt W = (Ql%(en))(C x Up(ern) (s.
Abschnitt 10.1), U = Ugp(e11) + Ui(e11) und wegen Proposition 10.2.2

op = 0'|Q[0(

e11)’

und es folgt Yug, wo € Up(err):

Po(uoawo) = 0o

09

L(liell,o)(07 UO; 07 w0)7 € — 611)

F(UO, wo), € — 611)

(
(

F(UO, wo), € — 611)

q

(
= plele— exr)uo, wo)
= lo(uov wo)'
Demzufolge erhalten wir

po‘Ug(ell)XUo(ell) - p

Uo(e11)xUs(e11)
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Des weiteren folgt Va € Qlo(eu) und Yug, wo € Up(err)
UO(L(liell,O)(Ovuo; 0,w0),2) = oo(F (uo,wo), )
= o(F(ug,wo), ),

woraus sich unmittelbar ergibt, daf

po(wolx)ug, wo) = p(e(x)ug, wo)
gilt, somit also

ol =@
folgt. Fiir alle 7 € {2, ...,7} impliziert dies trivialerweise
(a) dim(po(€:ii)Uo(e11)) = dim(ip(eii)Uo(enr)).

Sei nun i € {2,...,t + 1} beliebig, aber fest gewahlt und die Menge {e;;} bestehe
aus r; primitiven Idempotenten und bilde ein s-VOS von 2A%. Sei s eine zu S
gehorende normale J-Algebra, dann erhalten wir (s. auch (a)):

dimn%( = dim(po(ej; )W)

orp1—j)
= dim(po(e;;)2

[T

(€11)") + dim(o(e;;)Uo)
+ dimn:

ar+1—]+ar) 50‘7"4-1—]'

Die Dimensionen der Raume 1. Art, die zu Sy gehdren, sind aufgrund des Satzes
7.2.1 konstant. Somit ist die linke Seite der Gleichung konstant.
Die rechte Seite ist eine Summe von Wurzelrdumen, die zu § gehéren. Da die

1

Riume 2. Art in A% alle die gleiche Dimension ¢ haben (s. Lemma 9.1.3), folgt
die Konstanz der Raume 1. Art, die A zugeordnet werden, in §. Dies zeigt die
Behauptung. O

Bemerkung:

(11.2.a) (Sy, gp) des Satzes 11.2.1 ist isometrisch zu (Sy, g3) X ... X (Siz1, 95 "),
wobei g5 = ggls. gilt, und g% ist jeweils die Bergmannmetrik von S; fiir al-
le 7 (s. [KO59] u. Satz 6.6.3). Zu S; gehéren die Daten (W;,V; = AV, F; =
L(lieu,o) WixWis Tis Piy i), Wobel a; (bzw. p;) die Einschrankung von g auf V; (bzw.
po auf W) ist. W; = (b )W und by; ist das Einselement von %.. Die Raume W;
sind bzgl. po (vgl. Lemma 3.9 [DO79¢|) und bzgl. L(lieu,o) alle orthogonal zueinan-
der, was direkt aus der Definition von L' (s. (10.1.j)) folgt. Es gilt o = @2 ¢,

wobei ¢; die Darstellung von 2. in Sym(W;, p;) ist.

Satz 11.2.2 Sei S ein homogenes irreduzibles Siegelgebiet vom Rang r mit n.p.h.B.,
so daf$ fir die dazugehorige Algebra U vom q=2-Typ gilt:
AL = R und A° ist cine einfache formal-reelle Jordan-Algebra vom Rang ro.
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Es existiert kein homogenes irreduzibles Siegelgebiet S mit nicht-positiver holo-
morpher Bischnittkrimmung, zu dem eine solche Algebra 21 gehort.

Bemerkung:

(11.2.8) Es gilt Ap(ern) = A% und RUo(e11) entspricht der zu dem Faserraum
So gehorenden Algebra, wenn wir S als Siegel-111-Gebiet beziiglich ey, realisieren
(s. Satz 10.1.1). Ist das zugehorige Siegelgebiet Sy der Faser quasisymmetrisch,

dann ist (Ql%)(C ein komplexer Darstellungsraum von 2° und die Darstellung ist
@o. Dies ist eine direkte Folge aus der Definition 7.1.3.

Es handelt sich hierbei um Bedingungen, die genau bei den Féllen erfiillt sind,
an denen wir im 12. Kapitel interessiert sein werden.

Wir benutzen fortwahrend in dem sich anschliefenden Beweis des Satzes 11.2.2
die Arbeiten [DADOSS] (Abschnitt 3), [DOT9q] (11 §2), [LAMZE9] S5.31-33 und
die Definition 8.2.2.

Beweis des Satzes 11.2.2:

Sei nun § doch ein irreduzibles Siegelgebiet vom Rang r mit n.p.h.B. und 2 die
zugehorige Algebra von der speziellen Gestalt, wie sie oben beschrieben wurde.
Der Beweis des Satzes erfolgt, indem wir alle relevanten Algebren 2 betrachten,
d.h. solche, fiir die 2A° einer einfachen formal-reellen Jordan-Algebra des Satzes
4.1.2 entspricht. Dadurch ergeben sich folgende, verschiedene Fille, wobei mit r
der Rang von 2A° bezeichnet wird:

(Fal | 1| o | 1o [ v |V [ VI |
Qlo R H(To,R) H(TO7C) H(ToaH) [Xvﬂv 6] H(r()?@)
ro [1] >3 >3 >3 2 3

Gemeinsamketten aller I'dlle:

Die Riume 2. Art, die beim Ubergang zu einer normalen J-Algebra Az baw.
° zugeordnet werden, haben in jedem einzelnen Fall I-VI eine konstante reelle
Dimension (s. Korollar 11.1.3 und Satz 4.1.2), die wir mit c1 bzw. ¢y bezeichnen.
Es gilt immer r = ro + 1 und da S irreduzibel ist, gilt n,_;, # 0, womit aus
Proposition 9.1.1 m,, = m,_y > m, folgt, und falls zusatzlich ro > 2 gilt, folgt
auch C% =Nyr_2r > Ny—2r—1 = Co-

Az ist ein reeller Darstellungsraum der reellen Algebra A° (s. auch Abschnitt
10.4), und die Feinstruktur dieses Darstellungsraumes wird nun fiir jeden einzel-
nen Fall von Bedeutung sein.

Fall I:

Sei A° = R, folglich existiert nur ein Raum 2. Art, der zu einem Peirce-Raum
bzgl. eines s-VOS in A gehort und dieser Peirce-Raum entspricht (2. Die Di-
mension dieses Raumes €1 = Nag entspricht der Anzahl & der irreduziblen reellen
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Darstellungen, in die Az = Mai(1 x k;R) als reeller Darstellungsraum von 2°
zerfallt. Dem Diagramm von 2 ordnen wir

()i

n%al ‘ n%(oq-l—ozg) nal my ‘ n19 1

zu. Aus Lemma 9.2.2 (oder Korollar 11.1.3) erhalten wir, da § n.p.h.B. hat,
irreduzibel ist und somit nyy # 0 gilt, daB

n1:1—|——C%—|—1m1

2

1—|—§c%—|—1m2:n2

VANRVAN

< ma mo

gilt. Aus niy # 0 folgt auBlerdem aufgrund der Proposition 9.1.1 my > mg, also
folgt insgesamt m; = my. Nun liefert Satz 7.2.1, dafl g=1 im Widerspruch zur
Voraussetzung gilt, da ¢=2 sein soll.

Die Ungleichung n; < ny ist dquivalent zu

(11.2.a) 1+ tmy <14 ima,

die wir in einer dhnlichen Form in Satz 11.2.5 ben&tigen werden und daher geben
wir hier (11.2.a) gesondert an.

Die Fille II-1IV :

Sei K = R, C oder H. ° = H(ro, K) ist einfach, deshalb ist bis auf Aquivalenz K"
der einzige irreduzible reelle Darstellungsraum von 2° (s. dazu z.B. [LAMZI89]
Theorem 5.6, S.31). Der Darstellungsraum Az st vollstéandig reduzibel, somit
gilt Az Mat(ro x k;K), wobei k der Zahl der irreduziblen Darstellungsraume
entspricht, in die Az zerfillt.

Nun gilt in den verschiedenen Féallen [I-1V ¢1 = sgk, ¢co = s und f = min{re, k},
wobel sp = 1, s¢ = 2 und sy = 4 gilt. Mit diesen Festlegungen 1a8t sich die fiir
n.p.h.B. notwendige Bedingung des Korollars 11.1.3 b.), namlich

FUA+ 5((ro = Deo + e1) + fmy,) < L+ grocs + gm,
als

FL+ 2o = D)sg + sk + 2myy) < 1+ Lsprok + Im,
schreiben. Diese Ungleichung ist d&quivalent zu:
(11.2.b) (L Gouro+ gouk — §se + fmyy) < 1+ fsarok + g,

Nun ist f = k oder f = rg und man sieht leicht, daf§ die linke Seite der Un-
gleichung (11.2.b) symmetrisch in k und r¢ ist. Deshalb resultiert daraus die
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Bedingung:
(11.2.c) fHis(fP=f)+3fm, <1+1im,.

Da wegen Proposition 9.1.1 m,, > m, gilt, kann die Ungleichung (11.2.c) fiir
f > 1 nicht erfiillt werden, d.h. es existieren Richtungen mit positiver holomor-
pher Bischnittkrimmung auf S.

Die Ungleichung (11.2.c) ist also dann und nur dann erfiillt, falls f = 1 gilt. Ist
aber f =1 erfilllt, so folgt daraus, dafl m,, < m, gilt und da ro > 3, folgt auch
k= f =1 und somit ¢y = sx = c1. Proposition 9.1.1 liefert m,, > m,, also
folgt insgesamt m,, = m,. Wegen Korollar 11.1.3 wissen wir, dafl auch die m;
fir ¢ € {1,...,r0} alle gleich sind. Somit haben die Raume 1. Art alle die gleiche
Dimension und auch die Raume 2. Art, die 2 beim Ubergang zu einer norma-
len J-Algebra zugeordnet werden, haben alle die gleiche Dimension ¢y. Mit Satz
7.2.1 folgt, daBl & quasisymmetrisch ist, also g=1 gilt. Dies ist ein Widerspruch
zur Voraussetzung ¢=2.

Fall V:

Gilt A° = [X,u, €] mit n = dimpX’ > 3, dann hat A° den Rang 2 und 2
hat folglich den Rang 3. Nach Theorem 3 von Tsuji in [TS891] (s. auch Satz
9.2.4) hat daher das zugehorige Siegelgebiet genau dann nicht-positive holomor-
phe Bischnittkriimmung, wenn es quasisymmetrisch ist, also gilt g=1, im Wider-
spruch zur Voraussetzung.

FallVI:

Der Fall, dafl ° = Herm(3,Q), tritt nicht auf, da keine nicht trivialen Darstel-
lungen (vgl. auch [J.A] S.63) von Herm(3, Q) existieren. Es gilt Az = 0, und ein
entsprechender symmetrischer Raum spaltet bei einem dazugehorigen Siegelge-
biet ab. Ein solches Siegelgebiet ist folglich nicht irreduzibel, im Widerspruch zur
Voraussetzung.

Wir haben somit fiir jede nach Satz 4.1.2 mogliche Wahl von 2A° als einfache
formal-reelle Jordan-Algebra die Aussage von Satz 11.2.2 gezeigt und folglich
insgesamt die Behauptung. O

Vorbereitungen fiir Satz 11.2.5:

Wir betrachten den Fall V des Satzes 11.2.2 nun im Detail und zeigen ohne die
Verwendung des Satzes 9.2.4, daf ein dazugehoriges homogenes Siegelgebiet mit
n.p.h.B. nicht existiert. Dariiber hinaus analysieren wir im Beweis des Satzes
11.2.3 die Feinstruktur des Darstellungsraums Az (s. auch Abschnitt 10.4) fiir
diesen Fall.

Anschlieflend stellen wir niitzliche Ungleichungen fiir den Satz 11.2.5 zusammen,
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in dem wir die Félle betrachten, bei denen 2A° nicht einfach ist. Die linken Seiten
dieser Ungleichungen werden alle von Bedeutung sein.

Satz 11.2.3 FEs existiert kein irreduzibles Siegelgebiet S mit n.p.h.B., so daf§ die
dazugehorige Algebra 2 vom q=2-Typ ist, wobei A" = R und A° = [X, u, €] gilt.

Beweis:

Wir nehmen an, daf} ein irreduzibles Siegelgebiet § mit n.p.h.B. existiert, zu dem
eine solche spezielle Algebra 2l vom g=2-Typ gehort. Es gilt Az # 0, denn S ist
irreduzibel (s. auch Satz 8.4.3).

Wir haben folgende Diagramme auf der Algebren- und normalen J-Algebrenseite

(s. Abschnitt 8.3):

R | Az
(11.2.(31) ( Ql% Q0 ) A n (az2+as)

Dabei haben die Réume ML (0 tas) und N, 4o, die Az zugeordnet wurden, die
konstante Dimension c1. Weil S irreduzibel ist, gilt 1> 0. Aufgrund des Satzes

9.1.2 bzw. des Lemmas 9.1.3 und der Zuordnung (11. 2. d) gilt immer:

(11.2.e) nas = N1z = c1, dimR(Ql%) = na3 + Nz und nyg = dimg(XX') — 2.
Da nqs # 0 gilt, liefert Proposition 9.1.1 auflerdem die Ungleichung

(11.2.1) niz > Nig.

A7 ist ein reeller Darstellungsraum von 21°. Die Dimension von A> gibt uns Aus-
1
kunft dartiber, wie grof3 c1 ist. Der Darstellungsraum 212 ist vollstandig reduzibel,

daher sind wir an den irreduziblen reellen Darstellungen von 2A° interessiert (s.

auch Abschnitt 10.4).

Dazu machen wir folgende Bemerkungen:

Die Signatur von g ist gleich (1, dimpX — 1) =: (1,p) (s. auch Satz 4.1.2). Man
setzt X' :={x € X|u(x,e) = 0} und sieht, daB p auf X’ negativ-definit ist. Weiter
setzt man p' := —p|x und entnimmt aus [DO79a] S.90, dafl wir die Darstellun-
gen der reellen Clifford-Algebra CI, (X, ii') untersuchen miissen, um etwas iiber
die Darstellungen von 2° zu erfahren. So entsprechen die irreduziblen reellen
bzw. komplexen Darstellungen von 2A° den irreduziblen reellen bzw. komplexen
Darstellungen von CI, o(X’, ) =: Cl, (s. Abschnitt 10.4).

Im folgenden sind wir an den reellen Darstellungen interessiert. Wegen Proposi-

tion 5.4 in [LAMIZBI] S.31 gilt, daB jede reelle Darstellung von Cl, die direkte
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Summe reeller irreduzibler Darstellungen ist. Die reellen irreduziblen Darstel-
lungen der Clifford-Algebren CI, sind bis auf Aquivalenz alle bekannt und wir
entnehmen das von uns dazu Benétigte aus [LAMZE9).

Bezeichnen wir mit k, die Anzahl der reellen irreduziblen Darstellungen von CI,
und mit d, deren reelle Dimension, so gilt

| 2, wenn p+1=0(mod4)
(11.2.g) k, _{ oo
und
(11.2.h) dorsy = 2%d, mit b > 1, ¢ > 0 und mit

1011213141567 8
d; | 112414 |8[8]8|8]|16

(s. dazu z.B. [LAMZB9] Theorem 5.7-8, S.32-33).
Bei der Analyse der reellen Darstellungen von Cl, bzw. 2° miissen wir zwischen
gerader und ungerader reeller Dimension n von X differenzieren.

V.1 Die reelle Dimension n von X ist ungerade:

Demnach gilt n = 20 + 1 mit [ > 1 und es folgt p = 2. Es gibt bis auf Aquiva-
lenz nur einen reellen irreduziblen Darstellungsraum (s. (11.2.g)). Fiir die reelle
Dimension dieses Raumes ergibt sich aus (11.2.h):

(11.2.0) dor — 2% falls | = 1(mod4) oder | = 2(mod4)
ol 27 2 falls { = 0(mod4) oder [ = 3(mod4).

Dies soll nun gezeigt werden. Gilt [ = i(mod4) mit ¢ = 1,2, dann folgt | = 4s 41
mit 0 < s € N und aus (11.2.h) folgt

(11.2.i1) dg[ — d85_|_22' — 245d2i — 2452i+1 — 21+1.

Gilt aber [ = j(mod4) mit 7 = 0,3, so folgt [ = 4s + 7 mit 0 < s € N und aus
(11.2.h) folgt nun

(11.2.i2) dg[ — d85_|_2]‘ — 245d2]‘ — 2452j — 21.
Aus (11.2.i1) und (11.2.i2) erhdlt man (11.2.i).
Wir erhalten die folgenden Fallunterscheidungen V.1a-b von V.1:

V.1a Die reelle Dimension des irreduziblen Darstellungsraumes ist 241 :

Nun gilt, daB A7 die k-fache Summe des irreduziblen Darstellungsraumes ist,
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deshalb erhalten wir:
(11.2.) dimg (A7) = k241 mit k > 1.

Daraus folgt mit (11.2.e), daf n;3 = k2! gilt, wobei aus (11.2.e) auch nyy = 20 — 1
folgt. Da k > 1 und [ > 1 gilt, folgt fiir alle Werte von k und [ k2' > 2] — 1,
was auch wegen (11.2.f) gelten muf, d.h. die Bedingung (11.2.f) schrankt den
Wertebereich von £ und [ nicht ein. Wir erhalten sogar fiir alle moglichen Werte

von [ und k, daf}
(11.2.k) k2t > 20 —1

gilt, wie man leicht sieht. Wir kénnen wegen (11.2.k) Lemma 9.2.3 anwenden,
demzufolge gilt

IA

ny + Ng

1 1 1 1 1 1
< 1+ 5(”12 + n3) + e + 1+ 5(”12 + n23) + e L+ 5(”13 + n23) + 1

& 4d44no 4+ 2my < mg,

ns

IA

wobei wir Korollar 11.1.3 a.) ausgenutzt haben, das m; = my liefert.

Da nqs # 0 gilt, liefert Proposition 9.1.1 my > ms, also wird die Ungleichung nie
erfiillt, d.h. & hat positive holomorphe Bischnittkriimmungsrichtungen im Wi-
derspruch zur Voraussetzung.

Wir erhalten die zu obiger Ungleichung dquivalente Bedingung

(11.2.1) 2 + 12 + %mg S 1 + img.

Die linke Seite der Ungleichung (11.2.1) werden wir in einer analogen Form in
Satz 11.2.5 benutzen. In dem von uns betrachteten Fall ist (11.2.1) &quivalent zu

(11.2.m) 1420+ Lmy <14 tmas.

V.1b Die reelle Dimension des irreduziblen Darstellungsraumes ist 2

Analog zum Fall V.1a gilt dimR(Ql%) = k2!, mit k> 1 (s. (11.2.j)) und [ > 3 wegen
(11.2.1). Unter Verwendung von (11.2.e) folgt n13 = 2/ und nyy = 20 — 1. Aus
(11.2.f) folgt, daB £2'=! > 21 — 1 gilt. Diese Bedingung schrinkt die Werte von k

gef. ein, was auch aus folgender Tabelle entnommen werden kann:

]2 [20—1=np | k | ns |
3] 4 5 >2] >4
41 8 7 >1] >8
7] 64 13 >1] >64
8| 128 15 >1]>128
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Gilt [ = 3, dann folgt aus (11.2.f), dafl 4k > 5 gilt und somit folgt & > 1. Auf-
grund der Bedingung (11.2.f) tritt der Fall, dafl { = 3 und k = 1 gilt, nicht auf.

Fiir [ > 4 und Vk > 1 gilt sogar k2'=* > 2/ —1, so daff wir Lemma 9.2.3 anwenden
konnen und somit resultiert ebenfalls die Ungleichung (11.2.m), die nicht erfiillt
ist. Wir erhalten wieder einen Widerspruch zur Voraussetzung, da § n.p.h.B. hat.

Gilt nun [ = 3, dann folgt k& > 2 und damit gilt sogar k2" > 2/ — 1, so daB wir
wieder Lemma 9.2.3, bzw. Korollar 11.1.3, da £ > 2 und rq = 2 gilt, anwenden
konnen, und wir erhalten die Ungleichung (11.2.m).

Weil diese nicht erfiillt ist, folgt, dafl S auch positive holomorphe Bischnittkriim-
mungsrichtungen besitzt im Widerspruch zur Voraussetzung.

V.2 Die reelle Dimension n von X ist gerade:

Sei nun n = 2{ + 2, mit [ > 1, dann gilt dimp X’ = 2l + 1 = p. Bzgl. der An-
zahl der reellen irreduziblen Darstellungen von Clyy; kann man zwei Falle in
Abhéngigkeit von [ unterscheiden (s. (11.2.g)). Ist [ ungerade, dann gibt es zwei
nicht dquivalente reelle irreduzible Darstellungen; fiir ein gerades [ existiert nur
eine solche Darstellung.

Fiir die Dimensionen der Darstellungsrdume in Abhéngigkeit von [ gilt:

2% falls L = 0(modd), | = 1(modd), oder | = 2(mod4)
(11.2.n) a1 = { 2 falls | = 3(modd),

Dies kann wie folgt gezeigt werden: Gilt [ = i(modd) mit i = 0,1,2, so folgt
[=4s+1mit 0 < s e N, fallsi =1oder i =2 bzw. 1 <s €N, falls : = 0 gilt,
und aus (11.2.h) folgt

(11.2.n1) d2[+1 = d85_|_22'_|_1 = 245d2i+1 = 2452i+1 = 21+1.

Gilt aber [ = j(mod4) mit j = 3, dann folgt { = 4s + j mit 0 < s € N, und aus
(11.2.h) ergibt sich nun

(11.2.n2) dyry1 = dsspajpr = 2%dyjq = 2427 =21,
Aus (11.2.n1) und (11.2.n2) folgt die Giiltigkeit von (11.2.n).

Unsere Vorgehensweise entspricht nun der des Falls V.1, und da wir diesen ausfiihr-
lich behandelt haben, verkiirzen wir jetzt die Darstellung. Die Dimension des
reellen irreduziblen Darstellungsraumes, die 2 oder 2/*! sein kann, ist das we-
sentliche Unterscheidungsmerkmal der zu betrachtenden Fille.

In Abhéngigkeit davon, welchen Wert [ annimmt, erhalten wir die zu (11.2.e,f,j)
analogen Gleichungen bzw. Ungleichungen.
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Falls [ ungerade ist, sind die k reellen irreduziblen Darstellungsrdume, in die
Az zerféllt, nicht notwendig alle isomorph. Dies ist aber in dem hier betrach-
teten Zusammenhang irrelevant, da die evtl. verschiedenen reellen irreduziblen
Darstellungsraume eines beliebigen, aber fest gewahlten, ungeraden [ die gleiche
Dimension haben.

Wir machen die folgenden Fallunterscheidungen V.2a-b im V.2 Fall:

V.2a Die reelle Dimension des irreduziblen Darstellungsraumes ist 241 :

Es gilt { = 0,1,2(mod4) (s. (11.2.n)), dime(A?) = k27" mit k > 1, nys = k2! >
2] = nqy (s. (11.2.e,f)j)), und es resultiert die folgende Tabelle:

‘l‘Ql‘nm:Ql‘k‘nlg‘

1] 2 2 >1] >2
21 4 1 >1| >4
4116 8 >1 > 16
532 10 >1|>32

Fiir alle [ > 4 und V k& > 1 gilt sogar k2' > 2[, und aus Lemma 9.2.3 resultiert
(s. auch (11.2.1)):

(11.2.0) 24204 tmy <1+ tms.

Die Ungleichung (11.2.0) folgt auch fiir [ = 1 oder I = 2 und Vk > 2 aus Korollar
11.1.3 b.). Da nas # 0 gilt, liefert Proposition 9.1.1 my > mg, deshalb ist (11.2.0)
nie erfiillt, was einen Widerspruch zur n.p.h.B. Eigenschaft von § zur Folge hat.
Es gibt Richtungen mit positiver holomorpher Bischnittkriimmung.

Falls[ = 1 oder [ = 2 und k = 1 gilt, dann folgt n12 = n13 = nas (s. auch (11.2.e)),
d.h. die Rdume 2. Art haben alle die gleiche Dimension. Aus Lemma 9.2.2 (oder
Korollar 11.1.3 b.)) resultiert, daf} fiir ¢ = 1,2 gilt

(11.2.p) ni<nsg < 1+ 1im; <14 tms.

n;s # 0 und folglich ergibt Proposition 9.1.1, dafl m; > mg gilt. Insgesamt folgt
nun m; = ms, und mit Satz 7.2.1 gilt nun, dal § quasisymmetrisch ist, d.h. ¢g=1
(s. Satz 7.1.4) im Widerspruch zur Voraussetzung ¢=2.

V.2b Die reelle Dimension des irreduziblen Darstellungsraumes ist 2

Nun gilt [ = 3(modd), dimR(Ql%) = k2" mit £ > 1, nys = k271 > 20 = nyy und
wir erhalten folglich die Tabelle:
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‘ l ‘ 21_1 ‘ N1y = 2l ‘ k ‘ 13 ‘
3] 8 6 >1] >3
6| 32 12 > > 32

1
1

Es gilt also fiir alle /, die zu diesem Fall gehoren, und Vk > 1 sogar k2/=! > 2.
Somit folgt aus Lemma 9.2.3, dafl (11.2.0) gilt. Von dieser Ungleichung wissen wir
aber, daf} sie nicht erfiillt wird und dafl aus diesem Grund positive holomorphe
Bischnittkriimmungsrichtungen auf § existieren im Widerspruch zur Vorausset-

zung, da & n.p.h.B. hat.

Wir haben damit die Aussage des Satzes bewiesen und den Darstellungsraum Az
fiir A° = [X, u, €] analysiert. O

Bemerkung:

(11.2.4) Der Satz 9.2.4 von Tsuji folgt nun leicht unter der Zuhilfenahme des
Satzes 11.2.3, wenn man zudem die Moglichkeiten fiir eine Algebra 2l vom Rang
3 und somit ¢ < 3 betrachtet.

Die Ungleichungen des Spezialfalls im Uberblick, fir den Fall daf 4° einfach ist:

Zusammengefafit erhalten wir im Fall V' die folgenden drei verschiedenen Unglei-
chungen, deren analogen linken Seiten wir in Satz 11.2.5 verwenden werden:

‘ Fall V H Ungleichung ‘
(11.2.m) || 1 + 21+ %mg <1+ img
(11.2.0) || 2420+ %mg <1+ img
(11.2.p) 1+ img <1+ img

(11.2.9)

(11.2.a) ist die Ungleichung fiir den Fall /. Indem wir in (11.2.c) einfach sy ent-
sprechend einsetzen, erhalten wir die Ungleichungen fiir die verschiedenen Fille
IL-TV. Insgesamt ergibt sich:

‘ Fall H Ungleichung ‘
1 14 im1 <1+ imz
(11.2.r) 1|57 + 1) + 4 fme, <1+ 5m,
mr P4+ 2 my, <14 1m,
v 2f2—f—|—ifm,,0§1—|—im,,

Um die Diskussion der Raume, zu denen ein Diagramm wie in (11.1.a) gehort,
abschlielen zu koénnen, benoétigen wir eine leichte Modifizierung der fiir n.p.h.B.
notwendigen Bedingung des Korollars 11.1.3. Diese soll nun angegeben werden:

Korollar 11.2.4 Set § ein irreduzibles Siegelgebiet vom Rang r mit n.p.h.B.
und A sei die dazugehorige Algebra vom ¢=2-Typ, zu der das Diagramm (11.1.a)
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1

gehort. Sei weiter 1 € {2,...,t + 1} mit A = [X,u, €], und A2 sei nur ein
einfacher reeller irreduzibler Darstellungsraum von A%, d.h. fi = 1. Dann gilt:
1
a.) Die Dimension der Riume 2. Art, die zu U2 gehoren, ist mindestens so grofl
wie die Dimension des Raumes 2. Art, der zu A gehort.

1
b.) Falls die Dimension der Riume 2. Art, die zu A2 gehoren, echt grofier ist
als die Dimension des Raumes 2. Art, der zu A gehort, dann gilt:

41
> JiN; +2N; <n,.

J#e
D.h. in der fir n.p.h.B. notwendigen Bedingung des Korollars 11.1.3 kann
der Summand f;N; durch 2N; ersetzt werden. Da f; =1 gilt, folgt, daf$ die
neue Bedingung stirker ist als die des Korollars 11.1.3b.).

Beweis:

Wir betrachten ein zu (11.1.a) gehoérendes Diagramm der Dimensionen einer zu
S gehorenden normalen J-Algebra. Diese Zuordnung sieht lokal, also an der uns
interessierenden Stelle, wie folgt aus:

1 1 1
3 3 3 1
R[5 - Ax o AR
Az 0 Qo 0 o | et |1
" " Rpr o Mppyr 1
1 . . . L
2 0
Az, 00 0 e AT ni, | - . o

Nun gilt wegen Lemma 9.1.3 n,41, = n, # 0, wobei die Verschiedenheit von
Null eine direkte Folge der Irreduzibilitat von § ist. Es gilt p < p+ 1 < r und
np+1, 7 0, deshalb ergibt Proposition 9.1.1

(11.2.5) Npr > Ny pt1-

Aus (11.2.s) folgt sofort a.).

Zu b.): Gilt nun n,. > npper und nypp, # 0, so folgt, dafl die lineare Abbil-
dung 7, € N aptar) [J 2, Xpi1r] € N (g nicht fiir alle 0 # X, 41, €
Moo tan) injektiv ist. Somit folgt, daBl es ein 0 # X, € ny ) gibt, so daf}
[J X ey Xpg1,r] = 0 gilt.

Wir setzen im Beweis des Satzes 11.1.2 nun K; = {X,,, X, 41, } und alle anderen
Mengen K; mit ¢ # 5 € {2,...,t+ 1} wéahlen wir wie dort; dann erhalten wir, daf

ap+ar

t+1 f;

Yorng+ nyFny <n,
J;2 =1 SN———

FELS

vom Faktor 1
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gilt. Mit den Ergebnissen von Korollar 11.1.3 a.) gilt n, = n,41 = N;, und aus
der notwendigen Bedingung in b.) von Korollar 11.1.3 wird nun

i+1
> JiN; +2N; <n,.
=2
J#e

Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung:

(11.2.9) Falls in Korollar 11.2.4 a.) die Dimensionen der Wurzelrdume 2. Art
{ibereinstimmen, dann ist A% isomorph zu Sym(2,C) bzw. zu Sym(2, H), was
auch leicht der Tabelle des Falls V.2a (S.116) entnommen werden kann.

Wir kénnen nun unsere Ausfithrungen zu dem speziellen Fall, den wir mit Satz
11.1.2 begonnen haben zu betrachten, abschlieflen.

Aufgrund des Satzes 11.2.1 und (11.2.a) gilt vy = @D!E; ¢:, wobei p; eine Dar-
stellung von A% in Sym(W;, p;) ist. Durch den Beweis des Satzes 11.2.2 kennen
wir den Raum 2% genau.

Satz 11.2.5 FEs existiert kein irreduzibles homogenes Siegelgebiet S vom Rang r
mit nicht-positiver holomorpher Bischnittkrimmung, bei dem die Algebra 21 vom
q=2-Typ ist, so daff A = R und A° die Summe von mindestens zwei einfachen
formal-reellen Jordan-Algebren ist.

Beweis:

Wir beweisen die Aussage des Satzes, indem wir zeigen, daf} die notwendige Be-
dingung fiir n.p.h.B. des Korollars 11.2.4 b.) nicht erfiillt ist.

Dazu nehmen wir an, dal 2A° mindestens die Summe von zwei einfachen formal-
reellen Jordan-Algebren ist, d.h. ¢ + 1 > 3 (s. (11.1.a)). Wir nehmen weiter an,
daBl § ein zugehoriges, irreduzibles homogenes Siegelgebiet mit n.p.h.B. ist, und
wir benutzen die in Satz 11.2.2 vorgenommene Einteilung in die Félle I- VI, wobei
auch hier ein Faktor, der dem Fall VI zugeordnet werden kann, nicht auftritt (s.
dafiir den Beweis des Satzes 11.2.2, Fall VI).

Fiir allel € {2,...,t+1} sind die Dimensionen der Raume 2. Art, die in dem Dia-

1

gramm (11.1.a) den Peirce-Rédumen A7 bzw. ) zugeordnet werden, jeweils alle

gleich (s. Lemma 9.1.3 und Satz 4.1.2) und von Null verschieden. Wir notieren
1

diese Dimensionen mit ¢? bzw. ¢}. Dabei gilt cl% > 0, weil § irreduzibel ist (s.
Satz 8.4.3). Wegen Korollar 11.1.3 sind die Dimensionen m, der Raume 1. Art
mit ¢ € M; alle gleich. Deshalb setzen wir Vg € My, my = my.

Die dem 2z Raum via (8.3.e) zugehorigen Raume 2. Art haben alle den Index r,
der dem Rang von § entspricht (s. auch (8.3.f)), und dies sind auch die einzigen
Wurzelrdume, die Az zugeordnet werden.
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Wir wenden Korollar 11.2.4 b.) an, indem wir {iber alle Faktoren einfacher formal-
reeller Jordan-Algebren in 2° summieren und erhalten:

(11.2.t)

1 0o, & I
2 A 5= 1)+ ef) o gmi)

Summanden der Falle -1V

1 L. 11
t LS g dimay = 2) 4 qdim(U]) + gm)
J

Summanden des Falls V'

1 1 1
+ Z(dim]RXS + §dimm(9l§) + §m5)

S

Summanden des Falls V,

L . 1. o1
+ Z(l + §(dzmm?(o —-2)+ Zdlmm(glg) + Zmo)
Summanden des Falls V,
1 1] . 1 1 , 1 1 , [
< 14 5 > e + 5 > dime (A7) + 5 > dimg(AZ) + 5 > dimg (AZ) —I—Zm,,.
7 7 s o
LIV v V, Vi

Beschreibung von (11.2.t) und der Verdinderungen, die zu (11.2.u) fihren:

Dabei bezeichnen wir in (11.2.t) mit V, bzw. V; diejenigen Faktoren vom Typ V/,
fiir welche die Bedingung a.) des Korollars 11.2.4 erfiillt ist, wobei V, insbeson-
dere solche Félle bezeichnet, bei denen die Dimensionen der Réume 2. Art gleich
sind (s. auch (11.2.9)). Zusammengenommen sind V, und V; alle méglichen Félle
vom Typ V, fiir die f; = f, = 1 gilt (fiir die Indizes s, o siehe (11.2.t)).
Demzufolge und weil der Rang einer Algebra vom Typ V Zwei ist, tragt offen-
sichtlich die mit V' gekennzeichnete Summe fiir diejenigen Faktoren vom Typ V
Rechenschaft, fiir die Vj f; = 2 gilt. Deshalb entspricht die Form eines Sum-
manden in V' der eines Summanden in V, und umgekehrt. Aus diesem Grund
bezeichnen wir diese Summanden als Summanden eines neuen Typs, den wir V.
nennen. Es gilt also V. =V U V,.

In der Summe iiber die Falle -1V gilt: Falls der Summand dem Fall I zugeordnet
werden kann, gilt r; = 1. Fiir die Félle [V gilt bekanntlich immer r; > 3. Wir

bezeichnen mit k; die Anzahl der reellen irreduziblen Darstellungen, in die 2A?
zerfillt und mit s/ den entsprechenden Faktor in Abhingigkeit des Kérpers K,

: , , 1 : ,
d.h. sf =1, s{. = 2 und s, = 4. Demnach gilt ¢; = sik;, c? = 5.
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Dieses setzen wir fiir die Falle /-V in (11.2.t) ein und erhalten:

(11.2.u)

S A0 (= s+ sike) + g

7

Summanden der Falle -1V

1 i 1
+ Z(dim]RXd + §dimm(9l§) + §md)
d

Summanden des Falls V,

L, . L. 1o 1
+ > 1+ §(dzmm?(o —-2)+ Zdlm&(%) + Zmo)

[

Summanden des Falls V,

1 : 1 . L 1 . 1 1
< 1+ 5 Z Syrik; + 5 Z dimg (A7) + 5 Z dimg(A2) —I—Zm,,.
7 d o

LIV V. Vi

Vergleich der beiden Seiten in (11.2.u):

Auf der rechten Seite der Ungleichung (11.2.u) kommen 1 und imr genau einmal
vor. Dazwischen stehen die Summen iiber Summanden, die von den Dimensio-

nen derjenigen Wurzelrdume verursacht werden, welche den Qll;_l Réaumen (s. auch
(11.1.a)) mit [ € {2,...,t 4+ 1} zugeordnet werden.

Es gibt demzufolge ¢ solcher Summanden auf der rechten Seite und jedem sol-
chen Summanden kann in eindeutiger Weise ein bzgl. des Indexes entsprechender
Summand der linken Seite zugeordnet werden; wir haben also ¢ solcher Paare von
zugeordneten Summanden.

Sei nun [ € {2,...,t + 1} beliebig, aber fest gewahlt, dann betrachten wir das zu
[ gehorende Paar.

Paare vom Typ V., Vy:

Fiir V. sehen wir sofort, dafl sich auf der linken und rechten Seite von (11.2.u)
die Summanden vom Typ %dimﬂ@lé alle wegkiirzen lassen.

Wegen Korollar 11.2.4 wissen wir, daf} fiir die Summanden in Vj, fiir jedes o je-
weils die Dimensionen der Raume 2. Art in Qlé und in A, gleich sind. Folglich
gilt dimg(X,) —2 = %dimm(glé). Setzen wir dies in (11.2.u) ein, so sehen wir, daf

sich Vo die Summanden %dimﬂ@lé ebenfalls herauskiirzen lassen.
Bei den Summanden in V. unterscheiden wir kiinftig zwischen gerader 2u 42 und

ungerader 2u + 1 Dimension von X, dabei gilt u > 1.
Auf der linken Seite bleiben schliefilich fiir die Félle des Typs V' die zu den linken
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Seiten der Ungleichungen (11.2.q) analogen Summanden stehen.

Paare vom Typ I-1V:

Wir vergleichen nun die folgenden Summanden von (11.2.u):

(11.2.v) fl+ 5((r = Vs + siky) + )
< Ji+ 3 firsk 4 % fikusl — L fisk + 5 fimy

mit

(11.2.w) Thyryst .

Betrachten wir die Ungleichung (11.2.b) fiir die Falle [I-IV der Situation im ein-
fachen Fall, so sehen wir zum einen, daf} sich die rechte Seite von (11.2.b) nur
um zwei Summanden von (11.2.w) unterscheidet und zum anderen, daf§ die linke
Seite von (11.2.b) bis auf den Index mit (11.2.v) iibereinstimmt.

Nun gilt f; = k; oder f; = r;. Daher ist (11.2.v) dquivalent zu

kl + %kﬂ“lSé§ + %klz ]% — %kls]i{ + iklml
oder zu

T+ %kmsﬂl§< + %rlzs]i{ — %rlsﬁl§< + irlml.
Gleichgiiltig, welcher Fall von beiden eintritt, es kiirzt sich (11.2.w) in (11.2.u)
heraus. Dies lehrt auch schon (11.2.b). Auf der linken Seite von (11.2.u) bleibt
dann die zu (11.2.c) analoge linke Seite iibrig. Aufgrund der verschiedenen Méglich-
keiten fiir K entspricht dieser Summand dann einer der linken Seiten von (11.2.r).
Im Fall [ gilt r; = 1 = f; und wir setzen sy = 1, denn & soll der reellen Dimension

des Darstellungsraumes Qli, >~ R* entsprechen. Deshalb entspricht (11.2.v) nun
1+ %kl + iml und (11.2.w) wird zu %kl. Offensichtlich hebt sich bel einem solchen
Paar 1k in (11.2.u) heraus. Man erhilt die linke Seite der ersten Ungleichung
von (11.2.r).

Kiirzen wir nun, wie oben beschrieben, die Ungleichung (11.2.u) fiir jeden ein-
zelnen Summanden und benutzen fiir die moglichen verschiedenen Falle I-V die
analogen linken Seiten der Ungleichungen (11.2.q,r), so folgt:

(11.2.x)

1

1 L, 1
(L gma)+ 35U+ 1)+ Jfim;

? J

R-Summanden Sym(r;,R)-Summanden
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1 1
+ Zfi"’zfnmn ‘|‘22f;_fp+1fpmp
n p

Herm(r,,C)-Summanden  Herm(r, H)-Summanden

1 1 1
+ Y (142u+ 5ms) + d242u+ 57) + >+ 7
s k t

Ve-Summanden V.-Summanden Vp-Summanden

1

u>1und Ve {2,...t+ 1} gilt f; > 1. Well fiir die Wurzelrdume Nita,) # 0

gilt, was aus der entsprechenden Bedingung fiir die Peirce-Raume in Az impli-
ziert wird, deren Nichtverschwinden sich durch die vorausgesetzte Irreduzibilitat
begriindet, liefert Vi € {1,...,r — 1} Proposition 9.1.1 m; > m,.

Damit folgt, daff die Ungleichung (11.2.x) offensichtlich nicht erfiillt wird sobald
21° mindestens zwei Summanden besitzt. Dies wiederum hat zur Konsequenz, daf
J invariante Ebenen mit positiver holomorpher Bischnittkriimmung existieren.
Folglich existiert kein irreduzibles Siegelgebiet S mit n.p.h.B., zu dem eine solche
spezielle Algebra 21 vom ¢=2-Typ gehort und dies ist die Behauptung. a

11.3 Weitere Spezialfille

Wir beschlieBen dieses Kapitel mit den Untersuchungsergebnissen zu der Frage
nach der Existenz von nicht-positiver holomorpher Bischnittkriimmung bei zwei
weiteren Spezialfillen. Diese werden hier vor ihrem eigentlichen relevanten Auf-
treten in Kapitel 12 behandelt.

Lemma 11.3.1 Sei § ein irreduzibles Siegelgebiet vom Rang r und

1

R 0 2,

1

A ~ 0 R 2,
T T

Y Y 0
2 2

31 32‘9l

sei die dazugehdrige Algebra vom q=2-Typ, wobei ™A° cine einfache formal-reelle

Jordan-Algebra vom Rang ro ist. Des weiteren setzen wir voraus, daf$ die Riume
1

2. Art, die A% mit 1 € {1,2} und A° (soweit sie in A existieren, d.h. falls ro > 2

gilt) zugeordnet werden, alle die gleiche konstante Dimension ¢ haben.

Dann folgt, dafi S positive holomorphe Bischnittkrimmungsrichtungen besitzt.

Beweis:

Da § irreduzibel ist, folgt mit Lemma 9.1.3 und Satz 8.4.3 ¢ > 0. Wir neh-
men an, daf} & n.p.h.B. hat. Dann gehen wir iiber zu einer normalen J-Algebra,
andern die Indizes (s. Abschnitt 8.3) und erhalten das folgende Diagramm mit
den Dimensionen der entsprechenden Wurzelraume:
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m, 1

me_1 0 1

My_2 | Ny—_2r Nyp_2,r-1 1

My_3 | Ny_3r Nyp_3,r-1 Np_3,,—2 1

my Nir Nir—1 Nir—2 nip-3 - 1

Fiir die Raume 2. Art mit ¢ # j, 1,5 € {1,...,r} gilt n;; = ¢ > 0. Da n; ;41 # 0 fiir
1 =1,...,r — 2 gilt, ergibt Proposition 9.1.1 fiir die Dimensionen m; der Rd&ume
1. Art my > mgy > ... > m,_;. Insbesondere folgt somit

(11.3.&) my_o Z me_1,
und da n,_3,-1 # 0 gilt und S n.p.h.B. hat, liefert Lemma 9.2.2
(11.3.b) Nyr_2 S Nr_1.

Nun liefert die Definition 8.2.2 der Einsteinkoeffizienten
Np_o = 1+ %(r —1l)e+ im,,_g und n,_; =1+ %(r —2)c+ im,,_l
und (11.3.b) ist folglich dquivalent zu
e + my_2 S my_1.
Nun gilt (11.3.a) und ¢ > 0. Demnach ist die fiir n.p.h.B. notwendige Bedingung
(11.3.b) nicht erfiillt; demzufolge hat das Siegelgebiet S auch positive holomorphe

Bischnittkriimmungsrichtungen im Widerspruch zur Annahme und die Behaup-
tung ist gezeigt. O

Wir kommen zu unserem letzten zu behandelnden speziellen Fall:

Lemma 11.3.2 Sei S ein irreduzibles Siegelgebiet vom Rang r mit n.p.h.B.. Wei-
ter sei A die dazugehorige Algebra vom q=2-Typ, zu der das Diagramm

o (2 Az

2z | A

gehért. Dabei sind A° bzw. AL einfache formal-reelle Jordan-Algebren vom Rang
ro bzw. ry > 2. Auflerdem setzen wir voraus, daf$ die Dimensionen der Az und
A° (soweit sie in A° existieren, d.h. ro > 2) zugeordneten Rdume 2. Art alle
gleich ¢ sind.
Dann haben die Riume 2. Art, die A zugeordnet werden, auch die Dimension c.

Beweis:

Da § irreduzibel ist, folgt mit Satz 9.1.2 und Satz 8.4.3, daBl ¢ > 0 gilt. Wir
erhalten in diesem Fall beim Ubergang von 2 zu einer zugehérigen normalen
J-Algebra s das Diagramm:
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nrr nr,r—s
1 1
nr—s r ) nr—s r—s
I I 0 0
2 2
nr—s—l,r e nr—s—l,r—s nr—s—l,r—s—l o 117’—5—1,1
1 1 0 0
2 2
ny, Ny 1r—s—1 ny,

Dabei gilt s =r; —1 > 1, dar; > 2 gilt und r — s — 1 = rg. AuBlerdem schreiben

wir abkiirzend n;; fir N (ta)s Vi,j € {1,...,r}, wobei wir diese Raume je nach

Zugehorigkeit zu A°, Az oder A mit einem Superskript 0,3 oder 1 versehen.
Nach Voraussetzung gilt dimg(n;;) = ¢ Vi # j mit 1 € {1,...,r —s — 1} und
Je{l, .. r}

21! ist eine einfache formal-reelle Jordan-Algebra mit Rang r; > 2, folglich ha-
ben die Riaume 2. Art, die zu ' gehoren, alle die gleiche von Null verschiedene
Dimension, die wir mit e bezeichnen (s. Satz 4.1.2). Es geniigt somit zu zeigen,
daB ein Raum 2. Art, der zu 2A' gehért, die Dimension ¢ hat.

Es gilt (%) n? # 0 und wegen Proposition 9.1.1 gilt deshalb

r—s—1,r—s
(11.3.¢) Nps—1p = C > Nyp_gs, = €.

Auflerdem folgt, weil (%) gilt und & n.p.h.B. hat, aus Lemma 9.2.2, daf} die Ein-
steinkoeffizienten n,_,_1, n,_s die Ungleichung n,_,_; < n,_, erfiillen. Dies ist
aquivalent zu:

1+ %(r —1l)e+ im,,_s_l <1+ %(r —s—1)e+ %Se + im,,_s.
Also gilt

2sc + My_s—1 S 2se + mMy_s
(11.3.d) & 25c+mp_gg — my_, < 2se.

Nun liefert wegen () Proposition 9.1.1 auch, dal m,_s_; > m,_; gilt und somit
ist in (11.3.d) m,_s—1 — m,_s > 0. Weiter folgt nun aus (11.3.d), dafl e > ¢ gilt
und insgesamt erhalten wir mit (11.3.c) e = ¢, was zu zeigen war. O

Korollar 11.3.3 Sei S ein homogenes Siegelgebiet und 2 die dazugehorige Al-
gebra. Des weiteren sollen S und 2 die Bedingungen des Lemmas 11.3.2 erfillen.
Dann folgt, daf die Riume 1. Art alle die gleiche Dimension haben.

Beweis:

Aufgrund des Lemmas 11.3.2 gilt, dafl die Raume 2. Art alle die gleiche Dimen-
sion ¢ > 0 besitzen.

Seinun ¢,j € {1,...,r} mit ¢ # j beliebig, aber fest gewahlt. Ohne Einschrankung
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sei ¢ < j. Das Siegelgebiet § hat nach Voraussetzung n.p.h.B.. Daraus und da
n;; # 0 gilt, liefert Lemma 9.2.2 n; < n;.

Aus n;; # 0 alleine folgt wegen Proposition 9.1.1

(11.3.e) m; < mi.

Nun gilt nach der Definition der Einsteinkoeffizienten (s. Definition 8.2.2) und
weil die Dimension jedes Raumes 2. Art ¢ entspricht

= (= Detm

n; = 5(" ¢t gm
1 1

n; = 1—|—§(r—1)c—|—1mj.

Die Bedingung n; < n; ist fiir die hier betrachtete Situation deshalb offensichtlich
aquivalent zu

(113f) m; S my,

also folgt aus (11.3.e-f) m; = m;.
Insgesamt folgt, da i, 7 beliebig gewéhlt waren, dafl m; = my = ... = m, gilt und
somit ist die Behauptung gezeigt. O

Wir konnen nun zusammenfassend formulieren:

Satz 11.3.4 FEs gibt kein homogenes Siegelgebiet, das den Bedingungen von Lem-
ma 11.3.2 geniigt.

Beweis:

Die Rédume 2. Art haben alle aufgrund des Lemmas 11.3.2 die gleiche, von Null
verschiedene Dimension. Mit Korollar 11.3.3 wissen wir, da} die m; fir ¢ €
{1,...,r} alle gleich sind. Aus Satz 7.2.1 folgt, daBl S schon quasisymmetrisch
ist, also gilt ¢=1 (s. Satz 7.1.4). Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, da
q=2 gilt. O
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12 Zur Krimmungsvermutung

Wir haben nun alle Ingredienzen zusammengetragen, um die Vermutung zu bewei-
sen, dafl jedes homogene Siegelgebiet mit nicht-positiver holomorpher Bischnitt-
kriimmung in der Bergmannmetrik schon ein quasisymmetrisches Siegelgebiet ist.

12.1 Reduktion

In diesem Abschnitt zeigen wir, daBl es geniigt, die Siegelgebiete vom ¢=2-Typ zu
betrachten, anstatt die Menge aller homogenen Siegelgebiete. Wir kénnen also die
Menge der zu untersuchenden Siegelgebiete reduzieren.

Satz 12.1.1 (g-Reduktion) Wenn es kein Siegelgebiet S vom g=2-Typ mit
nicht-positiver holomorpher Bischnittkrimmung in der Bergmannmetrik gibt, so
existiert auch kein Siegelgebiet vom q > 3-Typ mit dieser Krimmungseigenschaft.

Beweis:
Induktion nach g

Sei § ein Siegelgebiet vom ¢ > 3-Typ mit n.p.h.B. und

A A - Ay
A Ql.m Qllzz ‘ Ql.Qq
Ap A - AUy

die dazugehorige Algebra. Wegen Satz 3.2.5 gilt 24, # 0.

Induktionsverankerung

Gilt g=3, dann realisieren wir das Gebiet & mit f = Idgy,,, dem Einselement
von Ay, als Siegel-11I-Gebiet via Satz 10.1.1. Der Faserraum Sy ist ein Siegel-
gebiet vom ¢=2-Typ. Die induzierte Metrik auf Sy ist nach Korollar 10.2.3 die
Bergmannmetrik. Auflerdem hat Sy nach Korollar 8.1.4 n.p.h.B., und &y ist vom
q=2-Typ. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes, da Siegel-
gebiete vom ¢=2-Typ mit n.p.h.B. nicht existieren.

Schlufl von n nach n+1

Sei nun ¢ = n + 1, so ist nach Korollar 10.2.3 und Korollar 8.1.4 der Faserraum
8o der Siegel-1TI-Realisierung des Gebietes S via f = [Idy,,, dem Einselement
von A1, vom g=n-Typ mit n.p.h.B..

Nach der Induktionsvoraussetzung existiert aber kein Siegelgebiet vom g=n-Typ
mit n.p.h.B..

Mit diesem Widerspruch ist der Satz gezeigt. Es gibt also kein Siegelgebiet vom
echt grofleren Typ als Zwei mit n.p.h.B., wenn der ¢=2-Typ nicht existiert. O
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Bemerkungen:

(12.1.«¢) Unter der Voraussetzung, daBl es kein ¢=2 Siegelgebiet mit n.p.h.B.
gibt, kénnen wir fiir ein beliebiges Siegelgebiet & mit n.p.h.B. und ¢ > 3 auch
folgendermafBen den Widerspruch herleiten:

Wir verkleinern den ¢-Typ sukzessive und erhalten ein Gebiet, das n.p.h.B. be-
sitzt und vom ¢g=2-Typ ist. Dazu wéhlen wir immer f gleich dem Finselement von
2Uy; der Ausgangsalgebra 21 und wenden das Standardargument ST A an (siehe
den Beweis des Satzes 12.2.1). Der Faserraum & ist vom ¢-1-Typ mit n.p.h.B..

Die Algebra o(f) des Faserraums nehmen wir sodann als Ausgangsalgebra 2
und fithren das gleiche wieder durch.

Daraus resultiert nach endlich vielen Schritten (g-2-Schritte) ein Siegel-I11-Gebiet
mit einem Faserraum vom ¢=2-Typ mit n.p.h.B.. Ein solches Gebiet existiert aber
nicht nach Voraussetzung.

(12.1.8) Man konnte versucht sein, einen &hnlichen Beweis fiir den Fall der
Schnittkriimmung auszufithren. Allerdings hat die Faser bei der Siegel-ITI-Reali-
sierung nicht notwendig nicht-positive Schnittkriimmung, so dafl man die Reduk-
tion nicht durchfithren kann.

Nach dem Ergebnis von D’Atri und Miatello ist ein Siegelgebiet mit nicht-positiver
Schnittkriimmung schon symmetrisch (s. (Sym.7) im Satz 7.3.1).

12.2 Beweis der Kriimmungsvermutung

Nach Satz 12.1.1 geniigt es fiir einen Beweis der Kriimmungsvermutung, die Klas-
se der homogenen Siegelgebiete vom ¢=2-Typ (s. Definition 8.4.1) zu betrach-
ten. Demzufolge beruht schliefilich der Beweis der Krimmungsvermutung dar-
auf zu zeigen, dafl keine ¢=2-Typ Siegelgebiete mit nicht-positiver holomorpher
Bischnittkriimmung existieren.

Nachdem wir dies gezeigt haben, geben wir daraus resultierende Folgerungen an.

In einigen Féllen vom g=2-Typ sind die R&ume Riemannsche Produkte, bei denen
dann einige oder alle Faktoren quasisymmetrische Raume sind. Es geniigt dann
immer, die irreduziblen Faktoren vom ¢=2-Typ zu betrachten (s. auch Abschnitt
6.6).

An vielen Stellen wird die Argumentation ohne die Betrachtung der zu den Réum-
en 1. Art einer normalen J-Algebra zugehérigen Raume U; (s. (10.3.b)) durch-
gefithrt, da die Argumentation nicht von diesen abhéngt (s. auch Abschnitt 10.3).

Wir kénnen nun unser Hauptresultat formulieren:

Satz 12.2.1 Ist S ein homogenes Siegelgebiet mit nicht-positiver holomorpher
Bischnittkrimmung bzgl. der Bergmannmetrik, dann ist das Gebiet vom g=1-
Typ. Das Gebiet ist also ein quasisymmetrisches Siegelgebiet.
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Bemerkung zum Beweis:

(12.2.a) Um diesen Satz beweisen zu kénnen, benutzen wir die Algebra 2, die
man jedem homogenen regularen Kegel zuordnen kann. Jeder solchen Algebra
entspricht ein Diagramm und jedes Diagramm steht fiir eine Klasse von Siegelge-
bieten, die zu diesem Diagramm bzw. zu der Algebra gehoren. Uber die Algebren
2 erhalten wir Zugriff auf alle homogenen Siegelgebiete, und wir kénnen dadurch
Aussagen tiber die holomorphe Bischnittkrimmung aller homogenen Siegelgebie-
te machen.

Eine Ausschopfung aller méglichen Algebren und somit Siegelgebiete erhalten
wir, indem wir die reelle Dimension der Algebra erhéhen. Dabei konzentriert sich
die Dimensionsbetrachtung auf zwei wesentliche Félle, ndmlich auf den Fall, bei
dem 2 die Dimension Eins hat (Induktionsverankerung) und auf den Fall echt
groflerer Dimension als Eins (Induktionsschritt). Bei dem zweitgenannten Fall
wird ein induktives Argument ST A, von dem wir eine analoge Form in (10.2.c)
erlauterten, in Verbindung mit den Ergebnissen des 11. Kapitels zum Ziel fiithren.

Induktiver Beweis des Satzes 12.2.1 iiber die reelle Dimension von % :
Die Dimension von U ist gleich Fins (Induktionsverankerung)

Gilt dimp®2l = 1, so entspricht ein beliebiges dazugehoriges Siegelgebiet S einem
komplex-hyperbolischen Raum. & hat folglich n.p.h.B. (s. Satz 7.3.1), ist quasi-
symmetrisch und 2 als Algebra ist wegen des ersten Struktursatzes (s. Satz 4.1.2)
isomorph zur einfachen formal-reellen Jordan-Algebra R.

Vorbereitungen

Wir formulieren nun ein wichtiges induktives Argument fiir den Beweis der Kriim-
mungsvermutung, das wir im nachfolgenden stindig anwenden werden und dessen
Prinzip wir auch schon fiir den Beweis des Satzes 12.1.1 verwendeten.

Der STANDARDSCHLUSS oder das STANDARDARGUMENT ST A

Sei 2 eine Algebra vom ¢ > 2-Typ mit beliebiger, aber fester reeller Dimension
n < oo. Die Induktionsvoraussetzung lautet, dafl alle homogenen Siegelgebiete
mit n.p.h.B., die zu einer Algebra niedrigerer Dimension als n gehoéren, schon
quasisymmetrisch sind. Sei nun § ein zu 2 gehoérendes homogenes Siegelgebiet
mit n.p.h.B.. Weiter sei f ein Idempotent (s. auch (10.2.8)) aus ;1 # 0 (s.
Satz 3.2.5). Wir realisieren fiir dieses f nach Satz 10.1.1 S als Siegel-11I-Gebiet.
Der Faserraum Sy dieser Realisierung ist ein homogenes Siegelgebiet und besitzt
wegen Korollar 10.2.3 und Korollar 8.1.4 n.p.h.B.. & gehort zur Algebra 2o(f) C
2 (s. den Beweis des Satzes 10.2.1), einer Algebra niedrigerer Dimension als n und
ist folglich nach Induktionsvoraussetzung ein quasisymmetrisches Siegelgebiet. Ist
So aber quasisymmetrisch, so ist aufgrund des Satzes 10.2.1 die Algebra 2o(f)
eine formal-reelle Jordan-Algebra.
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Von hier an kénnen wir immer annehmen, dafl jedes betrachtete Siegelgebiet S
irreduzibel ist (s. Abschnitt 6.6), denn andernfalls kann man die Induktionsvor-
aussetzung auf jeden Faktor anwenden und erhélt ¢=1, womit der Beweis dann
beendet wére.

Die Irreduzibilitédt von S ist aufgrund des Satzes 8.4.3 fiir Siegelgebiete vom ¢g=2-
Typ gleichbedeutend damit, daff das Diagramm der zu S gehorenden Algebra A
nicht aufspaltet.

Die Dimension von U ist grofer Fins (Induktionsschritt)

Sei jetzt dimpRl > 1. Wenn ¢=1 gilt, dann ist jedes zu 2l gehorende Gebiet quasi-
symmetrisch (s. Satz 7.1.4). Nehmen wir an, dafl ¢ > 2 gilt. Wir wéhlen f gleich

dem Einselement von 2;; und wenden ST A an. Die Algebra q(f) = Zq: 25

ij>2
der Faser Sy ist eine formal-reelle Jordan-Algebra und somit ist Sp vom g=1-Typ.
Zudem gilt Ql%(f) = 2 j>2 % # 0, weil 2 nicht aufspaltet, und es folgt also, daf
2 vom ¢=2-Typ ist (s. auch Satz 12.1.1 und Definition 3.1.7).

Wir nehmen nun an, daf} zu der jeweils betrachteten Algebra 2 vom ¢=2-Typ ein
zugehoriges irreduzibles homogenes Siegelgebiet & mit n.p.h.B. bzgl. der Berg-
mannmetrik existiert. Diese Annahme fithren wir zu einem Widerspruch.

Der Fall g=2
Wir betrachten fiir 2 das Diagramm:
AL | Az
A ~ :
( Az | A )

Dabei sind ' und 2A° formal-reelle Jordan-Algebren, die nicht einfach sein miissen.
Deshalb ergeben sich die folgenden vier unterschiedlichen Falle:

‘ Fall H I ‘ 11 ‘ IT1 ‘ v ‘
A nicht nicht
einfach | einfach | einfach | einfach

P/ nicht nicht
einfach | einfach | einfach | einfach

Beweistibersicht

I Der erste Fall splittet sich wie folgt in die Félle [.1 und [.2 auf:
[.1 A habe mindestens drei Faktoren, dann erhalten wir ein Produkt von
quasisymmetrischen Rdumen, was sowohl ein Widerspruch zur Irreduzibi-
litdt, als auch zu g=2 ist.
1.2 A" habe zwei Faktoren; dieser Fall fithrt zu einer Algebra des II-Falls
oder wir erhalten einen Widerspruch zu ¢=2 oder zur Irreduzibilitat, d.h.
insgesamt, dafl dieser Fall nicht auftritt.
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IT Auch hier haben wir eine Aufspaltung in:
I1.1 2! habe mindestens drei Faktoren einfacher formal-reeller Jordan-Alge-
bren. Dies fiithrt zu einem Widerspruch zur vorausgesetzten Irreduzibilitat
der betrachteten Siegelgebiete, denn eine Algebra 2 mit einem solchen Dia-
gramm spaltet immer auf.
I1.2 /' habe zwei Faktoren, dann reduziert sich dieser Fall auf die Betrach-
tung des Spezialfalls, den wir in Lemma 11.3.1 behandelt haben.

ITI Das Diagramm von 2l spaltet nicht auf (s. Definition 8.4.2). Dieser Fall teilt
sich ebenfalls in zwei weitere Falle auf:
IT1.1 Besitzt ' einen Rang > 2, so handelt es sich aber bei 2l schon um
eine einfache formal-reelle Jordan-Algebra (Satz 11.3.4).
I11.2 Der Rang von A" ist gleich Eins; wir kénnen somit Satz 11.2.2 anwen-
den.

IV Im vierten Fall unterscheiden wir wieder zwei Félle:

IV.1 Zu diesem Fall gehoren die Algebren, bei denen der Rang von 2A!
mindestens zwei ist. Wir erhalten immer, dal ein Diagramm dieses Falls
aufspaltet, im Widerspruch zur Voraussetzung. Deshalb tritt dieser Fall
nicht auf.

IV.2 Der Rang von 2! ist Eins und fiir die holomorphe Bischnittkriim-
mungsuntersuchung der zu diesen Algebren assoziierten Siegelgebiete beno-
tigen wir Satz 11.2.5.

Die Fdlle im Detail
I-Fall

Nehmen wir zuerst an, dal 21! nicht einfach ist, so gilt nach dem zweiten Struk-
tursatz (s. Satz 4.2.1) A = AL, @ ... DAL, wobei die AL einfache formal-reelle
Jordan-Algebren sind. Wenn 2° ¢-Summanden einfacher formal-reeller Jordan-

Algebren besitzt, resultiert das folgende Diagramm fiir 2A:

1 1 1 1
1 2 2 2 2
Qlu 0 o 0 Q’lll,n-l—l Ql1l,n+2 Ql1l,n+3 Q’lll,n—l—t
1 1 1 1 1
0 9122 0 Q’l22,n—|—1 Ql%,n—l—? Q’lg,n—I—S Q’l22,n—|—t
'1 l‘ l‘ 1 1
2 2 2
0 0 Q’lnn Q’ln,n—l—l Q’ln,n—I—Q Q’ln,n—I—S Q’ln,n—l—t
T T T
2 2 2 0
Q’ln—l—l,l Q’ln—l—l,Q Q’ln—l—l,n Q’ln—l—l,n—l—l 0 0 0
1 1 1
2 2 2 0
Q’ln—I—Q,l Q’ln—|—2,2 Q’ln—I—Z,n 0 Q’ln—I—Q,n—I—Q 0 0
1 1 1
2 2 2 0
Q’ln—I—S,l Q’ln—|—3,2 Q’ln—I—B,n 0 0 Q’ln+3,n+3 0
l. l. l. i :
2 2 2
Q’ln—l—t,l Q’ln—l—t,? Q’ln-l-t,n 0 0 0 Q’ln—l—t,n—l—t
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Seiz € {1,...,n} beliebig, aber fest gewahlt. Wir definieren nun f; := Idgy —Idg |

wobei f; die Identitit von A" &}, ist und wenden ST A fiir diese f; an; es folgt,
daB:

1 1
1 1 L
Q’lii Q’lin—l—l e Q’lin—l—t
ji
A2 .| A .. 0
Ro(fi) ~ | | Tt
1
2 0
Q’ln-l—t,i 0 o Q’ln—l—t,n-l—t

eine formal-reelle Jordan-Algebra ist.
Fiir die Réume A2 in A2, die zu Ao (f;) gehoren, gilt bzgl. der Multiplikation
Ql?nl OQ[’?NQ C Q’lgan

Mit dem zweiten Struktursatz (s. Satz 4.2.1) gilt deshalb, dal 27, oder 22
gleich Null ist. Dies fithren wir fiir alle f; mit ¢ € {1,...,n} durch.
Fiir das Diagramm von 2 folgt nun, daf} es fiir jedes ¢ € {1,...,n} genau einen In-

dex [; gibt, so daf} le%l, # 0 gilt. Waren fiir ¢ € {1,....,n}und y € {n+1,...,n+1t}

= 0 fir alle ny,ny mit ny # ny und ny,ny € {n+1,...,n+1}.

alle Qlf_] = 0, dann wire im Widerspruch zur Annahme, § sei irreduzibel, ein
dazugehoriges Siegelgebiet das Produkt von 1QS.

1.1-Fall

Gilt n > 3, dann ist [; immer ungleich /;. Existieren ndmlich doch zwei Indizes
mit [; = [ fiir © # j, so wéhlen wir f als das Einselement eines dritten einfachen
Faktors und wenden ST A an. Es folgt fiir die dazugehorigen Peirce-Raume des

1oL 1 1 ‘ .
rechten oberen Blocks von 24z, 245 o 2% C 2, = 0, wie aus dem Diagramm

1 1
entnommen werden kann. Nach dem zweiten Struktursatz ist nun 247 oder A%,

gleich Null. Dies ist ein Widerspruch, denn die beiden Raume Qlf_l, und Qlfll waren
beide von Null verschieden.
Damit hat die rechte obere Matrix des Az Raumes in jeder Zeile und Spalte

hochstens einen Block # 0. Sei ) ein solcher Block, dann ist Q) = Qli mit ein-
deutig bestimmtem Tupel (ij).

QlZIZ + Qlf] + Ql?j ist ein direkter Summand von 2l. Wir wihlen [ = Tdgp — Idy
und wenden dafiir ST A an. Folglich ist QlZIZ + Qli 1+ A° eine formal-reelle Jordan-

1
Algebra, somit ist ebenfalls 2}, + Az + Ql?j eine formal-reelle Jordan-Algebra.
Der Raum ist demnach ein Produkt quasisymmetrischer Rdume, das Diagramm
spaltet auf (s. Definition 8.4.2) und es gilt ¢=1, im Widerspruch zur Vorausset-
zung.
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1.2-Fall

Gilt nun n = 2, so ist die Argumentation von I.1 nicht mehr anwendbar. Es ergibt
sich folgendes Diagramm:

1 1 1
1 3 3 3
an 0 113 114 T Ql11,3+t
1 3 3 3
0 lez 23 24 7 Ql2,3-|—t
ji ji
3 3 0 .
A ~ :’11 :’iz Ql33 00 0
2 2
41 42 0 Ql44 o 0
l. 1' : : . i :
2 2 .« . o
Ql?)-l—t,l Ql3+t,2 0 0 Ql3+t,3-|—t

Mit f = [dgql wenden wir ST A an. Aus dem zweiten Struktursatz folgt dann,

dafl mit einer Ausnahme alle Raume 42;, i € {3,...,3 + ¢} verschwinden.

Wihlen wir f = Idy in ST A, so sind als Folge des zweiten Struktursatzes,

ebenfalls bis auf einen Raum ausgenommen, alle R&ume Qlfj, JEA3,..,3+1}

identisch Null. Folglich spaltet das Diagramm von 2l auf, im Widerspruch zur
Voraussetzung.

Seien Qli und Ql%j fiir feste 4,7 € {3,...,3 4t} die nicht verschwindenden Raume.
Es ergeben sich also zwei Moglichkeiten, entweder gilt ¢ = j oder ¢ # j.

Sei zuerst ¢ # j, so kénnen wir wie im Fall n > 3 vorgehen und das gesamte
Diagramm aufspalten. Es resultiert ein Produkt quasisymmetrischer Raume, was
ein Widerspruch zu ¢=2 ist.

1
Gilt nun ¢ = j, dann konnen wir den Teil abspalten, in dem die Raume 242, = 0 fiir
s = 1,2 sind. Nach evtl. Umnummerierung resultiert ein Faktor mit der Algebra:

1 1
2

20, 0 i3
N 1

A~ 0 2, 23

1 T

2 2 0
23 32 ‘ 23s.

Koénnte man diese Algebra aufspalten, so wéren alle Faktoren quasisymmetrische
Siegelgebiete, im Widerspruch zu ¢g=2.
Diese Algebra gehort jedoch nicht zum [.2-Fall, was der Voraussetzung wider-
spricht; also tritt der 1.2-Fall nicht auf.

11-Fall
Sei wieder A! = Ql}l D...D Ql}m und 2A° sei nun einfach; demnach gehért zu A

das folgende Diagramm:
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A, 0 0 0 Az
0 AL, 0 0 Az
O
0 0 0 A A2 .
ng+1,1 ng-u,z ng+1,3 ng-u,n ng-u n+1
I1.1-Fall

Sei zunachst n > 3. Wir wihlen in dieser Situation die Idempotenten f; = Idy
fir i € {1,...,n} und wenden ST A an. Das zu der formal-reellen Jordan-Algebra
Ao(f;) gehorende Diagramm entspricht:

A, 0 0 0 - 0 Az
0 AL, 0 0 0 A3 i1
0 0 Ay 0 0 A7
0 0 te 0 91214_172'4_1 0 Q’l?—l—l,n-l—l
0 0o - 0 o - A, .
ng+1,1 ng-u,z ng-u,z’—l ng+1,z’+1 ng-u,n Ql2+1,n+1

1 1 . .
Es gilt in RAo(fi), daB Az ., 0RA> . C Ql;m = 0, fir j; # j, mit 51,52 €

1
{1,...,n} \ {i}. Nach dem zweiten Struktursatz gilt entweder Uz ., = 0 oder

Qli,n-l—l = 0. In RAo(f;) entsprechen, bis auf eine Ausnahme, alle Raume {Qlin+1}
mit j € {1,...,n}\ {7} dem Nullraum.
Es ergibt sich daraus nach evtl. Umnummerierung das folgende Bild fiir q( f;):

A, 0 - 0 0 e 0 0
0 Ay, .- 0 0 e 0 0
0 0 A1y 0 0 0
0 0 0 Aiirita 0 0
0 0 -~ 0 0 A, mt
0 o .- 0 0 Q’lg-l—l,n Ql2+1,n+1

Das Verschwinden der Raume hat die entsprechende Konsequenz im Diagramm
von 2. Folglich spaltet 2 auf, d.h. die zugehorigen Siegelgebiete sind Produkte,
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im Widerspruch zur Annahme. Der Fall n > 3 tritt demzufolge nicht auf.

I1.2-Fall
Sei nun n = 2, dann gehort zu der Algebra 21 das folgende Diagramm:

AL, 0 |AL
A~ o o, |2
Az Az | AL

In einer solchen Situation konnen wir nicht wie im 11.1-Fall reduzieren. In glem
Diagramm sind 2;,,2.,, AI, einfache formal-reelle Jordan-Algebren und A2, #

0, le% # 0, weil wir voraussetzen, daf} die betrachteten Diagramme nicht aufspal-
ten.

Sei zuerst der Fall betrachtet, bei dem sowohl 2;, als auch 2}, isomorph zu
R sind. Dabei ist o.E. der Rang r3 von A3, > 2, da wir sonst ein Gebiet vom
Rang = 3 héatten; ein solches Gebiet mit n.p.h.B. ist wegen Satz 9.2.4 schon qua-
sisymmetrisch (s. auch Abschnitt 9.2) und dies ist ein Widerspruch zu ¢=2.
Wir wenden ST A fiir f; = Idy, + = 1,2 an und erhalten jeweils eine formal-
reelle Jordan-Algebra ’

R |92
o(fi) ~ | .
23 | 23,
Aufgrund des zweiten Struktursatzes (s. Satz 4.2.1) ist o(f;) die Summe einfa-
cher formal-reeller Jordan-Algebren.

Da nun 2 nicht aufspaltet, weil das zugehorige Siegelgebiet irreduzibel ist, gilt
1

fiir alle Rédume 2. Art, die 22 zugeordnet werden, daf} sie die gleiche von Null
verschiedene Dimension haben (s. auch Lemma 9.1.4). Da r3 > 2 gilt, gibt es
mindestens einen Raum 2. Art, der A3, zugeordnet wird. Wegen des ersten Struk-
tursatzes 4.1.2 haben die 213, zugeordneten Riume 2. Art alle die gleiche von Null
verschiedene Dimension.

Folglich ist Aq(fi) nicht die Summe von mindestens zwei einfachen formal-reellen
Jordan-Algebren, sondern 2o(f;) ist selbst eine einfache formal-reelle Jordan-
Algebra. Dadurch erhalten wir aber als Folge des ersten Struktursatzes, daf} alle
Raume 2. Art, die o(f;) zugeordnet werden, die gleiche Dimension haben.

Da dies fiir ¢+ = 1,2 gilt, folgt daraus insgesamt, dafl alle Raume 2. Art, die zu
Qll%, le% und A3, gehoren, die gleiche Dimension haben, wobei hier r3 > 2 ein-
geht. Die Voraussetzungen des Lemmas 11.3.1 sind also erfiillt und somit liefert
Lemma 11.3.1 einen Widerspruch zur angenommenen Existenz der n.p.h.B..

Ohne Einschrinkung sei 2}, # R, folglich gibt es mindestens zwei Idempotente
fiund f5 = [dg% — fiin Ql;z. Fiir fi wahlen wir ein primitives [dempotent eines
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5-VOS von A, das zu A}, gehort. Ao(fy) ist eine formal-reelle Jordan-Algebra
wegen ST A.

Da das Diagramm von 2 der Peirce-Zerlegung nach den Finselementen der einfa-
chen formal-reellen Jordan-Algebren der Diagonalelemente entspricht, folgt, daf
das s- VOS jeden Block des Diagramms von 2 weiter zerlegt, so daf} offensichtlich

A2.NAo(f1) # 0 gilt und wir az € A2,NAo( f1) beliebig, aber fest wihlen kénnen.
Des weiteren sei bz € A2, ein beliebiges Element. Das Produkt az o bz = 0, wie
man aus dem Diagramm entnimmt. Daraus 148t sich schlieflen, daf az o A =0

(symbolische Schreibweise) gilt und da 225 # 0 (sonst hitten wir ein Produkt),
folgt mit dem zweiten Struktursatz az = 0.

1
Ersetzt man in diesem Argument f; durch f3, so sind auch alle az € A3, NAo(f2)
1

gleich Null. Insgesamt haben wir jetzt (3, = 0, im Widerspruch zur Vorausset-
zung, denn das Diagramm von 2 sollte nicht aufspalten. Der Rang von 2}, kann
folglich nicht grofler gleich Zwei sein.

II1-Fall

Nun sind A! bzw. A° einfach. Deren Rang bezeichnen wir mit r; bzw. ro. Wir
wissen, dafl das Diagramm von 2l nicht aufspaltet, d.h. Az # 0. Satz 9.1.2 liefert,
dafB alle Réume 2. Art, die zu Az gehoren, die gleiche von Null verschiedene Di-
mension ¢1 aufweisen. Wegen Tsuji’s Theorem 3 [T 891], siehe Satz 9.2.4, gentigt

es, solche 2Algebrem vom Rang(2l) > 3, also r1 + r¢ > 3, zu betrachten.

IIL.1-Fall, r{ > 2

Gilt ro = 1, so folgt 1 > 2. Wir wenden fiir die primitiven Idempotenten f; C ',
i € {1,...,m1}, die eine Teilmenge eines s- VOS von 2 bilden und zu A' gehoren,
ST A an. Da die Faserraume quasisymmetrisch und somit die Algebren 2o(f;)

formal-reelle Jordan-Algebren sind, folgt sogar, weil A # 0 gilt, dafl die Alge-
bren 2Ao(f;) einfache formal reelle-Jordan Algebren sind.

Deshalb kénnen wir den ersten Struktursatz anwenden und wir sehen dadurch,
dafl die Raume 2. Art, die zu Az und A gehoéren, die gleiche von Null verschie-
dene Dimension haben.

Mit den gleichen Argumenten wie in Satz 11.3.4 folgt, dal 2 zu einem quasisym-
metrischen Gebiet gehort, also gilt g=1. Dies ist ein Widerspruch zur Vorausset-
zung g=2.

Gilt ro > 2 und ry > 2, dann folgt mit ST A, angewandt fiir die primitiven Idem-
potenten f; mit i € {1,...,r;} von A, daB die Riume 2. Art, die zu 2A° und Az
gehoren, alle die gleiche Dimension haben. Wie nun aus Satz 11.3.4 folgt, ist das
Gebiet quasisymmetrisch, im Widerspruch zu ¢=2. Demnach tritt auch dieser

Fall nicht auf.
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II1.2-Fall

Sei r; = 1 und ro > 3. Nach dem ersten Struktursatz ist A! = R; es ergibt sich
also das folgende Diagramm:

o (B2
2z | A
Hier kénnen wir Satz 11.2.2 anwenden und es resultiert ein Widerspruch zur Vor-
aussetzung g=2.

IV-Fall

Als letzter Fall verbleibt derjenige, in dem 2A' einfach ist und 2A° mehr als zwei
Faktoren besitzt; so ergibt sich das folgende Diagramm:

qu Ql152 Ql153 e Qllg,t-l—l
A2, (A3, 0 - 0
A~ 23, 0 A3 - 0
Qlta-l,l 0 0 o Ql?+1,t+1-
IV.1-Fall
Sei nun der Rang von A! > 2 und A° habe ¢ > 2 Faktoren. Die Rédume 2. Art,
die einem A, mit 7 € {2,...,1 + 1} zugeordnet werden, haben alle die gleiche, von

Null verschiedene Dimension (s. Lemma 9.1.3). Wére die Dimension der Raume

2. Art in einem Qli Raum Null, so wéare das zugehérige Siegelgebiet ein Produkt
im Widerspruch zur Annahme, da die betrachteten Siegelgebiete irreduzibel sein
sollen.

Das Diagramm von 2 spaltet nicht auf (s. Definition 8.4.2). Sei f; ein primitives
Idempotent von 2}, (zu einem s- VOS von A gehorend), dann sei f := Idyy — fi.
Folglich ist o(f) nach dem tiblichen Reduktionsschluff ST A eine formal-reelle
Jordan-Algebra und es gilt:

R |2 R
) 5 0 o« ..
Qlo(f) ~ 91‘12 Ql‘zz ‘ 0
Qlf+1,1 0 o Ql?+1,t+1

1

Wegen der besonderen Wahl von f folgt A2 C A2, Vi € {2,....1 + 1}, und A7,
bezeichnet den entsprechenden Anteil von 24Z;, der auch in y(f) enthalten ist.
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Nun gilt A}, 0 A7, C A, @ # j mit 4,5 € {2,..,t + 1} und A = 0. Nach

179

N L1
dem zweiten Struktursatz gilt deshalb 2A;; = 0 oder A}, = 0, dann ist aber auch

Qli = 0 oder Qll%j = 0, da die Radume 2. Art, die zu Qli bzw. Ql%j gehoren, jeweils
die gleiche Dimension haben (s. Lemma 9.1.3). Es resultiert daraus, dafi das Dia-
gramm aufspaltet, im Widerspruch zur Voraussetzung.

210 ist also einfach, was der Annahme des betrachteten Falls widerspricht. Insge-

samt tritt der IV.1-Fall nicht auf.

Schliefilich kann 21! den Rang Eins haben und somit sind wir bei unserem letzten

Fall.

IV.2-Fall

Verbleibt als einziger Fall derjenige, bei dem der Rang von (' Eins ist und 2A°
mehrere Faktoren besitzt. Dann kénnen wir Satz 11.2.5 anwenden und erhalten,
dafl ein zugehoriges homogenes Siegelgebiet S positive holomorphe Bischnitt-
kriitmmungsrichtungen hat.

Damit existiert kein Siegelgebiet & mit ¢=2 und n.p.h.B.. Der Fall ¢ > 3 kann
nun wegen Satz 12.1.1 nicht mehr auftreten und der Satz ist gezeigt. O

Mit Satz 12.2.1 und Satz 7.2.5 erhalten wir eine neue geometrische Charakteri-
sierung quasisymmetrischer Siegelgebiete.

Diese entspricht der Charakterisierung der symmetrischen Siegelgebiete durch die
Schnittkriimmung bzgl. der Bergmannmetrik (s. (Sym.7) des Satzes 7.3.1).

Satz 12.2.2 FEin homogenes Siegelgebiet S hat genau dann nicht-positive holo-
morphe Bischnittkrimmung bzgl. der Bergmannmetrik, wenn es quasisymme-
trisch ist.



12.2  Beweis der Kriimmungsvermutung 139

Eine einfache Folgerung aus Satz 12.2.2 ist:

Satz 12.2.3 FEin Tubengebiet hat nicht-positive holomorphe Bischnittkrimmung
bzgl. der Bergmannmetrik dann und nur dann, wenn es hermitesch-symmetrisch

1st.

Beweis:
» = “ Aus Satz 12.2.2 folgt, dal das Gebiet quasisymmetrisch ist. Jedes quasi-

symmetrische Tubengebiet ist aber schon symmetrisch.
» < “ Die Schnittkriimmung ist nicht-positiv (s. Satz 7.3.1 u. (8.1.9)). O

Diejenigen Tubengebiete, welche hermitesch-symmetrische Rdéume sind, geben
wir in der nachfolgenden Tabelle 3 an. Eine solche Liste erhdlt man z.B. durch
einen Vergleich der Liste aller hermitesch-symmetrischen Rdume (s. Tabelle 4

oder auch [BE] Tabelle 3, S.315) mit der Tabelle 2, S.63.

Tabelle 3: Hermitesch-symmetrische Tubengebiete

‘ Bez. H Rang =r ‘ Raum ‘
A 1II >3 SU(r,r)/S(U(r) x U(r))
ATV 1 SU(1L,1)/S(U(1) x U(1))
BD I 2 S00(2,24+m)/SO(2) x SO2+m), m €N
D IIT >3 SO*(4r) /U (2r)
Cl >3 Sp(r,R)/U(r)
E VII 3 EZ% [ Eg x SO(2)

Tabelle 4: Hermitesch-symmetrische Rdume

| Bez. || G | H | dimp(G/H) | Rang | geometrische Interpretation |
A TI1 SU(p,q) S(U(p) x U(g)) 2pq min{p,q} | komplexe Grassmannsche Mflt.
r<q
p=1 2q 1 komplex hyperbolischer Raum
BDT || SO0(2,q) | SO(2) x SO(q) 2q 2 reelle Grassmannsche Mflt.
positiver R?’s in R%¢
DIIT || SO*(2r)= U(r) r(r—1) [%]* Menge der quaternionischen
SO(r,H) quadratischen Formen
auf R?"
Cl1 Sp(r,R) U(r) r(r+1) r Menge der Lagrange
Unterrdume von R
E 111 Jo SO(10) x SO(2) 32 2 Rosenfelds hyperbolische
projektive Fliche (T x @)ngp
E VIl EZ % Eg x SO(2) 54 3 Menge der (C x 0)P2,
in (H x @)ngp

(4’[] ist die GauBklammer).
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A Ein ausfiihrliches Beispiel

Wir werden in diesemn Abschnitt an einem Beispiel ausfiihren, was wir zum Teil
in allgemeiner Form in dieser Arbeit erldutert haben. Dies fiihren wir hier mit
besonderem Blickpunkt auf diejenigen Leser aus, denen die Siegelgebiete und da-
mit verkniipfte Begriffsbildungen weniger vertraut sind. Dazu betrachten wir ein
Siegelgebiet tiber dem Kegel © = Pos(2,R) der komplexen Dimension Fiinf.

A.1 Ein Pos(2,R) Beispiel
Wir realisieren eine Basis einer normalen J-Algebra des Beispiels als Matrizen und
berechnen deren Kommutatoren und kovariante Ableitungen bzgl. einer beliebigen
linksinvarianten Riemannschen Metrik.

Das Siegelgebiet S;;
Sei 2 = Pos(2,R) C Sym(2,R) =V (s. auch (3.1.B1)), dann identifizieren wir V'

in kanonischer Weise mit dem R®, indem wir

V> ( T ) — (2, T2, 23)° eR®

T3 T2

zuordnen. Die entsprechende Identifizierung nehmen wir fiir VE mit dem € vor.

Wir betrachten nun die Abbildung F: C* x C* — C? mit
(z,w) — (21W01, 22W3, 3(z107 + Wi22))".
F erfiillt offensichtlich die Bedingungen (6.2.h1-h4), und wir kénnen nun das
folgende Siegelgebiet Syr (s. Definition 6.2.3) betrachten, das durch
Sir = {(z,w) € C*> x C*|Imz — F(w,w) € Q}

gegeben ist. Syr ist ein nicht symmetrisches 1QS.

Eine zugehorige normale J-Algebra s

Der Rang von &py ist Zwei (s. (8.3.f)). Daraus und mit den Ergebnissen des
Abschnitts 6.5 sieht man leicht, daf eine zu S;; gehérende normale J-Algebra s
(s. Definition 6.3.1 und (6.4.7Z3)) gegeben ist durch:

s=ad Ny, D Ng, D n%(al_I_OQ) ) n%(al_%)) ) n%al D 11%%.

Den reellen Dimensionen der Wurzelrdume entsprechend ordnen wir reelle Basis-
vektoren zu, die wir folgendermaflen bezeichnen:

a = span{ Ay, As}, n,, = span{ X;} 1 = 1,2, Mo 0y = span{Y;},
ni )= span{ X;}, n,, = span{Ci1, C12}, n,, = span{Cyy1, Caa}.

a1t

Matrizenrealisierung der Basiselemente

Fiir die so bezeichneten Elemente der Lie-Algebra § ergibt sich somit die folgende
Matrizendarstellung (s. dazu (6.4.74)):
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100000
000000
oo looo B
A= 0002100 Az =
000000
000000
002000
000000
010000
Y= 000010’X’f
000000
000000
000001
000000
000000
A= 000000’X2_
000000
000000

00 0 2B, 0
000 0 0
000 0 b
Glbo=149 90 o 01
000 0 0
000 0 0
000 0 0
00 0 0 2b
00 0 by O
Cab2) = | g g 02 0
000 0 0
000 0 0

o oococoo coFooco

OO0 oo oo OO0 OO0 ocoocoocooo o

jenilen Bl an Bl an BN en N e
Ok O O O O
jenilen Bl an Bl an BN en N e

coococoo PP coocorroO
Co oo o0 PO oo ovo o

o oo oo Qoo o oo
o oo oo Qoo o oo
ococ oo, o oo koo

cn. ble(C,

= 2
21

cn: bQEC

50{27

141

Wir setzen bl == bll + iblz, bz = 621 + ibgg mit b” € R, somit fOlgt Cl(bl) =
C1(b11,b12) und Cy(by) = Cz(bay, ba2). Dabei nutzten wir aus, daf

Fy(w) := 20F (w,b) = 21 (

by

1
2

0
by

gilt, was wir in (6.4.74) entsprechend eingesetzt haben.

Reellifizierung
Es gilt

LieAff(S11) C LieAff(C°) C Mat(6,C) C Mat(12,R),
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wobei die Finbettungen wie folgt vorgenommen werden:

LicAf(Si1) C (Mat(5,C), C%) < ( Mat(5,C) <c5)

) 0 0
ReMat(5,C) —ImMat(5,C) ReC’ —ImC’
ImMat(5,C)  ReMat(5,C) ImC’ ReC’
0 0 0 0
0 0 0 0

Dementsprechend kénnen wir die obigen Matrizen durch reelle 12 x 12 Matrizen
reprasentieren. Diese geben wir hier nicht an. Wir wéahlen die folgenden reel-
len Matrizen als Repréasentanten von C; bzw. Cy, indem wir C1; = C4(1,0),

012 = 01(0, 1) bzw. 021 = 02(1,0), 022 = CQ(O, 1) setzen.

Lie-Klammerprodukte

Die Berechnung der Lie-Klammerprodukte fiir die gewéhlten reellen Basiselemen-

te ergibt (s. auch (6.4.72-73)):

Tabelle der Lie-Klammerprodukte

LI A [ A [Xe [ Y [ X [ Cu [ G| Co | Oy

X 0] -X, 0 O] 0 [0 0 0 0 0
A [ Xi] 0 0 o | [ix, |0y [iCh]| O 0
A o] o 0 | X |-V [iX,] 0 0 [1Cyn |10y
X[lo] o [-X,]0[-X;] 0 0 0 0 0
Vi [0 [ 3 [ X ] 0 [-Xi] 0 0 | Ciz | Oy
Xe [ o]-2X [ 2X, | 0] Xy | 0 0 0 0 0
Cu 0 |-2Cu] 0 Jo] oo 0 [4X;[-2X,] 0
Ca|| 0 [-3C1a| 0 0] 0 | 0 [4X3] 0 0 | 2X,
Cn | 0] 0 [-2Cu| 0 |-C| 0 [2X,] 0 0 | 4X,
Ca ] 0] 0 [-2Cx] 0 |-Cuu| O 0 [-2X,[4X,] 0

Die komplexe Struktur J

Die komplexe Struktur (s. (1.1.c-d)) J : § — s ist wie folgt auf den Basiselementen
definiert:

J}/t = Xt,JXl = Al,JXQ = —AQ,JCH = ClQ,JOQQ = 021.

Die so definierte komplexe Struktur erfiillt die Integrabilitdtsbedingung (1.1.d).
Dazu zeigt man z.B. zuerst unter Zuhilfenahme der Tabelle der Lie-Klammer-
produkte, daf (1.1.d) fiir beliebige Paare von Basisvektoren erfiillt wird. Daraus
folgt dann aufgrund der Linearitat der Lie-Klammer, daf (1.1.d) fiir jedes Paar
von Vektoren aus § erfiillt wird.
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Kovariante Ableitungen

Fir die kovarianten Ableitungen (s. (8.1.K1)) der wie oben gew&hlten reellen
Basiselemente erhalten wir bzgl. einer linksinvarianten Riemannschen Metrik die
nachstehenden Tabellen. Dabei ist die Metrik nicht notwendigerweise eine Kahler-
metrik, sondern wir lassen zu, dafl X und JX verschiedene Léngen haben. Die

den Basiselement

en entsprechenden kleinen Buchstaben mit der gleichen Indi-

zierung stehen fiir die Langen der Basiselemente bzgl. der jeweils betrachteten

linksinvarianten Metrik.

Tabellen der kovarianten Ableitungen

VX [ A A [ X Y, | X |
Xi Ayt -Xy 0 0 3 ot —%Ytz—i
Ay 0 0 0 0 0 0
A, 0 0 0 0 0 0
N[0 |0 | % | Az X, v
Y: %Xt% 1Y, | iy Xy %(/hg—: — At | (X 4+ X2t
X | -3 tor X | 5 X 5 t 5(Xy —Xzi—;) %(A1§—I—|- i;)
Cu | 200z -5Cn 0 0 -2 gt Cha st
Ciz | 2012+ -5Cha 0 0 -3 -~ -Car -
Czo 0 0 -5C2 205 2+ -5C1 -Cuzt
Cn 0 0 -5Ca 200> 500 Crat

(V] Cu | Co | Cun | Cun |
Xi || 2002 | 2002 0 0
Ay 0 0 0 0
A, 0 0 0 0
X, 0 0 20512 | 2052
Y %0212—11 %0222—; 5012 50
Xo || -Cot | Ot | Ozt | Cipit
Co | TAes | 2%, | X, | nes
Cro | 2%, | 1AS0 | Ivex | 2%,
O | X | ne [ 1A= | X
Cn %thyl—tl - X 2X %Azf—;

Ist die Metrik Kahler (s. Definition 1.1.1), so sind einige Koeffizienten gleich, d.h
wir haben folgende Identitaten:

Die Einsform w

a1 = X1, g = T3, €11 = C12, C22 = C21, Ty = Yt.

Eine zuldssige 1-Form (s. Definition 6.3.1) w : § — R ist durch w = wig + was
gegeben, dabei sind die w;; € §*, die w;j(Er) = 0 erfillen. Je nach Wahl
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der Basis von § sind entsprechende Skalierungen méglich. E;; mit 0 < 1,57 < 6
bezeichnet die Matrix, die nur in der ij-ten Stelle (i-ten Zeile, j-ten Spalte) einen
von Null verschiedenen Eintrag hat, der Eins ist. Diese Matrizen bilden eine C-
Basis fiir den komplexen Vektorraum der 6 x 6-C-Matrizen.

DaB keine zulédssige Kéhlermetrik nicht-positiver Kriimmung auf s existiert, folgt
unmittelbar aus Satz A.2.1. Es ist jedoch nicht ohne weiteres klar, ob auch keine
hermitesche Metrik mit nicht-positiver Schnittkriimmung existiert.

A.2 Existenz zulissiger Metriken n.p.S.

Auf den Siegelgebieten gibt es Kdhlermetriken (s. Definition 1.1.1), die mit einer
1-Form w zusammenhé&ngen. Solche Metriken nennt man zuléssig. Die Bergmann-
metrik gehort zu diesem Typ von Kéhlermetriken (s. Abschnitt 8.2).

Es werden ein paar Aussagen iiber das Kriimmungsverhalten von & bzgl. einer
zulédssigen Metrik gemacht.

Sei § ein Siegelgebiet und § eine dazugehorige normale J-Algebra. In [D.AS0]
zeigt D’Atri, daB es keine zulédssige Metrik nicht-positiver Schnittkrimmung (kurz
n.p.S.) geben kann, wenn die Dimensionen der Wurzelrdume von s gewisse Be-
dingungen erfiillen. Genauer zeigte er:

Satz A.2.1 Sei (s,w) eine normale J-Algebra eines Siegelgebiets S, so daff die
Wurzelrdume ny, , N1, Niam—an Jewetls existieren. Zudem soll gelten, daf die
2%m —

20n’

2
reelle Dimension von Niam-an) gleich Kins ist.
2

Dann besitzt die zu w korrespondierende linksinvariante Metrik auf & positive
Schnittkrimmungsrichtungen.

Bemerkung:

(A.2.a) Dieses Ergebnis wurde von D’Atri mit annédhernd gleichen Vorausset-
zungen verbessert ([D.A81] Korollar, S.13), allerdings darf nun dimgn (an—an einer

2

beliebigen ungeraden Natiirlichen Zahl entsprechen.
Im allgemeinen kénnen wir nicht erwarten, eine zulassige Metrik mit nicht-positiver
Schnittkrimmung auf unserem Raum zu finden.

Korollar A.2.2 Sowohl auf den echten 1QS S (solche, die nicht symmetrisch
sind), die mit den Kegeln Pos(v,R), v > 2, als auch auf denjenigen 1Q)S, die zu
Kegeln P(1,v—1), v > 3 mit v—2 € Nyugerade gehoren, existieren keine zuldssigen
Metriken mat nicht-positiver Schnittkrimmung. Bei allen anderen echten 1Q)S ist
die Dimension der Rdume 2. Art immer gerade.

Beweis:
Nach Voraussetzung ist S ein echtes 1Q)S; aufgrund dessen sind die Dimensionen
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der Raume 1. Art alle von Null verschieden (die /(S Tubengebiete sind bekannt-
lich alle symmetrisch).

Fiir die irreduziblen quasisymmetrischen Siegelgebiete S kénnen wir auflerdem
Satz 7.2.3 anwenden. Da die Dimension des Kegels Pos(v,R) gleich ”22"'” ist und
der Rang v entspricht (s. auch (8.3.f)) folgt daraus, dal die Raume 2. Art alle

die gleiche reelle Dimension haben, die Eins entspricht. Nun liefert Satz A.2.1 die

Behauptung.

Fiir die Gebiete, die mit den angegebenen Kegeln P(1,r —1) gebildet werden und
fiir alle anderen ist die Argumentation analog, wobei wir auch die in (A.2.a) ange-
gebene, fiir nicht-positive Schnittkriimmung notwendige Bedingung benutzten. O

Bemerkung:

(A.2.8) Druetta zeigte allerdings in ihrer Arbeit [DR96], daB es sehr wohl Sie-
gelgebiete gibt, bei denen es moglich ist, eine zuldssige Metrik und somit eine
Kéhlermetrik mit nicht-positiver Schnittkrimmung zu konstruieren. Dies wird
erreicht, indem man w auf den n,, geeignet festlegt bzw. variiert.

Bei dem von ihr betrachteten Siegelgebiet bzw. bei der zugehérigen normalen
J-Algebra handelt es sich um eine Verallgemeinerung des Piatetsky-Shapiro Bei-
spiels eines homogenen nicht symmetrischen Raumes (s. auch die Einleitung).

Zur Erzeugung einer zuldssigen Metrik mit n.p.S. benutzt man die folgende Tat-
sache, die wir z.B. aus [P.A96] S.21 zitieren:

Lemma A.2.3 Das Skalarprodukt < , > der normalen J-Algebra (§,w) ist be-
reits durch seine Finschrinkung auf y-; n,, festgelegt.

M.a. W. determinieren die Werte von w auf den Basiselementen der n,, das Ska-
larprodukt.

Wir kénnen nun den folgenden Satz formulieren:

Satz A.2.4 Seis eine normale J-Algebra eines Siegelgebietes S und S = exp(s).
Dann st jede S-homogene Kdihlermetrik g eine zuldssige Metrik.

Ein elementarer Bewelis:

Wir miissen zeigen, dafl eine Einsform w existiert, so dafl fiir alle X,V € s
w([/X,Y]) =g(X,Y) gilt.

Wir wéhlen dazu irgendeine Wurzelrdumebasis {X;} aus s, das heifit eine sol-
che, bei der jeder Basisvektor in einem Raum 1. oder 2. Art von § enthalten
ist. Diese Basen zu betrachten, ist im Kéahlerfall ausreichend, da bzgl. jeder
Ké&hlermetrik auf S die Wurzelrdume jeweils senkrecht zueinander stehen (s. z.B.
[DO85a] 5.300, [P.A96] S.17). Nachdem wir zuerst die Behauptung nur fiir Ba-
siselemente zeigen, erhalten wir aufgrund der Linearitatseigenschaften von ¢ bzw.
w die Aussage fiir beliebige Elemente aus § . Die Basisvektoren legen die Lie-
Algebrenstruktur, d.h. die Strukturkonstanten, vollig fest.
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Sei g nun eine beliebige Kahlermetrik, dann stehen verschiedene Basisvektoren
aus dem gleichen Wurzelraum nicht notwendigerweise senkrecht. Wir orthonor-
malisieren nun die Basis {X;} bzgl. ¢ und bezeichnen die Basisvektoren wieder
mit X;. Es gilt also ¢(X;, X;) = d;;.

Wenn ¢ eine zulédssige Metrik sein soll, dann muf} eine Einsform

(1) w:8 — R, mit w|562.na. =0

existieren, bzgl. der die Basis {X;} orthonormal ist. Wir miissen folglich zeigen,
daB wir w so wahlen kénnen, daff VX, X, dieser Basis

(2) 9(Xi, X;) = w([J X, X;])

gilt.

Da g eine Kéhlermetrik ist, gilt VX,Y, Z € s

(3) (X, Y], JZ) +g([Y, Z], JX) + g([Z, X], JY) = 0.

Um (2) zu zeigen, fihren wir die folgenden Schritte (a-c) aus:

(a) Sind X;, X; aus verschiedenen Wurzelraumen, dann gilt [/ X;, X;] € §53",n,,
und wegen (1) folgt dann ¢(X;, X;) = w([/J X, X;]) = 0, also (2).
(b) Wenn nun X; # X, von Null verschiedene Basisvektoren aus dem gleichen
Wurzelraum sind, dann soll, falls sie zu einem Raum 1. Art gehoéren, zusatzlich
X; # +£J X gelten.
Wir wenden nun (3) fiir X;, X; an und erhalten:

g([‘]XHXJ]v‘]Z) _g([vaz]in) —I_g([Zv JXZ]?‘]XJ) = 0.
Die letzten beiden Summanden sind aber nur dann evtl. von Null verschieden,
wenn die Paare [X;, 7], X; bzw. [Z,JX;],JX; von Null verschieden sind und
jeweils im gleichen Wurzelraum liegen. Dies ist aber nur dann der Fall, wenn
Z in a liegt (s. Abschnitt 6.4). Aber X, steht senkrecht auf X; bzgl. ¢ und

9(Xi, X;) = g(J X, JX;), somit verschwinden die letzten beiden Summanden. Es
folgt, daB VZ € s

9([JXi, X;), T Z) = 0,

gilt, woraus schlielich [JX;, X;] = 0 folgt, also auch w([JX;, X;]) = 0 und somit
gilt auch fiir diese Basisvektoren (2). Dies ist offensichtlich fiir jedes beliebige w
erfiilllt, d.h. solche Paare von Basisvektoren schrianken die Wahlmoglichkeiten fiir
w nicht ein.

(c) Bleibt zu zeigen, da w so gewahlt werden kann, daf} fiir zwei beliebige o.E.
verschiedene Basisvektoren X;, X; aus dem gleichen Wurzelraum w([J X;, X;]) =
w([/ X, X;]) erfiillt wird.

Wir wenden wieder (3) fir X = JX, — JX,; und Y = X, + X, an und erhalten
analog zu und mit (b), daB fir alle 7 € s g([JX;, Xi] — [/ X, X;], JZ) = 0 gilt.
Somit fOlgt [JXZ,XZ] = [JX],X]]

Da w([/X;, Xi]) = hw(X;) fiir alle Basisvektoren X; € n,, gilt, konnen wir nun
w einfach definieren, via:

W(XZ) = /\%g(XZ,XZ), Vi mit X; € Ng,.
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Damit ist w vollkommen bestimmt (s. Lemma A.2.3) und erfiillt alle geforderten

Bedingungen.
Fiir alle XY € s folgt mit den entsprechenden Linearitdtseigenschaften, daf
w([/X,Y]) = g(X,Y) gilt, und der Beweis des Satzes ist erbracht. O
Bemerkungen:

(A.2.4) Dieser Satz wurde fiir jede Lie-Algebra einer einfach transitiv auf S
operierenden Gruppe in [DO85a| Theorem 1, S.302 gezeigt (wichtig dafiir ist
insbesondere Teil III in [GVP67]). Dieses Ergebnis ergibt sich aus dem hier An-
gegebenen unter Zuhilfenahme der Deformationstheorie (s. auch Abschnitt 6.5).
Die S-homogenen Kéahlermetriken eines Siegelgebietes S der Dimension n und
des Ranges r werden folglich durch r Variable in Pos(n,R) C Sym*(R") parame-
trisiert.

(A.2.0) Klar ist natiirlich, daf} jede zuldssige Metrik eine S-homogene K&hler-
metrik ist. Demzufolge gilt die Umkehrung des Satzes A.2.4 (s. z.B. [DR96] S.44).

(A.2.€) Fiir Siegelgebiete ist die Theorie von Azencott & Wilson ([AZWZI],
[AZWZII]) anwendbar. Daher wissen wir, dafl mindestens eine S-homogene Rie-
mannsche Metrik mit n.p.S. auf jedem Siegelgebiet existiert.
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B Bezeichnungen

Die angegebene Seitenzahl ist diejenige, bei der die Bezeichnung zum ersten Mal

in der Arbeit benutzt, erklart bzw. definiert wird.

Notation

()

A s
2o(f)
2,(f)
AfSH)
Alu)
Aut(D)
Aut(Srr)
Aut(TM)
Aut(Q,n)

B(Ulv U3 Vg, u2)

C
C*
ck.

ij
cl,, = Cl,

Sk

SR

g

Yaff

9ij
GL(S1r)
2(D)
H(n,K)
h.b.G.
Hol(M)
Hol' (M)
Hom(TM)
1QS

Bedeutung

abelsche Lie-Algebra
Jordan- oder zu §Q assoziierte Algebra
assoziative Algebra mit speziellem Produkt
Mutation von 2 nach z
Unterraum von 2
Unteralgebra von 2
formal-reelle Jordan-Algebren
Algebra der Faser
v =20, %, 1 Peirce-Raum des Idempotents f
affine Automorphismen von Sy
Linksmultiplikation in der Algebra 2
biholomorphe Automorphismen von D
Automorphismen von Sjy
Automorphismenbiindel von T'M
Automorphismen von (£, 7)
Bergmannkern eines Siegelgebietes
q-8-Zerlegung
duale ¢-8-Zerlegung
Strukturkonstanten
Clifford-Algebra
beschranktes bzw. homogenes beschrénktes Gebiet
Deformation
Dimension des reellen Darstellungsraumes
Einselement von 2
Idempotent
Q-hermitesche Form
Lie-Algebra der Automorphismen eines Siegelgebietes
Lie-Algebra der affinen Automorphismen
Teilrdaume der Lie-Algebra von Y (1)
lineare Automorphismen von Sy;
holomorphe Funktionen auf D, die in L*(D) liegen
hermitesche n x n-Matrizen iiber dem Korper K
homogene beschriankte Gebiete
Holonomiegruppe von M
Zusammenhangskomponente der Eins von Hol( M)
Homomorphismenbiindel
irreduzibles quasisymmetrisches Siegelgebiet

Seite

52
10,15
11
20

21

21

24

88

21

43
10,17
4

43

1

16

25

21

73

69
101
2.4
57
113
21
20
47
54
54
22
49

3

7

4

58
58

1
vi,61



(M, g) [sometriegruppe der Riemannschen Mflt. (M, g)
J komplexe Struktur

JL Kegelanteil

k, Anzahl nicht dquivalenter reeller irr. Darstellungsraume
K Korper

K Bergmannkern, Kernfunktion

K [sotropiegruppe/Stabilisator

¢ Isotropiealgebra

KB holomorphe Bischnittkriimmung

K holomorphe Schnittkrimmung

L*(D) quadratintegrierbare komplexe Funktionen
L=L'+1? semihermitesche Form

m; Dimension eines Wurzelraumes 1. Art
Mat(r x s,K) r X s-Matrizen mit Eintragen aus K
n nilpotente Lie-Algebra

n,, Wurzelraum

ng; Dimension eines Wurzelraumes 2. Art

n; Einsteinkoeffizienten

n.p.h.B. nicht-positive holomorphe Bischnittkriimmung
n.p.h.S. nicht-positive holomorphe Schnittkriimmung
n.p.S nicht-positive Schnittkriimmung

N () Nukleus von A

P(l,n—1) Lorentzlichtkegel

2-PZ 2-Peirce-Zerlegung

q-PZ g-Peirce-Zerlegung

r Rang

rad(2l) Radikal von 2

R Kriimmungstensor

Ric Riccikriimmungstensor

[ normale J-Algebra

S Siegelgebiet

So Siegelgebiet der Faser

S Siegelgebiet der Basis

S1(2A) unitare spezielle universelle Einhiillende
Si,i =111 111 Siegel-1, 11, ITI-Gebiete

S Silovrand

s-VOS spezielles VOS

S

™ Tangentialbiindel

U komplexer Vektorraum

U, U; Pendants zu den Raumen 1. Art

Us(f), Ui(f) Anteile von U, die zu Sy bzw. §; gehoren
v Bergmannvolumen
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45
1,50
56
113

45
66
69
68

49
55
32
52
53
55
72
i
vii
144
13

24
99
28,75
13

68
5,72
50

46

91

89
101
46-50
66

73

26

A7
98,99
88,98
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reeller Vektorraum
Komplexifizierung von V'

vollstdndiges orthogonales System von Idempotenten
formal-reelle Jordan-Algebra des Lorentzlichtkegels

Vinberg-Kern
rekonstruierter Kegel
Zentrum von 2
Levi-Civita-Zusammenhang
Richtungsableitung in « in Richtung u
C*-Schnitte von TM
diskrete Untergruppe
Lie-Gruppe des aus 2 rekonstruierten Kegels
zuléassige Gruppe
assoziative symmetrische Bilinearform
Abbildung bzw. Darstellung
Lebesgue-Maf}
positiv-definite hermitesche Form
Kegelinvariante
Kegelfunktion
n der Bergmannmetrik
Einsform
reguldrer bzw. homogener regulérer Kegel
o-dualer Kegel
Projektion des Kegels in 20,(f)
Tripel
Vinberg-Kegel
Dorfmeister-Kegel
Kegel vom ¢=3-Typ
Assoziator
Multiplikation in einer Mutation
Multiplikation in der Algebra 2

zweite Fundamentalform

6,46

xvii,46

27
8,28
26
23
13

2

16

1

iii
29
49
16
60
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16
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