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Introducere

Acest volum reproduce teza de doctorat a autorului, elaborata sub con-
ducerea stiintifici a domnului profesor doctor Stere lanug, la Facultatea de
Matematica si Informatica a Universitatii Bucuresti.

Geometria diferentiald a varietatilor cuaternionice este o teorie ce a cunos-
cut o dezvoltare deosebita in ultimii 50 de ani, primul articol in care au fost
evidentiate In mod distinct aceste clase de varietati ([29]) fiind publicat in 1955.
De atunci, numerogi matematicieni gi-au adus contributia la dezvoltarea acestui
domeniu, care a devenit unul clasic in geometria diferentiala, fiind de remarcat
in acest sens, printre altele, articolele [4]-[13], [25], [26], [31], [35], [38], [42], [64],
[66], [97], [98], [102], [104], [112], [115], [120], [121]-[123], [132]-[134], [137]-[140],
[141], [142], [143], [145], [147], [150], [152], [153], [159], [164], [165], [167], [184]
gi [185].

Aceasta lucrare, dedicatd studiului unor aspecte privind varietatile cuater-
nionice cu metrica semi-Riemann, varietitile paracuaternionice (numite initial
varietéti cuaternionice de speta a doua in [115]) si submersiile Riemann intre va-
rietati diferentiabile inzestrate cu structuri remarcabile (complexe, de contact,
cuaternionice), este structuratd pe cinci capitole.

In cea mai mare parte, toate capitolele se bazeaza pe cate o lucrare stiintifica
scrisa de autor singur ([171]-[175]), sau in colaborare ([92]-[94], [96]).

In primul capitol sunt prezentate notiuni i rezultate fundamentale din geome-
tria diferentiala a varietatilor cuaternionice. In prima parte a capitolului se face
o scurtad incursiune in istoria cuaternionilor, plecand de la descoperirea lor de
catre Hamilton, in 1843, evidentiindu-se multiplele aplicatii ale acestora in fizica,
biologie, chimie, cibernetica, informatica, astronomie etc. gi ajungand pana la
unele conexiuni surprinzatoare ale geometriei cuaternionice cu alte domenii ale
matematicii mai mult sau mai putin inrudite cu geometria diferentiala, cum ar
fi algebra computationala, teoria numerelor, topologia algebrica etc.

In urmétoarele trei sectiuni ale acestui capitol este prezentata definitia va-
rietatilor cuaternionice, sunt date numeroase exemple si sunt demonstrate prin-
cipalele proprietati ale varietatilor cuaternionice (Propozitiile 1.2.2, 1.2.3, 1.3.5
si Teoremele 1.4.1, 1.4.2). In elaborarea acestor trei sectiuni am utilizat lucrarile
[32], [98], [142] si [171].

In ultima sectiune a capitolului se obtine o teorema de tip Schur pe o vari-
etate cuaternionicd K&hler cu metricd semi-Riemann (Teorema 1.5.8). Rezul-
tatele din aceastd sectiune sunt cuprinse in lucrarea [171].

In al doilea capitol sunt studiate hipersuprafetele luminoase in forme spatiale
paracuaternionice. Mai intai sunt prezentate definitiile si proprietatile funda-
mentale ale varietatilor paracuaternionice (cf. [35], [66], [176]), precum si con-
ceptul de hipersuprafatd luminoasa intr-o varietate semi-Riemann (cf. [28]).

In continuare sunt prezentate rezultatele obtinute de autor in colaborare
([92], [93]) in acest domeniu: se gasesc proprietati ale hipersuprafetelor lumi-



noase in forme spatiale paracuaternionice (Propozitia 2.3.1, Teorema 2.3.6), este
dat un exemplu (Exemplul 2.3.2), se gasesc conditii de total geodezicitate (Teo-
remele 2.4.2, 2.4.3 5i 2.4.4) si se arata ca intr-o forma spatiala paracuaternionica
de curbura nenuld nu exista hipersuprafete luminoase care sa fie: i. total om-
bilicale (Teorema 2.5.3); ii. cu forma a doua fundamentald paralela (Teorema
2.5.4); iii. de curbura sectionald izotropa negativa sau pozitivd (Propozitia
2.5.6); iv. de curburd Ricci negativa sau pozitiva (Teorema 2.5.7).

In al treilea capitol sunt studiate produsele de varietati paracuaternionice.
Se arata ca produsul a doud varietati aproape paracuaternionice hermitiene ad-
mite o structura naturala de varietate aproape paracuaternionicd hermitiana
(Propozitia 3.1.2). In plus, daca varietatile sunt paracuaternionice Kéhler, vari-
etatea produs nu mai pastreaza aceasta proprietate. Se obtine astfel un exemplu
de varietate aproape paracuaternionica hermitiana, ce nu este paracuaternionica
Kéhler (Propozitia 3.2.2).

Avand in vedere similitudinea cu cazul complex si cel cuaternionic, rezul-
tatele obtinute in Propozitia 3.1.2 si in Lema 3.2.1 ne ”sugereaza” definirea
notiunii de varietate aproape paracuaternionica K&éhler produs. Este dat un
exemplu de astfel de varietate (Exemplul 3.2.6), este construit tensorul de cur-
bura al varietatii produs a doua forme spatiale paracuaternionice (Propozitia
3.3.1) si sunt gasite conditii ca varietatea produs sa fie spatiu Einstein (Corolarul
3.3.3). In ultima parte a capitolului sunt studiate subvarietatile F-invariante si
F-antiinvariante ale unei varietati paracuaternionice produs.

Rezultatele din acest capitol sunt cuprinse in lucrarile [172] si [173].

In al patrulea capitol sunt studiate submersiile Riemann de la CR si QR-
hipersuprafete ale varietatilor Kéhler, respectiv cuaternionice Kéahler, in alte
varietati Kahler sau cuaternionice Kéahler.

Mai intéi, folosind [118], sunt prezentate definitiile gi proprietatile CR-
submersiilor de la o hipersferd extrinseca M a unei varietati Kihler M, la o va-
rietate aproape hermitiana M’. In continuare, se gasesc relatii de legatura intre
tensorii Ricci, curburile scalare si tensorii Bochner ai lui M si M’ (Propozitiile
4.2.5,4.2.6, 4.3.1).

In urmétoarea parte a capitolului, sunt studiate submersiile Riemann ale
hipersferelor extrinseci intr-o varietate Bochner-Kéhler, gasindu-se in ce conditii
si varietatea M’ este Bochner-Kéhler (Corolarul 4.3.3).

In urméitoarea sectiune a capitolului sunt completate rezultatele obtinute
de Mangione in studiul QR-submersiilor ([119]). Se observa ca orice QR-
hipersuprafata a unei varietiti cuaternionice admite o 3-structura naturala de
contact metricd si atunci, procedand asemanator ca in [119] si [178], se poate
defini o noua clasa de submersii Riemann: QR 3-submersii. Este dat un exem-
plu de astfel de submersie (Exemplul 4.4.18) si se gasesc diverse conditii pentru
ca baza submersiei sa fie local hiper-Kéhler (Teorema 4.4.14, Corolarul 4.4.15)
gi pentru integrabilitatea distributiilor orizontala si verticala (Teorema 4.4.16).

Rezultatele obtinute in acest capitol sunt cuprinse in lucrarile [174] si [175].

In ultimul capitol al lucrarii sunt prezentate rezultatele obtinute de autor in
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colaborare ([94]) in studiul aplicatiilor armonice si al submersiilor Riemann intre
varietati inzestrate cu structuri aproape cuaternionice hermitiene. Mai intai
sunt prezentate definitiile si proprietatile fundamentale ale aplicatiilor armonice,
utilizdnd in general [59] si [166].

In urmétoarea parte a capitolului se definegte conceptul de aplicatie (o, 0’)-
olomorfa intre doua varietati aproape cuaternionice hermitiene gi se gasesc
conditii pentru ca o astfel de aplicatie si fie armonica (Teorema 5.2.4, Coro-
larul 5.2.5).

In urmétoarea sectiune a capitolului se defineste notiunea de submersie cua-
ternionica si se obtin diverse proprietati ale acestor clase de submersii: Propozitia
5.3.2, Teorema 5.3.3, Corolarul 5.3.6, Teorema 5.3.7. In finalul capitolului este
construit un exemplu netrivial de submersie cuaternionica (Teorema 5.4.1).

Lucrarea se incheie cu o bibliografie generalé.
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1 Geometria varietatilor cuaternionice

Geometria cuaternionica este una dintre cele mai interesante arii de cercetare
din geometria diferentiala. In plus, deoarece cuaternionii sunt strans legati
de algebra clasicd gi fizicd, ei servesc ca o punte de legaturd intre geometria
diferentiala si diverse alte domenii de cercetare. Prima sectiune a capitolului
are drept scop chiar punerea in evidenta a acestor conexiuni dintre geometria
cuaternionica pe de o parte si alte ramuri ale matematicii si fizicii, pe de alta
parte.

Primul matematician care a evidentiat in mod distinct varietatile cuaterni-
onice a fost Berger ([29]) in 1955, conceptul fiind definit in mod echivalent mai
tarziu, in 1974, de catre Ishihara ([98]). Este de remarcat cé, in 1959, Martinelli
([121]) foloseste pentru prima oarad conceptul de fibrat vectorial cuaternionic, iar
Calabi ([42]) introduce in 1978 conceptele de hipercomplex si hiper-Kéahler pen-
tru structurile cuaternionice definite global si lasa denumirea de structuri cua-
ternionice doar pentru cele definite local. In a doua sectiune a capitolului este
prezentatd definitia varietatilor cuaternionice datorata lui Ishihara ([98]), sunt
demonstrate consecinte imediate ale definitiei si sunt date numeroase exemple.
Aceasta sectiune are la baza, In principal, lucrarile lui Ishihara ([98]) si Besse
(132))-

In sectiunile a treia gi a patra sunt prezentate proprietatile tensorului de
curbura si ale tensorului Ricci pe o varietate cuaternionicd Kéhler, precum si
proprietati remarcabile ale acestor varietati. Proprietatile sunt demonstrate
in contextul metricilor semi-Riemann, autorul adaptiand invariant rezultatele
obtinute in coordonate locale si in context riemannian de Ishihara ([98]).

In sectiunea a cincea, plecand de la unele rezultate obtinute de Perez si
Santos ([142]), procedand aseménator ca In cazul Kéhler, se obtine o teorema
de tip Schur pe varietéti cuaternionice Kahler cu metrica semi-Riemann. Aceste
rezultate se gasesc in lucrarea [171].

1.1 Scurt istoric

Luni, 16 octombrie 1843. Royal Canal, Dublin. William Rowan Hamilton
se Indreaptd, Impreund cu sotia, spre sediul Academiei Regale Irlandeze, unde
urmeaza sé prezideze Consiliul General. Dintr-o data, ceva prinde viatd In
mintea sa, dupa cum singur avea sa declare: ” And here there dawned on me the
notion that we must admit, in some sense, a fourth dimension of space for the
purpose of calculating with triples ... An electric circuit seemed to close, and a
spark flashed forth.” Si in acea clipa nu putu rezista impulsului de a scrijeli pe
piatra Podului Brougham, celebrele formule ce au revolutionat matematica si
fizica deopotriva: 2 = j2 = k% = ijk = —1.

Dupa mai mult de un secol gi juméatate de la descoperirea cuaternionilor, se
poate spune fard teama de a gresi cé acestia au revolutionat stiinta, datoritéd
multiplelor aplicatii nu numai in matematica, ci si in fizica ([36], [44], [60], [75],



[86], [155], [157]), biochimie ([2], [3]), astronautica ([14], [45], [58], [63], [81],
[129], [146], [158], [180]), cibernetica si robotica industriala ([16], [17], [20], [49],
[50], [53], [114], [128], [156]), mecanica ([40], [52], [82], [117]), astronomie ([22],
[40], [62]), teoria deciziei ([21], [43], [95], [116], [127], [179]) si informatica ([1],
[41], [72], [73], [105], [113], [126]).

Varietatile cuaternionice au fost introduse in geometrie pentru prima daté in
1955 de catre M. Berger ([29]), care a clasificat grupurile care pot aparea drept
grupuri de olonomie pentru varietati Riemann ireductibile. O clasa de astfel de
grupuri sunt subgrupurile lui Sp(n) x Sp(1), varietatile corespunzatoare fiind
numite varietati cuaternionice Kahler. Ulterior au fost gésite si alte definitii
echivalente, ce vor fi prezentate In urmatoarea sectiune.

Geometria cuaternionicéd s-a dezvoltat foarte mult in ultimele decenii, im-
portanta acestei geometrii rezultand nu numai din legaturile evidente cu celelalte
geometrii, ci gi din conexiunile surprinzatoare cu alte domenii, mai mult sau mai
putin inrudite, cum ar fi: topologia algebrica (N. Hitchin ([84]), T. Hausel, E.
Hunsicker gi R. Mazzeo ([78])), teoria numerelor (T. Hausel si F.R. Villegas
([80])) si fizica (D. Anselmi si P. Fre ([15]), M. Atiyah si N. Hitchin ([19]), P.
Kronheimer si H. Nakajima ([109])).

1.2 Definitia varietatilor cuaternionice. Consecinte ale
definitiei. Exemple

Definitia 1.2.1 ([98])

Fie M o varietate diferentiabila. Se numeste structuréd aproape cuaternionica
pe M un fibrat 3-dimensional de structuri aproape complexe pe M care este local
generat de o structura aproape hipercomplexd H = (Ji)i:ﬁ, ie: 3 (Ui)er 0
acoperire deschisa a lui M astfel incat pentru Vi € I, 3{Jy, Jo, J3} trei structuri
aproape complexe pe U;, astfel incéat:

JiJo = =JoJ1 = Js.

Perechea (M, o) se numegte varietate aproape cuaternionica, iar {Ji, Jo, J3}
se numeste baza canonica locala a lui o.

Propozitia 1.2.2 ([98)])
Orice varietate aproape cuaternionicd (M, o) este orientabild.

Demonstratie: Fie {J1,Jo, J3} si {J1,J4, J5} doud baze canonice locale ale lui
o definite pe vecinitatile de coordonate U si U’, cu U NU’ # 0. Atunci J{, J}
si J4§ se pot exprima drept combinatii liniare de {J1, Jo2, J3}:

Ji = a1 + aiads + ai3Js,

Jé = a1 J1 + azJs + a3 Js3
Jy = anJi + azaJs + azzJ3.



Deoarece atat H = (J;);,_13, cat si H' = (J]),_1 sunt structuri hipercom-
plexe, rezulta cd matricea A = (ay;), j=13 este un element din grupul special
ortogonal S0(3). Prin urmare, rezulta ca M este o varietate orientabila. m

Propozitia 1.2.3 (][98])
Orice varietate aproape cuaternionica (M, o) este de dimensiune n = 4m,
m > 1.

Demonstratie: Fiep € M si X1 € T,M —{0}. Atunci vom demonstra ca vectorii

{X1, 1 Xy, Xy, J3 X1} sunt liniar independenti, unde {Jy, Jo, J3} este o baza

canonica locala a lui o, definita pe o vecinatate de coordonate U a lui p.
fntr-adevér, fie a, B,7,0 € R astfel incat:

(11) O[Xl + 6J1X1 + ’)/JQXl + (5J3X1 =0.

Aplicnd pe rand Jq, Jo si J3 in (1.1) obtinem:

(1.2) —BX1 + a1 X7 —0oX1 +vJ3X1 =0,
(13) — X1 + 01 X1+ ado Xy — BJ3 X1 =0,
(1.4) —0X7 — 1 Xy + 82X +ad3 X =0.

Eliminand J; X7, Jo X1 si J3X; intre (1.1)-(1.4) obtinem:
(1.5) (a®+ 3% ++°+6%) X1 =0.

Asgadar, rezulta ca vectorii { Xy, J; X1, Jo X1, J3X1 } sunt liniar independenti,
deci dim T, M > 4.

Dacd dimT,M = 4, atunci rezultd cd dim M = 4 si teorema este demon-
strata.

Daca dimT,M > 4 , atunci exista Xo € T,M\{0} astfel incat vectorii
{Xy, 1 X1, o X1, J3X1, Xo} sa fie liniar independenti. Atunci demonstram ca
si vectorii {X1,J1 X1, JoX1, J3X1, X, J1 X2} sunt liniar independenti. Pre-
supunem prin absurd ca ar fi liniar dependenti. Atunci rezulta ca existd o; € R,
1 = 1,5, astfel Incat:

(1.6) J1Xo = o Xy + a1 X1 + azJo X1 + asJ3 X1 + a5 Xs.
Aplicand J; in (1.6) obtinem:

(1.7) —Xo =1 1 X1 — s X1 4+ a3z X1 — auJo Xq + asJ1 Xs.
Eliminandu-1 pe J; X5 intre (1.6) si (1.7) obtinem:

(Ozg + 1) X2 + (041045 — 042) X1 + (042015 + Cvl) Jle
(18) + (043045 — 044) Jo X1 + (044055 + 043) J3 X1 =0.



Cum vectorii {X1, J1 X1, J2X1, J3X1, X2} sunt liniar independenti, rezulta
in particular din (1.8) c& a2 + 1 = 0, contradictie.

Prin urmare, rezulta ca vectorii { X1, J1 X1, Jo X1, J3X1, Xa, J1 X2} sunt liniar
independenti. Analog rezulta ca vectorii { X1, J1 X1, Jo X1, J3X1, Xo, J1 X, Jo X0}
sunt liniar independent;i si similar { X7, J1 X1, Jo X1, J3 X1, Xo, J1 Xa, JoXo, J5 X5}
sunt liniar independent;i. In consecinta rezulta ca dim T, M > 8.

Dacd dimT,M = 8, atunci rezultd ca dimM = 8 si teorema este com-
plet demonstrata. Dac& dim7,M > 8, atunci procedeul continu inductiv,
obtinandu-se o baza in T, M de forma:

{X17J1X17J2X17J3X1;X27J1X27J2X27J3X27"”7Xm7J1Xm7J2XmaJ3Xm}
si In consecintd dimM =4m, m > 1. m

Definitia 1.2.4 ([98])
Fie (M, o) o varietate aproape cuaternionica gi g o metrica (semi-)Riemann
pe M astfel incat:

9(Jo X, 1Y) =g(X,Y),Va=1,3,

pentru orice cAmpuri vectoriale X,Y pe M si orice baza locala {.Jy,J2, J3}
a lui 0. Atunci g se numeste metrici adaptatd structurii cuaternionice o,
iar (M, 0, g) se numeste varietate aproape cuaternionica hermitiand cu metrica
(semi-)Riemann sau (in)definita.

Observatia 1.2.5 ([142])

Daca (M, o, g) este o varietate aproape cuaternionica hermitiand cu metrica
semi-Riemann, atunci din Propozitia 1.2.3 rezulta ca exista in spatiul tangent
o bazad pseudo-ortonormata de forma {X;, J1 X;, JoX;, J3X;} (o astfel de
baza se numete baza adaptatd). Atunci, daca:

i=1,m

g(El,El) =¢g; € {:t].} ,VZ = 1,m

rezulta cd avem:

9(Jo By JoFy) = €; € {1} ,Va =1,3,Vi =1, m,
deci signatura lui g este:
s=4dp—4q=4(p—q) =4t

unde p este cardinalul multimii {z el,mle; >0 }, iar ¢ este cardinalul multimii
{ieTmle; <0}

Definitia 1.2.6 ([98])
Fie (M, 0, g) o varietate aproape cuaternionica hermitiana cu metrica (semi)
Riemann. Daca V, conexiunea Levi-Civita indusa de g, satisface conditiile:



(VXJl)Y = w3(X)J2Y — wg(X)J?,Y
(1.9) (VXJQ)Y = —W3(X)J1Y+w1(X)J3Y
(VXJ:;)Y = WQ(X)le - W1<X)J2Y

pentru orice X si Y campuri vectoriale pe M, unde wy,ws, w3 sunt 1-forme locale
definite pe U, iar {J1, J2, J3} baza locala a lui o pe U;, atunci varietatea
(M, 0,g) se numegte varietate cuaternionica Kéhler (cu metrica semi-Riemann
sau indefinita).

In particular, dacid V.J, = 0, Vo = 1, 3, se spune ca varietatea (M, 0,g) este
local hiper-Kahler.

Conditiile (1.9) sunt echivalente cu faptul ca V paralelizeaza subfibratul o .

Observatia 1.2.7
Fie (M,o,g) o varietate aproape cuaternionicd hermitiand cu metrica in-
definita i fie {J1, Ja, J3} 0 bazi locala a lui o definita pe o vecinatate de coor-
donate U. Deoarece Ji, Jo si J3 sunt aproape hermitiene in raport cu g, rezultd
ca:
Qo (X,Y) =g (X, J,Y) ,Va=1,3,

sunt 2-forme locale pe U. Pe de alta parte, avand in vedere consideratiile ficute
in cadrul demonstratiei Propozitiei 1.2.2, rezulta ca:

(1.10) Q= AQ +QAQ+ Q3 A Qs

este o 4-forma global definita pe M.
Similar, rezulta ca:

(1.11) A=l Q1+ QI+ I3 J3

este un camp tensorial global de tip (2,2) pe M.

S. Ishihara ([98]) a aratat ca o varietate aproape cuaternionicé este o vari-
etate cuaternionicd Kéahler daca si numai daca este indeplinitd una din urma-
toarele conditii echivalente:

(1.12) VQ =0,
respectiv:
(1.13) VA =0.

Exemplul 1.2.8

1. R este varietate cuaternionica Kihler (in acest caz fibratul o este
trivial).

2. Prototipul de varietate cuaternionica Kahler este spatiul proiectiv cuater-
nionic P"(H), aceasta varietate avand grupul de olonomie chiar Sp(n) x Sp(1).
Este de remarcat ci in acest caz o este netrivial. In plus, P"(H) nu admite nici
o structura complexa globala.



3. Orice varietate Riemann orientabila 4-dimensionala admite o structurd
cuaternionica Kéhler, deoarece grupul ei de olonomie este subgrup in SO(4) =
Sp(1) x Sp(1). In consecinta, S* este o varietate cuaternionica Kihler.

In particular, daca M; si Ms sunt varietati Kahler de dimensiune complexa 1,
care nu sunt local plate, atunci My x My este o varietate cuaternionica Kéahler,
deoarece are grupul de olonomie U(1) x U(1). In consecintd S% x S? este o
varietate cuaternionica Kahler.

4. Daca (M, g, I) este o varietate aproape hermitiana, atunci fibratul tangent
TM admite o structurd cuaternionica (cf. V. Oproiu ([135])). L. Cordero, M.
Fernandez si M. De Leon ([51]) au gésit conditii in care fibratul tangent al unei
varietati aproape hermitiene este o varietate aproape cuaternionica hermitiana
care nu este cuaternionica Kéhler.

In particular, daca D™ = IntS**~! este discul unitate din C®, iar G,(CP*4)
este varietatea Grassmann complexa, rezultd ca TD™ si T(G), (Cp+q)) sunt va-
rietati aproape cuaternionice.

5. S. Salamon ([152]) a extins rezultatul anterior, utilizind teoria repre-
zentarilor: astfel, el a aratat ca dacd M este o varietate cuaternionica Kéhler,
atunci fibratul tangent este o varietate aproape cuaternionicé, ce este cuater-
nionica Kéahler daca si numai daca M este plata.

In particular, T (5% x S?%) gi T'S* sunt varietiti aproape cuaternionice.

6. M. Tahara, L. Vanhecke gi Y. Watanabe ([163]) au aratat ca fibratul
tangent al unei forme spatiale complexe de curbura sectionalé olomorfa pozitiva
admite o structurd aproape hipercomplexé naturala.

Pe de altd parte, M. Tahara, S. Marchiafava si Y. Watanabe ([164]) au
construit o familie de structuri cuaternionice Kahler pe fibratul tangent al unei
forme spatiale complexe de dimensiune realé cel putin 6.

1.3 Tensorul de curbura si tensorul Ricci pe o varietate
cuaternionica Kahler

Lema 1.3.1 (]98])
Tensorul de curburd pe o varietate cuaternionicd Kdhler cu metricd (sems)
Riemann (M, 0, q) satisface relatiile:

[R(X,Y), 1] = F3(X,Y)Ja — F2(X,Y)J3
(1.14) [R(X,Y), Jz} =-F(X,Y)J + Fl( Y)Js
[ ( ) ] 2(X7 Y)Jl ( ’ )JQ

pentru VX, Y € T'(TM) unde:
(1.15) [R(X,Y), Joa]"S R(X,Y)Js — JoR(X,Y),
ar

(116) F1 = dw1 + wo /\OJ3,F2 = dUJ2 + w3 /\wl,Fg = dw;g + wi A ws.
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Demonstratie: Fie X, Y, Z € T'(TM). Atunci, conform notatiei (1.15), folosind
definitia tensorului de curbura, obtinem:

[R(X,Y), Ja] Z

(1.17)

R(X,Y)JoZ — JL,R(X,Y)Z

VaVydoZ — VyVxdaZ = Vixy)JaZ

TV XV Z + JaVyVx Z + JoV x 31 Z

Ve (Vyda) Z + JuVy Z) = Vy (VxJa) Z + JuV x Z)
—JoVxVyZ + J . VyVxZ + JQV[X’y]Z — V[X,y]JaZ.

Folosind conditiile (1.9) din definitia varietétilor cuaternionice Kéhler in

(1.17), obtinem:
[R(Xv Y)7 Jl] Z

(1.18)

Vx w3 (Y)JoZ—wy (Y)JsZ + J1Vy Z]

—Vy w3 (X) oZ—wy (X) J3Z + 1 Vx Z]

— I VxVyZ+ 1IVyVxZ + 1 Vixy)Z - Vixy) 1 Z
Xws (V) JoZ + wy (V) Vi JaZ — Xews (V) s Z

s (V) VxJsZ 4+ Vx (1Vy Z) — Yas (X) JoZ

w3 (X) VyToZ + Yws (X) JsZ + ws (X) Vy Js 7
—Vy (LhVxZ)— 1 VxVyZ + 1VyVxZ

+ AV Z — Vixyh Z

Xws (V) JoZ + w3 (V) [(VxJ2) Z + J2VxZ]

X (V) JsZ —ws (V) [(VxJs) Z + J3Vx Z]

~Yws (X)JoZ + w3 (X) [(VyJo) Z + JoVy Z]

FYw (X) T Z + ws (X) [(Vy J3) Z + J3Vy 7]

+ [(Vle) (Vyz) + J1VXVyZ]

—[(Vy ) (VxZ)+ 1 VyVxZ]

-1 VxVyZ+ 1) VyVxZ + J1V[X,Y]Z — V[ny]JlZ.

Folosind din nou conditiile (1.9) in (1.18) obtinem:

[R(Xv Y)a Jl] Z

(1.19)

[Xws(Y) = Yws(X) — wo(X)wi (V) + wo (Vw1 (X)] J2Z
— [Xwa(Y) = Ywa(X) — w3(Y)w1(X) + w3(X)w1 (V)] J3Z
+J1V[X7y]Z - V[X_’y]le

[F5(X,Y) + w3 [X,Y]] JoZ

— [B(X,Y) 4 ws [X, V]| JsZ — (Vixy1 1) 2.

Pe de alta parte, tot din conditiile (1.9) avem:

(1.20)

(Vixy)h) Z =ws[X,Y] )2 Z —ws [ X, Y] J5Z.

Din (1.19) si (1.20) obtinem:

11



[R(X,Y), 1] = F5(X,Y)Jo — F»2(X,Y)Js.
Procedand in mod similar, obtinem:
[R(X,Y), Js] = —F3(X,Y)J1 + F1(X,Y)Js,
[R(X,Y), Js] = Fo(X,Y) 1 — Fi(X,Y)Js
si demonstratia este completa. m

Propozitia 1.3.2 ([98])
Fie (M,0,g) o varietate cuaternionicd Kdhler cu metricd (semi-)Riemann.
Atunci:

R(X,Y, Wz, hW) = R(X,Y,Z,W)+ F5(X,Y)g(J3Z,W) + F2(X,Y)g(J2Z, W),

R(X,Y, J2Z, J.W) R(X,Y,Z,W) + F1(X,Y)g(1Z,W) + F5(X,Y)g(J3Z, W),

R(X,Y, J32, J3W) R(X,Y,Z,W) +F2( Y)g(J2Z, W) +F1( Y)g(Z, W),
(1.21)

pentru VX, Y, Z W € T (TM) .

Demonstratie: Conform lemei anterioare, avem:
(1.22) R(X,Y)N1Z - 1WR(X,Y)Z = F5(X,Y)J2Z — F5(X,Y)J5Z.
Aplicand g( - , J1W) in relatia (1.22) obtinem:
—R(X,Y, W Z, \WW)+R(X,Y, Z,W) = F5(X,Y)g(J2Z, hW)—F»(X,Y)g(Js Z, 1W),
de unde rezulta imediat:
R(X,)Y, 1 Z,JJ3W) = R(X,Y,Z,W)+F5(X,Y)g(Js Z, W)+ F2(X,Y)g(JZ,W).
Similar se obtin gi celelalte doua identitati din propozitie. m
Propozitia 1.3.3 ([171))
Fie (M,0,9) o varietate cuaternionica Kahler cu metricd indefinitd, de di-

mensiune 4m. Dacd {Ei}i:m este o baza pseudo-ortonormatd adaptatd pentru
TM atunci:

4m

1
RXY) = o > &R(X,Y,1\E;, Ey),

4m

1
(1.23) BR(X)Y) = %;siR(X,Y,JQEi,Ei),

4m

1
F(X,Y) = %Z&R(X’Y,J?)EuEi),
i=1

pentru VX, Y € T (TM), unde ¢; = g(E;, E;), Vi=1,4m .
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Demonstratie: Din (1.21), luand Z = J1E; si W = E;, obtinem:

R(X,Y, o 1 E;, JoE;)) = R(X,Y,WE; E;)
+F(X,Y)g(JTE;, E)) + F5(X,Y)g(Js 1 E;, E;)

de unde deducem:

(1.24) R(X,Y, 5E;, J,E;) = —R(X,Y, 1 E;, E;) + e, [, (X, Y).
Din (1.24) avem:

(1.25) F(X,Y)=¢[R(X,Y,JsE;, oE;) + R(X,Y, 1 E;, E;)] .
Din (1.25) deducem:

4m
i=1

Dar, deoarece {FE;}
este de forma:

{E;, Eppyi = J1Ej, Eoppyi = Jo By, Egppyi = J3 B}

i—T.am este o baza pseudo-ortonormata adaptata, deci

i=1,m

rezulta cd avem:

4m 4m
(1.27) ZsiR(X,Y,JgEi,JgEi) = ZgiR(X,Y,JlEi,Ei)
i=1 i=1

deoarece ambele sume au aceeasi termeni.
In consecintd, din (1.26) si (1.27) obtinem:

4m
1
F(X,Y) = 5 Zl e R(X,Y, J\E;, Ey).
si similar rezulta si celelalte doua relatii din enuntul propozitiei. m

Propozitia 1.3.4 ([171])
Fie (M,0,9) o varietate cuaternionica Kdhler cu metrica indefinita, de di-
MENSIUNE 4M.

Daca {E;},_17, este o baza pseudo-ortonormatd adaptata pentru TM atunci:

4m

1
R(X,)Y) = —E;QR(X,EZ-,YJlEi),
4m
(1.28) R(X,)Y) = —E;QR(X,E%Y,JQEZ'),
4m
> eiR(X,E;Y, J3E;),
i=1

1

m

F3(X,)Y)
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pentru VX, Y € T (TM), unde ¢; = g(E;, E;), Vi = 1,4m.

Demonstratie: Deoarece {E;}, 17— este o baza pseudo-ortonormata adaptata
pentru 7'M, avem:

4m 4m
(1.29) ZeiR(X, E;, LJE;,Y) = —ZEiR(X, N E;i, E;,Y)
=1 =1

deoarece ambele sume au aceeagi termeni, dar cu semnul opus.
Prin urmare avem:

4m 4m
1
ZgiR(XaEian]lEi,Y) = 5251 [R(X7E7,7J1E17Y) _R(Xa JlEszmY)]
i=1 =1
1 4m
(1.30) = izei [R(X,E;, J1E;,Y) + R(J,E;, X, E;, Y))
i=1
Utilizand identitatea lui Bianchi in (1.30) obtinem:
4m 1 4m
(1.31) ;QR(X, Ei, JEpY) = =5 ;giR(Ei, J1E;, X,Y).

In final, din (1.23) si (1.31) deducem:

4m 4m
1
> &R(X,E;,Y, \E;) = 3 Y &R(E;, JiE;, X,Y) = —mFy(X,Y),
i=1 i=1
deci:
1 4m
i (X,Y) = - ;&'R(X,Ei,Y,LEi)

In mod similar se deduc si celelalte doua relatii din enuntul propozitiei. m

Propozitia 1.3.5 ([98)])

Fie (M,0,9) o varietate cuaternionica Kdhler cu metrica indefinita, de di-
mensiune 4m. Atunci:

i. Dacd m > 1, atunci:

Rie(X,Y) = —(m+2)F(X,.,Y),
(1.32) Ric(X,Y) = —(m+2)Fy(X,.J5Y),
Ric(X,Y) = —(m+2)F3(X,J5Y),

pentru VX, Y € T (TM) .
1. Daca m=1, atunci:

(1.33) Ric(X,Y) = — [F1(X, 1Y) + Fo(X, oY) + F5(X, J5Y)],
pentru ¥X,Y € T (TM).
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Demonstratie: Din Propozitia 1.3.2 avem:
R(Xa K ‘]1Za JlW) = R(X’ Y7 Za W)+F3(X’ Y)g(‘]?)Za W)+F2(X7 Y)g(J2Z7 W)

Considerand Z = Y,Y = W = E; in relatia anterioara, unde {£;}, 1. este
o baza pseudo-ortonormata adaptata pentru TM, obtinem:

R(X, E;, 1Y, W1 E;) = R(X, E;, Y, Ei)+F3(X, E;)g(J3Y, Ei)+Fa (X, Ei)g(J2Y, E;).
(1.34)
Inmultind in relatia (1.34) cu ¢; = g(E;, E;) si sumind dupa i, obtinem:

4m
(135)2 EZ‘R(X, Ei7 J1K JlEi) = RZC(X, Y) + 1’7‘3()(7 JgY) + FQ(X, JQY)

i=1
Dar, din (1.28) si (1.35) rezulta ca avem:
(1.36) Rice(X,Y) = —mF (X, 1Y) — F»(X, oY) — F5(X, J3Y).
Similar obtinem:
(1.37)  Rice(X,Y) = —F(X, /1Y) — mFy(X, J,Y) — F3(X, J3Y)
si
(1.38)  Ric(X,Y) = —Fy(X, 1Y) — F5(X, J,Y) — mF3(X, J5Y).

Daca m=1, in mod evident, oricare din relatiile (1.36)-(1.38) implica (1.33).
Daca m > 1, atunci scazand relatiile (1.36) si (1.37) obtinem:

(1.39) Fi(X,hY) = F(X, JLY).
Pe de alta parte, scazand relatiile (1.37) si (1.38) obtinem:
(1.40) Fy(X, LY) = F3(X, J5Y).

In final, din (1.36)-(1.40) rezultd in mod evident (1.32). m

Corolarul 1.3.6 ([98])

Fie (M,0,g) o varietate cuaternionica Kihler cu metrica indefinitd, de di-
mensiune 4m > 8 . Atunci:

i

1
1.41 F,(X)Y)= ——Ric(X,J, Y
( ) o(X,Y) erQRZC( y JaY)
(1.42) Ric(Jo X, JoY) = Ric(X,Y)
(1.43) (VxRic) (J.Y,JoZ) = (VxRic) (Y, Z)
.

(1.44) (VxRic) (Y, JoZ) + (Vy Ric) (Z, JoX) + (VzRic) (X, J.Y) = 0
pentru VX, Y € T (TM) giVa=1,3 .
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Demonstratie:

i. Demonstratia este evidenta din (1.32).

ii. Demonstratia este imediata din (1.41) si din faptul ca F,, este antisimetric
pentru Voo = 1,3 .

iii. Demonstratia este imediata din (1.9) gi (1.42).

iv. Din (1.16) deducem ca au loc identitatile:

dFy +wo ANF3 —w3 AN Fy = 0,
(1.45) dFs + w3 ANFy —wi ANF3 = 0,
dFs+wi ANFy —wo ANFy = 0.

Demonstratia este acum imediat din (1.9), (1.32) si (1.45). m

Teorema 1.3.7 ([98])
Tensorul Ricci pe o wvarietate cuaternionicd Kahler cu metricd indefinitd
(M,0,g) de dimensiune 4m > 8 este paralel.

Demonstratie: Din (1.44), pentru « = 1, inlocuindu-1 pe Z cu J; Z obtinem:

- (VxRZC) (K Z) + (VyRZC) (le, JlX) + (lezRiC) (X, J1Y) =0.
(1.46)

Dar, avand in vedere (1.43), din (1.46) rezulta:

(1.47)  —(VxRic)(Y,Z)+ (VyRic) (Z,X) = — (Vy,zRic) (X, 1Y).
Folosind incé o data (1.43) in (1.47) obtinem:

(148) — (VxRic) (Y, Z) + (VyRic) (Z,X) = (V s,z Ric) (JoX, J3Y).
Similar gasim:

(1.49) —(VxRic)(Y,Z)+ (VyRic) (Z,X) = (VyzRic) (Js X, 1Y),

si
(1.50) — (VxRic) (Y, Z) + (VyRic) (Z,X) = (V.j,zRic) (1 X, JoY).

Prin urmare, deducem:
(1.51) (Vy,zRic) (JsX, 1Y) = (Vj,zRic) (J2 X, J3Y).

Inlocuind in (1.51) pe X cu J1X, pe Y cu JoY si pe Z cu J3Z, deducem:
(1.52) (Vi zRic) (X, J3Y) = — (V,zRic) (J3X, J1Y).

Din (1.51) si (1.52) rezulta ca avem:
(1.53) (V,zRic) (o X, J3Y) = 0.

In final, inlocuind in (1.53) pe X cu JoX, pe Y cu J3Y si pe Z cu J1Z,
obtinem:
(VzRic) (X,Y) = 0.
]

16



1.4 Proprietati remarcabile ale varietatilor cuaternionice

Teorema 1.4.1 ([4], [31], [32], [98], [142], [150])
Orice varietate cuaternionica Kdhler (M, o,g) cu metrica (semi-)Riemann,
de dimensiune 4m > 8, este spatiu Einstein.

Demonstratie: Din Lema 1.3.1 avem:
(1.54) R(X,Y)JsZ — JsR(X,Y)Z = F»(X,Y)1Z - F1(X,Y)J2Z.
Aplicand g( - , J2Z) in (1.54), obtinem:
R(X,Y, o Z,JsZ) — g(JsR(X,Y)Z, ). Z) = —F1(X,Y)g(Z, Z),
de unde gasim:
(1.55) (X, Y)9(Z,2)=R(X,)Y,1Z,Z) + R(X,Y, JsZ, ]2 Z).
Inlocuindu-1 in (1.55) pe Y cu J; X, deducem:
(1.56) Fy(X, 1 X)g(Z,Z) = R(X, 1 X, 1 Z,Z) + R(X, 1 X, JsZ, Jo 7).
Inlocuindu-l acum in (1.56) pe X cu Jo X, obtinem:
Fi(JsX, J3X)g(Z. Z) = R(J: X, Js X, 1 Z, Z) + R(Jo X, J3 X, J3 Z, Jo Z).
(1.57)
Adunénd relatiile (1.56) si (1.57), si tindnd cont de (1.41), gasim:
R(X,J1 X, 1 2,Z) + R(X, 1 X, JsZ, JsZ)
+R(Jo X, Js X, W Z,Z) + R(J2 X, Js X, Js Z, J2 Z) =
1
m—+2

Din (1.42 si (1.58) rezulta ca avem:
R(X, 1 X, Z,Z)+ R(X, h X, J3Z,J2Z) + R(J. X, Js X, W Z,Z)

2
(1.59) TRULX, T3 X, s 7, 1o ) = = =5 Rie(X, X)g(Z, 7).

1
(158) = | = Rie(X, X) - Ric(LX, o X)| 9(Z,2).

Analog obtinem:
R(X,hX,1Z,Z)+ R(X, 1 X,J3Z,J2Z) + R(J2 X, Js X, 1 Z, Z)

2
(1.60) TRULX, T3 X, s 7, 1o ) = = =5 Rie(Z, 2)g(X, X).

Din (1.59) si (1.60) rezulta ca avem:
Ric(X,X)g(Z,Z) = Ric(Z, Z)g(X, X),

pentru VX, Z € T' (T M), de unde obtinem: Ric(X,X) = Ag(X, X), deci M este
spatiu Einstein. m
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Teorema 1.4.2 ([4], [31], [32], [98], [142], [150])

Fie (M,0,qg) o varietate cuaternionicd Kdahler cu metricd indefinitda de di-
mensiune n = 4m .

i. Dacd Ric =0, atunci M este local hiper-Kdhler.

1. Daca Ric # 0 si 4m > 8, atunci M este ireductibild.

Demonstratie: i. Daca tensorul Ricci este identic nul, atunci din Corolarul 1.3.6

rezultd cd avem:
(1.61) F,=0,YVa=1,3.

Avéand in vedere insa (1.16), rezulta din (1.61) cd avem:
(1.62) we =0,Ya=1,3.
In final, din (1.9) si (1.62) obtinem:
VJ, = 0,Ya =1,3,

deci M este local hiper-Kéahler.

ii. Presupunem prin absurd cd M este reductibild. Atunci, deoarece Ric # 0,
rezultd cd M nu este plata gi cum Ric este paralel, din teorema de descompunere
De Rham ([182]) rezulta ca putem alege o vecindtate de coordonate U a lui M
astfel incat varietatea semi-Riemann (U, g) sa poata fi descompus ca un produs

de k > 2 varietati semi-Riemann: (U1, ¢1), (Ua,92), - .-, (Uk, gr) astfel incat:
k
(1.63) g(X, V)= gi(m. X, m.Y)
i=1
si
k
(1.64) Ric(X,Y) =Y pigi (m:, X, m.Y),
i=1

pentru VX,Y € T'(TU), unde p; este constanta, Vi = 1,k , astfel incat p; <
p2 < ... < pg, iar m;, este diferentiala proiectiei naturale = de la U la Uj.
Evident, fara a pierde generalitatea, putem presupune ca avem k = 2.
Dar, deoarece:

9(Jo X, JoY) = g(X,Y),Ya =1,3,
rezultd din (1.63) ca avem:

91 (71, Jo X, 71, JoY) + g2 (M2, Jo X, T2, JoY)
(165) =01 (7T1*X,7T1*Y)+92 (7T2*X77T2*Y),

pentru Yo = 1, 3.
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Pe de alta parte, din (1.42) si (1.64) obtinem:
p191 (M1, Jo X, 1, JoY) + paga (2, Jo X, 72, JoY)
(1.66) = p1g1 (11, X, 11, Y) + paga (12, X, m2,Y)

pentru Yo = 1, 3.
Eliminand pe g1 (71, Jo X, 71, JoY) intre relatiile (1.65) si (1.66) rezulta ca
avem:

(1.67)  (p1 — p2) g2 (Mo, Jo X, 72, JoY) = (p1 — p2) g2 (w2, X, 2, Y),

pentru Va = 1, 3.
Cum p; < pg , din (1.67) rezulta ca avem:

(168) g2 (WZ*JQX» ’/TQ*JOLY) = g2 (72*X7 ,/TQ*Y)v
pentru Vo = 1, 3, si atunci, din (1.65) si (1.68), rezulta ci avem si:
(1.69) g1 (M, JoX,m1, oY) =g1 (m, X, m.Y),

pentru Vo = 1, 3.
Daca (xh)h:ﬁ = ((yﬁ)ﬁzﬁ , (27)7=m> sunt coordonatele naturale pe

U = U; x Us, atunci metrica g are in raport cu (xh) componentele de

h=1,n

(9on) §.0—1 0
(gst)s,t:ﬁ = ( ! (BTI b >

(g)‘“)k,u:m

forma:

unde (gsy)s =17 sunt componentele lui g1, independente de (z”)wzm, iar

(gA#)A,u:m sunt componentele lui go, independente de (yﬁ)ﬁzﬁ.
Deducem acum din (1.69) si din Lema 1.3.1 ca avem:

(1.70) FI(X,Y)=Fy(X,Y)=F(X,Y) =0.

In final, din Propozitia 1.3.5 si relatia (1.70) rezultd ci avem Ric = 0.
Am obtinut astfel o contradictie, provenita din ipoteza ca varietatea M ar fi
reductibila.

In consecinta rezulta ca M este ireductibila. m

1.5 Curburi sectionale ale varietatilor cuaternionice. Teo-
rema Schur

Definitia 1.5.1 ([142])

Fie (M, o,g) o varietate cuaternionica Kéhler cu metrica indefinitd, de di-
mensiune 4m, p € M si X € T,M un vector nenul. Atunci 4-planul @ (X) =
Sp{X, h X, JJ2X, J3X} se numeste 4-plan cuaternionic.
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Definitia 1.5.2 ([142])

Fie (M, 0,g) o varietate cuaternionica Kéhler cu metrica indefinitd, de di-
mensiune 4m i p € M. Atunci un 2-plan 7 = Sp{X,Y} C T, M se numeste:

i. 2-plan nedegenerat daca:

A(W) :g(X,X)g(Y,Y)fg(X,Y)Q # 0.

ii. 2-plan semi-cuaternionic daca Q (X) = Q(Y).
iii. 2-plan total real daca @ (X) LQ(Y).

Definitia 1.5.3 ([142])

Fie (M, o,g) o varietate cuaternionica Kéhler cu metrica indefinitd, de di-
mensiune 4m, p € M si 7 = Sp{X,Y} C T,M un 2-plan nedegenerat. Atunci
se numeste curbura sectionala a lui :

In particular, curbura sectional& a unui 2-plan semi-cuaternionic se numeste
curbura sectionald cuaternionica, iar curbura sectionald a unui 2-plan total real
se numeste curbura sectionala total reala.

Teorema 1.5.4 ([171])

Fie (M,0,g) o varietate cuaternionicd Kéhler cu metrica indefinita de di-
mensiune 4m > 8.

Daca in punctul p € M se cunosc curburile sectionale cuaternionice ale
tuturor 2-planelor nedegenerate semi-cuaternionice m C T, M, atunci tensorul
de curbura Riemann-Christoffel R este unic determinat.

Demonstratie: Presupunem ca exista doi tensori de curbura Riemann-Christoffel
R si R’ astfel incat:

(1.71) R(X,Y,X,Y) = RI(X,Y, X,Y),

pentru orice baza pseudo-ortonormata {X,Y } aluinw C T, M, cu Q (X) = Q(Y).
Fie S := R— R’ . Atunci, din (1.71) rezulta in mod evident ca avem:

(1.72) S(X,Y,X,Y) =0,

pentru orice bazé pseudo-ortonormata {X,Y} aluin C T,M, cu Q (X) = Q(Y).
Vom ardta in continuare ca are loc (1.72) pentru VX,Y € T,M si atunci,
via teorema corespunzatoare-varianta reald, demonstratia va fi incheiata.
Din Lema 1.3.1 deducem ca exista 2-formele Fy, Fy, F3, respectiv F|, Fj, F},
corespunzatoare lui R si lui R’ care satisfac relatiile (1.14).
Fie:
(1.73) FS:=F,—F. Ya=1,3.
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Avénd in vedere Corolarul 1.3.6, din (1.73) deducem, pentru Vo = 1, 3:

Ricr(X,JoY)  Ricg(X,JY)

1.74 FS(X,Y) =
(1.74) L (X)Y) p—— o

Pe de alta parte, din (1.74) si Teorema 1.4.1 obtinem:

(1.75) FS(X Y) = Ar9(X, JoY) B Arrg(X,J,Y)
. (% b m + 2 m + 2 .
Folosind notatia:
o AR AR
m+2

rezulta ca (1.75) se poate rescrie:

(1.76) F3(X,Y) = kg(X, J,Y).
Din Lema 1.3.1 avem:

(177 R(X,Y)NhZ - L R(X,Y)Z = F3(X,Y)J.Z — F5(X,Y)JsZ.
Aplicand g( - ,W) in (1.77) obtinem:

R(JLZ W)Y, X)=—-R(Z, WW,Y, X)+F5(X,Y)g(J2Z, W)—Fo(X,Y)g(J3Z, W)
(1.78)
i similar gasim:

R(J\ZW)Y,X)=—R(Z, WW.,Y, X)+F5(X,Y)g(J2Z, W)—Fo(X,Y)g(Js Z,W).
(1.79)
Din (1.78) si (1.79) rezulta:

S(NWZ,W,Y, X) = =5(Z, )W, Y, X)+F5 (X, Y )g(J2Z, W)= F5 (X, Y )g(JsZ, W).
(1.80)

Distingem urmatoarele situatii:

Cazul I. Presupunem cé vectorii X si Y sunt ambii neizotropi (i.e. g(X, X) #
0, g(Y,Y) # 0). Evident, fard a restrange generalitatea ii putem presupune
unitari temporali sau spatiali.

Inlocuind in (1.80) pe Y cu JoX (inlocuire ce are sens in acest caz), pe Z
cu X si pe W cu J3X, obtinem:

S(IX, 53X, 1, X, X) = —S(X, X, X, J,X) — F$ (X, J,X)g(Js X, JsX).
(1.81)

Dar, deoarece m = Sp{X, JoX} este un 2-plan semi-cuaternionic, din (1.72)
gi (1.81) rezulta ca avem:

(1.82) S(IhX, J5X, X, X) = —F5 (X, J,X)g(X, X).
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Pe de alta parte din (1.76) si (1.82) obtinem:
(1.83) S(X,JoX, J3X, 1 X) = kg(X, X)2.

Similar, gasim:

(1.84) S(X, JsX, 1 X, J,X) = kg(X, X)?
si
(1.85) S(X, 1 X, ], X, J3X) = kg(X, X)2.

Adunénd relatiile (1.83)-(1.85) si folosind identitatea lui Bianchi obtinem:
(1.86) 3kg(X, X)? = 0.

Deoarece suntem in cazul in care X este un vector neizotrop, din (1.86)
deducem ca avem k = 0. Prin urmare, din (1.76) deducem:

(1.87) F% =0,Ya=T,3.

Din (1.80) si (1.87) deducem:
(1.88) S(X,)Y, 1 Z,W)=S8(X,Y, 1| W,Z).

Inlocuind in (1.88) pe Y cu Jo X, pe Z cu JoY si pe W cu J1Y, obtinem:
(1.89) S(X, JoX, 5Y, 1Y) = —S(X, J,X,Y, JbY).

Analog deducem:

(1.90) S(X, J5X, 1Y, bY) = -S(X, J3X,Y, J3Y).
si
(1.91) S(X, 1 X, Y, J3Y)=-S(X, 1 X,Y, ;Y).

Pe de alta parte, folosind (1.89)-(1.91) si identitatea lui Bianchi, obtinem:
(1.92)  S(X, 1 X, oY, J5Y) = S(X, oY, X, bY) + S(X, J;Y, X, J5Y)

Inlocuindu-1 in (1.92) pe Y cu JoY si avand in vedere relatia (1.91), gésim:
(1.93)  —S(X,1X, Y, J5Y) = S(X,Y, X,Y) + S(X, /1Y, X, J;Y).

Din (1.92) si (1.93) rezulta ca avem:

S(X’KX7Y)+S(Xa J1Y7X7 JIY)+S(X5 J2KX7 J2Y)+S(X? J3KX7 J3Y) =0.
(1.94)
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Pe de altd parte, deoarece 2-planele m = Sp{X +Y, 1 X + 1Y} i mp =
Sp{X —-Y, ;1 X — J;Y} sunt 2-plane nedegenerate semi-cuaternionice, din (1.72)
deducem:

(1.95) SX+Y, h X+ LY, X+Y hX+LhY)=0
si:
(1.96) SX-Y, 1 X-NY,X-Y,JJX-JY)=0.

Avand in vedere liniaritatea lui S in raport cu toate cele patru argumente,
dezvoltand si sumand (1.95) si (1.96), obtinem:

(1.97) S(X,Y, X,Y) +3S (X, 1Y, X, ,Y) = 0.
In mod analog, deoarece 2-planele m; = Sp{X + LY, 1 X + J3Y} gi mp =

Sp{X — oY, 1 X — J3Y'} sunt 2-plane nedegenerate semi-cuaternionice, din
(1.72) obtinem:

(1.98) S (X + LY, LW X+ Y, X+ LY, JJ X + JgY) =0
si:
(1.99) S(X = LY, L X — 1Y, X — LY, L X — J5Y) = 0.

Avénd 1n vedere liniaritatea lui S, dezvoltind si sumand (1.98) si (1.99),
obtinem:

(1.100) S(X,J5Y, X, J3Y) + 38 (X, )Y, X, LbY) = 0.

In mod similar, deoarece 2-planele m = Sp{X + J3Y, 1 X — oY} si my =
Sp{X — J3Y, 1 X + JoY'} sunt 2-plane nedegenerate semi-cuaternionice, din
(1.72) deducem:

(1.101) S(X+ Y, h X — LY, X+ J3Y, 1 X —LY)=0
si:
(1.102) S(X - Y, 1 X+ LY, X—-JY X+ LY)=0.

Avéand in vedere liniaritatea lui S, dezvoltand si suménd (1.101) si (1.102),
obtinem:
(1.103) S (X, J3Y, X, J5Y) +3S (X, Y, X, bY) = 0.

Considerand sistemul format din (1.94), (1.97), (1.100 si (1.103) obtinem:
S(X,Y,X,Y)=0.

Cazul II. Presupunem ca vectorii X si Y sunt unul izotrop, iar celalalt
neizotrop. De exemplu presupunem ca X este izotrop (i.e. g(X,X)=0),iar ¥
neizotrop (i.e. g(Y,Y) # 0 ). Deoarece g(X, X) este o functie polinomiala de
coordonatele lui X, rezulta ca multimea zerourilor lui g nu poate contine nici o
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multime deschisa gi prin urmare exista un sir de vectori neizotropi { X, } C

neN*
T,M astfel incat X,, — X. In consecinta, din Cazul I rezulté c& avem:

(1.104) S(X,,Y,X,,Y)=0,Vn € N
Trecand la limita cdnd n — oo in (1.104), deducem ca avem gi in acest caz:
S(X,Y,X,)Y)=0.

Cazul I1I. Presupunem ca vectorii X i ¥ sunt ambii izotropi (i.e. g(X,X) =
0, g(Y,Y) = 0). Atunci exista doua siruri de vectori neizotropi {X,}, cn+ C

T,M si {Yn},en+ C TpM astfel incat X,, — X 51V, — Y. In consecinta, din
cazul I rezulta ca avem:

(1.105) S(Xn, Yo, Xpn,Yn) =0,Vn € N™.
Trecand la limita cadnd n — oo in (1.105) deducem cé si in acest caz avem:
S(X,)Y,X,)Y)=0
si teorema este astfel complet demonstrata. m

Definitia 1.5.5 ([142])
Fie (M, o0,g) o varietate cuaternionicd Kéhler cu metrica indefinita, de di-
mensiune 4m. Atunci definim campul tensorial Ry pe M prin:

(1106) RO(Xv Y’ Zv W) = i {Q(X, Z)g(Y, W) - g(Xv W)g(Y, Z)+
3
+ 3 19X, JaZ)g(Y, JaW) = g(X, JaW)g(Y, JuZ) + 29(X, JuY)g(Z, JW)] },

a=1

pentru VXY, Z, W € T, M, unde {.J,},_75 este o baza locala a lui o in p, unde
peM.

Observatia 1.5.6 ([142])

Avand in vedere definitia anterioara, se verifica in mod trivial ca Ry are
proprietatile tensorului de curbura Riemann-Christoffel:

i Ro(X,Y, Z,W)=—-Ro(Y,X,Z,W)=—-Ro(X,Y,W, Z) ;

ii. Ro(X,Y,Z, W) =Rog(Z,W,X,Y) ;

iii. Ro(X,Y,Z, W)+ Ro(X,Z,W,)Y)+ Ro(X, W, Y, Z)=0.

Observatia 1.5.7 ([142])

Fie (M,0,g) o varietate cuaternionicd Kéahler cu metrica indefinita de di-
mensiune 4m > 8 avand curbura sectionald cuaternionica constantd c¢ pentru
orice 2-plan semi-cuaternionic # C T,M. Atunci, avand in vedere Definitia
1.5.5, deducem c& in punctul p avem: R = cRp.
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Teorema 1.5.8 ([171])

Fie (M, 0, g) o varietate cuaternionica Kéahler conexa cu metrica indefinita de
dimensiune 4m > 8, avand curbura sectionald cuaternionica constanta ¢ = ¢(p)
pentru orice 2-plan semi-cuaternionic 7 C T,M, p € M. Atunci rezulta ca M
este o varietate de curbura sectionala cuaternionica constanta ¢ = unde A
este constanta Einstein.

=t

Demonstratie: Din Observatia 1.5.7 rezulta ca avem:
R =R—cRy=0.

Prin urmare, procedand ca in demonstratia Teoremei 1.5.4, folosind Coro-
larul 1.3.6 obtinem:

RiCR/(X, JQY)

FF(X)Y) =
m+ 2
(1.107) _ Ricr(X,JoY)  cRicg, (X, JaY)
m+2 m+ 2

Dar, din Teorema 1.4.1 avem pe de o parte:
(1.108) Ricr(X,J,Y) = Xg(X, J,Y)

iar pe de alta parte, daca ludm o baza pseudo-ortonormata adaptata { E; }
folosind (1.106) obinem:

i=1,4dm>

4m
Ricg,(X,JoY) = Y g(Ei, E)Ro(X,E;, J.Y, E;)
=1
4m
= Y 9(Bi, E)g(X, JY)g(Ei, B)) — g(X, Ei)g(JaY, E;)

=1

3
+ 3 [9(X, JpJaY)g( B, JoE) — g(X, JoEi)g(JaY, Jo ;)]

/=1

3
(1.109) Z (X, J3E)g(J.Y, JsE;)}.

Dar, deoarece in (1.109) sunt sume de tipul:

4m

Zg Ei Ei)g(X,JaY)g(Ei, Bi) =Y (£1)* g (X, JoY) = 4mg (X, JoY)

(1.110)
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si

4m 4m
> (B E)g(X,E)g(JoY,E) = g(Ei, Bi) g(X,9(JaY, Ei) E;) = g (X, J.Y),
=1 i=1

(1.111)
din (1.109)-(1.111) deducem:

(1.112) Ricp, (X, J,Y) = (4m+8)g(X,J,Y).
Din (1.107), (1.108) si (1.112) obtinem:

(1.113) FF(X,Y)= <m12 - c) 9(X, J.Y).

Folosind notatia:

A
(1.114) k=———c¢
m—+ 2

obtinem din (1.113) si (1.114):
(1.115) FE(XY) = kg(X, J,Y).

Dar, cum R’ = 0, rezulta ca F(f/ = 0 gi prin urmare, din (1.115), ludndu-1
pe X unitar temporal sau spatial, iar pe ¥ = J,X deducem ca avem k = 0,
deci: N

m+ 2
si teorema este astfel complet demonstrata. m
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2 Hipersuprafete luminoase in forme spatiale pa-
racuaternionice

Teoria varietatilor paracuaternionice s-a dezvoltat in ultimii 10 ani prin
lucrarile lui Blazic([35]), Vukmirovic([176]), Garcia-Rio, Matshushita si Vasquez-
Lorenzo ([66]), Ivanov, Minchev si Zamkovoy ([101], [102]), Alekseevsky si
Kamishima ([6]), desi bazele acestei teorii au fost puse inca din 1952, de catre
Libermann ([115]).

In acest capitol sunt prezentate rezultatele obtinute de autor in colaborare
([92], [93]), in studiul hipersuprafetelor luminoase in forme spatiale paracuater-
nionice.

In prima sectiune a capitolului sunt prezentate definitia si proprietatile fun-
damentale ale varietatilor paracuaternionice, folosindu-se in principal [35], [66],
[96] si [176].

In sectiunea a doua a capitolului se realizeaza o familiarizare cu conceptul
de hipersuprafatd luminoasa intr-o varietate semi-Riemann, urmérind in general
definitiile, notatiile gi rezultatele din Bejancu-Duggal ([27], [28]).

Ultimele trei sectiuni au la baza articolele [92] si [93]. In sectiunea a treia sunt
studiate hipersuprafetele luminoase ale varietatilor paracuaternionice, este dat
un exemplu si se gaseste o interesanta corelatie intre hipersuprafetele luminoase
ale varietatilor paracuaternionice si structurile de contact i paracontact.

In sectiunea a patra sunt obtinute diverse conditii pentru ca o hipersuprafata
luminoasd a unei varietiti paracuaternionice s fie total geodezica. In ul-
tima sectiune a capitolului se demonstreaza ca, in anumite conditii, nu exista
hipersuprafete luminoase intr-o forma spatiala paracuaternionica.

2.1 Varietati paracuaternionice

Definitia 2.1.1 ([66], [176])

Fie M o varietate diferentiabild. Se numeste structurd aproape paracuater-
nionicd pe M un subfibrat vectorial o C End (TM) de rang 3, care este local
generat de o structura aproape parahipercomplexd H = (Ja)a:ﬁ7 ie: 3 (Ui)ses
o acoperire deschisa a lui M astfel incat pentru Vi € I, 3 {J1, J2, J3} o baza
locala a lui o definita pe U;, astfel incat:

J:=—eo-1d, Yo =1,3,

e}

JidJy = —JoJ1 = —J,

unde
g1 = 1,62 = &3 = —1.

In plus, perechea (H, 0) se numeste varietate aproape paracuaternionica.

27



Observatia 2.1.2

Este de remarcat cd Libermann ([115]) a introdus pentru prima oara in
geometrie structurile paracuaternionice, numindu-le structuri cuaternionice de
speta a doua.

Definitia 2.1.3 ([66], [176])
Fie (M ,g) o varietate semi-Riemann gi o o structurad aproape paracuater-

nionica pe M. Se spune cd metrica g este adaptata structurii aproape paracu-
aternionice o daca :

g(JaXv Jay) =€al (X7 Y) Vo = 17737

pentru orice cAmpuri vectoriale X si Y pe M si orice baza locala {Jy, J2, J3} a
lui o. o
In plus, (M, g, o) se numeste varietate aproape paracuaternionica hermitiana.

Definitia 2.1.4 ([66], [176])

O varietate aproape paracuaternionica hermitiana (M, g, O') se numegte va-
rietate paracuaternionicd Kihler daca V, conexiunea Levi-Civita indusa de g,
satisface urméatoarele conditii:

(VXJl)Y = 7&)3(X)J2Y + W2(X)J3Y
(21) (ijg)Y: —wg(X)J1Y+w1(X)J3Y
(Vst)Y = wg(X)le - wl(X)JgY
pentru orice X si Y campuri vectoriale pe M, unde wq, ws, ws sunt 1-forme locale
definite pe U;, iar {J1, Ja, J3} baza locala a lui o pe U;.

Definitia 2.1.5 ([66])
Fie (M .G, cr) o varietate paracuaternionica Kéahler.

i. Un subspatiu 7 al lui T, M, p € M, se numeste nedegenerat dac restrictia
lui g la 7 este nedegenerata. In particular, un 2-plan = C Tpﬂ este nedegenerat
daca si numai daca exista o bazd {X,Y} a lui 7 astfel incat:

(2.2) A(r) =g (X, X)g(V,Y) -7 (X,Y)" #0.

ii. Dacd X € T,M, p € M, atunci 4-planul PQ(X) = Sp{X, 1 X, 2 X, J3X }
se numegte 4-plan paracuaternionic.

ili. Un 2-plan 7 = Sp{X,Y} C T,M, p € M, se numeste 2-plan semi-
paracuaternionic dacd PQ(X) = PQ(Y). In cazul in care PQ(X)LPQ(Y), ©
se numegte 2-plan total real.

Definitia 2.1.6 ([66])

Fie (M, g, O’) o varietate paracuaternionica Kihler,p € M sim = Sp{X,Y} C

T,M un 2-plan nedegenerat. Atunci se numeste curbura sectionald a lui 7 :
R(X,Y,X,Y)
K (m) = A
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In particular, curbura sectionald a unui 2-plan semi-paracuaternionic se
numeste curbura sectionald paracuaternionica.

Definitia 2.1.7 ([66])
O varietate paracuaternionica Kéhler conexa avand curbura sectionala paracu-
aternionica constantd se numeste forma spatiala paracuaternionica.

Observatia 2.1.8

Varietatilor paracuaternionice au urmatoarele proprietati remarcabile:

1. Orice varietate paracuaternionica (M, g, O‘) este de dimensiune n = 4m,
iar signatura lui g este s = 2m — 2m = 0 ([35], [66], [176]).

2. Orice varietate paracuaternionica Kéhler (M, g, o) de dimensiune 4m > 8
este spatiu Einstein ([35], [66], [176]).

3. Orice varietate paracuaternionica Kéhler (M, g, a) de dimensiune 4m > 8
avand curbura scalara nula este local o varietate para-hyper-Kahler ([35], [66],
[176]).

4. Tensorul de curburé al unei forme spatiale paracuaternionice (M(c),g,0)
este:

(X.YV)Z={9(Z,Y)X -9(X,Z)Y+

(23) (Z,JaY) JoX = (2, JoX) JaY +2§ (X, JaY) JoZ] }

R
+ 22:1 a9
pentru orice caAmpuri vectoriale X, Y, Z pe M si orice baza locala {.J1, Jo, J3}
a lui o ([35], [66], [176]).

5. Orice varietate paracuaternionica nearly-Kéhler de dimensiune cel putin
8 este o varietate paraquaternionica Kéhler ([96]). Varietatile paracuaternionice
nearly-Kahler sunt acele varietati aproape paracuaternionice hermitiene a caror
4-forméa fundamentala Q = Zi:l €afla A Qq, (unde Q,(X,Y) = g (X, J.Y) ,
Vo =1, 3), satisface conditia (VxQ) (X,-,-,-) =0, VX € I(TM).

Exemplul 2.1.9 Prototipul de varietate paracuaternionicéa este spatiul proiec-
tiv paracuaternionic P™ (B) . Acesta se definegte astfel: fie B algebra numerelor
paracuaternionice. Aceasta este o algebra asociativa, necomutativa si unitard
peste R, de rang 3, generata de 1, 4, j si k, unde:

P=-1,j2=k’=1,i-j=—j-i=—k.

Oricarui numar paracuaternionic ¢ € B |, ¢ = x+yi+ 2j +1tk, i se pot asocia:
i. conjugatul sau:
q=uz—yi—zj—tk;
ii. partea reala:
Req = x;
iii. norma:
lgl* = 2® + > — 2> — ¢,
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Fie: N
B={¢eB]|q|#0}

grupul multiplicativ al paracuaternionilor inversabili si fie:
Bn+1 = {(qu q1, 7Qn) |Q1 € B,VZ = 0,771} .

Pe B*t! avem endomorfismele Ji, Jo, Js, definite astfel:

J1(q) =iq, J2(q) = jq, J3(q) = kq.
Atunci, evident avem:

J? = —¢, - Id,Ya =1,3,

e}

JiJy = —JaJ1 = —Js,

unde:
g1 = 1,82 = &3 = —1.
Un element ¢ € B™*! se numeste vector singular daca si numai daca I\ € B,
~n+1
A #£ 0, astfel incat: A-q = 0. Fie B multimea vectorilor nesingulari din B!
si pe aceasta multime definim o relatie de echivalentd ~ astfel: ¢ ~ ¢’ < 3\ € B
astfel incat ¢/ = \q.

~n+l ~
Atunci spatiul cit B /B et pn (B) se numeste spatiu proiectiv paracu-
aternionic.
Pe B"*! definim urmatorul produs scalar:

n

<Q7q/> = RSZ% : q;v

=0

unde q= (QO7Q1a "'aqn)a q, = (Q6,q/13 aq;m) ) unde qlv‘]é € B,V’L = O,TL.
Evident, avem:

(Jaq, Jad') = ea {g,¢') ,Va = 1,3,

unde e; = 1,69 =3 = —1.

2.2 Hipersuprafete luminoase in varietati semi-Riemann

Definitia 2.2.1 ([28])

Fie (M, g) o varietate semi-Riemann de dimensiune m + 2 si index ¢ €
{1,2,...,m + 1}. O hipersuprafata (M, g) a lui (H,ﬁ), cu g = G|, se numeste
hipersuprafatd luminoasa daca ¢ are rang constant m.
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Observatia 2.2.2
Fie fibratul TM*, ale cirui fibre sunt definite prin:

(24) T,M*+={Y,€T,M|g,(X,Y,) =0,YX, € T,M} Vpec M.

Din Definitia 2.2.1 deducem ca o hipersuprafatd M a lui M este luminoasa
daca si numai daca TM ' este o distributie de rang 1 pe M.

Fie S (T M) distributia complementara a lui TM* in TM; aceasta distributie
este nedegenerata (cf. Bejancu-Duggal ([28]) si in plus avem descompunerea in
suma directa ortogonala:

(2.5) TM = S(TM)LTM*.

Pe de alta parte, daca S (TM )J‘ este distributia complementara ortogonala
alui S(TM) in TM,y, avem si descompunerea in suma directa ortogonala:

(2.6) TM = S(TM)LS(TM)™*.

Observatia 2.2.3

Bejancu i Duggal ([28]) au ardtat ca daca (M, g, S (T'M)) este o hipersuprafata
luminoasé a lui M, atunci exista un unic fibrat vectorial itr (T'M) de rang 1 peste
M astfel incat pentru orice sectiune nenula € a lui TM~ pe o vecinatate de co-
ordonate U C M, existd o unica sectiune N a lui ltr (TM) pe U satisfacand
conditiile:

(2.7) g(N,§) =1
si
(2.8) G(N,N)=g(W,W)=0,YW T (S (TM)‘U) .

Fibratul vectorial ltr (T'M) se numeste fibratul transvers nul al lui M in
raport cu S (T'M).
Deducem astfel cia avem descompunerea:

(2.9) TMy = S(TM)L(TM* &ltr (TM)) =TM & ltr (TM),

unde semnul ” @&” indica o descompunere in suma directa, iar semnul ” 1.” indica
o descompunere In suma directa ortogonala.

Observatia 2.2.4 - B
Fie (M, g, S (TM)) o hipersuprafata luminoasa a lui (M,g). Daca V este
conexiunea Levi-Civita pe M, atunci avem:

(2.10) VxY =VxY +h(X,Y),VX,Y € (TM)

si .
(2.11)  VxV =-AyX +VxV,VX € ' (TM) ,VV €T (Itr (TM)),
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unde VxY, Ay X € T (TM), iar h(X,Y),VxV €T (Itr (TM)).

Evident: V este o conexiune liniard simetrica pe M, V= este o conexiune
liniard pe fibratul transvers nul ltr (T'M), h este o forma biliniard simetrica cu
valori in I (Itr (T M)), iar Ay este operatorul forma pe M.

Daca {&, N} este o pereche de sectiuni pe U C M ca in Observatia 2.2.3,
atunci putem defini o forma biliniard simetrica B si o 1-forma 7 pe U prin:

(2.12) B(X,Y)=g(h(X,Y),§) VX,Y €T (TMy)
si
(2.13) T(X)=7g(VxN,€&) VX €T (TMyy).
In consecintd, din (2.10)-(2.13), deducem ci avem:
(2.14) VxY =VxY +B(X,Y)N
i _
(2.15) VxN=—-AyX +7(X)N.

Observatia 2.2.5
Fie P proiectia canonicd de la TM pe S (TM) . Consideram descompunerile:

(2.16) VxPY =V5%PY +C(X,PY)¢
si
(2.17) fozfAZXJre(X)E,

unde Vi PY, Az X € S (T'M), iar ¢ este o 1-forma pe U.

Observam ca avem:
e(X)=7(Vx¢N)=79(Vx{ - B(X,Y)N,N)
=9 (Vx&N) = =g (& —ANX +7(X)N) = =7 (X) g (§, N) = =7 (X)
si astfel, din (2.17) deducem:
(2.18) Vxé=—-A;X —7(X)¢&
In plus, au loc si urmatoarele egalitati (cf. [28]):

g(AxX,PY) = C (X, PY)
g AgX,PY) — B(X,PY) VXY €T(TM).

7 (X, N) -0

(2.19)
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2.3 Hipersuprafete luminoase in varietati paracuaternio-
nice

Fie (M, 7, o) o varietate paracuaternionicd, cu dim M = 4m > 4 si fie (M, g)
o hipersuprafats luminoasa reals a lui M .
Observim ca putem alege distributia S (T'M) astfel incat sa contina J, (T'M =)
ca un subfibrat vectorial, deoarece:

9(Ja& &) = 0,¥¢ € T (TM5)

Jo& sunt tangente la M si astfel J, (TMl) este o distributie de rang 3 pe M
astfel incat Jo (TM+) N TM* ={0}.

Dacéd {£, N} este o pereche de sectiuni pe U C M ca in Observatia 2.2.3,
atunci avem:

g(JaNag) :ng(JanN) =0,

si astfel deducem ca J,N € I" (S (T'M)).
Pe de alta parte, pentru Va € 1,3, avem:

G(JaN, JuN) = .3 (N, N) =0,

E(Jozga Jozg) =E€a¥ (575) =0,
g(JaN7 Jag) =E&ag (Nv 6) = Ea
si pentru Vo, 8 € 1,3, a # 3, avem:

G(JuN, J5€) = 47 (JJuN, J2E) = =35 (J3JuN, )
= g (JsJaN,€) = £7 (J,N,€) =0,

unde v € {1, 2,3} \ {o, 8}.

In consecinta, rezulta ca J, (TM J-) @ J, N este un subfibrat vectorial al lui
S(TM) de rang 6 si prin urmare rezulta ca existd o distributie nedegenerata
Dy pe M astfel incat:

(2.20) S(TM)={D, & Dy} LDy,
unde

(2.21) Dy = J16LJ26 L J3¢

si

(2.22) Dy =J NLJoN1J3N.

Propozitia 2.3.1 ([92])
Distributia Dy este invariantd n raport cu Jo, Yo € 1, 3.
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Demonstratie: Pentru X € T'(Dg) si Y € T'(T'M) avem:
(2.23) 7(J.X,Y)=-9(X,J,Y),Va e1,3.
In particular, dacd luam Y = J,¢& € T'(Dy) in (2.23) obtinem:
(2.24) T(JaX,Joé) =€ag (X,€) =0
gi similar, pentru Y = Jg& € I' (D1), cu 8 # «, avem:
(2.25) 9 (JaX, Jp€) = =g (X, Ja (J5€)) = 7 (X, J,£) =0,

unde e {15 273} - {0‘76}
Prin urmare, din (2.24) si (2.25) rezulta ca avem:

(2.26) JoX 1Dy, Va e1,3.
Analog obtinem:
(2.27) G(JoX, &) = —7(X,Jal) =0,VE €T (TM™).

i prin urmare avem:

(2.28) JoXLTM* Va €1,3.
Pe de alta parte, pentru orice sectiune N a lui ltr (T M) avem:

(2.29) G(JoX,JoN) =207 (X,N) =0,Ya €1,3

si
(230)  §(JuX, JsN) = =5 (X, Ju (JsN)) = £5 (X, J,€) = 0,Va # 5,

unde v € {1,2,3} — {o, 8} .
Din (2.29) si (2.30) rezulta ca avem:

(2.31) JoX 1Dy Vo € 1,3.
Pe de alta parte, avem:
(2.32) G(JoX,N)=-g(X,J,N)=0,Va € 1,3.
In final, din (2.26), (2.28), (2.31) si (2.32) rezulta ci avem:
JoXL{(D1 & Do) LTM™* & ltr (TM)} ,Va € 1,3,

deci rezulta ca distributia Dy este invarianta in raport cu J,, Vo € 1, 3.
In plus, observam céa avem descompunerile:

(2.33) TM = {D, ® Dy} LDy LTM*

i respectiv: o

(2.34) TM = {Dy, ® Dy} LDy LTM™* @ Itr (TM).
]
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Exemplul 2.3.2 ([92])
Fie varietatea (Ri,g, {J1, Ja2, Jg}), unde metrica g si structurile {Jy, Ja, J3}
sunt date prin:

4 8
g ((%’)i:ﬁ ’ (yi)i:fg> == Z Ty + Z TiYis
i=1 =5

Ji (w1, w2, T3, 24, 5, T6, T7, T8) = (—X2, T1, —T4, T3, —T6, T5, —T8, L7)
J2 ($1,$2,$37.’E4,I5, (L‘ﬁ,]ﬁ,.’lﬁg) = (—$7,$8, —T5,Te, —T3,T4, —3?1,1‘2) s
J3 (1'1,$2,$3,x4,$5,$6,$7,$8) = (xg,x7,x67x5,m4,x3,x2,x1) .
Se verifica acum imediat cd avem:

J? = —¢,,Ya =1,3,

JiJo = —JoJy = —J3,
G(JuX,JoY) = a9 (X,Y) Vo = 1,3,

unde:
g1 = 1,82 = &3 = —1.

Prin urmare rezulté ca (Rfﬁ7 7, {J1, J2, Jg}) este o varietate aproape paracu-
aternionicd hermitiand. Definim in continuare hipersuprafata M a lui R§ prin:

f(ti,ta,t3,ta, ts, te, t7) = (t3 + te, ta + t7, —ta, t1,t3,t5 + 16, —t2 — t7,11).
Deducem ca spatiul tangent T'M este generat de {Wi}ieﬁv unde:
Wi =(0,0,0,1,0,0,0,1),
W2 = (Oa Oa _17 Oa 07 07 _1a 0) 9
W3 = (170703 07 1) 07070) )
Wy =(0,1,0,0,0,0,0,0),
W5 = (0,0707 Oa 0) 17070) )
W6 = (170707 Oa 0) 17070) 9
W7 =(0,1,0,0,0,0,—1,0).
Daca X = (1, 22, ¥3, T4, T5, Ts, T7,78) € TM*L, atunci din conditiile:
E(X,Wl) = O,VZ = ﬁ,
obtinem:

)

$121‘2:$3:I5:I6:I7:0
T4 = X8
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de unde rezulta ca:
X = (0, O7 07 T4, 07 0, 0, (E4) = .’E4W1.

Rezulta astfel ca TM~+ = SpW; si deci M este o hipersuprafata luminoasa
alui R§.

Observatia 2.3.3 ([92])
Consideram campurile vectoriale locale:

(2.35) Vo= —JoN, Uy = —Joé,Va =1, 3.
Atunci orice camp vectorial local pe M se poate exprima astfel:

3
(2.36) X =8X+) eafa(X)Va,

a=1

unde S este proiectia canonica pe distributia D = {TMLLDl} 1 Dy, iar f,
sunt 1-forme locale definite pe M prin:

(237) fa (X):g(Xan)7va:m-

Din (2.36) si Definitia 2.1.1 rezulta ca avem:

(2.38) JoX = ¢aX + fu(X)N,Va = 1,3
unde ¢, X este componenta tangentd a lui J, X, Vo =1, 3.

Definitia 2.3.4

Fie M o varietate diferentiabila inzestrata cu un triplet (¢, £, n), unde ¢ este
un camp de endomorfisme ale spatiului tangent, £ este un camp vectorial pe M,
iar i este o 1-forma pe M, astfel Incat:

¢° = —el+no& ) =e¢,

unde € € {—1,1}. Atunci:

i. Daca e =1, (¢,£,n) se numeste structurd aproape de contact pe M (cf.
[34]).

ii. Daca e = —1, (¢,£,n) se numeste structura Lorentziand aproape de
paracontact pe M (cf. [124]).

Definitia 2.3.5 ([92])

Fie M o varietate diferentiabila care admite o structura aproape de contact
(¢1,&1,m) si doud structuri Lorentziene aproape de paracontact (¢g,&2,m2) si
(¢3,&3,m3), satisfacand urmatoarele conditii:

(2.39) Mo (§5) = 0,Va # 3,
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(240) ¢a£ﬁ = _¢ﬁ§a = evg'yv

(2.41) Na © @3 = —Ng © Pa = ExTy,

si

(2.42) $a 0P — N0 Pa = =930 o + 1o 085 = ExPy,

pentru orice permutare ciclicd («, 3,7) alui (1,2,3), unde 1 = 1,60 = 3 = —1.

Atunci vom spune c¢d M admite o 3-structurda mixta (¢q, &q, na)a:T?f'

Teorema 2.3.6 ([92])

Fie (M, g, J) o varietate paracuaternionicda si fie M o hipersuprafatd lumi-
noasd a lui M astfel incdt € si N sunt global definiti pe M. Atunci M admite o
3-structurd miztd.

Demonstratie: Din (2.38) avem:
(2.43) X =¢1 X + f1(X)N.

Aplicand J; in (2.43) obtinem:

(2.44) X = ¢1X — fiX)Vi + f1 (1 X) N,
de unde deducem:

(2.45) Jiogr =0

si

(2.46) PiX =—-X+ f1 (X) V1.

Pe de alta parte, avem:
(2.47) fiVi)) =g (Vi,Ur) = g(=JiN,=i§) = g(N,§) = 1.

Din (2.45), (2.46) si (2.47) rezulta ca (¢1, Vi, f1) este o structurd aproape de
contact pe M.
Pe de alta parte, din (2.38) avem:

(2.48) JoX = ¢ X + fo(X)N.

Aplicand J; In (2.48) obtinem:

(2.49) X = ¢5X — fo(X)Va + fo (p2X) N,
de unde deducem:

(2.50) faopa=0

si

(2.51) $3X = X + fo (X) Va.
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Pe de alta parte, avem:
(252)  f2(V2) =g (V2,Uz) = g (= 2N, —J2f) = —g (N, &) = —L.

Din (2.50), (2.51) si (2.52) rezulta ca (¢2, Va, f2) este o structura Lorentziana
aproape de paracontact pe M. Analog rezulta ca (¢s, Vs, f3) este o structura
Lorentziana aproape de paracontact pe M.

Pentru Vo # § avem:

Ja (Vﬁ) =9 (Vﬁ7 Us) =g (_JBN’ —Jak)

unde v € {1,2,3} — {«, 8}.
Pe de alta parte, din (2.38) obtinem:

baVa =JaVs — fo (V) N = J, V3.

Prin urmare, rezulta ca avem:

(2.53) o1 Vo = 1 Vo = —J1JJoN = J3N = — V3,
si
(2.54) ooV = oV = —Jo 1N = —J3N = V3.

In consecintd, din (2.53) si (2.54) rezulté ci avem:
P1Va = —d2V1 = —V3

i similar obtinem:
P2Vz = —¢3Vo =13

i respectiv:
P3Vi = —1V3 = —Va.

Pentru VX € T (TM) si Vo # 3, avem:
(fa 0 0p) (X) = fa (¢5(X)) = g (¢pX, —Jak)
= —g(JpX — f3(X), Jag) = =g (JpX, Jag) .
fn particular, din relatia anterioars avem:
(f1o¢2) (X) = =g (J2X, J1§) = g (X, J2J1§)

=g(X, J3§) = —f3(X)
si respectiv:
(f20¢1) (X) = —g (1 X, J2€) = g (X, J1)28)

=—g(X,J38) = f3(X).
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In consecinta rezultéd ca avem:

fioga=—faopr=—f3
si similar obtinem:
Jaogs=—fzopa=fi
si
fsopr =—frops=—fa.
Pe de alta parte, pentru orice X € T' (T M) avem:
¢1 ($2X) — f2(X)V1 = J1 (92X) — f1 (92 X) N — fo( X)W1
=J1 (2X = fo (X)N) + f3(X)N — fo(X)W1
= —BX+ f3(X)N = —¢3X.

Avem de asemenea:

—¢2 ($1X) + fi(X)Va = = [J2 (91 X) — f2 (¢1X) N| + f1(X)V2
=L (L1 X - fLi(X)N)+ f3(X)N + f1(X)V2
= —SX+ f3(X)N = —¢3X.

Prin urmare, obtinem ca:

P10 — f2@Vi=—d2001+ [ @ V2 = —¢3
si similar gasim:

Pr0¢3— f3QVa=—¢30¢2+ f2@ V3=
sl

P30 — f1r@Vs=—¢10¢3+ f30 VI = —¢o.

In consecinta, rezultd ca (01, V1, f1), (b2, Va, f2) si (o3, Vs, f3) definesc o 3-
structura mixta pe M. m

2.4 Hipersuprafete luminoase total geodezice in varietati
paracuaternionice
Lema 2.4.1 ([92])
Fie (M,g, 0) o varietate paracuaternionica Kdhler si M o hipersuprafatd
luminoasd a lui M. Atunci, pentru VX,Y € T (TM), au loc relatiile:

(Vx#1)Y = —w3(X)g2Y +wa(X)psY + f1 (V) AvX — B(X,Y) V4,

(Vx¢2)Y = —w3(X)¢1Y +wi(X)dsY + f2 (V) AnX — B(X,Y) Va,

(Vx#3)Y = wa(X)o1Y —wi(X)g2Y + f3(Y) AnX — B(X,Y) V3.
(2.55)
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$t

(Vxf1))Y = —fo(Y)ws (X)+ fs(V)wz (X) = B(X, 1Y) - f1 (V)7 (X),
(Vxf2)Y = —fA(Y)ws (X)+ fs(Y)wr (X) - B(X,9Y) — fo(Y) 7 (X),
(Vxf3)Y = filY)w2(X) = fo(Y)wr (X) — B(X,03Y) — f3(Y) 7 (X).

(2.56)

Demonstratie: Din (2.1) si (2.38) obtinem:

(VxJi) (Y) = —w3(X) LY 4wy (X)J3Y
= —w3(X)(92Y + fo(Y)N) + w2 (X) (¢3Y + f3(Y)N)
(2.57) = (w2 (X)d3Y — w3 (X) ¢oV] + [f3(Y)wa(X) — fo(YV)ws (X)] N

Pe de alta parte, utilizand (2.14), (2.15) si (2.38), obtinem:

(VxJ1) (Y) = VxJ1i¥ —J (VxY)
= Vx (1Y + fi(Y)N)-Ji (VxY +B(X,Y)N)
= Vx¢Y+B(X,¢1Y)N
X (L(Y)N+ fi(Y) (-AnX +7(X)N)
— (61 (VxY)+ f1 (VxY)N)+ B(X,Y)W
(2.58) = [(Vx¢1)Y — fi(Y)ANX + B (X,Y) V1]
+[B(X,01Y)+ (Vxf1)Y + (V)T (X)]N

Identificind componentele tangentiale gi componentele transversale din (2.57)
si (2.58), obtinem:

(Vx¢1)Y = —ws3(X)92Y + wa(X)dsY + f1 (V) AvX — B(X,Y) V1
si
(Vxf1)Y = =fo(Y)ws (X) + fs(Y)w2 (X) = B(X, 1Y) — f1 (V)7 (X).
In mod similar deducem celelalte doua ecuatii din (2.55) i (2.56). =

Teorema 2.4.2 ([92])
Fie (M,g, 0) o varietate paracuaternionica Kdhler si M o hipersuprafatd
luminoasd a lui M. Atunci M este total geodezicd dacd $i numai dacd:

(2.59) { C(X,Ua) =0

(vaa)YZO ’

pentru Vo € 1,3, VX € T (TM) si VY € ' (D).
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Demonstratie: Din Lema 2.4.1 avem:

(Vx#1)Y = —w3(X)p2Y +wa(X)gaY + f1 (V) AnX — B(X,Y) V1.
(2.60)

In particular, luand in (2.60) pe Y = Vi € T'(Dy), utilizand (2.39) si (2.40),
obtinem:

(2.61) =1 VxVi=—w3(X)V5 —we(X)Va+ AyX — B(X, V1) V1.
Din (2.19) si (2.61), obtinem pentru Uy € T' (D;):

(2.62) —g (1 VxVi,Uh) = C(X,U1) — B(X, V).
Pe de alta parte:

(2.63) g(1VxV1,U1) =g(L1VxV1,Ur) — f1 (VxV1)g(N,Up) = 0.
Din (2.62) si (2.63) rezulta:

(2.64) C(X,U;) =B(X,)

i similar gasim:

(2.65) C(X,U3)=B(X,V,),C(X,U3) = B(X,V3).
Din Lema 2.4.1 avem:

(Vx1)Y == fo(Y)ws (X) + f3(Y)wz (X) = B(X, 1Y) = fL (V)7 (X).
(2.66)

In particular, luand in (2.66) pe Y € T'(Dy), avand in vedere definitia lui
fa, obtinem:
(2.67) (Vxf1)Y = =B (X, 1Y)

i similar gasim:
(2.68) (Vxf2)Y =-B(X,02Y),(Vx [f3)Y = =B (X, ¢3Y).

Prin urmare, din (2.64), (2.65), (2.67) si (2.68) demonstratia este completa.
[

Teorema 2.4.3 ([92])
Fie (M,g, 0) o varietate paracuaternionica Kdhler si M o hipersuprafata
luminoasd a lui M. Atunci M este total geodezicd dacd si numai dacd:

(2.69) AnX, ALX, V5 Zo ¢ T (D),

pentru VX € I (TM) ,¥YN €T (itr(TM)) V¢ € T (TM*) ,VZy € T (Dy).
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Demonstratie: Pentru VX € T'(TM), din (2.14) avem:
(2.70) VxJoN =VxJuN + B(X,Jo,N)N,Va=1,3
gi prin urmare, din (2.15) si (2.70), obtinem:
(2.71) B(X,Va) = fu (AxX) ,Va =1,3.
Pe de alta parte, din (2.1) si (2.18) avem:

h(X,U1) = wy(X)Ja€ — wa(X)Js€ — Ji (ALX — 7 (X)€)
(2.72) —Ih(X,€) — VxU;

si deoarece:
(2.73) B(X,§) =7g(h(X,£),§) =0
deducem din (2.72) si (2.73):

h(X,Ul) = —w3(X)U2+w2(X)U3
(2.74) +J1 (A{X) —7(X)Uy — VxUs.

Similar obtinem:

h(X, UQ) = 7w3(X)U1 +w1(X)U3
(2.75) + Jo (AEX) —7(X)Us — VxUs
si

h(X,Ug) = wg(X)Ul —wl(X)Ug
(2.76) + J3(A{X) —7(X)Us — VxUs.

Pe de alta parte, pentru VZ, € I' (Dy), avem:
h(X, leo) = —W3(X)JQZO+WQ(X)J320
(277) +J1 (szo+h(X,Z0)) — VxJ14y.

Deoarece:
(2.78) J1h (X, Zy) = =B (X, Zp) V1,

avand in vedere (2.16) gasim:

h (X, leo) = —(US(X)JQZO + LUQ(X)J3Z0 + Ji (V}ZQ)
(2.79) —C(X,Zp) U1 — B(X,Zy) Vi —VxJ1Zy

i similar obtinem:
h(X, JQZO) == 7W3(X)leo +W1(X)J3Z0+J2 (VEZQ)
(2.80) —C (X, Zo)Us — B(X, Zo) Va — VxJ2Z0
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si
h(X7 JSZ()) = (UQ(X)J1Z0 —wl(X)J2Z0+J3 (V}ZO) —
(2.81) — C(X,Zy)Us — B (X, Zy) Vs — VxJsZ.

Dar, pe de alta parte, M este total geodezica daca si numai daca:
(2.82)

pentru Voo = 1,3, VZy € T'(Dy), VE €T (TMJ-) .
Demonstratia este acum completa din (2.71), (2.74)-(2.76), (2.79)-(2.81) si
(2.82). m

Teorema 2.4.4 ([92])
Fie (M,y, 0’) o varietate paracuaternionica Kdhler si M o hipersuprafatd
luminoasd a lui M. Atunci distributia Dq este integrabild dacd si numai dacd:

C(X,Y)=C(Y,X)

(2.83) C(X,J.Y) = C (Y, J.X) .
B(X,J,Y)=B(Y,J,X)

pentru Vo = 1,3 i VX,Y € T'(Dy).

Demonstratie: Distributia Dy este integrabild daca si numai daca:

VX,Y € Dy = [X,Y] € Dy

i avand in vedere descompunerea (2.33) deducem ca Dy este integrabild daca
$i numai daca:

9([X,Y],N)=0
(2.84) 9([X,Y],Vy) =0 ,
9([X,Y],Us) =0

pentru Va = 1,3, VX,Y € I'(Dy) si VN € T (Iitr (TM)) .
Pentru VX,Y € T' (Dy) si VN € T (Iitr (TM)), utilizadnd (2.15) obtinem:

?([X,Y} 7N) :g(YyANX) _g(XJANY)
gi avand in vedere (2.19) gasim:
(2.85) J(X,Y],N)=C(X,Y)-C(V,X).

Din (2.1) si (2.16), avem:
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7(X,Y],Va) = —g(VxY —=VyX,JuN)

(JoaVxY,N) =g (JoVy X,N)

(VxJoY = (VxJa) Y,N) =G (VyJuX — (VyJa) X, N)
(VxJoY +h(X,JoY),N) =G (VyJo X +h(Y,JoX),N)
(

(

VxJuY,N) =G (VyJuX,N)
V;(J@Y + C(Xa Jay)va) _E(V*YJQX + C(K ']OzX) faN)

Q Q] Q Y

Asadar, avem:

(2.86) 7([X,Y], Vo) =C(X,J,Y)—C (Y, JuX) Vo =1,3.
Analog, obtinem:

(2.87) G([X.Y],Us) = B(X,JoY) — B(Y, JoX),Ya = 1,3.
Demonstratia este acum completa din (2.85), (2.86) si (2.87). m

Corolarul 2.4.5 ([92])
Fie (M,?, U) o varietate paracuaternionica Kdihler si M o hipersuprafata
luminoasd a lui M. Atunci distributia D este paraleld.

Demonstraie: Avand in vedere descompunerea:
D= {TM*1D;} LDy
rezulta ca distributia D este paraleld dacé gi numai daca:
(2.88) 9(VxY,Z)=0,vZ eT'(D,),VX,Y €eT'(D).
Deoarece M este total geodezici, deducem ca pentru Va = 1,3, avem:

9(VxY,Us) = —3(VxY,Ja€) =7 (JaVxY.)
7(VxJoaY — (VxJa) Y, ) = 0.

In consecinta, rezulta ca distributia D este paraleld. m

2.5 Inexistenta hipersuprafetelor luminoase in forme spatiale
paracuaternionice

Definitia 2.5.1 ([28])
Fie M o hipersuprafata luminoasé a unei varietéti semi-Riemann. Atunci se
spune ca M este total ombilicala daca exista p € R astfel incat:

(2.89) B(X,Y) =pg(X,Y)
pentru VX, Y € T'(T'M), unde B este dat de (2.12).
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Lema 2.5.2 ([93])

Fie M (0)70 forma spatiald paracuaternionicd st M o hipersuprafata lumsi-
noasd a lui M (c). Atunci:

i

R(X,Y)Z = B(Y, 2)AnX — B(X, 2)AnY + ${g(¥, )X — (X, 2)Y) +

3
(2.90) + 3 €alg(Z,JuY)Pu X — g(Z, T X) oY +29(X, JuY )P0 Z]}
a=1

NE

70 €al0(Z.JaY ) fa(X) = 9(Z.JaX) [a(Y) + 20(X. oY) fa(2)] =

Il
—

" B, 2)r(X) = B(X. 2)r(Y) + (Vx B)(Y.Z) — (Vy B)(X. 2).
(2.91)

pentru VX, Y, Z e T (TM).
Demonstratie: Din (2.3) si (2.38) avem:
RX.Y)Z = He(ZY)X —g(X.2)Y

3
(2'92) + Ea[g(Za Jay)q)aX_g(Za JaX)q)aY+2g(X7 JaY)q)aZ]}

3
gz 9(Z,JaY ) falX) = 9(Z,JaX) fa(¥) +29(X. JaY ) fa Z)IN

Pe de alta parte, utilizand (2.14) si (2.15), obtinem:

R(X,Y)Z = [R(X,Y)Z—B(Y,Z)AxX + B(X, Z)ANY]
(2.93) +[B(Y, Z)7(X) — B(X, Z)r(Y) + (VxB)(Y, Z) — (Vy B)(X, Z)|N.

Din (2.92) si (2. 93), identificind componentele tangente si respectiv trans-
verse obtinem (2.90) si (2.91). m

Teorema 2.5.3 ([93])
Nu exista hipersuprafete luminoase total ombilicale intr-o formd spatiald
paracuaternionica M (c), cuc #0 .

Demonstratie: Presupunem prin absurd ca M este o hipersuprafatd luminoasa
total ombilicala a lui M (c), cu ¢ # 0. Din (2.89) si (2.93) obtinem:

3
(294) ~20 3" cafu (PZ) 1o (PX) = (7 — pr () ~ Vep) g (PX, P2)

a=1
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Luénd in (2.94): PX = PZ =V}, gasim:

3
(2.95) —% > eafi(Vh) =
a=1

Dar, din (2.39) si (2.95) rezulta ca avem ¢ = 0 si astfel am obtinut o
contradictie. Teorema este astfel complet demonstrata. m

Teorema 2.5.4 ([93])

i. Nu existd hipersuprafete luminoase ale lui M (c) (¢ # 0) cu forma a doua
fundamentald paraleld.

ii. Nu existd hipersuprafete luminoase ale lui M (¢) (c # 0) cu distributia
S (TM) paraleld.

Demonstratie:
1. Presupunem prin absurd cé existd M o hipersuprafatd luminoasd a lui
M (c) cu ¢ # 0, astfel incat: Vh = 0. Atunci, cf. Bejancu-Duggal ([27]) avem:

E(R(X’Y)Zag) :y((th) (KZ),N) _g((th) (XaZ)’N) =0.
(2.96)

Pe de alta parte, din Lema 2.5.2 avem:

E(E(X,Y)Z,f) = Zgoz ZJ Y fa( )

(2.97)

(Z7JaX)foc( ) +29/(X, JoY) fa (Z)].

Din (2.96) si (2.97) deducem:

Zea (Z,JaY) fo (X) = g(Z,JaX) fo (V) + 29 (X, JoY) fa (Z)] = 0
(2.98)
Luéand in (2.98) pe X = Z = Vi si pe Y = £, obtinem:
g(N,§) =0,

ceea ce reprezinta o contradictie.

ii. Presupunem prin absurd cd existd M o hipersuprafatd luminoasa a
lui M (c) (¢ # 0), cu distributia S (T'M) paraleld. Atunci, cf. Bejancu-Duggal
([27]) avem C = 0 si

g(R(X,Y)PZ,N) (VxC) (Y, PZ) - (VyC) (X, PZ)
(2.99) + 7(Y)C(X,PZ)—7(X)C(Y,PZ)=0.
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Pe de alta parte, din (2.91) avem:

3
9(Y, 2)3(X,N) — (X, 2)g(Y, N) + Y _ calg(Z, JaY)G(¢a X, N)

a=1
(2.100) —9(Z, JaX)G(0aY, N) + 29(X, JoY)G(¢aZ, N)] = 0
Considerand acum in (2.100) X =¢,Y = V4, Z = U; obtinem:
g(N,§) =0,

ceea ce reprezinta o contradictie.
Teorema este astfel complet demonstrata. m

Definitia 2.5.5 ([28])

Fie M (c) o forma spatiala paracuaternionica si M o hipersuprafata lumi-
noasa a lui M (¢). Atunci se numeste curburd sectionald izotropa a lui M in
punctul p € M, in raport cu &,, numarul real K¢, (M) definit prin:

R (Xp, &py X, &p)
9 (Xp, Xp) ’
unde X, este un vector neizotrop din 7,,M.

Propozitia 2.5.6 ([93])
Nu existd hipersuprafete luminoase de curburd sectionald izotropd negativd
sau pozitivd in forme spatiale paracuaternionice.

(2.101) Ke, (M) =

Demonstratie: Din (2.90) si (2.101) avem:

2
(2.102) Ke (M 4HX||2 Z caf2(

Daca luam acum X € I' (Dg) in (2.102) obtinem:
K§ (M) =0,
si teorema este astfel complet demonstrata. m

Teorema 2.5.7 ([93])
Nu existd hipersuprafete luminoase in forme spatiale paracuaternionice avand
curbura Ricci negativd sau pozitivd.

Demonstratie: Fie M (c) o forma spatiald paracuaternionici si M o hipersuprafata
luminoasa a lui M (¢). Atunci, avem:

4m—8
Ric(X,Y) = Y 9(Zi, Z:)g(R(X, Z:)Y, Z:) + g(R(X,£)Y, N) +
=1
3
(2.103) + > [9(R(X,Ua)Y, Va) + g(R(X, Va)Y, Us)]
a=1
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unde {{Zi}i:m7 {Ua}a:fg, {Va}a:ﬁ} este 0 o baza a lui S(TM)W7 £ e
r (TML)7 iar N este dat in Observatia 2.2.3.
Prin calcul direct, din (2.14)-(2.17), (2.90) si (2.91) obtinem:

4m—8
(2.104) Z 9(Zi, Zi)g(R(X, Z)Y, Zi) = (2 —m)cg(X,Y) +
4m—8
+ Z (Z:, Z)|B(Y, Z;)C(X, Z;) — B(X,Y)C(Zi, Z:)] +

4m— 3
ggj 9(Zi, Z)9(Z:,Y )g Z:jagXJZ 9(Y, JaZy)]
(2.105) 9(RIX.Y.N) = = {g(xX.Y) +
3

+ D €alg(Y. Ja)g(X, JaN) +29(X, Ja)g(Y, JaN)]}

a=1

3 3
(2.106) D g(R(X, Ja)Y, JaN) = D {B(Jak Y)CO(X, JaN)

1

~B(X,Y)C(Ja& JalN) + £9(Ja&, Y )g(X, JuN)} +

+2[9(X,Y) + 20(Y, LE)g(X, JiN) + 49(X, JiE)g(Y. JiN)]

«

Mw

(2.107) 9(R(X, JoN)Y, Jo&) = Z{B (JaN,Y)C(X, Jo€) —

Q
I
-

—B(X,Y)C(JaN, Ja) + ig(JaMY)g(X, Jad)} +

+§[9(X7 Y) +29(Y, JiN)g(X, Ji&) +49(X, JiN)g(Y, J1§)]

In final, din (2.103)-(2.107), obtinem Ric (X, &) = 0, si teorema este complet
demonstrata. m

48



3 Varietati aproape paracuaternionice produs

In acest capitol sunt prezentate rezultatele obtinute de autor in studiul
produselor de varietédti paracuaternionice ([172], [173]).

Yano si Kon ([183]) au aratat ca produsul a doud varietati Kahler este tot o
varietate Kéhler, iar Kang si Nam ([106]) au studiat produsul a doua varietati
aproape cuaternionice hermitiene. In prima sectiune a capitolului autorul in-
vestigheaza ce se intampla in geometria paracuaternionica.

In sectiunea a doua se defineste notiunea de varietate aproape paracuater-
nionica produs si se da un exemplu de astfel de varietate.

In sectiunea a treia a capitolului, utilizdnd rezultatele obtinute anterior,
se construiegte tensorul de curburd al varietatii produs a doud forme spatiale
paracuaternionice.

In sectiunea a patra sunt extinse rezultatele obtinute de Atceken in cazul
Kéhler ([18]), fiind studiate subvarietatile F-invariante gi F-antiinvariante ale
unei varietati paracuaternionice aproape produs.

3.1 Produse de varietati paracuaternionice

O varietate diferentiabila M de dimensiune n se numeste varietate aproape
produs daca existda un tensor F' de tip (1,1) pe M astfel incat:

(3.1) F? = Id.

Daci in plus varietatea aproape produs (M, F') poate fi inzestrata cu o me-
trica semi-Riemann g astfel incat:

(3.2) g(FX,FY)=g(X,Y),

pentru VX, Y € I'(T'M), atunci (M, F,g) se numeste varietate semi-Riemann
aproape produs.

Fie (My,g1,01) o varietate aproape paracuaternionicd hermitiand. Atunci,
conform Definitiilor 2.1.1 si 2.1.3, rezulta c& in orice vecinatate de coordonate
Ui(l) a lui M exista o baza locald {Jll, Jz, Jg’} a lui oy astfel Incat:

2 _
(3.3) (Jé”) — e, -Id,Ya=T1,3,
(3.4) JW I = — g o = _ 0
si
(3.5) g1 (JOX,JLY ) = 2agt (X,Y) Vo =T3,
unde:
&1 = 1,62 = &3 = —1.
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Fie (M3, g2, 02) 0 alta varietate aproape paracuaternionica hermitiana. Atunci,
in orice vecinatate de coordonate Ui(z) a lui M» existd o baza locala {Jl(Q), JQ(Q)7 Jéz)}

a lui o9 astfel incat:

2 _
(3.6) (J(@) — e, -Id,Ya=T1,3,
(3.7) JP D = g 5@ = g3
si
(3.8) g2 (JOX, JPY ) = eage (X, Y) Yo = T3,
unde:
g1 = 1,52 — &3 — —1.

Fie M = M, x M> varietatea produs a varietatilor paracuaternionice Kahler
Mj §i My. Definim o metrica semi-Riemann ¢g pe M prin:

(3.9) 9(X,Y) = g1 (ILX,ILY) + g2 (II X, T1Y)
pentru VXY € T'(TM), unde:

I, : T (TM) — T (TM;) I, : T (TM) — T (T Ms)
sunt proiectiile canonice.

Lema 3.1.1 ([172])
Varietatea produs a varietdtilor paracuaternionice (M, g1,01) si (Ma, g2, 02)
este o varietate semi-Riemann aproape produs.

Demonstratie: Consideram pe varietatea produs M = M7 X Ms metrica semi-
Riemann definita prin (3.9) si fie:

(3.10) F =11 —Il,.
Deoarece avem:
(3.11) 13 =10y, 03 = Iy, I, T, = TI,I0; =0
obtinem din (3.10) si (3.11):
(3.12) F? = (I —TI) (Tl; — M) =1, —II, = F.
Pe de alta parte, pentru VX,Y € I'(T M), avem:
g(FX,FY) =g ILWFX,I1FY) + ¢go (I FX, TI,FY) =

= g1 (IIy (I = TIp) X, 1T (ITy — TI2) Y)+-go (ITx (I1; — ) X, I (I, —11) Y) =
=g1 (ILX,ILY) 4 g2 I X, ILY) = g(X,Y).

Prin urmare, rezultd ca (M, F,g) este o varietate semi-Riemann aproape
produs. m
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Propozitia 3.1.2 ([172])

Varietatea produs M = M; x My a doud varietd{i paracuaternionice
(My,91,01) i (Ma,ga,02) admite o structurd naturald de varietate aproape
paracuaternionicd hermitiand.

Demonstratie: Definim trei endomorfisme ale lui TM prin:
(3.13) JoX = JWIL X + JPTL X, Vo =1, 3,
gi considerdm fibratul vectorial o pe M generat de {J1, Jo, J3} , unde {Jl(l), 2(1), Jél)}

si {Jl(Q), J2(2), Jg(z)} sunt baze locale ale lui o1, respectiv os.

Pe orice vecinatate de coordonate Uy X Uy a lui M avem astfel o bazé locala
{J1, J2, J3} definita prin (3.13).

Pentru VX € I'(TM) avem:

J2X = J, (J§1>H1X + J((E)HQX) -

= IO (JOTX 4+ JETLX ) + I (SO X + T X) =

=IO (JOMX) + @ (SO, X ) =
= —e,I[1 X — e, Il X = —¢,X.

Pe de alta parte, avem:

I X = Jy (J2“>H1X + J§2>H2X) _

= 70 (S X + IPTX ) + P (0 X 4 LX) =
=7 (VI + g (LX) =

= — VL X — TP X = X

si similar:
Jo i X = Jo (Jl(l)HlX + J1(2>n2x) _
= 7, (Jl(l)HlX + J{2>H2X) + P10, (Jl(l)HlX + JI(Q)HQX) —
=7 (7m X))+ (1P X) =

= IV X 4+ JPTLX = Js X

Prin urmare, rezulta cd sunt indeplinite conditiile din Definitia 2.1.1, deci o
este o structurd aproape paracuaternionica pe M.
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Pe de alta parte, deoarece:

9(JoX, 1Y) = g1 (1 Jo X, 111 J,Y) + g2 (112, X, 112 J,Y) =

- (J(g})HlX, J,gUHlY) + g0 (JC(YQ)HQX, Jéz)HgY) =
=cag1 I X, 1Y) + 092 (I X, I12Y) = €49(X,Y),

rezultd ca metrica g este adaptata structurii paracuaternionice o pe M.
In consecinta, rezulta ca (M, g, o) este o varietate aproape paracuaternionica
hermitiana. m

3.2 Produse de varietati paracuaternionice Kahler

Fie (M1,91,01) o varietate paracuaternionicd K&hler. Atunci, conform
Definitiei 2.1.4, conexiunea Levi-Civita V(1 indusa de g1, satisface urmatoarele
conditii:

vO5L) Y = -V (X) Iy + o) (X) JMY
(3.14) VL)Y = -l () Iy + 0V (x) JMNY
VO Y =w (x) JNY —wi? (x) VY

pentru orice X si Y campuri vectoriale pe M7, unde w%l), wél),wgl) sunt 1-forme

locale definite pe Ui(l), {Jl(l), J2(1), Jél)} este o baza locald a lui o1 pe U.(l), iar

K2

Ui(l) este o vecinatate de coordonate a lui M;.
Fie (Ms, go,02) o altd varietate paracuaternionicad Kahler. Atunci v® ,

conexiunea Levi-Civita indusa de g, satisface urmétoarele conditii:

VAR Y = -l (x) 1Y+l (X) IPY
(3.15) VoL Y = - (x)JPY + o (x)JPY
VO Y =0l (x)IPY - o (X) I8y

pentru orice X si Y campuri vectoriale pe Ms, unde wgz)’ w§2),w§2) sunt 1-forme

locale definite pe Ui(Z), {Jl(z), JQ(Z), 352)} este o baza locala a lui oy pe Ui@), iar

UZ-(Q) este o vecinatate de coordonate a lui M.

Fie M = M; x M, varietatea produs a varietatilor paracuaternionice Kahler
M si Ms, g metrica semi-Riemann pe M definita prin (3.9), F structura aproape
produs pe M definitd prin (3.10), {Ja },_13 endomorfismele definite prin (3.13)
gi o fibratul vectorial pe M generat de {J,} 0=T3 Evident, conexiunea Levi-
Civita V pe M este data de:

(3.16) VY =V (ILY) + V3 (ILY),
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pentru VX, Y € T'(TM).
Pe orice vecinatate de coordonate U; x Uy a lui M definim 1-formele locale:

(3.17) wo (X) = W) (I X) + w? (X)) ,Va =T,
pentru VX € I'(T'M).

Lema 3.2.1 ([172])

Fie M = M, x Ms varietatea produs a doud varietdti paracuaternionice
Kahler (M, g1,01) si (Ma, g2, 09) inzestratd cu metrica semi-Riemann g definitd
prin (3.9). Atunci conexiunea Levi-Civita indusd de g satisface conditiile:

VxJi = %[ w3 (X) Jo +wo (X) J3 — w3 (FX) JoF + wy (FX) J3F]

VXJQ ?[ (X)Jl+W1(X)J3—wg(FX)JlF-i-wl(FX)J;gF] 3

VXJB—E[ ( )Jl—wl(X)JQ+WQ(FX)J1F—W1(FX)J2F]
(3.18)

pentru ¥X € T(T'M).
Demonstratie: Pentru VX, Y € T'(T'M) avem:
(VxJ)Y = VxJ)Y-JVxY =
= VY LLY) + VS (o ],Y)
~h Vi (ILY) = LV ¢ (TLY)
= v, (Jl(l)HlY) + vf?x (J2T1,Y)
~IIVE (Y) - IV (L)
(Vi) (my) + (Vi I2) (1Y),
Avéand in vedere (3.14) si (3.15), obtinem:
(Vx )Y = —olVanx) s amy) + ol mmx) s~ ay) -
(3.19) —wFf)( X) JP (,Y) +w? (X)) JP (ILY).
Pe de alta parte, utilizand (3.17), gasim:
—ws3 (X) LY 4wy (X) J3Y —ws (FX) JoFY +wy (FX) J5FY =
= 2[—wi! (I X) 5" (I Y) + Wi (LX) 7Y (1L Y)
(3.20) —wé” (2X) 32 (ILY) +wy? (2 X) J5 (ILY)]
Din (3.19) si (3.20) deducem:

1
VxJi = 5 [—wg (X) Jo + wo (X) J3 — w3 (FX) JoF + wo (FX) J3F]
gi In mod similar gasim si celelalte doua identitati din (3.18).
Lema este astfel complet demonstrata. m
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Propozitia 3.2.2 ([172])
Varietatea produs M = My x My a doud varietati paracuaternionice Kahler
(M, 91,01) $i (Ma,ga,02) admite o structurd de varietate aproape paracuater-
nionicd hermitiand non-Kdahler.

Demonstratie: Demonstratia este evidenta din Propozitia 3.1.2 si Lema 3.2.1.

Acest rezultat se poate obtine gi direct, folosind definitia echivalentd a va-
rietatilor paracuaternionice Kéhler cu ajutorul grupului de olonomie ([66], [101],
[176]). m

Observatia 3.2.3

Avéand in vedere similitudinea cu cazul Kahler ([183]) i cu cazul cuaternionic
([106]), rezultatele obtinute anterior conduc la necesitatea de a introduce si
studia noi clase de varietati diferentiabile: varietéatile aproape paracuaternionice
produs si varietatile aproape paracuaternionice Kahler produs.

Definitia 3.2.4 ([173])

Fie (M, F,g) o varietate semi-Riemann aproape produs. Presupunem ca
existd un fibrat vectorial 3-dimensional o constand din tensori de tip (1,1) pe
M astfel incat, in orice vecindtate de coordonate U a lui M existd o baza locala
a lui o formata din {Jy, Jo, J3} astfel incat:

(3.21) J2 = —¢4-Id,Ya =T1,3
(3.22) JiJo = —JoJ1 = —J3,
si
(3.23) 9 (JoX,JoY) =cag(X,Y) ,Va=1,3,
unde:
€1 =1,e9 =3 =—1.

:Atunci (M, F,0,g) se numeste varietate aproape paracuaternionica produs.
In plus, daca exista 1-formele locale wy,ws,ws pe U astfel incat V, conexi-
unea Levi Civita indusa de g pe M, satisface relatiile:

(Vx )Y =k[-ws (X) oY +wa (X) J3Y —ws3 (FX) J2 (FY) +ws (FX) J3 (FY)]
(Vx2)Y =k[-w3 (X) 1Y +wi (X) J3Y —w3 (FX)J, (FY) 4wy (FX) J3 (FY)]
(VXJ3) —k[a)g( )J1Y—(.L)1(X)J2Y+LU2(FX)J1(FY)—u.)l( ) 2( Y)]
(3.24)
pentru VX,Y € T'(TM), unde k este o constanta reald, atunci (M, F, o, g) se
numegte varietate aproape paracuaternionica Kahler produs.

Exemplul 3.2.5 ([173])

Din Lema 3.1.1 si Propozitia 3.1.2 deducem ca varietatea produs a doua va-
rietati paracuaternionice (M, g1,01) si (Ma, g2, 02) admite o structura naturala
de varietate aproape paracuaternionica produs.
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Exemplul 3.2.6 ([173])

Din Lema 3.2.1 rezulta cad V, conexiunea Levi Civita pe varietatea pro-
dus a varietatilor paracuaternionice Kéhler (M, g1,01) si (Ma, ga, 02), satisface
conditiile (3.24) pentru k = %, si deci M = M; x M5 admite o structura naturala
de varietate aproape paracuaternionica Kahler produs.

3.3 Tensorul de curbura pe varietatea produs a doua forme
spatiale paracuaternionice

Fie My(c1) si Ma(c2) doud forme spatiale paracuaternionice. Atunci, din
(2.3) rezulta ca tensorii de curbura pe cele doua varietati au expresiile:

Ri(X,Y)Z =9 {91 (Z2,Y)X —q1 (X, 2)Y +
+30_ea [gl (Z, JS)Y) JVx — g, (Z, J&”X) JOVY 424, (X, JS)Y) JS)Z] }
(3.25)
[ M) ) (1) < < : .
pentru VX,Y, Z e T(TM;) si  J;y 7, Jy 7, J5 baza locala a lui o1, respectiv:

Ry (X,Y) Z = % {92 (ZaY)X — 92 (X7Z)Y+
+33 e [92 (Z, J&Q)Y) JAX — g, (Z, J}PX) JPY 1 2g, (X, Jff)y) J&Q)Z] } )
(3.26)
pentru VXY, Z € T(TM,) si {J1(2), J2(2), Jg(z)} baza locala a lui o».

Propozitia 3.3.1 [172]

Fie M wvarietatea aproape paracuaternionicd Kdhler produs a doud forme
spatiale paracuaternionice My(c1) s Ma(ca). Atunci tensorul de curburd al lui
M este dat de:

c1+ co

R(X.Y)Z = =57 {4(ZY)X ~ g(X.2)Y +g(Z,FY)FX — g(X,FZ)FY

3
+ Y ealg(Z, JaY) I X = 9(Z, JaX)JaY +29(X, JoY)JoZ
a=1

+ g(Z, FIY)FJ X — g(Z, FI.X)FJ,Y +29(X,FJ,Y)FJ.Z] }
Cc1 —
16

292, FY)X — g(X,FZ)Y + g(Z,Y)FX — g(X, Z)FY

3
+Y eal9(Z, FIY)JoX — g(Z,FJoX)JaY +29(X, FJoY)JoZ
a=1
(3.27) + 9(Z, JY)FJou X — g(Z, Ju X)FJY +29(X, J,Y)FJ. Z] }

pentru ¥X,Y,Z € T(TM), unde F este structura aproape produs pe M definitd
prin (3.10), iar {Jo},_13 sunt definite prin (3.15).
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Demonstratie: Prin calcul direct, obtinem ca tensorul de curburd pe M are
expresia:

R(X,Y)Z Ri(IL X, ILY)IL, Z + Ry(I, X, I, Y11, Z

= %{91(H1Z,H1Y)H1X — (I X, I, 2)ILY
+ 23: Ealr (1 Z, IO Y) IO X — gy (1L 2, J 0T X) JOTL Y

a=1
+2¢1 (I X, JVIL Y)J (VT 2]} + %{QQ(HQZ YT, X
—92(I X, ILZ)IY + 23: ealg2(IaZ, JPTLY) JP T, X

a=1

(3.28) —g2(Ma Z, ST, X ) JPTLY 4 2go(T X, JPTL,Y) I, 2]}

Pe de alta parte obtinem:

1+ c2
16

Cp — C
16

9(Z, V)X —9(X,2)Y +g(Z,FY)FX — g(X,FZ)FY] +

+ 2 9(Z,FY)X —g(X,FZ)Y + g(Z,Y)FX — g(X,Z)FY] =

C
=7 Lo MZILY)ILX — g1 (ILX, 1L 2) T Y] +

(3.29) +2

1 (92 M2 Z, T Y ) T X — go (I X, 115 Z) I, Y],

3
1+ C2
T ; ea [9(Z, oY) JoX + g(Z, FJY)FJu X] +

3
C1 — C2 _
+= e § al9(Z, FIY)JuX + g(Z,JY)FJ X]| =

3
3 cagn (2, JOMLY ) VX +

a=1

3
(3.30) ZQ Z €0l (HQZ, Jg?mQY) T, X

»Mﬁ

3
c1+ c2
—9(Z,JuX) Y —
T > cal=9(Z,JaX)JaY = g(Z, FI.X)FI.Y] +

a=1

Cl_cg Zea —g(Z, FIX)JoY — g(Z, JaX)FJ,Y] =
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3

= —% ali (le, Jg})nlx) JOImY —
a=1
c 3
(3.31) —2 Y e (HQZ, J(gQ)HgX) T,y
a=1
si:
c1 + ¢ 3
! T 2N ea 20(X, JaY) o Z +2 9(X, FIY)FJoZ) +
a=1
C1 — C 3
2N " en 20(X FIaY) o Z + 29(X, JoY ) FJo Z) =
16 &
c 3
=5 cam (HlX, J(S})HlY> JOIL Z +
a=1
¢y (2) (2)
(3.32) +5 D cat: (HQX, J¢ HQY) JO,Z
a=1

Din (3.28)-(3.32) obtinem imediat relatia (3.27) gi propozitia este astfel com-
plet demonstratéi. m

Corolarul 3.3.2 ([172])

Fie M wvarietatea aproape paracuaternionica Kdhler produs a doud forme
spatiale paracuaternionice Mf”l (c1) st M§"2 (c2). Atunci tensorul Ricci pe M
este dat de:

4n

Ric(X,Y) = %602 (4n +16)g(X,Y) + g(FX,Y) S eig(FE,, By) | +
i=1
4n
(3.33) +4 ;602 (4n+16)g(FX,Y) + g(X.Y) > eig(FE;, E;)
=1

pentru VX, Y € I(TM), unde 4n = dim M, dar {E;}, 1. este o bazd pseudo-
ortonormatd pentru T'(TM), cu g(E;, E;) =¢; € {—1,1}, Vi = 1,4n.

Demonstratie: Demonstratia este evidenta din Propozitia 3.3.1 si definitia ten-
sorului Ricci pe o varietate semi-Riemann. m

Corolarul 3.3.3 ([172])

Fie M wvarietatea aproape paracuaternionicd Kdhler produs a doud forme
spatiale paracuaternionice My (c) si Ma(c).

Daca dim My = dim Ms, atunci M este spativ Finstein.
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Demonstratie: Deoarece ¢; = ¢o = ¢, din (3.33) rezulta ca avem:

(3.34) Ric(X,Y) = g (4n + 16)g(X,Y) +g(FX,Y)Zn:5ig(FEi,Ei) .

i=1
Pe de alta parte, deoarece dim M; = dim M5, rezulta ca avem:

4n

(3.35) > eig(FE;, E;) = 0.

i=1
Din (3.34) si (3.35) rezulta ca avem:

c(n+4)

(3.36) Rie(X,Y) = S5

g(X,Y),

deci M este spatiu Einstein. m

3.4 Subvarietati F-invariante in varietati aproape paracu-
aternionice produs

Definitia 3.4.1 ([46]) o
Fie (M ,g) o varietate semi-Riemann. O subvarietate (M,g) a lui M, cu
g = G- se numeste de curbura invarianta, daca:

(3.37) R(X,Y)Z e (TM) NX,Y,Z € T(TM).

Definitia 3.4.2 ([106])

Fie (M, F, §) o varietate semi-Riemann aproape produs. O subvarietate M
alui M, cug= g)m se numeste:

i. F-invarianta daca:

(3.38) F(T,M) C T,M,¥p € M.
ii. F-antiinvariant& daca:
(3.39) F(T,M) C T,M*,¥pe M,
unde T,M~ este spatiul normal al lui T,M in T,M, Vp € M.

Definitia 3.4.3 ([173])

Fie (M, o, §) o varietate aproape paracuaternionica hermitiana. O subvari-
etate (M, g) a lui M, cu g = g se numeste subvarietate paracuaternionica
daca:

(3.40) J(T,M) C T,M,¥J € 0,,¥p € M.
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Teorema 3.4.4 ([173])

Fie M warietatea aproape paracuaternionica Kdihler produs a doud forme
spatiale paracuaternionice My (c) si Ma(c), ¢ # 0. Dacd M este o subvarietate
paracuaternionicd de curburd invariantd o lui M, atunci M este F-invariantd
sau F-antiinvariantd.

Demonstratie: Din (3.27), deoarece ¢ = ¢3 = ¢, rezultd ca tensorul de curbura
pe M este:

R(X,Y)Z = g{g(z, )X —G9(X,2)Y +§(Z, FY)FX —§(X,FZ)FY
3
(3.41) + Z €alG(Z, JoY) o X —G(Z, T X) Y +29(X, JoY)JoZ
a=1

+G(Z, FIY)FJoX —G(Z, FIX)FJY +26(X, FJY)FJ,Z]}.

Cum M este o subvarietate paracuaternionica de curburd invariantd a lui
M, din (3.41) rezulta ca avem:

3
9(Z, FY)FX - g(X,FZ)FY + Y €alg(Z, FJaY)FJo X
a=1

(3.42) —g(Z, FI,X)FJ,Y +29(X, FJ,Y)FJ,Z) € T,M

pentru VX,Y,Z € T,M, Vp € M.
Luand Z = X in (3.42) obtinem:

g(X,FY)FX — g(X,FX)FY +3[g(FX, 1)Y)F.1 X
(3.43) —g(FX, J,Y)FJ,X — g(FX, JsY)FJ3X] € T,M.

Inlocuindu-l pe X cu J; X, bX si J3X in (3.43) obtinem:
gL X, FY)F1 X — g(X, FX)FY 4+ 3[—g(FX,Y)FX

(3.44) —g(FX, J5Y)FJsX — g(FX, J,Y)FJ,X] € T,M,

g(Lo X, FY)YF I, X + g(X, FX)FY 4+ 3[g(FX, J3Y)FJ3s X
(3.45) +9(FX,Y)FX —g(FX, LW Y)FJ1 X]| e T,M
si:

9(JsX, FY)FJ5 X + g(X, FX)FY + 3[g(FX, J,Y)FJ, X
(3.46) —g(FX, hY)FIhX +g(FX,Y)FX]| e T,M.

Adunénd relatiile (3.44)-(3.46) obtinem:

g(X,FX)FY +3g(FX,Y)FX — [7g(FX, ,\Y)FJ, X
(3.47) +9(FX, L,Y)FJ, X + g(FX, JsY)FJ3X] € T, M.
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Din (3.44) si (3.47) gasim:
(3.48)  g(X,FX)FY +3¢(FX,Y)FX — 5g(FX, 1 Y)FJ, X € T,M.
Pe de alta parte, din (3.43) si (3.44) gasim:
(3.49) g(FX,Y)FX + g(FX, 1Y)FJ, X € T,M.
Din (3.48) si (3.49) obtinem:
(3.50) 9(X,FX)FY +8g(FX,Y)FX € T,M.
Ludnd Y = X in (3.50) obtinem:
(3.51) g(X, FX)FX € T, M.

Din (3.51) rezultda ca FX € T,M sau g(X, FX) = 0. Daca g(X,FX) =0,
atunci din (3.50) rezulta:

(3.52) g(FX,Y)FX € T,M,

si prin urmare FX € T,M sau FX € T,M*.

In consecintd, cum X a fost ales arbitrar, rezulta ca F (T,M) C T,M sau
F(T,M) C T,M*,¥p € M si teorema este astfel complet demonstrata. m

Corolarul 3.4.5 ([173])

Fie M varietatea aproape paracuaternionicd Kdhler produs a doud forme
spatiale paracuaternionice M(c) si Ma(c), ¢ # 0. Dacd M este o subvarietate
total geodezicd a lui M, atunci M este F-invariantd sau F-antiinvariantd.

Demonstratie: Deoarece M este o subvarietate total geodezica a lui M, rezulta
ca M este de curbura invarianta i atunci demonstratia este evidenta din teorema
anterioara. m

Observatia 3.4.6 ([173])

Fie (M = M; x M, F,0,3) o varietate aproape paracuaternionica Kéhler
produs si o subvarietate (M,g) a lui M, cu g = gjp nedegeneratda. Pentru
VX e T'(T'M) avem descompunerea:

(3.53) FX = fX +nX,

unde fX este componenta tangentd a lui F'X, iar nX este componenta normalé
alui FX.
Similar, pentru V¢ € T'(T M) avem descompunerea:

(3.54) F¢ =t€ + st
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unde t€ este componenta tangenta a lui F' X, iar s este componenta normald a
lui F€.
Din (3.53) si (3.54) obtinem:
(3.55) F2X = f(fX) +n(fX) +t(nX) + s(nX).
Din (3.1) si (3.55), deducem:
(3.56) X =X —s(nX).
Pe de alta parte, pentru VX,Y € I'(T'M), din (3.53) obtinem:
(3.57) JFX,FY)=g(fX,fY)+g(nX,nY)
Din (3.2) si (3.57) rezulta ca avem:
(3.58) 9(fX, V) = g(X,Y) - g(nX,nY),

Teorema 3.4.7 ([173])

Fie (M =M, x My, F,o, §) o varietate aproape paracuaternionicda Kahler
produs. Dacd M este o subvarietate nedegeneratd F-invariantd a lui M, atunci
M = My x My, unde My este o subvarietate a lui My, My este o subvarietate
a lui Mo, ambele fiind subvarietdti total geodezice in M.

Demonstratie: Deoarece M este F-invarianta, rezulta ca:
(3.59) nX =0,vX e I'(TM).
Din (3.56), (3.57) si (3.59) obtinem:
(3.60) X=X
i respectiv:

(3.61) g(f X, fY) = g(X,Y)

pentru VX, Y € I'(TM).
Asadar (f,g) definegte o structura semi-Riemann aproape produs pe M si
prin urmare distributia vertical& si distributia orizontala sunt date de:

(3.62) Ty ={X eT(TM)|fX =X}

sl respectiv:
(3.63) Th={XeTT(TM)|fX=-X}.

Fie M, si M5 varietatile integrale corespunzatoare distributiilor verticala si
respectiv orizontald.
Cum:

(3.64) VxfY = fVxY
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din (3.64) rezultd ca pentru VX; € Ty §i VY € I'(T'M) avem:
(3.65) fVy X1 =Vy X1 =Vy X,

deci distributia 77 este paralela.
Pe de alta parte, pentru VX;,Y; € T1 avem:

fIXu,n] = fVx V1= fVy, X1 =Vx, fY1 - Vy fXy
(366) - VXI}/l - VY1X1 = [X1,Y1]
deci distributia T; este involutiva.

Analog rezulté ca distributia T5 este paralela si involutiva.
Deoarece distributiile T; si 75 sunt ortogonale, avem:

(3.67) 9(Vx,Y1,25) = —g(Y1,Vx,Z2) =0,

deci M este o subvarietate total geodezica a lui M. Analog rezulta ca si My
este o subvarietate total geodezica a lui M.
Pe de alta parte, pentru VX; € 77 avem:

X, = %(Hl + 11 + I} — IIo) (X))
(3.68) = %(IdJrF)(Xl) =X
si

ILX, = %[Hl + 1y — (I} — )] (X1)

(3.69) _ %(Id — F)(X1) = 0.

Din (3.68) si (3.69) rezulta cd M; este o subvarietate a lui M si similar
obtinem c& M, este o subvarietate a lui M.

In consecinta, rezulta ca avem: M = M7 x M5, unde M; si M5 sunt subva-
rietatile integrale corespunzatoare distributiilor verticala si respectiv orizontala,
M, fiind o subvarietate a lui M iar M5 o subvarietate a lui M5, ambele fiind
total geodezice iIn M. m

Teorema 3.4.8 ([173])

Fie (M =M, x Ms,F,o, §) o varietate aproape paracuaternionicda Kahler
produs si M o subvarietate paracuaternionicd nedegeneratd F-invariantd a lui
M. Atunci M = My x Ms, unde M; si Mo sunt subvarietdti paracuaternionice
ale lui M1 si respectiv M.

Demonstratie:
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Din Teorema 3.4.7 rezultd ca daca M este F-invarianta, atunci M este o
varietate semi-Riemann produs: M = M; x M, unde M; este o subvarietate a
lui M, iar M> este o subvarietate a lui M.

Fie {Ji, J2, J3} o baza locala a lui o, definita prin (3.13) si fie X € T,M;.
Pentru Va = 1, 3 avem:

(3.70)  JoX = JPILX + JPILX = JIVX € T,M, (| T,M = T,M,

deci Mj este o subvarietate paracuaternionica a lui M;. Analog rezulta ca My
este o subvarietate paracuaternionica a lui Ms. m
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4 Submersii Riemann ale hipersuprafetelor in
varietati complexe si cuaternionice

In acest capitol sunt prezentate rezultatele obtinute de autor in studiul
submersiilor Riemann ([174], [175]). Mai exact, sunt extinse rezultatele obtinute
de Mangione ([118]) asupra submersiilor Riemann ale hipersferelor extrinseci
ale unei varietati Einstein-Kéhler in cazul unei varietati Bochner-Kahler si, de
asemenea, sunt completate rezultatele obtinute de Mangione ([119]) asupra QR-
hipersuprafetelor unei varietati cuaternionice si QR-submersiilor, fiind definita
o noua clasd de submersii Riemann: QR 3-submersii.

In prima sectiune a capitolului sunt prezentate definitiile si proprietéatile
fundamentale ale tensorului Bochner pe o varietate Kahler, ale hipersferelor
extrinseci in varietati Kéhler si ale CR-submersiilor.

In sectiunea a doua se considera o hipersfera extrinseca M a unei varietati
Kihler (M, J,g)sim: M — M’ o CR-submersie a lui M intr-o varietate aproape
hermitiana (M’, ¢, J'). Sunt prezentate mai intai proprietatile fundamentale ale
acestel submersii ([118]), iar apoi sunt gasite relatii de legdturd intre tensorii
Ricci si curburile scalare ale lui M si M’ ([174]).

In sectiunea a treia a capitolului sunt studiate submersiile Riemann ale
hipersferelor extrinseci ale unei varietati Bochner-Kéhler ([174]).

In sectiunea a patra sunt prezentate mai intai proprietatile QR-submersiilor
date de Mangione ([119]). In continuare se observi ca orice QR-hipersuprafata a
unei varietati cuaternionice admite o 3-structura de contact metrica, este definit
conceptul de QR 3-submersie si sunt studiate aceste clase de submersii Riemann
(1175)).

4.1 Tensorul Bochner pe o varietate Kahler si CR-submersii

Fie (M?",J) o varietate aproape complexa. O metricd hermitiana pe M este
o metricd riemanniand g-invarianta fata de J, i.e:

pentru VX,Y € I'(T'M).
In plus, dacd V - conexiunea Levi-Civita indusd de metrica g, satisface
conditia:
(VxJ)Y =0,

pentru VX,Y € I'(TM), atunci (M?",J, g) se numeste varietate Kihler.

In anul 1949, Salomon Bochner ([37]) a introdus un analog complex al ten-
sorului de curbura Weyl pe o varietate Riemann. Astfel, dacd notam cu p
curbura scalard, tensorul Bochner de tip (1,3) pe o varietate Kihler (M?",J, g)
se defineste prin:
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BXY)Z = ROGY)Z— 5 (V. 2)QX — g(X, 2)QY

+9(QY, Z)X — g(QX, 2)Y +g(JY, 2)QJX — g(J X, Z)QJY
+9(QJIY, Z)JX — g(QIX,Z)JY — 29(JX,QY)JZ

P

(4.1) +9(JY, Z)JX — g(JX,Z)JY —29(JX,Y)JZ}.

Dacd utilizam notatia:

(4.2) L(X,Y) = Ric(X,Y) — (X,Y)

p
2n +4 2(2n+2)(2n—|—4)g

obtinem urmatoarea expresie pentru tensorul de curbura Bochner de tip (0,4)
pe M (cf. [161]):

B(X,Y,Z,W) = R(X,Y,Z,W)— L(Y,Z)g(X,W)+ L(X, Z)g(Y, W)
—L(X,W)g(Y,Z) + L(Y,W)g(X, Z)
—L(JY, 2)g(JX, W) + L(JX, Z)g(JY, W)
—L(JX,W)g(JY, Z) + L(JY,W)g(J X, Z)
(4.3) F2L(JX,Y)g(JZ, W) + 2L(J Z,W)g(JX,Y).

Definitia 4.1.1 ([24])

O subvarietate reala M, imersata izometric intr-o varietate Kéhler (M%, J,9)
se numeste CR-subvarietate dacé exista pe M o distributie diferentiabila D ast-
fel incat:

i. D este olomorfa, i.e:

JD, =Dy, ¥p € M.
ii. Distributia complementara ortogonalid D' este anti-invarianta, i.e:
1 1L
JD, CT;M,Vpe M,
unde Tle este spatiul normal in punctul p € M.

Definitia 4.1.2 ([107])

Fie M o CR-subvarietate a unei varietati Kéahler (M%, J,g) st (M, J,¢") o
varietate aproape hermitiana. O submersie Riemann 7w : M — M’ se numeste
CR-submersie daca sunt indeplinite urmétoarele conditii:

i. Kerm, = DJ-;

ii. my : Dy — Tﬂ(p)M’ este o izometrie complexa pentru orice p € M.
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Observatia 4.1.3

Sectiunile lui D+ se numesc cAmpuri vectoriale verticale, iar sectiunile lui D
se numesc campuri vectoriale orizontale.

Pentru orice submersie Riemann 7 : (M,g) — (M’,¢’') se pot defini doua
campuri tensoriale T gi A prin:

(4.4) T(E,F) =TgF = hV,gvF + vV,ghF

i respectiv:
(4.5) A(E,F) = AgF =vVpghF + hVgvF

pentru VE, F € T(TM), unde h si v sunt proiectiile pe D si respectiv D*.

Un camp vectorial orizontal X pe M se spune ca este bazic daca este m-
corelat cu un camp vectorial X’ pe M’. Este evident ca orice camp vectorial
X’ pe M’ admite un unic lift orizontal X pe M, acesta fiind bazic.

Dacd X si Y sunt campuri vectoriale bazice pe M, m-corelate cu X’ si res-
pectiv Y’ atunci au loc urméatoarele proprietati (a se vedea, de exemplu [32],
[61], [131]):

i. h[X,Y] este un camp vectorial bazic m-corelat cu [X', Y] o 7;

ii. h(VxY) este un cAmp vectorial bazic m-corelat cu V', Y”’, unde V gi V'
sunt conexiunile Levi-Civita induse de g si ¢’, pe M i respectiv M’;

iii. [X,U] € I'(D4Y), VU € T(D%).

Definitia 4.1.4 ([108))

Fie M o subvarietate orientabils a unei varietati Riemnann (M, g). Se spune
cid M este o subvarietate total ombilicald a lui M daci o, forma a doua funda-
mentald a lui M, satisface:

(4.6) o(E,F) = g(E,F)H

pentru VE, F € I'(T'M ), unde H este cmpul vectorial curburd medie al lui M. In
plus, dacé H este nenul si paralel in fibratul normal TM~, atunci M se numeste
sfera extrinseca.

Observatia 4.1.5 ([118])

Daca M este o hipersfera extrinsecd a unei varietati Kahler (M%,LL 9),
atunci remarcam:

i. k= ||H]| este o functie constanta nenuld pe hipersfera extrinseca M.

ii. Daca N este un camp vectorial unitar global si normal la M, atunci & =
—JN este un camp vectorial unitar global pe M si in plus N = J¢. Observam
ca daca D este subspatiul J-invariant maximal al spatiului tangent T}, M, pentru
Vp € M, atunci M este o CR-subvarietate a lui M, astfel incat:

TM =D& D+

unde D+ este distributia anti-invariantd 1-dimensionald, generata de £&. Mai
mult, D este integrabila si foile sale sunt total geodezice in M.
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4.2 CR-submersii ale hipersferelor extrinseci intr-o vari-
etate Kahler

Observatia 4.2.1 ([118])

Fie M o CR-subvarietate a unei varietati Kéhler (Mgn, J,9), (M',J,q") o
varietate aproape hermitiana si 7 : M — M’ o CR-submersie.
Cum (M2n7 J,g) este o varietate Kahler, avem:

(4.7) VxJY = JVyY,

pentru orice campuri vectoriale bazice X si Y pe M.
Pe de alta parte, avem:

VxY = VxY +aX,Y)
(4.8) = hVxY +oVxY +ha(X,Y) +0a(X,Y)

unde T si h sunt proiectiile pe pu si respectiv J(D1), p fiind complementul
ortogonal al lui J(D+) in T+ M.
Similar, gasim:
VxJY = VxJY +a(X,JY)
(4.9) = hVxJY +oVxJY + ha(X,JY) +0a(X, JY).
Din (4.7), (4.8) si (4.9) obtinem:

hVxJY +vVxJY + ha(X,JY) +va(X,JY) =
(4.10) = JhVxY + JuVxY + Jha(X,Y) + Joa(X,Y)

Identificand acum componentele din D in membrul stang si respectiv drept
al relatiei (4.10) obtinem:

(4.11) JhVxY =hVxJY
pentru orice campuri vectoriale bazice X si Y pe M.

Teorema 4.2.2 ([118])

Fie M o CR-subvarietate a unei varietai Kahler (M ", g) sim: M — M
o CR-submersie a lui M intr-o varietate aproape hermitiana (M',J',g'). Atunci
M’ este o varietate Kdhler.

Demonstratie: Demonstratia este imediata din (4.7) si Observatia 4.1.3. m

Observatia 4.2.3 ([118])

Fie M o hipersfera extrinseca a unei varietati Kahler (H2n7J, g) si con-
sideram 7 : M — M’ o CR-submersie de la M la o varietate aproape hermitiana
(M',J’,g"). Atunci, din ecuatia Gauss si (4.6) avem:
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E(Xv Y, Z, W) = R(X7Y7 Z, W) + k? {g(X7 Z)g(Y, W) - g(X, W)g(Y, Z)}
(4.12)

pentru orice campuri vectoriale orizontale X,Y,Z, W pe M, unde R si R sunt
tensorii de curbura pe M i respectiv M.

Pe de alta parte, deoarece AxY = vVxY este un camp vectorial vertical,
avem:

AxY =g(AxY, )¢

de unde deducem:

AxY 9 (VxY,6) =g (VxJY,N)¢
(4.13) = g(a(X,JY),N)§=kg(X,JY)E.

Prin urmare, avem:
(4.14)  g(AxY, AzW) = g(AxY, &) g(AzW, &) = K g(X, JY )g(Z, JW).

In consecintd, din (4.14) si ecuatia Gray-O’Neill ([32], [61], [131]):

R(X,Y,Z,W) = R(XY',Z' W')—2g(AxY, AzW)
(415) —l—g(AyZ,AXW) —g(AXZ,AyW)
obtinem:
R(X,Y,Z,W) = R(X'.Y',Z'W')—k{29(X,JY)g(Z,JW)
(4.16) —g(Y, JZ)g(X, IW) + g(X, I Z)g(Y, JW)}.

Din (4.12) si (4.16) rezulta ca avem:

R(X,Y,ZW) = R(X.Y, 2 W)~ k{29(X,JY)g(Z,JW)
—9(Y, JZ)g(X, JW) + g(X, JZ)g(Y, JW)
(4.17) —9(X, Z)g(Y, W) + g(X,W)g(Y,Z)}

pentru orice campuri vectoriale orizontale X, Y, Z, W pe M.

Observatia 4.2.4 ([174])

Fie # : M — M’ o CR-submersie de la M, o hipersferd extrinseci a unei
varietati Kahler (M%, J,9), la o varietate aproape hermitiana (M', J', ¢’).

Consideram un reper local ortonormat {ey,...,e,—1,Jex, ..., Je,—1} pentru
distributia orizontala D, format din campuri vectoriale bazice. Atunci

/ / ! ! ! !
{el, vy €1y d €7, ey en_l}
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este de asemenea un reper local ortonormat pe 7'M "
In plus, daca D+ este generati de cAmpul vectorial unitar &, atunci

{ela ey €n—1, J€17 sy J@n_l,f}

este un reper local ortonormat pentru T'M, iar

{e1,..,en—1,Je1, ..., Jen—1,&, JE}
este un reper local ortonormat pentru TM.

Propozitia 4.2.5 ([174])
Fiew: M — M’ o CR-submersie de la M, o hipersferd extrinsecd a unei va-

rietdti Kahler (MQ",iy), la o varietate aproape hermitiand (M',J', g"). Atunci
tensorii Ricci ai lut M gi respectiv M sunt legai prin formula:

(4.18) Ric(X,Y) = Rid (X', Y') +2(n — 3)kzg'(X’, Y’)
pentru orice campuri vectoriale orizontale X,Y pe M.

Demonstratie: Avem:
n—1
Ric(X,Y) = > [R(X,e;,Y,e;)+ R(X, Je;, Y, Jej)]
i=1

(4.19) +R(X,£,Y,6) + R(X, JE,Y, JE).

Dar, deoarece R(X,&,Y,€) =0si R(X,JE,Y,JE) = 0, pentru orice cAmpuri
vectoriale orizontale X,Y pe M (cf. [118]), din (4.17) si (4.19) obtinem:

Ric(X,Y) Rid (X', Y") +2k*(n — 1)g'(Y', Z")
n—1
(4.20) —4k* Y (o' (X e)g (Y e) + g/ (X', 'e))g (Y, T'e))].
i=1

Pe de alta parte, avem:

n—1
Y lg' (X e)gd (Y &) + g/ (X, ' e))g (Y, J'ep)] =
=1
n—1
(421) =g (X)) gV e)e;+g (Y, T e)Te}]) =g (XY
=1

Din (4.20) si (4.21) obtinem imediat (4.18). m
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Propozitia 4.2.6 ([174])
Fiew: M — M’ o CR-submersie de la M, o hipersferd extrinsecd a unei va-

rietdtt Kahler (M%, J,9), la o varietate aproape hermitiana (M', J', g"). Atunci
curburile scalare p si p’, ale lui M i respectiv M', sunt legate prin formula:

(4.22) p=p +4n—3)(n— k2 +2HM(¢)

pentru orice campuri vectoriale orizontale X,Y pe M, unde:

HM (&) = R(¢, JE, €, JE).

Demonstratie: Avem:

n—1
(4.23) p= Y [Ric(e;, e;) + Ric(Je;, Je;)] + Ric(§, §) + Ric(J¢, JE).

i=1
Utilizand Propozitia 4.2.5, obtinem:

(4.24) Ric(ei, e;) = Ric (e}, el) + 2k*(n — 3)

17 71

si respectiv

(4.25) Ric(Jei, Je;) = Ric' (J'el, J'el) + 2k*(n — 3).
Pe de alta parte, deoarece avem:

n—1

%(575) = Z[ﬁ(gae%g?ei) +R(£7 Je?ﬁfa J@l)]

=1

+R(£,£,6,€) + R(E, JE, €, J€)

deducem: o o o

(4.26) Ric(§,€) = R(&. J&,€,J€) = HM(€)

si similar gasim:

(4.27) Ric(J€, J§) = R(JE, €, JE.€) = H™ ().
Din (4.23)-(4.27) rezulta imediat (4.22). m

Exemplul 4.2.7 ([118])

Fie S2"*! hipersfera standard in C"*!. Atunci S?"*! este o hipersfera
extrinsecd in varietatea Kihler C**1 gi fibrarea Hopf 7= : S"*1 — P*(C),
echipata cu metricile canonice, ne furnizeaza o CR-submersie.
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4.3 CR-submersii ale hipersferelor extrinseci intr-o vari-
etate Bochner-Kahler

Fie (M%,J7 g) o varietate Kdhler. Daca tensorul Bochner B pe M este

identic nul, atunci se spune cé (Hzn, J,9) este o varietate Bochner-Kéhler.
Din (4.3) deducem ca tensorul de curburd R al unei varietati Bochner-Kéahler

(M%, J, g) este dat prin:

R(X7 Y, Z, W) = L(Y7 Z)E(X, W) - Z(X’ Z)g(yv W) + Z(Xv W)?(K Z)
~L(Y,W)g(X,Z)+ L(JY, 2)g(JX,W) — L(JX, Z)g(JY,W)
+L(JX,W)g(JY,Z) — L(JY,W)g(J X, Z)

(4.28) —2L(JX,Y)g(JZ,W) = 2L(JZ,W)g(JX,Y).

Propozitia 4.3.1 ([174])

Fiew: M — M’ o CR-submersie de la M, o hipersferd extrinsecd a unei va-
rietati Kdahler (M%, J,9), la o varietate aproape hermitiand (M',J',g"). Atunci
tensorii Bochner B si B, ai lui M si respectiv M', sunt legati prin formula:

B(X,Y,Z,W) = B'(X.Y'Z W)+ (20— k)[g(X',Z)g(Y' W)
_g/(X/7 W/)gl(Ylv Z/) + g/(X/a JZ/)g/(Y/a J/W/)
(4.29) —d (X, IWG Y, J'Z')+ 24" (X', Y g (Z', T W)

pentru orice campuri vectoriale orizontale X, Y, Z,W pe M, unde:

0_ o — 2nHM (£) + 4n(n? — 9)k?2
N 2n(2n + 2)(2n +4)

Demonstratie: Din (4.2) avem:

_ 1 — 17 _

4. L(X,)Y)= —— X,Y) - X, Y).

(430)  TXY) = 5t R, Y) = g (X.Y)
Introducénd (4.18) si (4.22) in (4.30) obtinem:

— 1 o+ 2HM (€) — 4k2(n? — 9)
L(X,)Y)= (XY — "Nx'y'
(X,¥) = g Ric (X1 y") = e =Sy (e

(4.31)

pentru orice cAmpuri vectoriale orizontale X si Y pe M.
Din (4.31) obtinem imediat:

_ 2n + 2
T on+4

(4.32) L(X,Y) L'(X,Y") + 69/ (X',Y")

pentru orice campuri vectoriale orizontale X si Y pe M.
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Pe de alta parte, din (4.3) avem ca tensorul Bochner de tip (0,4) pe (M%, J,9)
este:

B(X,Y,Z,W) = R(X,Y,Z,W)—L(Y,Z)g(X,W) + L(X, Z)g(Y,W)
—L(X,W)g(Y, Z) + L(Y,W)§(X, Z) - L(JY, Z)g(J X, W)
+L(JX, Z)g(JY, W) — L(JX,W)g(JY, Z) + L(JY,W)g(J X, Z)
(4.33) +2L(JX,Y)G(JZ, W) +2L(JZ,W)g(JX,Y).
Inlocuind acum (4.32) in (4.33) obtinem (4.29). m
Corolarul 4.3.2 ([174])
Fiew: M — M’ o CR-submersie de la M, o hipersferd extrinsecd a unei va-

rietdati Bochner-Kdhler (ﬁgn, J,9), la o varietate aproape hermitiana (M',J', g').
Atunci tensorul Bochner pe M’ este dat prin:

B(X'\Y',Z\W') = (k*=20)[¢(X",Z")g'(Y', W)
_g/(X/7 W/)g/(yl? Z/) + g/(X/v JZl)gl(Y/7 J/W/)
(4.34) g (X, IW)G Y, T2+ 24 (X, JY ) (2, JW)]

pentru VX' Y, Z'\ W' e T(TM').

Demonstrafie: Cum varietatea (Mzn, J,g) este Bochner-Kihler, avem ca B = 0
si atunci (4.34) rezultd imediat din (4.29). m

Corolarul 4.3.3 ([174])

Fiew: M — M’ o CR-submersie de la M, o hipersferd extrinsecd a unei va-
rietati Bochner-Kdhler (M%, J,7), la o varietate aproape hermitiand (M', J', g").
Dacd are loc egalitatea k* = 2n, atunci (M',J’,g') este o varietate Bochner-
Kdhler.

Demonstratie: Din Teorema 4.2.2 avem ca (M’,J’,¢’) este o varietate Kéahler,
iar din (4.34) si conditia k? = 20 deducem ca:

B'(X'\Y',Z/ W) =0,¥X",Y',Z/\W' e T(TM'),

gl In consecinta (M’, J’, ¢') este o varietate Bochner-Kéhler. m

4.4 QR-submersii ale hipersuprafetelor orientabile in va-
rietati cuaternionice Kahler

Definitia 4.4.1 ([25])

Fie (M,0,g) o varietate cuaternionica Kihler si M o subvarietate reala a
lui M. Se spune cid M este o QR-subvarietate a lui M dacé exista un subfibrat
vectorial D in fibratul normal satisfacand urmatoarele conditii :

i. JoDp=D,,Vpe M,Va=1,3;

ii. JQD;‘ C T,M,Vp € M, Va = 1,3, unde D+ este fibratul complementar
ortogonal al lui D in TM*.
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Observatia 4.4.2

Fie M o hipersuprafata orientabila a varietatii cuaternionice Kéhler (M, o,q)
§i € un cAmp vectorial unitar normal la M. Daca luam D = {0}, atunci D+ =
TM si sunt verificate in mod evident conditiile i. si ii. din definitia anterioara.
Asadar, orice hipersuprafata orientabild a unei varietati cuaternionice Kéhler
este o QR-hipersuprafata.

Fie U si U doua vecinatéti de coordonate ale lui M, cu U (U # ®. Atunci,
pe U :

o = —Ja€,Va=1,3

definesc campuri vectoriale tangente la M, si similar, pe U
g;& = —J&f,Va = ]-7737

definesc campuri vectoriale tangente la M.
In plus, pe Uﬂﬁl avem:

3
€= capbpVa=1,3,
A=1

jar C' = (cap), s_13 € SO(3).
In consecinté, se obtine o distributie V pe M care este local generata de
{€a},_13- Fie M distributia ortogonald complementara a lui V in raport cu

g = glum, pe M. Observam c& pentru Vp € M, H,, este J,-invarianta, Vo = 1, 3.
Intr-adevar, pentru VX orizontal, avem:

(N X, &) =g9(J1X,-Ji§) = -7 (X,¢) =0,

(11X, &) =g(11 X, —J28) =g (X, J38) = —g(X,&3) =0,
(11X, &) =g(11 X, —J58) =g (X, 2§) =7 (X, &) =0,
g(‘]lX?f) = 7§(X7 Jlé-) = ?(Xv 51) = Oa
deci JiH, C H,, Vp € M, si similar obtinem JoH, C H, si JsH, C Hy, Vp € M.
Definitia 4.4.3 ([26]) o
O QR-hipersuprafata M a unei varietati cuaternionice Kéhler (M, 0,7) se
numeste mixt geodezica daca forma a doua fundamentala « a subvarietatii sa-

tisface conditia:
a(U,X) =0,

pentru VU € I'(V), VX € I'(H).
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Exemplul 4.4.4

Orice QR-hipersuprafatd total ombilicala M a unei varietati cuaternionice
Kéhler (M, 0,q) este mixt geodezica, deoarece, pentru YU € T'(V), VX € I'(H)
avem:

a(U, X)=g(U,X)H =0,

deci M este o QR-hipersuprafatd mixt geodezica.
In particular, S4"*3 este o QR-hipersuprafati mixt geodezica in R4 +4,

Observatia 4.4.5
A. Bejancu ([25]) a studiat integrabilitatea distributiilor V si H. El a aratat
ca V este integrabila < M este mixt geodezica.

Definitia 4.4.6 ([119])

Fie M o QR-hipersuprafatd mixt geodezica a unei varietati cuaternionice
Kihler (M, 0,g) si (M',0’,g') o varietate aproape cuaternionica hermitiana.

O submersie Riemann 7w : M — M’ se numegte QR-submersie daca sunt
indeplinite urmatoarele conditii:

i. Kerm, =V,

. met Hy = Ty M " este o izometrie complexa in orice punct p € M.

Teorema 4.4.7 ([119])

Fie M o QR-hipersuprafatd mixt geodezicd a unei varietdti cuaternionice
Kdéhler (M,0,9) si (M',0',g') o varietate aprope cuaternionicd hermitiand.
Daca m : M — M’ este o QR-submersie atunci (M',0’,¢") este o varietate
cuaternionicd Kdhler.

Demonstratie: Demonstratia se obtine imediat folosind definitia varietatii cua-
ternionice Kéhler gi faptul ca m, este o izometrie complexa. m

Definitia 4.4.8 ([111])
Fie M o varietate diferentiabila si 3 structuri aproape de contact pe M:
(Das EayNa), o = 1,3, astfel incat sunt satisficute conditiile:

i. o (€8) = 0, pentru Yo # f;

ii. ¢a (&) = —0p(£a) = &, pentru orice permutare ciclica («, 3,v) a lui
(1,2,3);

ili. 14 0 ¢g = —ng o ¢o = 1, pentru orice permutare ciclica (a, 3,7) a lui
(1,2,3);

V. pa0dg —ng @& = —Pg 0 Pa + 1Mo ® &g = ¢, pentru orice permutare
ciclica (a, 3,7) a lui (1,2, 3).
Atunci se spune ca M admite o 3-structura aproape de contact.

Definitia 4.4.9 ([111])
Fie (M, g) o varietate Riemann inzestrati cu o 3-structurd aproape de con-
tact (Ga,Eaya), @ = 1,3, astfel incat sunt indeplinite conditiile:
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i, a(X) = g (X,€.), VX € D(TM), Yo = T,3. o
il. g(¢aX,0.Y) =g (X,Y) = na(X)n(Y), VX, Y e (TM), Va = 1, 3.
Atunci se spune cd M admite o 3-structura aproape de contact metrica.

Definitia 4.4.10 ([34], [111])
O 3-structura aproape de contact metrica (¢u,Ea;s o), @ = 1,3, se numeste:
i. 3-cosimplectica daca:

(4.35) (Vx¢a) (Y) =0,(Vxna) (Y) = 0,Va = 1,3.
ii. 3-Sasaki daca:
(4.36) (Vxda) (V) =na(Y)X — g(X,Y)&a, Vo = 1,3.

Observatia 4.4.11 ([175])

Fie M o hipersuprafati orientabila a varietatii cuaternionice Kéhler (M, o, 3),
V distributia pe M care este local generata de {ga}a:f?’ si ‘H distributia ortog-
onala complementara a lui V in raport cu g = gl|as, pe M.

Fie S : TM — 'H proiectia canonica. Atunci pentru VX € I'(TM) avem:

3
(4.37) X=5X+ Z Na(X)éa,
a=1

unde:
(4.38) 1a(X) = g (X, 8a) -

Din (4.37) obtinem:

3
(4.39) JpX = JsSX + > 1a(X)Jpta, VB =1,3.
a=1

Din (4.39) deducem ca avem:

(4.40) J1X = JSX + i (X)E + n2(X)E — n3(X)Ea.

Agadar componenta tangenta a lui J; X este:
(4.41) $1X = J1SX +n2(X)E&3 — n3(X)&a.
iar componenta normald a lui J; X este:
(4.42) X =m(X)E

Agadar, pentru VX € T'(TM) avem:

(4.43) JX =4 X + R X.
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Similar obtinem:
(4.44) Jo X = po X + Fo X, J3 X = ¢3 X + F3X
unde

$2X = JpSX — m(X)& +n3(X)E1, 93X = J35X + 11 (X)&e — m2(X)&
(4.45)

si respectiv:
(4.46) X =n(X)E, F3X = n3(X)E.

Remarcam acum ¢ (¢g, €y Mo ), Yo = 1,3, sunt structuri aproape de contact
pe M, deoarece avem:

(4'47) ¢2X ==X+ (X) §arMa © Pa = 0,74 (ga) =1

Pe de alta parte, pentru Va # [ avem:

(4.48) Mo (§8) = 9 (€3, 8a) = 0.

In plus, pentru orice permutare ciclici (a, B,7) alui (1,2,3) avem:

ba (§8) = Ja (§p) — Fu (§p) = —Ja (Jp8) = —J,6 = &,
i respectiv:
¢ (€a) = Jp (§a) = F (o) = =3 (Jab) = J5§ = =&,

de unde deducem:

(449) (z)a (gﬁ) = _¢ﬁ(fa) = g'y‘
Pe de alta parte, avem:
(M0 © ¢8) (X) = na (#pX) = g (¢pX, &) = 9 (JpX, &) =
=g (X7 Jﬂﬁa) =g (X7 JﬁJaf) =g (X7 J’Yg) =g (X7£’Y) = UW(X)
i respectiv:
(g 0 ¢a) (X) =np (¢ X) = g (X, §p) = g (Ja X, &p) =

= —9(X,Ju&p) = 9(X, Ja ) = 9 (X, J,§) = —g (X, &) = —ny(X)
de unde deducem:
(450) Na © d)[g = —7’]5 o ¢oz = 77’Y'

Observam de asemenea ca avem:

Do (¢5X) - nﬁ(X)fa =Ja (¢5X) - Fy (¢5X) - 77,8(X)§a =
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= Jo (JpX — F3X) — 1o (¢pX) § — 13 (X) &a
=X = Ja (s (X) &) =1y (X) € =15 (X) & =
=X - (X)§= X - F,X = ¢, (X)

i respectiv:
05 (0aX) = Na(X)ép = J5 (paX) — F3 (¢ X) — na(X)Es =

= Js (JoX — FuX) — "B (¢aX)& = Na (X)Eﬁ =
= —Jy X — Jg (e (X)) + 1y (X) € =10 (X) €5 =
=L X+ (X)E=-L, X + F,X = —¢, (X)

de unde deducem:

(4.51) ¢a0¢ﬁ_nﬁ®€a:_¢Bo¢a+na®€ﬁ:¢7‘

Prin urmare, din (4.43)-(4.51), deducem ca orice QR-hipersuprafati a unei
varietati cuaternionice Kéhler admite o 3-structura aproape de contact.
Pe de alta parte, avem:

(00X, 0aY) = g(Jo X — FuX,JoY — F,Y) =
= 9(JoX, JoY) — g(Ju X, FaY) — g(Fu X, JoY) + g(FaX, FY) =
=g(X,Y) = 9(JaX,na(Y)E) = 9(a(X)E, JoY) + 00 (X)na(Y)g(&,§) =
=9(X,Y) = 1a(Y)g(Ja X, §) = 1a(X)g(§, JaY) + 10 (X)na(Y) =
= 9(X,Y) + 1a(Y)g(X, Ja§) + 10 (X)9(Ja&, Y) + 10 (X)1a(Y) =
=g(X,Y) = 1a(Y)9(X, &) + 1a(X)9(6a, Y) + na(X)na(Y) =
= 9(X,Y) =1 (Y)0a(X) =1 (X)Na (V) +1a(Y)na(Y) = 9(X,Y) =00 (Y )1 (X).

Asadar:
(4.52) 9(PaX,0aY) = g(X,Y) = 0a(X)1a(Y).

Prin urmare rezulta cé orice QR-hipersuprafata a unei varietati cuaternionice
Kéhler admite o 3-structura aproape de contact metrica.

Definitia 4.4.12 ([175])

Fie M o QR-hipersuprafatd mixt geodezica a unei varietati cuaternionice
Kihler (M, 0,9) si fie (M’,0',¢’) o varietate aproape cuaternionici hermitiana.
O submersie Riemann 7w : M — M’ se numegte QR 3-submersie daca sunt
indeplinite urmatoarele conditii:

i. Kerm, =V

ii. Pentru orice punct p € M , existd o bazd locala {J,},_73 a lui o astfel
incat:

e 0 g = J!, o, Vo =1, 3.
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Propozitia 4.4.13 ([175])

Fie M o QR-hipersuprafatd mixt geodezicd a unei varietdti cuaternionice
Kdhler (M, 0,9) si fie (M',0’,g") o varietate aproape cuaternionicd hermitiand.
Daca m : M — M’ este o QR 3-submersie, atunci distribugiile V si H sunt
invariante prin ¢, Yo = 1, 3.

Demonstratie: Fie V € T'(V) . Atunci avem:
TV = J,mV =0,

deci ¢ (V) € V.
Pe de alta parte, avand in vedere definitia lui ¢4, avem pentru VX € T'(H):

g (X, V) =g (JoX,V)=—g9(X,J, V) =0,
deci ¢ (X) €EH. m

Teorema 4.4.14 ([175])

Fie M o QR-hipersuprafatd mixt geodezicd a unei varietdti cuaternionice
Kdhler (M,0,9) si fie (M',0’,g") o varietate aproape cuaternionicd hermitiand.
Daca m: M — M’ este o QR 3-submersie, iar M este 3-cosimplecticd, atunci
M’ este local hiper-Kdhler.

Demonstratie: Pentru orice campuri vectoriale bazice X si Y pe M, m-corelate
cu X' ¢i Y’ pe M, tinand cont de (4.35), avem:

(4.53) VxdaY — ¢paVxY =0,Ya =T1,3.

Proiectand acum (4.53) pe M’ prin 7, si tindnd cont de Observatia 4.1.3 si
de faptul ca , este o izometrie, obtinem pentru Vo = 1, 3:

VimpoY — JmVxY =0
s Vi oY —J VY =0
S V)Y — IV Y =0
& (Vi J)Y =0,
deci intr-adevar M’ este local hiper-Kéahler. m

Corolarul 4.4.15 ([175])

Fie M o QR-hipersuprafatd total geodezica a unei varietdti cuaternionice
Kdéhler (M,0,g), (M',0',g") o varietate aproape cuaternionicd hermitiand si
T : M — M este o QR 3-submersie. Dacd &1,& si &3 sunt paralele in M,
atunci M’ este local hiper-Kdihler.
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Demonstratie: In acest caz se observa ca sunt indeplinite conditiile (4.35), deci
M este o varietate 3-cosimplectica (a se vedea ([71]). Prin urmare, aplicind
Teorema 4.4.14, obtinem ca M’ este hiper-Kéahler. m

Teorema 4.4.16 ([175])

Fie M o QR-hipersuprafatd mixt geodezicd a unei varietati cuaternionice
Kihler (M,0,g), (M',0',g") o varietate aproape cuaternionicd hermitiand i
m: M — M o QR 3-submersie. Atunci:

i. Dacd M este 3-cosimplecticd sau 3-Sasaki rezultd cd fibrele submersiei
sunt total geodezice.

#4. Dacd M este 3-cosimplecticd, atunci distributia orizontald este integra-
bila.

Demonstratie:
i. Cazul I: Daca M este 3-cosimplectica, pentru orice campuri vectoriale
verticale U gi V pe M, tinand cont de (4.35), avem:

(4.54) VudaV = ¢paVuV,Va =1,3.
Luénd componentele orizontale din (4.54), obtinem:
(4.55) TupaV = ¢oTuV,Va =1,3.

Cazul II: Daca M este 3-Sasaki, pentru orice campuri vectoriale verticale U
si V pe M, tindnd cont de (4.36), avem:

(4.56) VooV — ¢0aViV = 0a(V)U = g(U,V)éa,Va =1, 3.

Luénd componentele orizontale din (4.56), obtinem din nou relatia (4.55).
Agadar, indiferent dacd M este 3-cosimplectica sau 3-Sasaki, se verifica
relatia (4.55), din care se obtine imediat:

4.57 TUV =-T U(pa‘/, Vo = 1,73
Pa
Asadar avem:
(458) 0 :TUV+T@1U@1V = TUV+T@2U§02V

de unde deducem:
(4.59) TouprV =T,,up2V.

Pe de alta parte, din (4.59) avem:

(4.60) Tooup2V + Tipypuupsp2V =0

de unde deducem:
(461) T¢2U<P2V + T%UgolV =0.

79



Din (4.58), (4.59) si (4.61) rezulta ca T = 0 si deci fibrele submersiei sunt
total geodezice.
ii. Pentru orice campuri vectoriale orizontale X si Y pe M, tinand cont de

(4.35), avem: o

(4.62) Vxo.Y = poVxY,Va=1,3.
Luand componentele verticale din (4.62), obtinem:

(4.63) AxdaY = ¢ AxY,Ya =1,3.
Agadar:

Ax 1Y = Ax oY = Ay, x$3Y = Ap g, xY = —Ay, xY = —Ax$1Y.
(4.64)

de unde obtinem A = 0, deci distributia orizontalé este integrabild. m

Teorema 4.4.17 ([175])

Fie M o QR-hipersuprafatd extrinsecd a unei varietati cuaternionice Kdhler
plate (M, 0,9), (M',0',g') o varietate cuaternionica Kdihler si m: M — M’ o
QR 3-submersie. Atunci M' este o formd spatiald cuaternionicd avand curbura
sectionald cuaternionicd constantd pozitiva.

Demonstratie: Pentru orice cAmpuri vectoriale bazice X si Y w-corelate cu X’
§1 Y’ pe M’, avem (cf. [17]):

3
(4.65) AxY = [[H|| Y 9(X, JaY)éa.

a=1

Din (4.15) si (4.65) obtinem pentru orice cAmpuri vectoriale bazice X,Y,Z si
W pe M, w-corelate cu X'\)Y' 7' si W’ pe M':

3

R(X'\Y',Z W) = RX,Y,ZW)+|H|*> [29(X, JaY)g(Z, JaW)
a=1

(4.66) —9(X, JW)g(Y, JaZ) + 9(X, JaZ)g(Y, JaW)].

de unde obtinem, avand in vedere ca m este o QR 3-submersie:

3
R(X"Y',Z,W') = RX,Y,ZW)+|HI?{D 20" (X', J,Y g (Z', W)
a=1
(4.67) —g (X, I WG (Y, J.Z") + g (X, J.Z)g (Y, J W]}

Dar, pe de alta parte, din ecuatia Gauss avem:

R(X,Y,Z,W)=R(X,Y,ZW) — [|H||* {g(X, Z)g(Y, W) — g(X,W)g(Y, Z)},
(4.68)
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de unde obtinem, avand in vedere ci M este plata:

R(X,Y,Z,W) = |H|*{g (X', Z2")g (Y',\W') = g (X', W')g(Y", Z")} .
(4.69)

Din (4.67) si (4.69) obtinem:
R(X\Y',ZW') = IIHII2 {g(X", Z2")g' (Y, W') — g (X", W")g'(Y', Z')
+Z (X", JLZNg (Y, IW) — g (X', I WG (Y, JLZ")
+2g (X'yJé Ng'(Z', LW}

deci intr-adevar M’ este o forma spatiala cuaternionica avand curbura sectionald
cuaternionicd constanta pozitiva. m

Exemplul 4.4.18 ([175])

Fie §47*3 hipersfera standard in R*"*4. Atunci $4"t3 este o hipersfera
extrinseca in R*"** i fibrarea Hopf 7 : §4"*3 — P"(H), echipata cu metricile
canonice, ne furnizeaza o QR 3-submersie.

81



5 Aplicatii armonice gi submersii Riemann intre
varietati cu structuri cuaternionice

In acest capitol sunt prezentate rezultatele obtinute de autor, in colaborare
([94]), in studiul aplicatiilor armonice si al submersiilor Riemann intre varietati
inzestrate cu structuri cuaternionice.

In prima sectiune a capitolului sunt prezentate definitiile gi proprietatile
fundamentale ale aplicatiilor armonice, utilizandu-se in general [59] si [166].

In sectiunea a doua este definit conceptul de aplicatie (0, 0’)-olomorfa intre
doua varietati cuaternionice si se determina conditii pentru ca o astfel de aplicatie
sé fie armonica.

In sectiunea a treia a capitolului este definit conceptul de submersie cu-
aternionica gi sunt studiate aceste clase de submersii. Se arata ca o submersie
cuaternionicé intre doua varietati cuaternionice Kahler este o aplicatie armonica.

In ultima sectiune este construit un exemplu de submersie cuaternionica.

5.1 Generalitati asupra aplicatiilor armonice

Fie (M,g) si (N,h) doua varietati (semi)Riemann si f € C°(M,N). Fie
VM g V¥ conexiunile Levi-Civita induse pe M si N de metricile g si respectiv
h. Avem atunci pe f~1(TN), fibratul pull-back prin aplicatia f al spatiului
tangent TN, conexiunea liniara V definita prin:

Vx .Y =V} £V, VXY € (TM),

unde f, : TM — TN este aplicatia tangenté.

Campul tensorial 3y = Vdf se numeste forma a doua fundamentald a aplicatiei
f Avem: y
(5.1) (Vdf)(X,Y) = Vx .Y = f(VXY),

pentru VX,Y € I'(T'M). O aplicatie pentru care forma a doua fundamentala
este identic nula se numeste aplicatie total geodezica.
Campul tensiune asociat al lui f se definegte in orice punct x € M prin :

(52) T(f)(@) = (trace,By), = 3 By(eireo)

unde m = dim M, iar {ej, ea, ..., €&, } bazd ortonormata a lui T, M.

Definitia 5.1.1 ([59], [166])
Se spune ca aplicatia f este armonica daca verifica ecuatia Euler-Lagrange:

7(f)=0.
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Densitatea de energie a unei aplicatii f € C°(M, N) este e(f) : M — R,
definita prin:

m

(F) eres) = 5 D i, foca),

i=1 i=1

DN | =

1 *
(53) e(f)(w) = 5 (trace, fh), =
pentru Vo € M. Daca M este compactéa, energia aplicatiei f se definegte prin:

(5.4) B = [ e,
M
unde vy este masura canonicd asociata metricii g.

Definitia 5.1.2 ([59], [166])
Aplicatia f se numeste punct critic pentru functionala energie E(f) daca
pentru orice variatie neteda f; € C*°(M,N), —e <t < e, a lui f, avem:

d

SB()| o =0

unde prin variatie neteda {ft}te(—s,s) se Intelege ca fo = f si ca f; depinde de
t ca o functie de clasa C°.

Teorema 5.1.3 ([59], [166])

Fie (M,g) si (N,h) doud varietati (semi)Riemann, M compactd si f €
C>®(M,N). Atunci f este punct critic pentru functionala energie E(f) dacd
st numai dacd f este aplicatie armonicd

Teorema 5.1.4 ([59], [166])
Fie w : (M,g) — (N,h) o submersie Riemann. Aplicalia 7 este armonicd
dacd si numai dacad fibrele sunt minimale.

Exemplul 5.1.5 ([59], [166])

i. Aplicatia identitate Id : (M, g) — (M, g) este aplicatie armonica.

ii. Daca M si N sunt sunt doud varietati Kéhler, atunci f : M — N este
aplicatie armonica daca si numai daca este o aplicatie -olomorfa.

iii. Daca (M,g) este o varietate Riemann si TM este fibratul tangent,
inzestrat cu metrica Sasaki, atunci proiectia canonicd m : TM — M este
aplicatie armonica.

5.2 Aplicatii armonice intre varietati cuaternionice

Galicki si Poon ([65]) definesc conceptul de olomorfie intre doud varietéti
cuaternionice Kahler (M, a,g) si (N,o’,¢') ca fiind o aplicatie f : M — N cu
proprietatea f *(0’ )=o. In continuare se propune un nou concept de olomorfie
intre varietati cu structuri cuaternionice.
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Definitia 5.2.1 ([94])

Fie (M,0,9) si (N,o',g’") doua varietati aproape cuaternionice hermitiene.
O aplicatie f : M — N se numeste (0,0’) -olomorfa in punctul z € M daca
pentru VJ € o, 3J' € 0}.(1) astfel incat f.oJ = J o f,.

Definitia 5.2.2 ([94])

O aplicatie f : M — N, unde (M, 0,g) si (N,0’,g’) sunt varietati aproape
cuaternionice hermitiene, se numeste (o, o’)-olomorfa daca este (o, o’)-olomorfa
in orice punct z € M.

Teorema 5.2.3 ([94])
Fie (M,0,g) si (N,o’,¢") doud varietdti aproape cuaternionice hermitiene.
Dacd f: M — N este o aplicatie (o,0")-olomorfa, atunci:

(5.5) JL(T(f)) = fe(divdy) — trace, f*V'J, Vo € 1,3.

Demonstratie:
Fiex e M i {61, ceey €y J1€1, ceey Jlem, Jgel, ceey Jgem, J361, ey Jgem} o baza
ortonormata adaptata a lui T,, M. Prin urmare:

m m 3

divy =Y (Ve da)ei+ 3 Y (Viseda) (Jei) .

i=1 i=1 B=1

de unde obtinem:

f(divdy) = i fiVe,Jaei — in:f*JaVeiei — i”: f«Ve.€i
i=1 i=1 i=1

m m 3
(5.6) D D L Vasedadpei = D> feda Ve, Jpes.

i=1 B#a i=1 B=1

Pe de alta parte, avem:

m 3 m m 3
T(f) = Z @eq,f*ei + Z 6Jﬁe,;f*e]ﬁei - Z f*veiei - Z Z f*ngeiJBeia
i=1 i=1p3=1 i=1 i=1p=1
deci:
m m 3
Jéy (T(f)) = Z J(/x%eif*ei + Z Z Jé%Jﬁeif*Jﬁei
i=1 i=1 g=1
m m 3
(5.7) = T Neei = > Y T fi Ve Jpei
i=1 =1 B=1
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In acelasi timp, avem:

m

m 3
trace, f*V'J!, = Z( e Jo) (frei) + Z Z bodpesTo) (fedpei),

i=1 i=1 =1

gi deoarece f este o aplicatie (o, 0’)-olomorfa, obtinem:

trace, f*V'J, = Z %eif*Jaei — Z J;%eif*ei — Z %Jaeif*ei
i=1 i=1 i=1

m m 3
(5.8) AN Ve fidadpei = D TiV ge, fudsei.

i=1 B#a i=1 =1

Din (5.6) si (5.7) avem:

fldivgy) = T, (7(f) = Zf*v o 61+Z >N B VapeJadpe — Zf*VJ e €i
i= 1B;£oz

(5.9) —ZJ’ Ve, fuei — ZZJ Ve fedpei.

i=1 =1

Dar, deoarece: _ B
va*Y - va*X = f*[Xa Y]

luand X =e; 81 Y = J,e; si sumand dupa ¢, obtinem:
(5.10) > Vefidati =D Ve fuei =Y fulei, Jaei].
i=1 i=1 i=1
Din (5.8) si (5.10) obtinem:

trace f*V'J, = > fulew Jaeill = D JoVe feei
i=1

=1

m m 3
(5.11) —|—Z Z%Jﬁeif*:]ajﬁei —ZZJ;6JBGZ.JC*J5€¢.

i=1 Ba i=1 B=1

Prin urmare, din (5.9) si (5.11) obtinem:

(5.12) fu(divdy) — Jo(7(f)) = trace, f*V'J., — Z Z agr(Jgei, Jadgei).
i=1 fa
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Pe de alta parte insa, avem:

(5.13) f: Z ayr(Jgei, JaJge;) =0,

i=1 B#a

deoarece, de exemplu pentru o = 1, avand in vedere ca (3 este simetrica,
obtinem:

SN 8y sei idper) =

i=1 B#1 i

INgE

[Bf (Jo€i, J1J2€;) + By (Jszeq, J1J3e;)]
1

3
3
S

= [Br (Jaei, Jzei) — By (Jzeq, Jaei)] = 0.
1

In consecintd, din (5.12) si (5.13), deducem (5.5) m

Teorema 5.2.4 ([94])

Fie (M,0,9) si (N,o’,g') doud varietdti aproape cuaternionice hermitiene.
Dacd f : M — N este o aplicatie (o,0’)-olomorfd astfel incdat: wl, (f«X) =
wa(X), Ya = 1,3, pentru orice camp vectorial local X pe M, atunci f este
aplicatie armonicd.

Demonstratie: Din (5.5), pentru o = 1, avem:
(5.14) JUT(f)) = fu(divJy) — trace, f*V'J1.

Avand in vedere ca (M, o, g) este o varietate cuaternionica Kéhler, obtinem:

divJ;, = zm: (Ve J1) ez+z Ve o) (J1€0)]

[(wa(J3e;) — ws(J2€i)) i + (wa(J2ei) + w3(Jzei)) (Jrei)] +

Il
I

(5.15) + [(Wg(ei) — wg(Jlei)) (Jgei) — ((Ug(ei) + W3(J1€i)) (J3€i)] .

-
Il
_

Pe de alta parte, avem:

m m 3
trace, f*V'J] = Z (V.e.J1) (frei) Z Z (V. gue 1) (fedacs)]
i=1 =1 a=1
= (Wh(fudse:r) — Wy(fudaei)) fuei + > (Wh(fudaes) + wh(fuTses)) (fudre:)
i=1 i=1
+Z (w3 (fuei) — wh(fudrei)) (fudaei) Z wy(frei) + wi(fuJi€i)) (fotseq).
i=1 i=1
(5.16)
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Prin urmare, din (5.15) si (5.16), deoarece w!, (fiX) = wq(X), Vo = 1,
obtinem:
(5.17) f«(divdy) — trace, f*V'J; = 0.
~ Din (5.14) 5i (5.17) rezulta ca avem J1(7(f)) = 0, de unde obtinem 7(f) = 0.
In consecinta f este aplicatie armonica. m

3,

Corolarul 5.2.5 ([94])

Fie (M,0,q) si (N,o',¢") doud varietati local hiper-Kdhler.

Dacd f : M — N este o aplicatie (0,0")-olomorfa, atunci f este aplicatie
armonicd.

Demonstratie: Deoarece (M, o, g) si (N,o’,¢") sunt local hiper-K&hler avem ca
wl, = wq = 0, pentru Yo = 1, 3, si conform teoremei anterioare rezultéd ca f este
aplicatie armonicé. m

5.3 Submersii cuaternionice

Definitia 5.3.1 ([94])

Fie (M,0,g) si (N,0’,g") doua varietati aproape cuaternionice hermitiene.
O submersie Riemann © : M — N care este o aplicatie (o,0c’)-olomorfa se
numegte submersie cuaternionica.

Propozitia 5.3.2 ([94])

Fiem: (M,o0,9) — (N,0’,g") o submersie cuaternionicd. Atunci:

i. Distributia verticala V(M) si distributia orizontald H(M) sunt invariante
prin structurile J,, Voo =1, 3.

i. Fibrele submersiei sunt subvarietdti cuaternionice.

Demonstratie:
i. Fie V € V(M). Atunci, deoarece 7, este o izometrie complexa, avem:

oV = JmV =0,

deci J,V € V(M),VV € V(M) . Asadar J, V(M) C V(M), Yo =1,3.
Pe de alta parte, dacd X € H(M) si V € V(M), avem:

g(JaXa V) = 7g(X> Jav) =0,

deoarece X este orizontal, iar J,V este vertical.
ii. Din i. rezulta ca fibrele submersiei sunt varietati J,-invariante pentru
Va =1, 3, deci sunt subvarietati cuaternionice. m

Teorema 5.3.3 ([94])
Fie m : (M,0,9) — (N,o',q") o submersie cuaternionica. Dacd M este
varietate cuaternionicd Kdhler, atunci si N este varietate cuaternionicd Kahler.
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Demonstratie: Deoarece M este cuaternionica Kéhler, avem:
(5.18) (Vx )Y =ws3 (X) J2Y —ws (X) J5Y.

Fie X,,Y, € T(TN) astfel incat m,(X) = X,,m(Y) = Y, unde X, Y €
I(TM). Avem:

(Vi )Y = Vi (Ys) =T} (V. Y2)
— Vx (TmY) = T} (Ve )
= V) (n(RY)) — Jim. ()
= 7 (WVx(J1Y)) — 7 (J1(hVxY))

de unde deducem:
(5.19) (V’X J{) Yi=7m.(VxJ1)Y).

Prin urmare, daca definim 1-formele locale {w,},_13, pe N prin:

(5.20) W (X)) = we(X),Va=1,3,

[e3

pentru orice cAmp vectorial local X, pe TN, cu m.(X) = X,, X fiind un cAmp
vectorial local pe M, din (5.18)-(5.20) obtinem:

(V/x. J}) Ye = (X.) JYs — wh (X.) J3Y,
gi analog gasim:
(V/x. J5) Ve = =y (X.) JiYi 4w (X.) Ve,

respectiv:
(V. ) Y = wh (X.) 1Y — o (X.) oY,

deci N este varietate cuaternionica Kéahler. m

Corolarul 5.3.4 ([94])

Fien : (M,0,9) — (N,c',qg") o submersie cuaternionicd. Daca M este o
varietate cuaternionicd Kahler, atunci fibrele submersiei sunt subvarietati cua-
ternionice Kdhler total geodezice.

Demonstratie: Fie S = 77 1(yo), yo € N, o fibra a submersiei. Din Propozitia
5.3.2 rezulta ca S este o subvarietate cuaternionica a varietatii cuaternionice
Kéahler M si dintr-o teorema cunoscuta din teoria subvarietatilor (a se vedea
[9]), rezulta ca S este o subvarietate cuaternionica Kéhler total geodezica. m

Observatia 5.3.5

Deoarece tensorul T al lui O’Neill pe campurile vectoriale verticale ale unei
fibre este exact forma a doua fundamentala a lui Gauss din teoria subvarietéatilor,
din corolarul anterior deducem ca daca 7 : (M,0,9) — (N,0',g’) este o sub-
mersie cuaternionicd, iar M este o varietate cuaternionicd Kahler, atunci =

T=0.
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Corolarul 5.3.6 ([94])
Fien : (M,0,9) — (N,o',qg") o submersie cuaternionicd. Daca M este o
varietate cuaternionicd Kdhler, atunci w este aplicatie armonicd.

Demonstratie: Deoarece fibrele submersiei sunt total geodezice, deci minimale,
conform teoremei lui Vilms = 7 este aplicatie armonica. m

Teorema 5.3.7 ([94])
Fie w: (M,o,9) — (N,o’,g') o submersie cuaternionicd. Dacd M este o
varietate cuaternionica Kdhler, atunci A = 0.

Demonstratie: Se stie ca:
A=0& AxY =0,VX,Y € H(M).
Deoarece AxY = vV xY , obtinem:
Ax (JoY) =0VxJ,Y =v(VxJa)Y + J,VxY) =
=v((VxJa)Y)+0v(Jy (VxY)) =v(Js (VxY)),
pentru ca, din definitia varietatii cuaternionice Kéhler, avem:
9(VxJo)Y,U)=0,YU € V(M),

deci:
v((VxJa)Y)=0.

Asadar, avem ca:
AX (JQY) =V (Ja (ny)) = Joﬂ) (ny) = JaAXy,

de unde rezulta ca:
(5.21) AxY = —J,AxJ,Y,Va =1,3.

Pe de alta parte:
Ar xY = -AvJo X = —J, Av X = J,AXY,

de unde rezulta ca:
(5.22) AxY =—-J, Ty xY.

Prin urmare, din (5.21) si (5.22) obtinem:
AxY = —JLAx LY = —J Ay (JoJsY) = —Ji Ay x J3Y =
= —J1ApnxY = hALxY = JPAxY = —AxY,

deci:
AxY =0,VX,Y € H(M).

89



Corolarul 5.3.8 ([94])
Fie m# : (M,0,9) — (N,0',g") o submersie cuaternionicd. Dacd M este
cuaternionicda Kdhler, atunci distributia orizontald este complet integrabild.

Demonstratie: Se stie ca:
1
AxY = iv[X, Y,VX,Y € H(M).

Prin urmare, integrabilitatea distributiei orizontale este echivalentd cu anu-
larea lui A pe campurile vectoriale orizontale. m

Corolarul 5.3.9 ([94])
Fie m: (M,o0,9) — (N,d’,g') o submersie cuaternionicd. Dacd M este o
varietate cuaternionicd Kdhler compacta, atunci:

be(N) < by (M), ¥r = 0, dim N.

Demonstratie: Din Observatia 5.3.5 si Teorema 5.3.7 avem ca T =0 g1 A = 0,
de unde, via o teoremé a lui O’Neill, rezulta concluzia corolarului. m

5.4 Exemplu de submersie cuaternionica

Fie (M, o, g) o varietate aproape cuaternionica hermitiana si (T'M,G) vari-
etatea tangenta inzestrata cu metrica Sasaki:

G(A,B) = g(KA,KB) + g(m, A, 7, B), YA, B € T(TM).

Definim pe (T'M, G) structurile aproape complexe (J;,),_13 astfel:

! h_ h
(40—

J X" = (J,X)"
si fie o’ fibratul vectorial pe TM care este local generat de (J;,),_73-

Teorema 5.4.1 ([94])

Fie (M,0,g) o varietate aproape cuaternionicd hermitiand. Atunci:
i. (TM,o’,QG) este o varietate aproape cuaternionicd hermitiand.

#i. Proiectia canonica w: TM — M este o submersie cuaternionicd.

Demonstratie: Aratam mai intai ca J.2 = —Id, pentru Va = 1, 3. Intr-adevar,
avem:

JR2XM = TL(TXM) = T (JaX)" = (Ja(Ja X)) = = X",
respectiv:

T2XY = Jo(JoX") = To(JaX)" = (Ja(JuX))" = =X,
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deci J.2 = —Id, pentru Yo = 1, 3. R
Aratam in continuare ca J;J, = Js. Intr-adevar, avem:

(S T)(X") = Ty (o X") = T (LX) = (1] X)" = (J3X)" = T5 X",
respectiv:
(N J)(XY) = J(oX") = J1 (o X)" = (S 2X)" = (J3X)" = J; X",

deci Jy Jy = J;.
Analog rezulta ca J,J; = —J;, deoarece:

(T ) (X)) = (L X") = (LX) = (i X)) = (=T X)" = —J, X",
respectiv:
(Jod))(X?) = Jy(J1X°) = Ty (1 X)" = (s X)¥ = (= J3X)" = —J3 X"

Aratam In continuare ca:

G(J,A,J,B) = G(A,B),Ya=1,3,YA, B € T(TM).
intr—adevér, avem:
G X" T X" = g(KI,X" KIY") + g(ma(J,X"), m (J,Y"))

= g(K(JaX)" K(JaY)") + g(me(Ja X)", m (JoY)")
= 0+9(JO¢X,J04Y):9(X’Y)’

GX"Yh) = gKX" KY") +g(m. X", 77"
= 04+9(X,Y)=g(X,)Y),

GULX", YY) = gKJ. X" KJY") + g(m(J,X"),m(JY")) =
9(K(JoX)", K(JoY)") 4+ g(me(JoX)", e (JoY)") =
= g(J X, J,Y)+0=g(X,Y),

G(XV, YY)

g(KX", KY")+ g(m. X", m.Y")
= 9(X,)Y)+0=yg(X,Y),

G(J, X", J,Y") G(KI, X" KJY") + g(ma(J, X"), m (T, YY) =
= GK(JoX)", K(JLY)") + g(me(Jo X)) 1o (JuY)") =

= 9(0,JaY) +9(JaX,0) =0,
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QX" YY) = g(KX"KY")+g(m X" mY") =
= 9(0,Y) +9(X,0) =0.
Asadar avem ca: G(J, A, J,B) = G(A,B), Yo =1,3,VA, B € T(TM).
Prin urmare, rezulta ca (T'M, o', G) este o varietate aproape cuaternionica

hermitiana.
A . . ’ N .
Aratam in continuare ca m,J, = Jo7., Ya = 1,3. Intr-adevar, avem:

T X =1, (JoX)' =0 = Jom X",

T X" =1, (JuX) = Jo X = Jom X"

Prin urmare, rezulta ca m : TM — M este o submersie cuaternionica. m
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