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Introducere

Acest volum reproduce teza de doctorat a autorului, elaboratǎ sub con-
ducerea ştiinţificǎ a domnului profesor doctor Stere Ianuş, la Facultatea de
Matematicǎ şi Informaticǎ a Universitǎţii Bucureşti.

Geometria diferenţialǎ a varietǎţilor cuaternionice este o teorie ce a cunos-
cut o dezvoltare deosebitǎ ı̂n ultimii 50 de ani, primul articol ı̂n care au fost
evidenţiate ı̂n mod distinct aceste clase de varietǎţi ([29]) fiind publicat ı̂n 1955.
De atunci, numeroşi matematicieni şi-au adus contribuţia la dezvoltarea acestui
domeniu, care a devenit unul clasic ı̂n geometria diferenţialǎ, fiind de remarcat
ı̂n acest sens, printre altele, articolele [4]-[13], [25], [26], [31], [35], [38], [42], [64],
[66], [97], [98], [102], [104], [112], [115], [120], [121]-[123], [132]-[134], [137]-[140],
[141], [142], [143], [145], [147], [150], [152], [153], [159], [164], [165], [167], [184]
şi [185].

Aceastǎ lucrare, dedicatǎ studiului unor aspecte privind varietǎţile cuater-
nionice cu metricǎ semi-Riemann, varietǎţile paracuaternionice (numite iniţial
varietǎţi cuaternionice de speţa a doua ı̂n [115]) şi submersiile Riemann ı̂ntre va-
rietǎţi diferenţiabile ı̂nzestrate cu structuri remarcabile (complexe, de contact,
cuaternionice), este structurată pe cinci capitole.

În cea mai mare parte, toate capitolele se bazeazǎ pe câte o lucrare ştiinţificǎ
scrisǎ de autor singur ([171]-[175]), sau ı̂n colaborare ([92]-[94], [96]).

În primul capitol sunt prezentate noţiuni şi rezultate fundamentale din geome-
tria diferenţialǎ a varietǎţilor cuaternionice. În prima parte a capitolului se face
o scurtǎ incursiune ı̂n istoria cuaternionilor, plecând de la descoperirea lor de
cǎtre Hamilton, ı̂n 1843, evidenţiindu-se multiplele aplicaţii ale acestora ı̂n fizicǎ,
biologie, chimie, ciberneticǎ, informaticǎ, astronomie etc. şi ajungând pânǎ la
unele conexiuni surprinzǎtoare ale geometriei cuaternionice cu alte domenii ale
matematicii mai mult sau mai puţin ı̂nrudite cu geometria diferenţialǎ, cum ar
fi algebra computaţionalǎ, teoria numerelor, topologia algebricǎ etc.

În urmǎtoarele trei secţiuni ale acestui capitol este prezentatǎ definiţia va-
rietǎţilor cuaternionice, sunt date numeroase exemple şi sunt demonstrate prin-
cipalele proprietǎţi ale varietǎţilor cuaternionice (Propoziţiile 1.2.2, 1.2.3, 1.3.5
şi Teoremele 1.4.1, 1.4.2). În elaborarea acestor trei secţiuni am utilizat lucrǎrile
[32], [98], [142] şi [171].

În ultima secţiune a capitolului se obţine o teoremǎ de tip Schur pe o vari-
etate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ semi-Riemann (Teorema 1.5.8). Rezul-
tatele din aceastǎ secţiune sunt cuprinse ı̂n lucrarea [171].

În al doilea capitol sunt studiate hipersuprafeţele luminoase ı̂n forme spaţiale
paracuaternionice. Mai ı̂ntâi sunt prezentate definiţiile şi proprietǎţile funda-
mentale ale varietǎţilor paracuaternionice (cf. [35], [66], [176]), precum şi con-
ceptul de hipersuprafaţǎ luminoasǎ ı̂ntr-o varietate semi-Riemann (cf. [28]).

În continuare sunt prezentate rezultatele obţinute de autor ı̂n colaborare
([92], [93]) ı̂n acest domeniu: se gǎsesc proprietǎţi ale hipersuprafeţelor lumi-
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noase ı̂n forme spaţiale paracuaternionice (Propoziţia 2.3.1, Teorema 2.3.6), este
dat un exemplu (Exemplul 2.3.2), se gǎsesc condiţii de total geodezicitate (Teo-
remele 2.4.2, 2.4.3 şi 2.4.4) şi se aratǎ cǎ ı̂ntr-o formǎ spaţialǎ paracuaternionicǎ
de curbura nenulǎ nu existǎ hipersuprafeţe luminoase care sǎ fie: i. total om-
bilicale (Teorema 2.5.3); ii. cu forma a doua fundamentalǎ paralelǎ (Teorema
2.5.4); iii. de curburǎ secţionalǎ izotropǎ negativǎ sau pozitivǎ (Propoziţia
2.5.6); iv. de curburǎ Ricci negativǎ sau pozitivǎ (Teorema 2.5.7).

În al treilea capitol sunt studiate produsele de varietǎţi paracuaternionice.
Se aratǎ cǎ produsul a douǎ varietǎţi aproape paracuaternionice hermitiene ad-
mite o structurǎ naturalǎ de varietate aproape paracuaternionicǎ hermitianǎ
(Propoziţia 3.1.2). În plus, dacǎ varietǎţile sunt paracuaternionice Kähler, vari-
etatea produs nu mai pǎstreazǎ aceastǎ proprietate. Se obţine astfel un exemplu
de varietate aproape paracuaternionicǎ hermitianǎ, ce nu este paracuaternionicǎ
Kähler (Propoziţia 3.2.2).

Având ı̂n vedere similitudinea cu cazul complex şi cel cuaternionic, rezul-
tatele obţinute ı̂n Propoziţia 3.1.2 şi ı̂n Lema 3.2.1 ne ”sugereazǎ” definirea
noţiunii de varietate aproape paracuaternionicǎ Kähler produs. Este dat un
exemplu de astfel de varietate (Exemplul 3.2.6), este construit tensorul de cur-
burǎ al varietǎţii produs a douǎ forme spaţiale paracuaternionice (Propoziţia
3.3.1) şi sunt gǎsite condiţii ca varietatea produs sǎ fie spaţiu Einstein (Corolarul
3.3.3). În ultima parte a capitolului sunt studiate subvarietǎţile F -invariante şi
F -antiinvariante ale unei varietǎţi paracuaternionice produs.

Rezultatele din acest capitol sunt cuprinse ı̂n lucrǎrile [172] şi [173].
În al patrulea capitol sunt studiate submersiile Riemann de la CR şi QR-

hipersuprafeţe ale varietǎţilor Kähler, respectiv cuaternionice Kähler, ı̂n alte
varietǎţi Kähler sau cuaternionice Kähler.

Mai ı̂ntâi, folosind [118], sunt prezentate definiţiile şi proprietǎţile CR-
submersiilor de la o hipersferǎ extrinsecǎ M a unei varietǎţi Kähler M , la o va-
rietate aproape hermitianǎ M ′. În continuare, se gǎsesc relaţii de legǎturǎ ı̂ntre
tensorii Ricci, curburile scalare şi tensorii Bochner ai lui M şi M ′ (Propoziţiile
4.2.5, 4.2.6, 4.3.1).

În urmǎtoarea parte a capitolului, sunt studiate submersiile Riemann ale
hipersferelor extrinseci ı̂ntr-o varietate Bochner-Kähler, gǎsindu-se ı̂n ce condiţii
şi varietatea M ′ este Bochner-Kähler (Corolarul 4.3.3).

În urmǎtoarea secţiune a capitolului sunt completate rezultatele obţinute
de Mangione ı̂n studiul QR-submersiilor ([119]). Se observǎ cǎ orice QR-
hipersuprafata a unei varietǎţi cuaternionice admite o 3-structurǎ naturalǎ de
contact metricǎ şi atunci, procedând asemǎnǎtor ca ı̂n [119] şi [178], se poate
defini o nouǎ clasǎ de submersii Riemann: QR 3-submersii. Este dat un exem-
plu de astfel de submersie (Exemplul 4.4.18) şi se gǎsesc diverse condiţii pentru
ca baza submersiei sǎ fie local hiper-Kähler (Teorema 4.4.14, Corolarul 4.4.15)
şi pentru integrabilitatea distribuţiilor orizontalǎ şi verticalǎ (Teorema 4.4.16).

Rezultatele obţinute ı̂n acest capitol sunt cuprinse ı̂n lucrǎrile [174] şi [175].
În ultimul capitol al lucrǎrii sunt prezentate rezultatele obţinute de autor ı̂n
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colaborare ([94]) ı̂n studiul aplicaţiilor armonice şi al submersiilor Riemann ı̂ntre
varietǎţi ı̂nzestrate cu structuri aproape cuaternionice hermitiene. Mai ı̂ntâi
sunt prezentate definiţiile şi proprietǎţile fundamentale ale aplicaţiilor armonice,
utilizând ı̂n general [59] şi [166].

În urmǎtoarea parte a capitolului se defineşte conceptul de aplicaţie (σ, σ′)-
olomorfǎ ı̂ntre douǎ varietǎţi aproape cuaternionice hermitiene şi se gǎsesc
condiţii pentru ca o astfel de aplicaţie sǎ fie armonicǎ (Teorema 5.2.4, Coro-
larul 5.2.5).

În urmǎtoarea secţiune a capitolului se defineşte noţiunea de submersie cua-
ternionica şi se obţin diverse proprietǎţi ale acestor clase de submersii: Propoziţia
5.3.2, Teorema 5.3.3, Corolarul 5.3.6, Teorema 5.3.7. În finalul capitolului este
construit un exemplu netrivial de submersie cuaternionicǎ (Teorema 5.4.1).

Lucrarea se ı̂ncheie cu o bibliografie generalǎ.
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Informaticǎ din cadrul Universitǎţii Bucureşti
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1.4 Proprietǎţi remarcabile ale varietǎţilor cuaternionice . . . . . . . 17
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1 Geometria varietǎţilor cuaternionice

Geometria cuaternionicǎ este una dintre cele mai interesante arii de cercetare
din geometria diferenţialǎ. În plus, deoarece cuaternionii sunt strâns legaţi
de algebra clasicǎ şi fizicǎ, ei servesc ca o punte de legǎturǎ ı̂ntre geometria
diferenţialǎ şi diverse alte domenii de cercetare. Prima secţiune a capitolului
are drept scop chiar punerea ı̂n evidenţǎ a acestor conexiuni dintre geometria
cuaternionicǎ pe de o parte şi alte ramuri ale matematicii şi fizicii, pe de altǎ
parte.

Primul matematician care a evidenţiat ı̂n mod distinct varietǎţile cuaterni-
onice a fost Berger ([29]) ı̂n 1955, conceptul fiind definit ı̂n mod echivalent mai
târziu, ı̂n 1974, de cǎtre Ishihara ([98]). Este de remarcat cǎ, ı̂n 1959, Martinelli
([121]) foloseşte pentru prima oarǎ conceptul de fibrat vectorial cuaternionic, iar
Calabi ([42]) introduce ı̂n 1978 conceptele de hipercomplex şi hiper-Kähler pen-
tru structurile cuaternionice definite global şi lasǎ denumirea de structuri cua-
ternionice doar pentru cele definite local. În a doua secţiune a capitolului este
prezentatǎ definiţia varietǎţilor cuaternionice datoratǎ lui Ishihara ([98]), sunt
demonstrate consecinţe imediate ale definiţiei şi sunt date numeroase exemple.
Aceastǎ secţiune are la bazǎ, ı̂n principal, lucrǎrile lui Ishihara ([98]) şi Besse
([32]).

În secţiunile a treia şi a patra sunt prezentate proprietǎţile tensorului de
curburǎ şi ale tensorului Ricci pe o varietate cuaternionicǎ Kähler, precum şi
proprietǎţi remarcabile ale acestor varietǎţi. Proprietǎţile sunt demonstrate
ı̂n contextul metricilor semi-Riemann, autorul adaptând invariant rezultatele
obţinute ı̂n coordonate locale şi ı̂n context riemannian de Ishihara ([98]).

În secţiunea a cincea, plecând de la unele rezultate obţinute de Perez şi
Santos ([142]), procedând asemǎnǎtor ca ı̂n cazul Kähler, se obţine o teoremǎ
de tip Schur pe varietǎţi cuaternionice Kähler cu metricǎ semi-Riemann. Aceste
rezultate se gǎsesc ı̂n lucrarea [171].

1.1 Scurt istoric

Luni, 16 octombrie 1843. Royal Canal, Dublin. William Rowan Hamilton
se ı̂ndreaptǎ, ı̂mpreunǎ cu soţia, spre sediul Academiei Regale Irlandeze, unde
urmeazǎ sǎ prezideze Consiliul General. Dintr-o datǎ, ceva prinde viaţǎ ı̂n
mintea sa, dupǎ cum singur avea sǎ declare: ”And here there dawned on me the
notion that we must admit, in some sense, a fourth dimension of space for the
purpose of calculating with triples ... An electric circuit seemed to close, and a
spark flashed forth.” Şi ı̂n acea clipǎ nu putu rezista impulsului de a scrijeli pe
piatra Podului Brougham, celebrele formule ce au revoluţionat matematica şi
fizica deopotrivǎ: i2 = j2 = k2 = ijk = −1.

Dupǎ mai mult de un secol şi jumǎtate de la descoperirea cuaternionilor, se
poate spune fǎrǎ teama de a greşi cǎ aceştia au revoluţionat ştiinţa, datoritǎ
multiplelor aplicaţii nu numai ı̂n matematicǎ, ci şi ı̂n fizicǎ ([36], [44], [60], [75],
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[86], [155], [157]), biochimie ([2], [3]), astronauticǎ ([14], [45], [58], [63], [81],
[129], [146], [158], [180]), ciberneticǎ şi roboticǎ industrialǎ ([16], [17], [20], [49],
[50], [53], [114], [128], [156]), mecanicǎ ([40], [52], [82], [117]), astronomie ([22],
[40], [62]), teoria deciziei ([21], [43], [95], [116], [127], [179]) şi informaticǎ ([1],
[41], [72], [73], [105], [113], [126]).

Varietǎţile cuaternionice au fost introduse ı̂n geometrie pentru prima datǎ ı̂n
1955 de cǎtre M. Berger ([29]), care a clasificat grupurile care pot apǎrea drept
grupuri de olonomie pentru varietǎţi Riemann ireductibile. O clasǎ de astfel de
grupuri sunt subgrupurile lui Sp(n) × Sp(1), varietǎţile corespunzǎtoare fiind
numite varietǎţi cuaternionice Kähler. Ulterior au fost gǎsite şi alte definiţii
echivalente, ce vor fi prezentate ı̂n urmǎtoarea secţiune.

Geometria cuaternionicǎ s-a dezvoltat foarte mult ı̂n ultimele decenii, im-
portanta acestei geometrii rezultând nu numai din legǎturile evidente cu celelalte
geometrii, ci şi din conexiunile surprinzǎtoare cu alte domenii, mai mult sau mai
puţin ı̂nrudite, cum ar fi: topologia algebricǎ (N. Hitchin ([84]), T. Hausel, E.
Hunsicker şi R. Mazzeo ([78])), teoria numerelor (T. Hausel şi F.R. Villegas
([80])) şi fizica (D. Anselmi şi P. Fre ([15]), M. Atiyah şi N. Hitchin ([19]), P.
Kronheimer şi H. Nakajima ([109])).

1.2 Definiţia varietǎţilor cuaternionice. Consecinţe ale
definiţiei. Exemple

Definiţia 1.2.1 ([98])
Fie M o varietate diferenţiabilǎ. Se numeşte structurǎ aproape cuaternionicǎ

pe M un fibrat 3-dimensional de structuri aproape complexe pe M care este local
generat de o structurǎ aproape hipercomplexǎ H = (Ji)i=1,3, i.e: ∃ (Ui)i∈I o
acoperire deschisǎ a lui M astfel ı̂ncât pentru ∀i ∈ I, ∃{J1, J2, J3} trei structuri
aproape complexe pe Ui, astfel ı̂ncât:

J1J2 = −J2J1 = J3.

Perechea (M,σ) se numeşte varietate aproape cuaternionicǎ, iar {J1, J2, J3}
se numeşte bazǎ canonicǎ localǎ a lui σ.

Propoziţia 1.2.2 ([98])
Orice varietate aproape cuaternionicǎ (M,σ) este orientabilǎ.

Demonstraţie: Fie {J1, J2, J3} şi {J ′1, J ′2, J ′3} douǎ baze canonice locale ale lui
σ definite pe vecinǎtǎţile de coordonate U şi U ′, cu U ∩ U ′ 6= ∅. Atunci J ′1, J

′
2

şi J ′3 se pot exprima drept combinaţii liniare de {J1, J2, J3}:

J ′1 = a11J1 + a12J2 + a13J3,

J ′2 = a21J1 + a22J2 + a23J3

J ′3 = a31J1 + a32J2 + a33J3.
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Deoarece atât H = (Ji)i=1,3, cât şi H ′ = (J ′i)i=1,3 sunt structuri hipercom-
plexe, rezultǎ cǎ matricea A = (aij)i,j=1,3 este un element din grupul special
ortogonal S0(3). Prin urmare, rezultǎ cǎ M este o varietate orientabilǎ.

Propoziţia 1.2.3 ([98])
Orice varietate aproape cuaternionicǎ (M,σ) este de dimensiune n = 4m,

m ≥ 1.

Demonstraţie: Fie p ∈ M şi X1 ∈ TpM−{0}. Atunci vom demonstra cǎ vectorii
{X1, J1X1, J2X1, J3X1} sunt liniar independenţi, unde {J1, J2, J3} este o bazǎ
canonicǎ localǎ a lui σ, definitǎ pe o vecinǎtate de coordonate U a lui p.

Într-adevǎr, fie α, β, γ, δ ∈ R astfel ı̂ncât:

αX1 + βJ1X1 + γJ2X1 + δJ3X1 = 0.(1.1)

Aplicnd pe rând J1, J2 şi J3 ı̂n (1.1) obţinem:

−βX1 + αJ1X1 − δJ2X1 + γJ3X1 = 0,(1.2)

−γX1 + δJ1X1 + αJ2X1 − βJ3X1 = 0,(1.3)

−δX1 − γJ1X1 + βJ2X1 + αJ3X1 = 0.(1.4)

Eliminând J1X1, J2X1 şi J3X1 ı̂ntre (1.1)-(1.4) obţinem:(
α2 + β2 + γ2 + δ2

)
X1 = 0.(1.5)

Aşadar, rezultǎ cǎ vectorii {X1, J1X1, J2X1, J3X1} sunt liniar independenţi,
deci dim TpM ≥ 4.

Dacǎ dim TpM = 4, atunci rezultǎ cǎ dim M = 4 şi teorema este demon-
stratǎ.

Dacǎ dimTpM > 4 , atunci existǎ X2 ∈ TpM\{0} astfel ı̂ncât vectorii
{X1, J1X1, J2X1, J3X1, X2} sǎ fie liniar independenţi. Atunci demonstrǎm cǎ
şi vectorii {X1, J1X1, J2X1, J3X1, X2, J1X2} sunt liniar independenţi. Pre-
supunem prin absurd cǎ ar fi liniar dependenţi. Atunci rezultǎ cǎ existǎ αi ∈ R,
i = 1, 5, astfel ı̂ncât:

J1X2 = α1X1 + α2J1X1 + α3J2X1 + α4J3X1 + α5X2.(1.6)

Aplicând J1 ı̂n (1.6) obţinem:

−X2 = α1J1X1 − α2X1 + α3J3X1 − α4J2X1 + α5J1X2.(1.7)

Eliminându-l pe J1X2 ı̂ntre (1.6) şi (1.7) obţinem:(
α2

5 + 1
)
X2 + (α1α5 − α2) X1 + (α2α5 + α1) J1X1

+(α3α5 − α4) J2X1 + (α4α5 + α3) J3X1 = 0.(1.8)
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Cum vectorii {X1, J1X1, J2X1, J3X1, X2} sunt liniar independenţi, rezultǎ
ı̂n particular din (1.8) cǎ α2

5 + 1 = 0, contradicţie.
Prin urmare, rezultǎ cǎ vectorii {X1, J1X1, J2X1, J3X1, X2, J1X2} sunt liniar

independenţi. Analog rezultǎ cǎ vectorii {X1, J1X1, J2X1, J3X1, X2, J1X2, J2X2}
sunt liniar independenţi şi similar {X1, J1X1, J2X1, J3X1, X2, J1X2, J2X2, J3X2}
sunt liniar independenţi. În consecinţǎ rezultǎ cǎ dim TpM ≥ 8.

Dacǎ dim TpM = 8, atunci rezultǎ cǎ dim M = 8 şi teorema este com-
plet demonstratǎ. Dacǎ dim TpM > 8, atunci procedeul continu inductiv,
obţinându-se o bazǎ ı̂n TpM de forma:

{X1, J1X1, J2X1, J3X1, X2, J1X2, J2X2, J3X2, ...., Xm, J1Xm, J2Xm, J3Xm}

şi ı̂n consecinţǎ dim M = 4m, m ≥ 1.

Definiţia 1.2.4 ([98])
Fie (M,σ) o varietate aproape cuaternionicǎ şi g o metricǎ (semi-)Riemann

pe M astfel ı̂ncât:

g(JαX, JαY ) = g(X, Y ),∀α = 1, 3,

pentru orice câmpuri vectoriale X,Y pe M şi orice bazǎ localǎ {J1, J2, J3}
a lui σ. Atunci g se numeşte metrică adaptatǎ structurii cuaternionice σ,
iar (M,σ, g) se numeşte varietate aproape cuaternionicǎ hermitianǎ cu metricǎ
(semi-)Riemann sau (in)definitǎ.

Observaţia 1.2.5 ([142])
Dacǎ (M,σ, g) este o varietate aproape cuaternionicǎ hermitianǎ cu metricǎ

semi-Riemann, atunci din Propoziţia 1.2.3 rezultǎ cǎ existǎ ı̂n spaţiul tangent
o bazǎ pseudo-ortonormatǎ de forma {Xi, J1Xi, J2Xi, J3Xi}i=1,m (o astfel de
bazǎ se numete bazǎ adaptatǎ). Atunci, dacǎ:

g(Ei, Ei) = εi ∈ {±1} ,∀i = 1,m

rezultǎ cǎ avem:

g(JαEi, JαEi) = εi ∈ {±1} ,∀α = 1, 3,∀i = 1,m,

deci signatura lui g este:

s = 4p− 4q = 4(p− q) = 4t

unde p este cardinalul mulţimii
{
i ∈ 1,m |εi > 0

}
, iar q este cardinalul mulţimii{

i ∈ 1,m |εi < 0
}
.

Definiţia 1.2.6 ([98])
Fie (M,σ, g) o varietate aproape cuaternionicǎ hermitianǎ cu metricǎ (semi)

Riemann. Dacǎ ∇, conexiunea Levi-Civita indusǎ de g, satisface condiţiile:
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 (∇XJ1)Y = ω3(X)J2Y − ω2(X)J3Y
(∇XJ2)Y = −ω3(X)J1Y + ω1(X)J3Y

(∇XJ3)Y = ω2(X)J1Y − ω1(X)J2Y
(1.9)

pentru orice X şi Y câmpuri vectoriale pe M, unde ω1, ω2, ω3 sunt 1-forme locale
definite pe Ui, iar {J1, J2, J3} bazǎ localǎ a lui σ pe Ui, atunci varietatea
(M,σ, g) se numeşte varietate cuaternionicǎ Kähler (cu metricǎ semi-Riemann
sau indefinitǎ).

În particular, dacǎ ∇Jα = 0, ∀α = 1, 3, se spune cǎ varietatea (M,σ, g) este
local hiper-Kähler.

Condiţiile (1.9) sunt echivalente cu faptul cǎ ∇ paralelizeazǎ subfibratul σ .

Observaţia 1.2.7
Fie (M,σ, g) o varietate aproape cuaternionicǎ hermitianǎ cu metricǎ in-

definitǎ şi fie {J1, J2, J3} o bazǎ localǎ a lui σ definitǎ pe o vecinǎtate de coor-
donate U. Deoarece J1, J2 şi J3 sunt aproape hermitiene ı̂n raport cu g, rezultǎ
cǎ:

Ωα(X, Y ) = g (X, JαY ) ,∀α = 1, 3,

sunt 2-forme locale pe U. Pe de altǎ parte, având ı̂n vedere consideraţiile fǎcute
ı̂n cadrul demonstraţiei Propoziţiei 1.2.2, rezultǎ cǎ:

Ω = Ω1 ∧ Ω1 + Ω2 ∧ Ω2 + Ω3 ∧ Ω3(1.10)

este o 4-formǎ global definitǎ pe M.
Similar, rezultǎ cǎ:

Λ = J1 ⊗ J1 + J2 ⊗ J2 + J3 ⊗ J3(1.11)

este un câmp tensorial global de tip (2,2) pe M.
S. Ishihara ([98]) a arǎtat cǎ o varietate aproape cuaternionicǎ este o vari-

etate cuaternionicǎ Kähler dacǎ şi numai dacǎ este ı̂ndeplinitǎ una din urma-
toarele condiţii echivalente:

∇Ω = 0,(1.12)

respectiv:
∇Λ = 0.(1.13)

Exemplul 1.2.8
1. R4n este varietate cuaternionicǎ Kähler (̂ın acest caz fibratul σ este

trivial).
2. Prototipul de varietate cuaternionicǎ Kähler este spaţiul proiectiv cuater-

nionic Pn(H), aceastǎ varietate având grupul de olonomie chiar Sp(n)×Sp(1).
Este de remarcat cǎ ı̂n acest caz σ este netrivial. În plus, Pn(H) nu admite nici
o structurǎ complexǎ globalǎ.
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3. Orice varietate Riemann orientabilǎ 4-dimensionalǎ admite o structurǎ
cuaternionicǎ Kähler, deoarece grupul ei de olonomie este subgrup ı̂n SO(4) =
Sp(1)× Sp(1). În consecinţǎ, S4 este o varietate cuaternionicǎ Kähler.

În particular, dacǎ M1 şi M2 sunt varietǎţi Kähler de dimensiune complexǎ 1,
care nu sunt local plate, atunci M1 ×M2 este o varietate cuaternionicǎ Kähler,
deoarece are grupul de olonomie U(1) × U(1). În consecinţǎ S2 × S2 este o
varietate cuaternionicǎ Kähler.

4. Dacǎ (M, g, I) este o varietate aproape hermitianǎ, atunci fibratul tangent
TM admite o structurǎ cuaternionicǎ (cf. V. Oproiu ([135])). L. Cordero, M.
Fernandez şi M. De Leon ([51]) au gǎsit condiţii ı̂n care fibratul tangent al unei
varietǎţi aproape hermitiene este o varietate aproape cuaternionicǎ hermitianǎ
care nu este cuaternionicǎ Kähler.

În particular, dacǎ Dn = IntS2n−1 este discul unitate din Cn, iar Gp(Cp+q)
este varietatea Grassmann complexǎ, rezultǎ cǎ TDn şi T (Gp(Cp+q)) sunt va-
rietǎţi aproape cuaternionice.

5. S. Salamon ([152]) a extins rezultatul anterior, utilizând teoria repre-
zentarilor: astfel, el a arǎtat cǎ dacǎ M este o varietate cuaternionicǎ Kähler,
atunci fibratul tangent este o varietate aproape cuaternionicǎ, ce este cuater-
nionicǎ Kähler dacǎ şi numai dacǎ M este platǎ.

În particular, T (S2 × S2) şi TS4 sunt varietǎţi aproape cuaternionice.
6. M. Tahara, L. Vanhecke şi Y. Watanabe ([163]) au arǎtat cǎ fibratul

tangent al unei forme spaţiale complexe de curburǎ secţionalǎ olomorfǎ pozitivǎ
admite o structurǎ aproape hipercomplexǎ naturalǎ.

Pe de altǎ parte, M. Tahara, S. Marchiafava şi Y. Watanabe ([164]) au
construit o familie de structuri cuaternionice Kähler pe fibratul tangent al unei
forme spaţiale complexe de dimensiune realǎ cel puţin 6.

1.3 Tensorul de curburǎ şi tensorul Ricci pe o varietate
cuaternionică Kähler

Lema 1.3.1 ([98])
Tensorul de curburǎ pe o varietate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ (semi)

Riemann (M,σ, g) satisface relaţiile: [R(X, Y ), J1] = F3(X, Y )J2 − F2(X, Y )J3

[R(X, Y ), J2] = −F3(X, Y )J1 + F1(X, Y )J3

[R(X, Y ), J3] = F2(X, Y )J1 − F1(X, Y )J2

(1.14)

pentru ∀X, Y ∈ Γ (TM) unde:

[R(X, Y ), Jα] not= R(X, Y )Jα − JαR(X, Y ),(1.15)

iar
F1 = dω1 + ω2 ∧ ω3, F2 = dω2 + ω3 ∧ ω1, F3 = dω3 + ω1 ∧ ω2.(1.16)
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Demonstraţie: Fie X, Y, Z ∈ Γ (TM). Atunci, conform notaţiei (1.15), folosind
definiţia tensorului de curburǎ, obţinem:

[R(X, Y ), Jα]Z = R(X, Y )JαZ − JαR(X, Y )Z
= ∇X∇Y JαZ −∇Y∇XJαZ −∇[X,Y ]JαZ

−Jα∇X∇Y Z + Jα∇Y∇XZ + Jα∇[X,Y ]Z

= ∇X ((∇Y Jα) Z + Jα∇Y Z)−∇Y ((∇XJα) Z + Jα∇XZ)
−Jα∇X∇Y Z + Jα∇Y∇XZ + Jα∇[X,Y ]Z −∇[X,Y ]JαZ.(1.17)

Folosind condiţiile (1.9) din definiţia varietǎţilor cuaternionice Kähler ı̂n
(1.17), obţinem:

[R(X, Y ), J1]Z = ∇X [ω3 (Y ) J2Z−ω2 (Y ) J3Z + J1∇Y Z]
−∇Y [ω3 (X) J2Z−ω2 (X) J3Z + J1∇XZ]
−J1∇X∇Y Z + J1∇Y∇XZ + J1∇[X,Y ]Z −∇[X,Y ]J1Z

= Xω3 (Y ) J2Z + ω3 (Y )∇XJ2Z −Xω2 (Y ) J3Z

−ω2 (Y )∇XJ3Z +∇X (J1∇Y Z)− Y ω3 (X) J2Z

−ω3 (X)∇Y J2Z + Y ω2 (X) J3Z + ω2 (X)∇Y J3Z

−∇Y (J1∇XZ)− J1∇X∇Y Z + J1∇Y∇XZ

+J1∇[X,Y ]Z −∇[X,Y ]J1Z

= Xω3 (Y ) J2Z + ω3 (Y ) [(∇XJ2) Z + J2∇XZ]
−Xω2 (Y ) J3Z − ω2 (Y ) [(∇XJ3)Z + J3∇XZ]
−Y ω3 (X) J2Z + ω3 (X) [(∇Y J2) Z + J2∇Y Z]
+Y ω2 (X) J3Z + ω2 (X) [(∇Y J3) Z + J3∇Y Z]
+ [(∇XJ1) (∇Y Z) + J1∇X∇Y Z]
− [(∇Y J1) (∇XZ) + J1∇Y∇XZ]
−J1∇X∇Y Z + J1∇Y∇XZ + J1∇[X,Y ]Z −∇[X,Y ]J1Z.(1.18)

Folosind din nou condiţiile (1.9) ı̂n (1.18) obţinem:

[R(X, Y ), J1]Z = [Xω3(Y )− Y ω3(X)− ω2(X)ω1(Y ) + ω2(Y )ω1(X)] J2Z

− [Xω2(Y )− Y ω2(X)− ω3(Y )ω1(X) + ω3(X)ω1(Y )] J3Z

+J1∇[X,Y ]Z −∇[X,Y ]J1Z

= [F3(X, Y ) + ω3 [X, Y ]]J2Z

− [F2(X, Y ) + ω2 [X, Y ]]J3Z −
(
∇[X,Y ]J1

)
Z.(1.19)

Pe de altǎ parte, tot din condiţiile (1.9) avem:(
∇[X,Y ]J1

)
Z = ω3 [X, Y ] J2Z − ω2 [X, Y ] J3Z.(1.20)

Din (1.19) şi (1.20) obţinem:
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[R(X, Y ), J1] = F3(X, Y )J2 − F2(X, Y )J3.

Procedând ı̂n mod similar, obţinem:

[R(X, Y ), J2] = −F3(X, Y )J1 + F1(X, Y )J3,

[R(X, Y ), J3] = F2(X, Y )J1 − F1(X, Y )J2

şi demonstraţia este completǎ.

Propoziţia 1.3.2 ([98])
Fie (M,σ, g) o varietate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ (semi-)Riemann.

Atunci:

R(X, Y, J1Z, J1W ) = R(X, Y, Z,W ) + F3(X, Y )g(J3Z,W ) + F2(X, Y )g(J2Z,W ),
R(X, Y, J2Z, J2W ) = R(X, Y, Z,W ) + F1(X, Y )g(J1Z,W ) + F3(X, Y )g(J3Z,W ),
R(X, Y, J3Z, J3W ) = R(X, Y, Z,W ) + F2(X, Y )g(J2Z,W ) + F1(X, Y )g(J1Z,W ),

(1.21)

pentru ∀X, Y, Z,W ∈ Γ (TM) .

Demonstraţie: Conform lemei anterioare, avem:

R(X, Y )J1Z − J1R(X, Y )Z = F3(X, Y )J2Z − F2(X, Y )J3Z.(1.22)

Aplicând g( · , J1W ) ı̂n relaţia (1.22) obţinem:

−R(X, Y, J1Z, J1W )+R(X, Y, Z,W ) = F3(X, Y )g(J2Z, J1W )−F2(X, Y )g(J3Z, J1W ),

de unde rezultǎ imediat:

R(X, Y, J1Z, J1W ) = R(X, Y, Z,W )+F3(X, Y )g(J3Z,W )+F2(X, Y )g(J2Z,W ).

Similar se obţin şi celelalte douǎ identitǎţi din propoziţie.

Propoziţia 1.3.3 ([171])
Fie (M,σ, g) o varietate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ indefinitǎ, de di-

mensiune 4m. Dacǎ {Ei}i=1,4m este o bazǎ pseudo-ortonormatǎ adaptatǎ pentru
TM atunci:

F1(X, Y ) =
1

2m

4m∑
i=1

εiR(X, Y, J1Ei, Ei),

F2(X, Y ) =
1

2m

4m∑
i=1

εiR(X, Y, J2Ei, Ei),(1.23)

F3(X, Y ) =
1

2m

4m∑
i=1

εiR(X, Y, J3Ei, Ei),

pentru ∀X, Y ∈ Γ (TM), unde εi = g(Ei, Ei), ∀i = 1, 4m .
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Demonstraţie: Din (1.21), luând Z = J1Ei şi W = Ei, obţinem:

R(X, Y, J2J1Ei, J2Ei) = R(X, Y, J1Ei, Ei)
+F1(X, Y )g(J2

1Ei, Ei) + F3(X, Y )g(J3J1Ei, Ei)

de unde deducem:

R(X, Y, J3Ei, J2Ei) = −R(X, Y, J1Ei, Ei) + εiF1(X, Y ).(1.24)

Din (1.24) avem:

F1(X, Y ) = εi [R(X, Y, J3Ei, J2Ei) + R(X, Y, J1Ei, Ei)] .(1.25)

Din (1.25) deducem:

4mF1(X, Y ) =
4m∑
i=1

εi [R(X, Y, J3Ei, J2Ei) + R(X, Y, J1Ei, Ei)] .(1.26)

Dar, deoarece {Ei}i=1,4m este o bazǎ pseudo-ortonormatǎ adaptatǎ, deci
este de forma:

{Ei, Em+i = J1Ei, E2m+i = J2Ei, E3m+i = J3Ei}i=1,m

rezultǎ cǎ avem:

4m∑
i=1

εiR(X, Y, J3Ei, J2Ei) =
4m∑
i=1

εiR(X, Y, J1Ei, Ei)(1.27)

deoarece ambele sume au aceeaşi termeni.
În consecinţǎ, din (1.26) şi (1.27) obţinem:

F1(X, Y ) =
1

2m

4m∑
i=1

εiR(X, Y, J1Ei, Ei).

şi similar rezultǎ şi celelalte douǎ relaţii din enunţul propoziţiei.

Propoziţia 1.3.4 ([171])
Fie (M,σ, g) o varietate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ indefinitǎ, de di-

mensiune 4m.
Dacǎ {Ei}i=1,4m este o bazǎ pseudo-ortonormatǎ adaptatǎ pentru TM atunci:

F1(X, Y ) = − 1
m

4m∑
i=1

εiR(X, Ei, Y, J1Ei),

F2(X, Y ) = − 1
m

4m∑
i=1

εiR(X, Ei, Y, J2Ei),(1.28)

F3(X, Y ) = − 1
m

4m∑
i=1

εiR(X, Ei, Y, J3Ei),
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pentru ∀X, Y ∈ Γ (TM), unde εi = g(Ei, Ei), ∀i = 1, 4m.

Demonstraţie: Deoarece {Ei}i=1,4m este o bazǎ pseudo-ortonormatǎ adaptatǎ
pentru TM, avem:

4m∑
i=1

εiR(X, Ei, J1Ei, Y ) = −
4m∑
i=1

εiR(X, J1Ei, Ei, Y )(1.29)

deoarece ambele sume au aceeaşi termeni, dar cu semnul opus.
Prin urmare avem:

4m∑
i=1

εiR(X, Ei, J1Ei, Y ) =
1
2

4m∑
i=1

εi [R(X, Ei, J1Ei, Y )−R(X, J1Ei, Ei, Y )]

=
1
2

4m∑
i=1

εi [R(X, Ei, J1Ei, Y ) + R(J1Ei, X,Ei, Y )](1.30)

Utilizând identitatea lui Bianchi ı̂n (1.30) obţinem:

4m∑
i=1

εiR(X, Ei, J1Ei, Y ) = −1
2

4m∑
i=1

εiR(Ei, J1Ei, X, Y ).(1.31)

În final, din (1.23) şi (1.31) deducem:

4m∑
i=1

εiR(X, Ei, Y, J1Ei) =
1
2

4m∑
i=1

εiR(Ei, J1Ei, X, Y ) = −mF1(X, Y ),

deci:

F1(X, Y ) = − 1
m

4m∑
i=1

εiR(X, Ei, Y, J1Ei).

În mod similar se deduc şi celelalte douǎ relaţii din enunţul propoziţiei.

Propoziţia 1.3.5 ([98])
Fie (M,σ, g) o varietate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ indefinitǎ, de di-

mensiune 4m. Atunci:
i. Dacǎ m > 1, atunci:

Ric(X, Y ) = −(m + 2)F1(X, J1Y ),
Ric(X, Y ) = −(m + 2)F2(X, J2Y ),(1.32)
Ric(X, Y ) = −(m + 2)F3(X, J3Y ),

pentru ∀X, Y ∈ Γ (TM) .
ii. Dacǎ m=1, atunci:

Ric(X, Y ) = − [F1(X, J1Y ) + F2(X, J2Y ) + F3(X, J3Y )] ,(1.33)

pentru ∀X, Y ∈ Γ (TM).
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Demonstraţie: Din Propoziţia 1.3.2 avem:

R(X, Y, J1Z, J1W ) = R(X, Y, Z,W )+F3(X, Y )g(J3Z,W )+F2(X, Y )g(J2Z,W ).

Considerând Z = Y, Y = W = Ei ı̂n relaţia anterioarǎ, unde {Ei}i=1,4m este
o bazǎ pseudo-ortonormatǎ adaptatǎ pentru TM, obţinem:

R(X, Ei, J1Y, J1Ei) = R(X, Ei, Y, Ei)+F3(X, Ei)g(J3Y,Ei)+F2(X, Ei)g(J2Y, Ei).
(1.34)

Înmulţind ı̂n relaţia (1.34) cu εi = g(Ei, Ei) şi sumând dupǎ i, obţinem:

4m∑
i=1

εiR(X, Ei, J1Y, J1Ei) = Ric(X, Y ) + F3(X, J3Y ) + F2(X, J2Y ).(1.35)

Dar, din (1.28) şi (1.35) rezultǎ cǎ avem:

Ric(X, Y ) = −mF1(X, J1Y )− F2(X, J2Y )− F3(X, J3Y ).(1.36)

Similar obţinem:

Ric(X, Y ) = −F1(X, J1Y )−mF2(X, J2Y )− F3(X, J3Y )(1.37)

şi
Ric(X, Y ) = −F1(X, J1Y )− F2(X, J2Y )−mF3(X, J3Y ).(1.38)

Dacǎ m=1, ı̂n mod evident, oricare din relaţiile (1.36)-(1.38) implicǎ (1.33).
Dacǎ m > 1, atunci scǎzând relaţiile (1.36) şi (1.37) obţinem:

F1(X, J1Y ) = F2(X, J2Y ).(1.39)

Pe de altǎ parte, scǎzând relaţiile (1.37) şi (1.38) obţinem:

F2(X, J2Y ) = F3(X, J3Y ).(1.40)

În final, din (1.36)-(1.40) rezultǎ ı̂n mod evident (1.32).

Corolarul 1.3.6 ([98])
Fie (M,σ, g) o varietate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ indefinitǎ, de di-

mensiune 4m ≥ 8 . Atunci:
i.

Fα(X, Y ) =
1

m + 2
Ric(X, JαY )(1.41)

ii.
Ric(JαX, JαY ) = Ric(X, Y )(1.42)

iii.
(∇XRic) (JαY, JαZ) = (∇XRic) (Y, Z)(1.43)

iv.

(∇XRic) (Y, JαZ) + (∇Y Ric) (Z, JαX) + (∇ZRic) (X, JαY ) = 0(1.44)

pentru ∀X, Y ∈ Γ (TM) şi ∀α = 1, 3 .
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Demonstraţie:
i. Demonstraţia este evidentǎ din (1.32).
ii. Demonstraţia este imediatǎ din (1.41) şi din faptul cǎ Fα este antisimetric

pentru ∀α = 1, 3 .
iii. Demonstraţia este imediatǎ din (1.9) şi (1.42).
iv. Din (1.16) deducem cǎ au loc identitǎţile:

dF1 + ω2 ∧ F3 − ω3 ∧ F2 = 0,

dF2 + ω3 ∧ F1 − ω1 ∧ F3 = 0,(1.45)
dF3 + ω1 ∧ F2 − ω2 ∧ F1 = 0.

Demonstraţia este acum imediat din (1.9), (1.32) şi (1.45).

Teorema 1.3.7 ([98])
Tensorul Ricci pe o varietate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ indefinitǎ

(M,σ, g) de dimensiune 4m ≥ 8 este paralel.

Demonstraţie: Din (1.44), pentru α = 1, ı̂nlocuindu-l pe Z cu J1Z obţinem:

− (∇XRic) (Y, Z) + (∇Y Ric) (J1Z, J1X) + (∇J1ZRic) (X, J1Y ) = 0.

(1.46)

Dar, având ı̂n vedere (1.43), din (1.46) rezultǎ:

− (∇XRic) (Y,Z) + (∇Y Ric) (Z,X) = − (∇J1ZRic) (X, J1Y ).(1.47)

Folosind ı̂ncǎ o datǎ (1.43) ı̂n (1.47) obţinem:

− (∇XRic) (Y, Z) + (∇Y Ric) (Z,X) = (∇J1ZRic) (J2X, J3Y ).(1.48)

Similar gǎsim:

− (∇XRic) (Y, Z) + (∇Y Ric) (Z,X) = (∇J2ZRic) (J3X, J1Y ),(1.49)

şi
− (∇XRic) (Y, Z) + (∇Y Ric) (Z,X) = (∇J3ZRic) (J1X, J2Y ).(1.50)

Prin urmare, deducem:

(∇J2ZRic) (J3X, J1Y ) = (∇J1ZRic) (J2X, J3Y ).(1.51)

Înlocuind ı̂n (1.51) pe X cu J1X, pe Y cu J2Y şi pe Z cu J3Z, deducem:

(∇J1ZRic) (J2X, J3Y ) = − (∇J2ZRic) (J3X, J1Y ).(1.52)

Din (1.51) şi (1.52) rezultǎ cǎ avem:

(∇J1ZRic) (J2X, J3Y ) = 0.(1.53)

În final, ı̂nlocuind ı̂n (1.53) pe X cu J2X, pe Y cu J3Y şi pe Z cu J1Z,
obţinem:

(∇ZRic) (X, Y ) = 0.
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1.4 Proprietǎţi remarcabile ale varietǎţilor cuaternionice

Teorema 1.4.1 ([4], [31], [32], [98], [142], [150])
Orice varietate cuaternionicǎ Kähler (M,σ, g) cu metricǎ (semi-)Riemann,

de dimensiune 4m ≥ 8, este spaţiu Einstein.

Demonstraţie: Din Lema 1.3.1 avem:

R(X, Y )J3Z − J3R(X, Y )Z = F2(X, Y )J1Z − F1(X, Y )J2Z.(1.54)

Aplicând g( · , J2Z) ı̂n (1.54), obţinem:

R(X, Y, J2Z, J3Z)− g(J3R(X, Y )Z, J2Z) = −F1(X, Y )g(Z,Z),

de unde gǎsim:

F1(X, Y )g(Z,Z) = R(X, Y, J1Z,Z) + R(X, Y, J3Z, J2Z).(1.55)

Înlocuindu-l ı̂n (1.55) pe Y cu J1X, deducem:

F1(X, J1X)g(Z,Z) = R(X, J1X, J1Z,Z) + R(X, J1X, J3Z, J2Z).(1.56)

Înlocuindu-l acum ı̂n (1.56) pe X cu J2X, obţinem:

F1(J2X, J3X)g(Z,Z) = R(J2X, J3X, J1Z,Z) + R(J2X, J3X, J3Z, J2Z).
(1.57)

Adunând relaţiile (1.56) şi (1.57), şi ţinând cont de (1.41), gǎsim:

R(X, J1X, J1Z,Z) + R(X, J1X, J3Z, J2Z)
+R(J2X, J3X, J1Z,Z) + R(J2X, J3X, J3Z, J2Z) =

=
[
− 1

m + 2
Ric(X, X)− 1

m + 2
Ric(J2X, J2X)

]
g(Z,Z).(1.58)

Din (1.42 şi (1.58) rezultǎ cǎ avem:

R(X, J1X, J1Z,Z) + R(X, J1X, J3Z, J2Z) + R(J2X, J3X, J1Z,Z)

+R(J2X, J3X, J3Z, J2Z) = − 2
m + 2

Ric(X, X)g(Z,Z).(1.59)

Analog obţinem:

R(X, J1X, J1Z,Z) + R(X, J1X, J3Z, J2Z) + R(J2X, J3X, J1Z,Z)

+R(J2X, J3X, J3Z, J2Z) = − 2
m + 2

Ric(Z,Z)g(X, X).(1.60)

Din (1.59) şi (1.60) rezultǎ cǎ avem:

Ric(X, X)g(Z,Z) = Ric(Z,Z)g(X, X),

pentru ∀X, Z ∈ Γ (TM), de unde obţinem: Ric(X, X) = λg(X, X), deci M este
spaţiu Einstein.
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Teorema 1.4.2 ([4], [31], [32], [98], [142], [150])
Fie (M,σ, g) o varietate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ indefinitǎ de di-

mensiune n = 4m .
i. Dacǎ Ric = 0, atunci M este local hiper-Kähler.
ii. Dacǎ Ric 6= 0 şi 4m ≥ 8, atunci M este ireductibilǎ.

Demonstraţie: i. Dacǎ tensorul Ricci este identic nul, atunci din Corolarul 1.3.6
rezultǎ cǎ avem:

Fα = 0,∀α = 1, 3.(1.61)

Având ı̂n vedere ı̂nsǎ (1.16), rezultǎ din (1.61) cǎ avem:

ωα = 0,∀α = 1, 3.(1.62)

În final, din (1.9) şi (1.62) obţinem:

∇Jα = 0,∀α = 1, 3,

deci M este local hiper-Kähler.
ii. Presupunem prin absurd cǎ M este reductibilǎ. Atunci, deoarece Ric 6= 0,

rezultǎ cǎ M nu este platǎ şi cum Ric este paralel, din teorema de descompunere
De Rham ([182]) rezultǎ cǎ putem alege o vecinǎtate de coordonate U a lui M
astfel ı̂ncât varietatea semi-Riemann (U, g) sǎ poatǎ fi descompus ca un produs
de k ≥ 2 varietǎţi semi-Riemann: (U1, g1), (U2, g2), . . . , (Uk, gk) astfel ı̂ncât:

g (X, Y ) =
k∑

i=1

gi (πi∗X, πi∗Y )(1.63)

şi

Ric (X, Y ) =
k∑

i=1

ρigi (πi∗X, πi∗Y ) ,(1.64)

pentru ∀X, Y ∈ Γ (TU), unde ρi este constantǎ, ∀i = 1, k , astfel ı̂ncât ρ1 <
ρ2 < ... < ρk, iar πi∗ este diferenţiala proiecţiei naturale π de la U la Ui.

Evident, fǎrǎ a pierde generalitatea, putem presupune cǎ avem k = 2.
Dar, deoarece:

g(JαX, JαY ) = g(X, Y ),∀α = 1, 3,

rezultǎ din (1.63) cǎ avem:

g1 (π1∗JαX, π1∗JαY ) + g2 (π2∗JαX, π2∗JαY )
= g1 (π1∗X, π1∗Y ) + g2 (π2∗X, π2∗Y ) ,(1.65)

pentru ∀α = 1, 3.
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Pe de altǎ parte, din (1.42) şi (1.64) obţinem:

ρ1g1 (π1∗JαX, π1∗JαY ) + ρ2g2 (π2∗JαX, π2∗JαY )
= ρ1g1 (π1∗X, π1∗Y ) + ρ2g2 (π2∗X, π2∗Y ) ,(1.66)

pentru ∀α = 1, 3.
Eliminând pe g1 (π1∗JαX, π1∗JαY ) ı̂ntre relaţiile (1.65) şi (1.66) rezultǎ cǎ

avem:

(ρ1 − ρ2) g2 (π2∗JαX, π2∗JαY ) = (ρ1 − ρ2) g2 (π2∗X, π2∗Y ) ,(1.67)

pentru ∀α = 1, 3.
Cum ρ1 < ρ2 , din (1.67) rezultǎ cǎ avem:

g2 (π2∗JαX, π2∗JαY ) = g2 (π2∗X, π2∗Y ) ,(1.68)

pentru ∀α = 1, 3, şi atunci, din (1.65) şi (1.68), rezultǎ cǎ avem şi:

g1 (π1∗JαX, π1∗JαY ) = g1 (π1∗X, π1∗Y ) ,(1.69)

pentru ∀α = 1, 3.
Dacǎ

(
xh

)
h=1,n

=
((

yβ
)
β=1,r

, (zγ)γ=r+1,n

)
sunt coordonatele naturale pe

U = U1 × U2, atunci metrica g are ı̂n raport cu
(
xh

)
h=1,n

componentele de
forma:

(gst)s,t=1,n =
(

(gδη)δ,η=1,r 0
0 (gλµ)λ,µ=r+1,n

)
,

unde (gδη)δ,η=1,r sunt componentele lui g1, independente de (zγ)γ=r+1,n, iar
(gλµ)λ,µ=r+1,n sunt componentele lui g2, independente de

(
yβ

)
β=1,r

.
Deducem acum din (1.69) şi din Lema 1.3.1 cǎ avem:

F1(X, Y ) = F2(X, Y ) = F3(X, Y ) = 0.(1.70)

În final, din Propoziţia 1.3.5 şi relaţia (1.70) rezultǎ cǎ avem Ric = 0.
Am obţinut astfel o contradicţie, provenitǎ din ipoteza cǎ varietatea M ar fi
reductibilǎ.

În consecinţǎ rezultǎ cǎ M este ireductibilǎ.

1.5 Curburi secţionale ale varietǎţilor cuaternionice. Teo-
rema Schur

Definiţia 1.5.1 ([142])
Fie (M,σ, g) o varietate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ indefinitǎ, de di-

mensiune 4m, p ∈ M şi X ∈ TpM un vector nenul. Atunci 4-planul Q (X) =
Sp {X, J1X, J2X, J3X} se numeşte 4-plan cuaternionic.
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Definiţia 1.5.2 ([142])
Fie (M,σ, g) o varietate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ indefinitǎ, de di-

mensiune 4m şi p ∈ M . Atunci un 2-plan π = Sp {X, Y } ⊂ TpM se numeşte:
i. 2-plan nedegenerat dacǎ:

∆ (π) = g (X, X) g (Y, Y )− g (X, Y )2 6= 0.

ii. 2-plan semi-cuaternionic dacǎ Q (X) = Q(Y ).
iii. 2-plan total real dacǎ Q (X)⊥Q(Y ).

Definiţia 1.5.3 ([142])
Fie (M,σ, g) o varietate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ indefinitǎ, de di-

mensiune 4m, p ∈ M şi π = Sp {X, Y } ⊂ TpM un 2-plan nedegenerat. Atunci
se numeşte curbura secţionalǎ a lui π:

K (π) =
R(X, Y,X, Y )

∆ (π)
.

În particular, curbura secţionalǎ a unui 2-plan semi-cuaternionic se numeşte
curburǎ secţionalǎ cuaternionicǎ, iar curbura secţionalǎ a unui 2-plan total real
se numeşte curburǎ secţionalǎ total realǎ.

Teorema 1.5.4 ([171])
Fie (M,σ, g) o varietate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ indefinitǎ de di-

mensiune 4m ≥ 8.
Dacǎ ı̂n punctul p ∈ M se cunosc curburile secţionale cuaternionice ale

tuturor 2-planelor nedegenerate semi-cuaternionice π ⊂ TpM , atunci tensorul
de curburǎ Riemann-Christoffel R este unic determinat.

Demonstraţie: Presupunem cǎ existǎ doi tensori de curburǎ Riemann-Christoffel
R şi R′ astfel ı̂ncât:

R(X, Y,X, Y ) = R′(X, Y,X, Y ),(1.71)

pentru orice bazǎ pseudo-ortonormatǎ {X, Y } a lui π ⊂ TpM , cu Q (X) = Q(Y ).
Fie S := R−R′ . Atunci, din (1.71) rezultǎ ı̂n mod evident cǎ avem:

S(X, Y,X, Y ) = 0,(1.72)

pentru orice bazǎ pseudo-ortonormatǎ {X, Y } a lui π ⊂ TpM , cu Q (X) = Q(Y ).
Vom arǎta ı̂n continuare cǎ are loc (1.72) pentru ∀X, Y ∈ TpM şi atunci,

via teorema corespunzǎtoare-varianta realǎ, demonstraţia va fi ı̂ncheiatǎ.
Din Lema 1.3.1 deducem cǎ existǎ 2-formele F1, F2, F3, respectiv F ′

1, F
′
2, F

′
3,

corespunzǎtoare lui R şi lui R′ care satisfac relaţiile (1.14).
Fie:

FS
α := Fα − F ′

α,∀α = 1, 3.(1.73)
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Având ı̂n vedere Corolarul 1.3.6, din (1.73) deducem, pentru ∀α = 1, 3:

FS
α (X, Y ) =

RicR(X, JαY )
m + 2

− RicR′(X, JαY )
m + 2

.(1.74)

Pe de altǎ parte, din (1.74) şi Teorema 1.4.1 obţinem:

FS
α (X, Y ) =

λRg(X, JαY )
m + 2

− λR′g(X, JαY )
m + 2

.(1.75)

Folosind notaţia:

k =
λR − λR′

m + 2
,

rezultǎ cǎ (1.75) se poate rescrie:

FS
α (X, Y ) = kg(X, JαY ).(1.76)

Din Lema 1.3.1 avem:

R(X, Y )J1Z − J1R(X, Y )Z = F3(X, Y )J2Z − F2(X, Y )J3Z.(1.77)

Aplicând g( · ,W ) ı̂n (1.77) obţinem:

R(J1Z,W, Y, X) = −R(Z, J1W,Y, X)+F3(X, Y )g(J2Z,W )−F2(X, Y )g(J3Z,W )
(1.78)
şi similar gǎsim:

R(J1Z,W, Y, X) = −R(Z, J1W,Y, X)+F3(X, Y )g(J2Z,W )−F2(X, Y )g(J3Z,W ).
(1.79)

Din (1.78) şi (1.79) rezultǎ:

S(J1Z,W, Y, X) = −S(Z, J1W,Y, X)+FS
3 (X, Y )g(J2Z,W )−FS

2 (X, Y )g(J3Z,W ).
(1.80)

Distingem urmǎtoarele situaţii:
Cazul I. Presupunem cǎ vectorii X şi Y sunt ambii neizotropi (i.e. g(X, X) 6=

0, g(Y, Y ) 6= 0). Evident, fǎrǎ a restrânge generalitatea ı̂i putem presupune
unitari temporali sau spaţiali.

Înlocuind ı̂n (1.80) pe Y cu J2X (̂ınlocuire ce are sens ı̂n acest caz), pe Z
cu X şi pe W cu J3X, obţinem:

S(J1X, J3X, J2X, X) = −S(X, J2X, X, J2X)− FS
2 (X, J2X)g(J3X, J3X).

(1.81)

Dar, deoarece π = Sp {X, J2X} este un 2-plan semi-cuaternionic, din (1.72)
şi (1.81) rezultǎ cǎ avem:

S(J1X, J3X, J2X, X) = −FS
2 (X, J2X)g(X, X).(1.82)
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Pe de altǎ parte din (1.76) şi (1.82) obţinem:

S(X, J2X, J3X, J1X) = kg(X, X)2.(1.83)

Similar, gǎsim:

S(X, J3X, J1X, J2X) = kg(X, X)2(1.84)

şi
S(X, J1X, J2X, J3X) = kg(X, X)2.(1.85)

Adunând relaţiile (1.83)-(1.85) şi folosind identitatea lui Bianchi obţinem:

3kg(X, X)2 = 0.(1.86)

Deoarece suntem ı̂n cazul ı̂n care X este un vector neizotrop, din (1.86)
deducem cǎ avem k = 0. Prin urmare, din (1.76) deducem:

FS
α = 0,∀α = 1, 3.(1.87)

Din (1.80) şi (1.87) deducem:

S(X, Y, J1Z,W ) = S(X, Y, J1W,Z).(1.88)

Înlocuind ı̂n (1.88) pe Y cu J2X, pe Z cu J2Y şi pe W cu J1Y , obţinem:

S(X, J2X, J3Y, J1Y ) = −S(X, J2X, Y, J2Y ).(1.89)

Analog deducem:

S(X, J3X, J1Y, J2Y ) = −S(X, J3X, Y, J3Y ).(1.90)

şi
S(X, J1X, J2Y, J3Y ) = −S(X, J1X, Y, J1Y ).(1.91)

Pe de altǎ parte, folosind (1.89)-(1.91) şi identitatea lui Bianchi, obţinem:

S(X, J1X, J2Y, J3Y ) = S(X, J2Y, X, J2Y ) + S(X, J3Y,X, J3Y )(1.92)

Înlocuindu-l ı̂n (1.92) pe Y cu J2Y şi având ı̂n vedere relaţia (1.91), gǎsim:

−S(X, J1X, J2Y, J3Y ) = S(X, Y,X, Y ) + S(X, J1Y,X, J1Y ).(1.93)

Din (1.92) şi (1.93) rezultǎ cǎ avem:

S(X, Y,X, Y )+S(X, J1Y,X, J1Y )+S(X, J2Y,X, J2Y )+S(X, J3Y, X, J3Y ) = 0.
(1.94)
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Pe de altǎ parte, deoarece 2-planele π1 = Sp {X + Y, J1X + J1Y } şi π2 =
Sp {X − Y, J1X − J1Y } sunt 2-plane nedegenerate semi-cuaternionice, din (1.72)
deducem:

S (X + Y, J1X + J1Y, X + Y, J1X + J1Y ) = 0(1.95)

şi:
S (X − Y, J1X − J1Y,X − Y, J1X − J1Y ) = 0.(1.96)

Având ı̂n vedere liniaritatea lui S ı̂n raport cu toate cele patru argumente,
dezvoltând şi sumând (1.95) şi (1.96), obţinem:

S (X, Y,X, Y ) + 3S (X, J1Y, X, J1Y ) = 0.(1.97)

În mod analog, deoarece 2-planele π1 = Sp {X + J2Y, J1X + J3Y } şi π2 =
Sp {X − J2Y, J1X − J3Y } sunt 2-plane nedegenerate semi-cuaternionice, din
(1.72) obţinem:

S (X + J2Y, J1X + J3Y, X + J2Y, J1X + J3Y ) = 0(1.98)

şi:
S (X − J2Y, J1X − J3Y,X − J2Y, J1X − J3Y ) = 0.(1.99)

Având ı̂n vedere liniaritatea lui S, dezvoltând şi sumând (1.98) şi (1.99),
obţinem:

S (X, J3Y, X, J3Y ) + 3S (X, J2Y,X, J2Y ) = 0.(1.100)

În mod similar, deoarece 2-planele π1 = Sp {X + J3Y, J1X − J2Y } şi π2 =
Sp {X − J3Y, J1X + J2Y } sunt 2-plane nedegenerate semi-cuaternionice, din
(1.72) deducem:

S (X + J3Y, J1X − J2Y, X + J3Y, J1X − J2Y ) = 0(1.101)

şi:
S (X − J3Y, J1X + J2Y,X − J3Y, J1X + J2Y ) = 0.(1.102)

Având ı̂n vedere liniaritatea lui S, dezvoltând şi sumând (1.101) şi (1.102),
obţinem:

S (X, J3Y, X, J3Y ) + 3S (X, J2Y, X, J2Y ) = 0.(1.103)

Considerând sistemul format din (1.94), (1.97), (1.100 şi (1.103) obţinem:

S(X, Y,X, Y ) = 0.

Cazul II. Presupunem cǎ vectorii X şi Y sunt unul izotrop, iar celǎlalt
neizotrop. De exemplu presupunem cǎ X este izotrop (i.e. g(X, X) = 0 ), iar Y
neizotrop (i.e. g(Y, Y ) 6= 0 ). Deoarece g(X, X) este o funcţie polinomialǎ de
coordonatele lui X, rezultǎ cǎ mulţimea zerourilor lui g nu poate conţine nici o
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mulţime deschisǎ şi prin urmare existǎ un şir de vectori neizotropi {Xn}n∈N∗ ⊂
TpM astfel ı̂ncât Xn → X. În consecinţǎ, din Cazul I rezultǎ cǎ avem:

S(Xn, Y, Xn, Y ) = 0,∀n ∈ N∗.(1.104)

Trecând la limitǎ când n →∞ ı̂n (1.104), deducem cǎ avem şi ı̂n acest caz:

S(X, Y,X, Y ) = 0.

Cazul III. Presupunem cǎ vectorii X şi Y sunt ambii izotropi (i.e. g(X, X) =
0, g(Y, Y ) = 0). Atunci existǎ douǎ şiruri de vectori neizotropi {Xn}n∈N∗ ⊂
TpM şi {Yn}n∈N∗ ⊂ TpM astfel ı̂ncât Xn → X şi Yn → Y . În consecinţǎ, din
cazul I rezultǎ cǎ avem:

S(Xn, Yn, Xn, Yn) = 0,∀n ∈ N∗.(1.105)

Trecând la limitǎ când n →∞ ı̂n (1.105) deducem cǎ şi ı̂n acest caz avem:

S(X, Y,X, Y ) = 0

şi teorema este astfel complet demonstratǎ.

Definiţia 1.5.5 ([142])
Fie (M,σ, g) o varietate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ indefinitǎ, de di-

mensiune 4m. Atunci definim câmpul tensorial R0 pe M prin:

R0(X, Y, Z,W ) =
1
4
{g(X, Z)g(Y, W )− g(X, W )g(Y, Z)+(1.106)

+
3∑

α=1

[g(X, JαZ)g(Y, JαW )− g(X, JαW )g(Y, JαZ) + 2g(X, JαY )g(Z, JαW )] } ,

pentru ∀X, Y, Z,W ∈ TpM , unde {Jα}α=1,3 este o bazǎ localǎ a lui σ ı̂n p, unde
p ∈ M .

Observaţia 1.5.6 ([142])
Având ı̂n vedere definiţia anterioarǎ, se verificǎ ı̂n mod trivial cǎ R0 are

proprietǎţile tensorului de curburǎ Riemann-Christoffel:
i. R0(X, Y, Z,W ) = −R0(Y, X,Z,W ) = −R0(X, Y,W,Z) ;
ii. R0(X, Y, Z,W ) = R0(Z,W,X, Y ) ;
iii. R0(X, Y, Z,W ) + R0(X, Z, W, Y ) + R0(X, W, Y, Z) = 0 .

Observaţia 1.5.7 ([142])
Fie (M,σ, g) o varietate cuaternionicǎ Kähler cu metricǎ indefinitǎ de di-

mensiune 4m ≥ 8 având curbura secţionalǎ cuaternionicǎ constantǎ c pentru
orice 2-plan semi-cuaternionic π ⊂ TpM . Atunci, având ı̂n vedere Definiţia
1.5.5, deducem cǎ ı̂n punctul p avem: R = cR0.
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Teorema 1.5.8 ([171])
Fie (M,σ, g) o varietate cuaternionicǎ Kähler conexǎ cu metricǎ indefinitǎ de

dimensiune 4m ≥ 8, având curbura secţionalǎ cuaternionicǎ constantǎ c = c(p)
pentru orice 2-plan semi-cuaternionic π ⊂ TpM , p ∈ M . Atunci rezultǎ cǎ M
este o varietate de curburǎ secţionalǎ cuaternionicǎ constantǎ c = λ

m+2 , unde λ
este constanta Einstein.

Demonstraţie: Din Observaţia 1.5.7 rezultǎ cǎ avem:

R′ = R− cR0 = 0.

Prin urmare, procedând ca ı̂n demonstraţia Teoremei 1.5.4, folosind Coro-
larul 1.3.6 obţinem:

FR′

α (X, Y ) =
RicR′(X, JαY )

m + 2

=
RicR(X, JαY )

m + 2
− cRicRo

(X, JαY )
m + 2

.(1.107)

Dar, din Teorema 1.4.1 avem pe de o parte:

RicR(X, JαY ) = λg(X, JαY )(1.108)

iar pe de altǎ parte, dacǎ luǎm o bazǎ pseudo-ortonormatǎ adaptatǎ {Ei}i=1,4m,
folosind (1.106) obinem:

RicR0(X, JαY ) =
4m∑
i=1

g(Ei, Ei)R0(X, Ei, JαY, Ei)

=
4m∑
i=1

g(Ei, Ei){g(X, JαY )g(Ei, Ei)− g(X, Ei)g(JαY,Ei)

+
3∑

β=1

[g(X, JβJαY )g(Ei, JβEi)− g(X, JβEi)g(JαY, JβEi)]

+2
3∑

β=1

g(X, JβEi)g(JαY, JβEi)}.(1.109)

Dar, deoarece ı̂n (1.109) sunt sume de tipul:

4m∑
i=1

g (Ei, Ei) g (X, JαY ) g (Ei, Ei) =
4m∑
i=1

(±1)2 g (X, JαY ) = 4mg (X, JαY )

(1.110)
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şi

4m∑
i=1

g (Ei, Ei) g (X, Ei) g (JαY,Ei) =
4m∑
i=1

g (Ei, Ei) g (X, g (JαY,Ei) Ei) = g (X, JαY ) ,

(1.111)
din (1.109)-(1.111) deducem:

RicR0(X, JαY ) = (4m + 8)g (X, JαY ) .(1.112)

Din (1.107), (1.108) şi (1.112) obţinem:

FR′

α (X, Y ) =
(

λ

m + 2
− c

)
g(X, JαY ).(1.113)

Folosind notaţia:

k =
λ

m + 2
− c(1.114)

obţinem din (1.113) şi (1.114):

FR′

α (X, Y ) = kg(X, JαY ).(1.115)

Dar, cum R′ = 0, rezultǎ cǎ FR′

α = 0 şi prin urmare, din (1.115), luându-l
pe X unitar temporal sau spaţial, iar pe Y = JαX deducem cǎ avem k = 0,
deci:

c =
λ

m + 2
şi teorema este astfel complet demonstratǎ.
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2 Hipersuprafeţe luminoase ı̂n forme spaţiale pa-
racuaternionice

Teoria varietǎţilor paracuaternionice s-a dezvoltat ı̂n ultimii 10 ani prin
lucrǎrile lui Blazic([35]), Vukmirovic([176]), Garcia-Rio, Matshushita şi Vasquez-
Lorenzo ([66]), Ivanov, Minchev şi Zamkovoy ([101], [102]), Alekseevsky şi
Kamishima ([6]), deşi bazele acestei teorii au fost puse ı̂ncǎ din 1952, de cǎtre
Libermann ([115]).

În acest capitol sunt prezentate rezultatele obţinute de autor ı̂n colaborare
([92], [93]), ı̂n studiul hipersuprafeţelor luminoase ı̂n forme spaţiale paracuater-
nionice.

În prima secţiune a capitolului sunt prezentate definiţia şi proprietǎţile fun-
damentale ale varietǎţilor paracuaternionice, folosindu-se ı̂n principal [35], [66],
[96] şi [176].

În secţiunea a doua a capitolului se realizeazǎ o familiarizare cu conceptul
de hipersuprafaţǎ luminoasǎ ı̂ntr-o varietate semi-Riemann, urmǎrind ı̂n general
definiţiile, notaţiile şi rezultatele din Bejancu-Duggal ([27], [28]).

Ultimele trei secţiuni au la bazǎ articolele [92] şi [93]. În secţiunea a treia sunt
studiate hipersuprafeţele luminoase ale varietǎţilor paracuaternionice, este dat
un exemplu şi se gaseşte o interesantǎ corelaţie ı̂ntre hipersuprafeţele luminoase
ale varietǎţilor paracuaternionice şi structurile de contact şi paracontact.

În secţiunea a patra sunt obţinute diverse condiţii pentru ca o hipersuprafaţǎ
luminoasǎ a unei varietǎţi paracuaternionice sǎ fie total geodezicǎ. În ul-
tima secţiune a capitolului se demonstreazǎ cǎ, ı̂n anumite condiţii, nu existǎ
hipersuprafeţe luminoase ı̂ntr-o formǎ spaţialǎ paracuaternionicǎ.

2.1 Varietǎţi paracuaternionice

Definiţia 2.1.1 ([66], [176])
Fie M o varietate diferenţiabilǎ. Se numeşte structurǎ aproape paracuater-

nionicǎ pe M un subfibrat vectorial σ ⊂ End
(
TM

)
de rang 3, care este local

generat de o structurǎ aproape parahipercomplexǎ H = (Jα)α=1,3, i.e: ∃ (Ui)i∈I

o acoperire deschisǎ a lui M astfel ı̂ncât pentru ∀ i ∈ I, ∃ {J1, J2, J3} o bazǎ
localǎ a lui σ definitǎ pe Ui, astfel ı̂ncât:

J2
α = −εα · Id,∀α = 1, 3,

J1J2 = −J2J1 = −J3,

unde
ε1 = 1, ε2 = ε3 = −1.

În plus, perechea
(
M, σ

)
se numeşte varietate aproape paracuaternionicǎ.
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Observaţia 2.1.2
Este de remarcat cǎ Libermann ([115]) a introdus pentru prima oarǎ ı̂n

geometrie structurile paracuaternionice, numindu-le structuri cuaternionice de
speţa a doua.

Definiţia 2.1.3 ([66], [176])
Fie

(
M, g

)
o varietate semi-Riemann şi σ o structurǎ aproape paracuater-

nionicǎ pe M . Se spune cǎ metrica g este adaptatǎ structurii aproape paracu-
aternionice σ dacǎ :

g (JαX, JαY ) = εαg (X, Y ) ,∀α = 1, 3,

pentru orice câmpuri vectoriale X şi Y pe M şi orice bazǎ localǎ {J1, J2, J3} a
lui σ.

În plus,
(
M, g, σ

)
se numeşte varietate aproape paracuaternionicǎ hermitianǎ.

Definiţia 2.1.4 ([66], [176])
O varietate aproape paracuaternionicǎ hermitianǎ

(
M, g, σ

)
se numeşte va-

rietate paracuaternionicǎ Kähler dacǎ ∇, conexiunea Levi-Civita indusǎ de g,
satisface urmǎtoarele condiţii: (∇XJ1)Y = −ω3(X)J2Y + ω2(X)J3Y

(∇XJ2)Y = −ω3(X)J1Y + ω1(X)J3Y
(∇XJ3)Y = ω2(X)J1Y − ω1(X)J2Y

(2.1)

pentru orice X şi Y câmpuri vectoriale pe M, unde ω1, ω2, ω3 sunt 1-forme locale
definite pe Ui, iar {J1, J2, J3} bazǎ localǎ a lui σ pe Ui.

Definiţia 2.1.5 ([66])
Fie

(
M, g, σ

)
o varietate paracuaternionicǎ Kähler.

i. Un subspaţiu π al lui TpM, p ∈ M , se numeşte nedegenerat dacǎ restricţia
lui g la π este nedegeneratǎ. În particular, un 2-plan π ⊂ TpM este nedegenerat
dacǎ şi numai dacǎ existǎ o bazǎ {X, Y } a lui π astfel ı̂ncât:

∆ (π) = g (X, X) g (Y, Y )− g (X, Y )2 6= 0.(2.2)

ii. Dacǎ X ∈ TpM , p ∈ M , atunci 4-planul PQ(X) = Sp {X, J1X, J2X, J3X}
se numeşte 4-plan paracuaternionic.

iii. Un 2-plan π = Sp {X, Y } ⊂ TpM , p ∈ M , se numeşte 2-plan semi-
paracuaternionic dacǎ PQ(X) = PQ(Y ). În cazul ı̂n care PQ(X)⊥PQ(Y ), π
se numeşte 2-plan total real.

Definiţia 2.1.6 ([66])
Fie

(
M, g, σ

)
o varietate paracuaternionicǎ Kähler, p ∈ M şi π = Sp {X, Y } ⊂

TpM un 2-plan nedegenerat. Atunci se numeşte curbura secţionalǎ a lui π :

K (π) =
R(X, Y,X, Y )

∆ (π)
.
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În particular, curbura secţionalǎ a unui 2-plan semi-paracuaternionic se
numeşte curburǎ secţionalǎ paracuaternionicǎ.

Definiţia 2.1.7 ([66])
O varietate paracuaternionicǎ Kähler conexǎ având curbura secţionalǎ paracu-

aternionicǎ constantǎ se numeşte formǎ spaţialǎ paracuaternionicǎ.

Observaţia 2.1.8
Varietǎţilor paracuaternionice au urmǎtoarele proprietǎţi remarcabile:
1. Orice varietate paracuaternionicǎ

(
M, g, σ

)
este de dimensiune n = 4m,

iar signatura lui g este s = 2m− 2m = 0 ([35], [66], [176]).
2. Orice varietate paracuaternionicǎ Kähler

(
M, g, σ

)
de dimensiune 4m ≥ 8

este spaţiu Einstein ([35], [66], [176]).
3. Orice varietate paracuaternionicǎ Kähler

(
M, g, σ

)
de dimensiune 4m ≥ 8

având curbura scalarǎ nulǎ este local o varietate para-hyper-Kähler ([35], [66],
[176]).

4. Tensorul de curburǎ al unei forme spaţiale paracuaternionice
(
M(c), g, σ

)
este:

R (X, Y ) Z = c
4

{
g (Z, Y ) X − g (X, Z) Y +

+
∑3

α=1 εα

[
g (Z, JαY ) JαX − g (Z, JαX) JαY + 2 g (X, JαY ) JαZ

]}(2.3)

pentru orice câmpuri vectoriale X, Y, Z pe M şi orice bazǎ localǎ {J1, J2, J3}
a lui σ ([35], [66], [176]).

5. Orice varietate paracuaternionicǎ nearly-Kähler de dimensiune cel puţin
8 este o varietate paraquaternionicǎ Kähler ([96]). Varietǎţile paracuaternionice
nearly-Kähler sunt acele varietǎţi aproape paracuaternionice hermitiene a cǎror
4-formǎ fundamentalǎ Ω =

∑3
α=1 εαΩα ∧ Ωα, (unde Ωα(X, Y ) = g (X, JαY ) ,

∀α = 1, 3), satisface condiţia (∇XΩ) (X, ·, ·, ·) = 0, ∀X ∈ Γ(TM).

Exemplul 2.1.9 Prototipul de varietate paracuaternionicǎ este spaţiul proiec-
tiv paracuaternionic Pn (B) . Acesta se defineşte astfel: fie B algebra numerelor
paracuaternionice. Aceasta este o algebrǎ asociativǎ, necomutativǎ şi unitarǎ
peste R, de rang 3, generatǎ de 1, i, j şi k, unde:

i2 = −1, j2 = k2 = 1, i · j = −j · i = −k.

Oricǎrui numǎr paracuaternionic q ∈ B , q = x+yi+zj + tk, i se pot asocia:
i. conjugatul sǎu:

q = x− yi− zj − tk;

ii. partea realǎ:
Req = x;

iii. norma:
‖q‖2 = x2 + y2 − z2 − t2.
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Fie: ∼
B = {q ∈ B |‖q‖ 6= 0}

grupul multiplicativ al paracuaternionilor inversabili şi fie:

Bn+1 =
{
(q0, q1, ..., qn)

∣∣qi ∈ B,∀i = 0, n
}

.

Pe Bn+1 avem endomorfismele J1, J2, J3, definite astfel:

J1(q) = iq, J2(q) = jq, J3(q) = kq.

Atunci, evident avem:

J2
α = −εα · Id,∀α = 1, 3,

J1J2 = −J2J1 = −J3,

unde:
ε1 = 1, ε2 = ε3 = −1.

Un element q ∈ Bn+1 se numeşte vector singular dacǎ şi numai dacǎ ∃λ ∈ B,

λ 6= 0, astfel ı̂ncât: λ ·q = 0. Fie
∼
B

n+1

mulţimea vectorilor nesingulari din Bn+1

şi pe aceastǎ mulţime definim o relaţie de echivalenţǎ ∼ astfel: q ∼ q′ ⇔ ∃λ ∈
∼
B

astfel ı̂ncât q′ = λq.

Atunci spaţiul cât
∼
B

n+1

/
∼
B

not= Pn (B) se numeşte spaţiu proiectiv paracu-
aternionic.

Pe Bn+1 definim urmǎtorul produs scalar:

〈q, q′〉 = Re
n∑

i=0

qi · q′i,

unde q = (q0, q1, ..., qn) , q′ = (q′0, q
′
1, ..., q

′
n) , unde qi, q

′
i ∈ B,∀i = 0, n.

Evident, avem:

〈Jαq, Jαq′〉 = εα 〈q, q′〉 ,∀α = 1, 3,

unde ε1 = 1, ε2 = ε3 = −1.

2.2 Hipersuprafeţe luminoase ı̂n varietǎţi semi-Riemann

Definiţia 2.2.1 ([28])
Fie

(
M, g

)
o varietate semi-Riemann de dimensiune m + 2 şi index q ∈

{1, 2, ...,m + 1}. O hipersuprafaţǎ (M, g) a lui
(
M, g

)
, cu g = g|M , se numeşte

hipersuprafaţǎ luminoasǎ dacǎ g are rang constant m.
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Observaţia 2.2.2
Fie fibratul TM⊥, ale cǎrui fibre sunt definite prin:

TpM
⊥ =

{
Yp ∈ TpM

∣∣gp (Xp, Yp) = 0,∀Xp ∈ TpM
}

,∀p ∈ M.(2.4)

Din Definiţia 2.2.1 deducem cǎ o hipersuprafaţǎ M a lui M este luminoasǎ
dacǎ şi numai dacǎ TM⊥ este o distribuţie de rang 1 pe M.

Fie S (TM) distribuţia complementarǎ a lui TM⊥ ı̂n TM ; aceastǎ distribuţie
este nedegeneratǎ (cf. Bejancu-Duggal ([28]) şi ı̂n plus avem descompunerea ı̂n
sumǎ directǎ ortogonalǎ:

TM = S(TM)⊥TM⊥.(2.5)

Pe de altǎ parte, dacǎ S (TM)⊥ este distribuţia complementarǎ ortogonalǎ
a lui S (TM) in TM |M , avem şi descompunerea ı̂n sumǎ directǎ ortogonalǎ:

TM = S(TM)⊥S(TM)⊥.(2.6)

Observaţia 2.2.3
Bejancu şi Duggal ([28]) au arǎtat cǎ dacǎ (M, g, S (TM)) este o hipersuprafaţǎ

luminoasǎ a lui M , atunci existǎ un unic fibrat vectorial ltr (TM) de rang 1 peste
M astfel ı̂ncât pentru orice secţiune nenulǎ ξ a lui TM⊥ pe o vecinǎtate de co-
ordonate U ⊂ M , existǎ o unicǎ secţiune N a lui ltr (TM) pe U satisfǎcând
condiţiile:

g (N, ξ) = 1(2.7)

şi
g (N,N) = g (W,W ) = 0,∀W ∈ Γ

(
S (TM)|U

)
.(2.8)

Fibratul vectorial ltr (TM) se numeşte fibratul transvers nul al lui M ı̂n
raport cu S (TM).

Deducem astfel cǎ avem descompunerea:

TM |M = S(TM)⊥
(
TM⊥ ⊕ ltr (TM)

)
= TM ⊕ ltr (TM) ,(2.9)

unde semnul ”⊕” indicǎ o descompunere ı̂n sumǎ directǎ, iar semnul ”⊥” indicǎ
o descompunere ı̂n sumǎ directǎ ortogonalǎ.

Observaţia 2.2.4
Fie (M, g, S (TM)) o hipersuprafaţǎ luminoasǎ a lui

(
M, g

)
. Dacǎ ∇ este

conexiunea Levi-Civita pe M , atunci avem:

∇XY = ∇XY + h (X, Y ) ,∀X, Y ∈ Γ (TM)(2.10)

şi
∇XV = −AV X +∇⊥

XV,∀X ∈ Γ (TM) ,∀V ∈ Γ (ltr (TM)) ,(2.11)
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unde ∇XY,AV X ∈ Γ (TM), iar h (X, Y ) ,∇⊥
XV ∈ Γ (ltr (TM)).

Evident: ∇ este o conexiune liniarǎ simetricǎ pe M, ∇⊥ este o conexiune
liniarǎ pe fibratul transvers nul ltr (TM), h este o formǎ biliniarǎ simetricǎ cu
valori ı̂n Γ (ltr (TM)), iar AV este operatorul formǎ pe M.

Dacǎ {ξ,N} este o pereche de secţiuni pe U ⊂ M ca ı̂n Observaţia 2.2.3,
atunci putem defini o formǎ biliniarǎ simetricǎ B şi o 1-formǎ τ pe U prin:

B (X, Y ) = g (h(X, Y ), ξ) ,∀X, Y ∈ Γ
(
TM|U

)
(2.12)

şi
τ (X) = g

(
∇⊥

XN, ξ
)
,∀X ∈ Γ

(
TM|U

)
.(2.13)

În consecinţǎ, din (2.10)-(2.13), deducem cǎ avem:

∇XY = ∇XY + B (X, Y ) N(2.14)

şi
∇XN = −ANX + τ(X)N.(2.15)

Observaţia 2.2.5
Fie P proiecţia canonicǎ de la TM pe S (TM) . Considerǎm descompunerile:

∇XPY = ∇∗
XPY + C (X, PY ) ξ(2.16)

şi
∇Xξ = −A∗

ξX + ε (X) ξ,(2.17)

unde ∇∗
XPY,A∗

ξX ∈ S (TM), iar ε este o 1-formǎ pe U .
Observǎm cǎ avem:

ε (X) = g (∇Xξ, N) = g
(
∇Xξ −B (X, Y ) N,N

)
= g

(
∇Xξ,N

)
= −g (ξ,−ANX + τ (X) N) = −τ (X) g (ξ, N) = −τ (X)

şi astfel, din (2.17) deducem:

∇Xξ = −A∗
ξX − τ (X) ξ.(2.18)

În plus, au loc şi urmǎtoarele egalitǎţi (cf. [28]):
g (ANX, PY ) = C (X, PY )
g (ANX, N) = 0
g

(
A∗

ξX, PY
)

= B (X, PY )

g
(
A∗

ξX, N
)

= 0

,∀X, Y ∈ Γ (TM) .(2.19)
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2.3 Hipersuprafeţe luminoase ı̂n varietǎţi paracuaternio-
nice

Fie
(
M, g, σ

)
o varietate paracuaternionicǎ, cu dim M = 4m > 4 şi fie (M, g)

o hipersuprafaţǎ luminoasǎ realǎ a lui M .
Observǎm cǎ putem alege distribuţia S (TM) astfel ı̂ncât sǎ conţinǎ Jα

(
TM⊥)

ca un subfibrat vectorial, deoarece:

g (Jαξ, ξ) = 0,∀ξ ∈ Γ
(
TM⊥

|U

)
,

Jαξ sunt tangente la M şi astfel Jα

(
TM⊥)

este o distribuţie de rang 3 pe M
astfel ı̂ncât Jα

(
TM⊥) ⋂

TM⊥ = {0}.
Dacǎ {ξ, N} este o pereche de secţiuni pe U ⊂ M ca ı̂n Observaţia 2.2.3,

atunci avem:
g (JαN, ξ) = 0, g (JαN,N) = 0,

şi astfel deducem cǎ JαN ∈ Γ (S (TM)).
Pe de altǎ parte, pentru ∀α ∈ 1, 3, avem:

g (JαN, JαN) = εαg (N,N) = 0,

g (Jαξ, Jαξ) = εαg (ξ, ξ) = 0,

g (JαN, Jαξ) = εαg (N, ξ) = εα

şi pentru ∀α, β ∈ 1, 3, α 6= β, avem:

g (JαN, Jβξ) = εβg
(
JβJαN, J2

βξ
)

= −ε2
βg (JβJαN, ξ)

= −g (JβJαN, ξ) = ±g (JγN, ξ) = 0,

unde γ ∈ {1, 2, 3} \ {α, β}.
În consecinţǎ, rezultǎ cǎ Jα

(
TM⊥)

⊕ JαN este un subfibrat vectorial al lui
S (TM) de rang 6 şi prin urmare rezultǎ cǎ existǎ o distribuţie nedegeneratǎ
D0 pe M astfel ı̂ncât:

S (TM) = {D1 ⊕D2}⊥D0,(2.20)

unde
D1 = J1ξ⊥J2ξ⊥J3ξ(2.21)

şi
D2 = J1N⊥J2N⊥J3N.(2.22)

Propoziţia 2.3.1 ([92])
Distribuţia D0 este invariantǎ n raport cu Jα, ∀α ∈ 1, 3.
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Demonstraţie: Pentru X ∈ Γ (D0) şi Y ∈ Γ (TM) avem:

g (JαX, Y ) = −g (X, JαY ) ,∀α ∈ 1, 3.(2.23)

În particular, dacǎ luǎm Y = Jαξ ∈ Γ (D1) ı̂n (2.23) obţinem:

g (JαX, Jαξ) = εαg (X, ξ) = 0(2.24)

şi similar, pentru Y = Jβξ ∈ Γ (D1), cu β 6= α, avem:

g (JαX, Jβξ) = −g (X, Jα (Jβξ)) = ±g (X, Jγξ) = 0,(2.25)

unde γ ∈ {1, 2, 3} − {α, β}
Prin urmare, din (2.24) şi (2.25) rezultǎ cǎ avem:

JαX⊥D1,∀α ∈ 1, 3.(2.26)

Analog obţinem:

g (JαX, ξ) = −g (X, Jαξ) = 0,∀ξ ∈ Γ
(
TM⊥)

.(2.27)

şi prin urmare avem:
JαX⊥TM⊥,∀α ∈ 1, 3.(2.28)

Pe de altǎ parte, pentru orice secţiune N a lui ltr (TM) avem:

g (JαX, JαN) = εαg (X, N) = 0,∀α ∈ 1, 3(2.29)

şi
g (JαX, JβN) = −g (X, Jα (JβN)) = ±g (X, Jγξ) = 0,∀α 6= β,(2.30)

unde γ ∈ {1, 2, 3} − {α, β} .
Din (2.29) şi (2.30) rezultǎ cǎ avem:

JαX⊥D2,∀α ∈ 1, 3.(2.31)

Pe de altǎ parte, avem:

g (JαX, N) = −g (X, JαN) = 0,∀α ∈ 1, 3.(2.32)

În final, din (2.26), (2.28), (2.31) şi (2.32) rezultǎ cǎ avem:

JαX⊥
{
(D1 ⊕D2)⊥TM⊥ ⊕ ltr (TM)

}
,∀α ∈ 1, 3,

deci rezultǎ cǎ distribuţia D0 este invariantǎ ı̂n raport cu Jα, ∀α ∈ 1, 3.
În plus, observǎm cǎ avem descompunerile:

TM = {D1 ⊕D2}⊥D0⊥TM⊥(2.33)

şi respectiv:
TM = {D1 ⊕D2}⊥D0⊥TM⊥ ⊕ ltr (TM) .(2.34)
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Exemplul 2.3.2 ([92])
Fie varietatea

(
R8

4, g, {J1, J2, J3}
)
, unde metrica g şi structurile {J1, J2, J3}

sunt date prin:

g
(
(xi)i=1,8 , (yi)i=1,8

)
= −

4∑
i=1

xiyi +
8∑

i=5

xiyi,

J1 (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) = (−x2, x1,−x4, x3,−x6, x5,−x8, x7) ,

J2 (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) = (−x7, x8,−x5, x6,−x3, x4,−x1, x2) ,

J3 (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) = (x8, x7, x6, x5, x4, x3, x2, x1) .

Se verificǎ acum imediat cǎ avem:

J2
α = −εα,∀α = 1, 3,

J1J2 = −J2J1 = −J3,

g (JαX, JαY ) = εαg (X, Y ) ,∀α = 1, 3,

unde:
ε1 = 1, ε2 = ε3 = −1.

Prin urmare rezultǎ cǎ
(
R8

4, g, {J1, J2, J3}
)

este o varietate aproape paracu-
aternionicǎ hermitianǎ. Definim ı̂n continuare hipersuprafaţa M a lui R8

4 prin:

f (t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7) = (t3 + t6, t4 + t7,−t2, t1, t3, t5 + t6,−t2 − t7, t1) .

Deducem cǎ spaţiul tangent TM este generat de {Wi}i∈1,7, unde:

W1 = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1) ,

W2 = (0, 0,−1, 0, 0, 0,−1, 0) ,

W3 = (1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) ,

W4 = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ,

W5 = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0) ,

W6 = (1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0) ,

W7 = (0, 1, 0, 0, 0, 0,−1, 0) .

Dacǎ X = (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) ∈ TM⊥, atunci din condiţiile:

g (X, Wi) = 0,∀i = 1, 7,

obţinem: {
x1 = x2 = x3 = x5 = x6 = x7 = 0
x4 = x8

,
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de unde rezultǎ cǎ:

X = (0, 0, 0, x4, 0, 0, 0, x4) = x4W1.

Rezultǎ astfel cǎ TM⊥ = SpW1 şi deci M este o hipersuprafaţǎ luminoasǎ
a lui R8

4.

Observaţia 2.3.3 ([92])
Considerǎm câmpurile vectoriale locale:

Vα = −JαN,Uα = −Jαξ, ∀α = 1, 3.(2.35)

Atunci orice câmp vectorial local pe M se poate exprima astfel:

X = SX +
3∑

α=1

εαfα(X)Vα,(2.36)

unde S este proiecţia canonicǎ pe distribuţia D =
{
TM⊥⊥D1

}
⊥D0, iar fα

sunt 1-forme locale definite pe M prin:

fα (X) = g (X, Uα) ,∀α = 1, 3.(2.37)

Din (2.36) şi Definiţia 2.1.1 rezultǎ cǎ avem:

JαX = φαX + fα(X)N,∀α = 1, 3(2.38)

unde φαX este componenta tangentǎ a lui JαX, ∀α = 1, 3.

Definiţia 2.3.4
Fie M o varietate diferenţiabilǎ ı̂nzestratǎ cu un triplet (φ, ξ, η), unde φ este

un câmp de endomorfisme ale spaţiului tangent, ξ este un câmp vectorial pe M,
iar η este o 1-formǎ pe M, astfel ı̂ncât:

φ2 = −εI + η ◦ ξ, η(ξ) = ε,

unde ε ∈ {−1, 1}. Atunci:
i. Dacǎ ε = 1, (φ, ξ, η) se numeşte structurǎ aproape de contact pe M (cf.

[34]).
ii. Dacǎ ε = −1, (φ, ξ, η) se numeşte structurǎ Lorentzianǎ aproape de

paracontact pe M (cf. [124]).

Definiţia 2.3.5 ([92])
Fie M o varietate diferenţiabilǎ care admite o structurǎ aproape de contact

(φ1, ξ1, η1) şi douǎ structuri Lorentziene aproape de paracontact (φ2, ξ2, η2) şi
(φ3, ξ3, η3), satisfǎcând urmǎtoarele condiţii:

ηα (ξβ) = 0,∀α 6= β,(2.39)
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φαξβ = −φβξα = εγξγ ,(2.40)

ηα ◦ φβ = −ηβ ◦ φα = εγηγ ,(2.41)

şi
φα ◦ φβ − ηβ ◦ φα = −φβ ◦ φα + ηα ◦ ξβ = εγφγ ,(2.42)

pentru orice permutare ciclicǎ (α, β, γ) a lui (1, 2, 3), unde ε1 = 1, ε2 = ε3 = −1.
Atunci vom spune cǎ M admite o 3-structurǎ mixtǎ (φα, ξα, ηα)

α= 1,3
.

Teorema 2.3.6 ([92])
Fie

(
M, g, σ

)
o varietate paracuaternionicǎ şi fie M o hipersuprafaţǎ lumi-

noasǎ a lui M astfel ı̂ncât ξ şi N sunt global definiţi pe M. Atunci M admite o
3-structurǎ mixtǎ.

Demonstraţie: Din (2.38) avem:

J1X = φ1X + f1(X)N.(2.43)

Aplicând J1 ı̂n (2.43) obţinem:

−X = φ2
1X − f1(X)V1 + f1 (φ1X)N,(2.44)

de unde deducem:
f1 ◦ φ1 = 0(2.45)

şi
φ2

1X = −X + f1 (X) V1.(2.46)

Pe de altǎ parte, avem:

f1 (V1) = g (V1, U1) = g (−J1N,−J1ξ) = g (N, ξ) = 1.(2.47)

Din (2.45), (2.46) şi (2.47) rezultǎ cǎ (φ1, V1, f1) este o structurǎ aproape de
contact pe M.

Pe de altǎ parte, din (2.38) avem:

J2X = φ2X + f2(X)N.(2.48)

Aplicând J2 ı̂n (2.48) obţinem:

X = φ2
2X − f2(X)V2 + f2 (φ2X) N,(2.49)

de unde deducem:
f2 ◦ φ2 = 0(2.50)

şi
φ2

2X = X + f2 (X)V2.(2.51)
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Pe de altǎ parte, avem:

f2 (V2) = g (V2, U2) = g (−J2N,−J2ξ) = −g (N, ξ) = −1.(2.52)

Din (2.50), (2.51) şi (2.52) rezultǎ cǎ (φ2, V2, f2) este o structurǎ Lorentzianǎ
aproape de paracontact pe M. Analog rezultǎ cǎ (φ3, V3, f3) este o structurǎ
Lorentzianǎ aproape de paracontact pe M.

Pentru ∀α 6= β avem:

fα (Vβ) = g (Vβ , Uα) = g (−JβN,−Jαξ)

= −g (N, JβJαξ) = ±g (N, Jγξ) = 0,

unde γ ∈ {1, 2, 3} − {α, β}.
Pe de altǎ parte, din (2.38) obţinem:

φαVβ = JαVβ − fα (Vβ) N = JαVβ .

Prin urmare, rezultǎ cǎ avem:

φ1V2 = J1V2 = −J1J2N = J3N = −V3,(2.53)

şi
φ2V1 = J2V1 = −J2J1N = −J3N = V3.(2.54)

În consecinţǎ, din (2.53) şi (2.54) rezultǎ cǎ avem:

φ1V2 = −φ2V1 = −V3

şi similar obţinem:
φ2V3 = −φ3V2 = V1

şi respectiv:
φ3V1 = −φ1V3 = −V2.

Pentru ∀X ∈ Γ (TM) şi ∀α 6= β, avem:

(fα ◦ φβ) (X) = fα (φβ(X)) = g (φβX,−Jαξ)

= −g (JβX − fβ(X), Jαξ) = −g (JβX, Jαξ) .

În particular, din relaţia anterioarǎ avem:

(f1 ◦ φ2) (X) = −g (J2X, J1ξ) = g (X, J2J1ξ)

= g (X, J3ξ) = −f3 (X)

şi respectiv:
(f2 ◦ φ1) (X) = −g (J1X, J2ξ) = g (X, J1J2ξ)

= −g (X, J3ξ) = f3 (X) .
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În consecinţǎ rezultǎ cǎ avem:

f1 ◦ φ2 = −f2 ◦ φ1 = −f3

şi similar obţinem:
f2 ◦ φ3 = −f3 ◦ φ2 = f1

şi
f3 ◦ φ1 = −f1 ◦ φ3 = −f2.

Pe de altǎ parte, pentru orice X ∈ Γ (TM) avem:

φ1 (φ2X)− f2(X)V1 = J1 (φ2X)− f1 (φ2X)N − f2(X)V1

= J1 (J2X − f2 (X) N) + f3 (X) N − f2(X)V1

= −J3X + f3 (X) N = −φ3X.

Avem de asemenea:

−φ2 (φ1X) + f1(X)V2 = − [J2 (φ1X)− f2 (φ1X)N ] + f1(X)V2

= −J2 (J1X − f1 (X)N) + f3 (X) N + f1(X)V2

= −J3X + f3 (X) N = −φ3X.

Prin urmare, obţinem cǎ:

φ1 ◦ φ2 − f2 ⊗ V1 = −φ2 ◦ φ1 + f1 ⊗ V2 = −φ3

şi similar gǎsim:

φ2 ◦ φ3 − f3 ⊗ V2 = −φ3 ◦ φ2 + f2 ⊗ V3 = φ1

şi
φ3 ◦ φ1 − f1 ⊗ V3 = −φ1 ◦ φ3 + f3 ⊗ V1 = −φ2.

În consecinţǎ, rezultǎ cǎ (φ1, V1, f1), (φ2, V2, f2) şi (φ3, V3, f3) definesc o 3-
structurǎ mixtǎ pe M.

2.4 Hipersuprafeţe luminoase total geodezice ı̂n varietǎţi
paracuaternionice

Lema 2.4.1 ([92])
Fie

(
M, g, σ

)
o varietate paracuaternionicǎ Kähler şi M o hipersuprafaţǎ

luminoasǎ a lui M . Atunci, pentru ∀X, Y ∈ Γ (TM), au loc relaţiile:

(∇Xφ1) Y = −ω3(X)φ2Y + ω2(X)φ3Y + f1 (Y ) ANX −B (X, Y ) V1,

(∇Xφ2) Y = −ω3(X)φ1Y + ω1(X)φ3Y + f2 (Y ) ANX −B (X, Y ) V2,

(∇Xφ3) Y = ω2(X)φ1Y − ω1(X)φ2Y + f3 (Y ) ANX −B (X, Y )V3.

(2.55)

39



şi

(∇Xf1) Y = −f2(Y )ω3 (X) + f3(Y )ω2 (X)−B (X, φ1Y )− f1 (Y ) τ (X) ,

(∇Xf2) Y = −f1(Y )ω3 (X) + f3(Y )ω1 (X)−B (X, φ2Y )− f2 (Y ) τ (X) ,

(∇Xf3) Y = f1(Y )ω2 (X)− f2(Y )ω1 (X)−B (X, φ3Y )− f3 (Y ) τ (X) .

(2.56)

Demonstraţie: Din (2.1) şi (2.38) obţinem:(
∇XJ1

)
(Y ) = −ω3 (X) J2Y + ω2 (X) J3Y

= −ω3 (X) (φ2Y + f2(Y )N) + ω2 (X) (φ3Y + f3(Y )N)
= [ω2 (X) φ3Y − ω3 (X) φ2Y ] + [f3(Y )ω2(X)− f2(Y )ω3 (X)]N(2.57)

Pe de altǎ parte, utilizând (2.14), (2.15) şi (2.38), obţinem:(
∇XJ1

)
(Y ) = ∇XJ1Y − J1

(
∇XY

)
= ∇X (φ1Y + f1 (Y ) N)− J1 (∇XY + B (X, Y )N)
= ∇Xφ1Y + B (X, φ1Y )N

+X (f1 (Y ))N + f1(Y ) (−ANX + τ (X) N)
− (φ1 (∇XY ) + f1 (∇XY ) N) + B (X, Y )V1

= [(∇Xφ1) Y − f1(Y )ANX + B (X, Y ) V1](2.58)
+ [B (X, φ1Y ) + (∇Xf1) Y + f1(Y )τ (X)]N

Identificând componentele tangenţiale şi componentele transversale din (2.57)
şi (2.58), obţinem:

(∇Xφ1) Y = −ω3(X)φ2Y + ω2(X)φ3Y + f1 (Y ) ANX −B (X, Y ) V1

şi

(∇Xf1)Y = −f2(Y )ω3 (X) + f3(Y )ω2 (X)−B (X, φ1Y )− f1 (Y ) τ (X) .

În mod similar deducem celelalte douǎ ecuaţii din (2.55) şi (2.56).

Teorema 2.4.2 ([92])
Fie

(
M, g, σ

)
o varietate paracuaternionicǎ Kähler şi M o hipersuprafaţǎ

luminoasǎ a lui M . Atunci M este total geodezicǎ dacǎ şi numai dacǎ:{
C (X, Uα) = 0
(∇Xfα) Y = 0 ,(2.59)

pentru ∀α ∈ 1, 3, ∀X ∈ Γ (TM) şi ∀Y ∈ Γ (D).
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Demonstraţie: Din Lema 2.4.1 avem:

(∇Xφ1) Y = −ω3(X)φ2Y + ω2(X)φ3Y + f1 (Y )ANX −B (X, Y ) V1.

(2.60)

În particular, luând ı̂n (2.60) pe Y = V1 ∈ Γ (D2), utilizând (2.39) şi (2.40),
obţinem:

−φ1∇XV1 = −ω3(X)V3 − ω2(X)V2 + ANX −B (X, V1) V1.(2.61)

Din (2.19) şi (2.61), obţinem pentru U1 ∈ Γ (D1):

−g (φ1∇XV1, U1) = C (X, U1)−B (X, V1) .(2.62)

Pe de altǎ parte:

g (φ1∇XV1, U1) = g (J1∇XV1, U1)− f1 (∇XV1) g (N,U1) = 0.(2.63)

Din (2.62) şi (2.63) rezultǎ:

C (X, U1) = B (X, V1)(2.64)

şi similar gǎsim:

C (X, U2) = B (X, V2) , C (X, U3) = B (X, V3) .(2.65)

Din Lema 2.4.1 avem:

(∇Xf1) Y = −f2(Y )ω3 (X) + f3(Y )ω2 (X)−B (X, φ1Y )− f1 (Y ) τ (X) .

(2.66)

În particular, luând ı̂n (2.66) pe Y ∈ Γ (D2), având ı̂n vedere definiţia lui
fα, obţinem:

(∇Xf1) Y = −B (X, φ1Y )(2.67)

şi similar gǎsim:

(∇Xf2)Y = −B (X, φ2Y ) , (∇Xf3)Y = −B (X, φ3Y ) .(2.68)

Prin urmare, din (2.64), (2.65), (2.67) şi (2.68) demonstraţia este completǎ.

Teorema 2.4.3 ([92])
Fie

(
M, g, σ

)
o varietate paracuaternionicǎ Kähler şi M o hipersuprafaţǎ

luminoasǎ a lui M . Atunci M este total geodezicǎ dacǎ şi numai dacǎ:

ANX, A∗
ξX,∇∗

XZ0 /∈ Γ (D2) ,(2.69)

pentru ∀X ∈ Γ (TM) ,∀N ∈ Γ (ltr(TM)) ,∀ξ ∈ Γ
(
TM⊥)

,∀Z0 ∈ Γ (D0).
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Demonstraţie: Pentru ∀X ∈ Γ (TM), din (2.14) avem:

∇XJαN = ∇XJαN + B (X, JαN) N,∀α = 1, 3(2.70)

şi prin urmare, din (2.15) şi (2.70), obţinem:

B (X, Vα) = fα (ANX) ,∀α = 1, 3.(2.71)

Pe de altǎ parte, din (2.1) şi (2.18) avem:

h (X, U1) = ω3(X)J2ξ − ω2(X)J3ξ − J1

(
−A∗

ξX − τ (X) ξ
)

−J1h (X, ξ)−∇XU1(2.72)

şi deoarece:
B (X, ξ) = g (h (X, ξ) , ξ) = 0(2.73)

deducem din (2.72) şi (2.73):

h (X, U1) = −ω3(X)U2 + ω2(X)U3

+J1

(
A∗

ξX
)
− τ (X) U1 −∇XU1.(2.74)

Similar obţinem:

h (X, U2) = −ω3(X)U1 + ω1(X)U3

+ J2

(
A∗

ξX
)
− τ (X) U2 −∇XU2(2.75)

şi

h (X, U3) = ω2(X)U1 − ω1(X)U2

+ J3

(
A∗

ξX
)
− τ (X)U3 −∇XU3.(2.76)

Pe de altǎ parte, pentru ∀Z0 ∈ Γ (D0), avem:

h (X, J1Z0) = −ω3(X)J2Z0 + ω2(X)J3Z0

+J1 (∇XZ0 + h (X, Z0))−∇XJ1Z0.(2.77)

Deoarece:
J1h (X, Z0) = −B (X, Z0) V1,(2.78)

având ı̂n vedere (2.16) gǎsim:

h (X, J1Z0) = −ω3(X)J2Z0 + ω2(X)J3Z0 + J1 (∇∗
XZ0)

−C (X, Z0) U1 −B (X, Z0) V1 −∇XJ1Z0(2.79)

şi similar obţinem:

h (X, J2Z0) = −ω3(X)J1Z0 + ω1(X)J3Z0 + J2 (∇∗
XZ0)

−C (X, Z0) U2 −B (X, Z0) V2 −∇XJ2Z0(2.80)
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şi

h (X, J3Z0) = ω2(X)J1Z0 − ω1(X)J2Z0 + J3 (∇∗
XZ0)−

− C (X, Z0)U3 −B (X, Z0) V3 −∇XJ3Z0.(2.81)

Dar, pe de altǎ parte, M este total geodezicǎ dacǎ şi numai dacǎ:
h (X, Uα) = 0
h (X, Vα) = 0
h (X, Z0) = 0
h (X, ξ) = 0

,(2.82)

pentru ∀α = 1, 3, ∀Z0 ∈ Γ (D0), ∀ξ ∈ Γ
(
TM⊥)

.
Demonstraţia este acum completǎ din (2.71), (2.74)-(2.76), (2.79)-(2.81) şi

(2.82).

Teorema 2.4.4 ([92])
Fie

(
M, g, σ

)
o varietate paracuaternionicǎ Kähler şi M o hipersuprafaţǎ

luminoasǎ a lui M . Atunci distribuţia D0 este integrabilǎ dacǎ şi numai dacǎ: C (X, Y ) = C (Y, X)
C (X, JαY ) = C (Y, JαX)
B (X, JαY ) = B (Y, JαX)

,(2.83)

pentru ∀α = 1, 3 şi ∀X, Y ∈ Γ (D0).

Demonstraţie: Distribuţia D0 este integrabilǎ dacǎ şi numai dacǎ:

∀X, Y ∈ D0 ⇒ [X, Y ] ∈ D0

şi având ı̂n vedere descompunerea (2.33) deducem cǎ D0 este integrabilǎ dacǎ
şi numai dacǎ: 

g ([X, Y ] , N) = 0
g ([X, Y ] , Vα) = 0
g ([X, Y ] , Uα) = 0

,(2.84)

pentru ∀α = 1, 3, ∀X, Y ∈ Γ (D0) şi ∀N ∈ Γ (ltr (TM)) .
Pentru ∀X, Y ∈ Γ (D0) şi ∀N ∈ Γ (ltr (TM)), utilizând (2.15) obţinem:

g ([X, Y ] , N) = g (Y,ANX)− g (X, ANY )

şi având ı̂n vedere (2.19) gǎsim:

g ([X, Y ] , N) = C (X, Y )− C (Y,X) .(2.85)

Din (2.1) şi (2.16), avem:
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g ([X, Y ] , Vα) = −g
(
∇XY −∇Y X, JαN

)
= g

(
Jα∇XY,N

)
− g

(
Jα∇Y X, N

)
= g

(
∇XJαY −

(
∇XJα

)
Y, N

)
− g

(
∇Y JαX −

(
∇Y Jα

)
X, N

)
= g (∇XJαY + h (X, JαY ) , N)− g (∇Y JαX + h (Y, JαX) , N)
= g (∇XJαY,N)− g (∇Y JαX, N)
= g (∇∗

XJαY + C (X, JαY ) ξ,N)− g (∇∗
Y JαX + C (Y, JαX) ξ,N)

Aşadar, avem:

g ([X, Y ] , Vα) = C (X, JαY )− C (Y, JαX) ,∀α = 1, 3.(2.86)

Analog, obţinem:

g ([X, Y ] , Uα) = B (X, JαY )−B (Y, JαX) ,∀α = 1, 3.(2.87)

Demonstraţia este acum completǎ din (2.85), (2.86) şi (2.87).

Corolarul 2.4.5 ([92])
Fie

(
M, g, σ

)
o varietate paracuaternionicǎ Kähler şi M o hipersuprafaţǎ

luminoasǎ a lui M . Atunci distribuţia D este paralelǎ.

Demonstraţie: Având ı̂n vedere descompunerea:

D =
{
TM⊥⊥D1

}
⊥D0

rezultǎ cǎ distribuţia D este paralelǎ dacǎ şi numai dacǎ:

g (∇XY, Z) = 0,∀Z ∈ Γ (D1) ,∀X, Y ∈ Γ (D) .(2.88)

Deoarece M este total geodezicǎ, deducem cǎ pentru ∀α = 1, 3, avem:

g (∇XY, Uα) = −g
(
∇XY, Jαξ

)
= g

(
Jα∇XY, ξ

)
= g

(
∇XJαY −

(
∇XJα

)
Y, ξ

)
= 0.

În consecinţǎ, rezultǎ cǎ distribuţia D este paralelǎ.

2.5 Inexistenţa hipersuprafeţelor luminoase ı̂n forme spaţiale
paracuaternionice

Definiţia 2.5.1 ([28])
Fie M o hipersuprafaţǎ luminoasǎ a unei varietǎţi semi-Riemann. Atunci se

spune cǎ M este total ombilicalǎ dacǎ existǎ ρ ∈ R astfel ı̂ncât:

B (X, Y ) = ρg (X, Y )(2.89)

pentru ∀X, Y ∈ Γ (TM), unde B este dat de (2.12).

44



Lema 2.5.2 ([93])
Fie M (c) o formǎ spaţialǎ paracuaternionicǎ şi M o hipersuprafaţǎ lumi-

noasǎ a lui M (c). Atunci:
i.

R(X, Y )Z = B(Y,Z)ANX −B(X, Z)ANY +
c

4
{g(Y, Z)X − g(X, Z)Y ) +

+
3∑

α=1

εα[g(Z, JαY )ΦαX − g(Z, JαX)ΦαY + 2g(X, JαY )ΦαZ]}(2.90)

ii.

c

4

3∑
α=1

εα[g(Z, JαY )fα(X)− g(Z, JαX)fα(Y ) + 2g(X, JαY )fα(Z)] =

= B(Y, Z)τ(X)−B(X, Z)τ(Y ) + (∇XB)(Y, Z)− (∇Y B)(X, Z).
(2.91)

pentru ∀X, Y, Z ∈ Γ (TM).

Demonstraţie: Din (2.3) şi (2.38) avem:

R(X, Y )Z =
c

4
{g(Z, Y )X − g(X, Z)Y

+
3∑

α=1

εα[g(Z, JαY )ΦαX − g(Z, JαX)ΦαY + 2g(X, JαY )ΦαZ]}(2.92)

+
c

4

3∑
α=1

εα[g(Z, JαY )fα(X)− g(Z, JαX)fα(Y ) + 2g(X, JαY )fα(Z)]N.

Pe de altǎ parte, utilizând (2.14) şi (2.15), obţinem:

R(X, Y )Z = [R(X, Y )Z −B(Y, Z)ANX + B(X, Z)ANY ]
+[B(Y, Z)τ(X)−B(X, Z)τ(Y ) + (∇XB)(Y, Z)− (∇Y B)(X, Z)]N.(2.93)

Din (2.92) şi (2.93), identificând componentele tangente şi respectiv trans-
verse obţinem (2.90) şi (2.91).

Teorema 2.5.3 ([93])
Nu existǎ hipersuprafeţe luminoase total ombilicale ı̂ntr-o formǎ spaţialǎ

paracuaternionicǎ M (c), cu c 6= 0 .

Demonstraţie: Presupunem prin absurd cǎ M este o hipersuprafaţǎ luminoasǎ
total ombilicala a lui M (c), cu c 6= 0. Din (2.89) şi (2.93) obţinem:

−3c

4

3∑
α=1

εαfα (PZ) fα (PX) =
(
ρ2 − ρτ (ξ)−∇ξρ

)
g (PX, PZ) .(2.94)
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Luând ı̂n (2.94): PX = PZ = V1, gǎsim:

−3c

4

3∑
α=1

εαf2
α (V1) = 0.(2.95)

Dar, din (2.39) şi (2.95) rezultǎ cǎ avem c = 0 şi astfel am obţinut o
contradicţie. Teorema este astfel complet demonstratǎ.

Teorema 2.5.4 ([93])
i. Nu existǎ hipersuprafeţe luminoase ale lui M (c) (c 6= 0) cu forma a doua

fundamentalǎ paralelǎ.
ii. Nu existǎ hipersuprafeţe luminoase ale lui M (c) (c 6= 0) cu distribuţia

S (TM) paralelǎ.

Demonstraţie:
i. Presupunem prin absurd cǎ existǎ M o hipersuprafaţǎ luminoasǎ a lui

M (c) cu c 6= 0, astfel ı̂ncât: ∇h = 0. Atunci, cf. Bejancu-Duggal ([27]) avem:

g
(
R (X, Y ) Z, ξ

)
= g ((∇Xh) (Y, Z) , N)− g ((∇Y h) (X, Z) , N) = 0.

(2.96)

Pe de altǎ parte, din Lema 2.5.2 avem:

g
(
R (X, Y ) Z, ξ

)
=

c

4

3∑
α=1

εα[g (Z, JαY ) fα (X)

− g (Z, JαX) fα (Y ) + 2g (X, JαY ) fα (Z)].(2.97)

Din (2.96) şi (2.97) deducem:

3∑
α=1

εα [g (Z, JαY ) fα (X)− g (Z, JαX) fα (Y ) + 2g (X, JαY ) fα (Z)] = 0

(2.98)

Luând ı̂n (2.98) pe X = Z = V1 şi pe Y = ξ, obţinem:

g (N, ξ) = 0,

ceea ce reprezintǎ o contradicţie.
ii. Presupunem prin absurd cǎ existǎ M o hipersuprafaţǎ luminoasǎ a

lui M (c) (c 6= 0), cu distribuţia S (TM) paralelǎ. Atunci, cf. Bejancu-Duggal
([27]) avem C = 0 şi

g
(
R (X, Y ) PZ, N

)
= (∇XC) (Y, PZ)− (∇Y C) (X, PZ)
+ τ (Y ) C (X, PZ)− τ (X) C (Y, PZ) = 0.(2.99)
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Pe de altǎ parte, din (2.91) avem:

g(Y, Z)g(X, N)− g(X, Z)g(Y,N) +
3∑

α=1

εα[g(Z, JαY )g(φαX, N)

−g(Z, JαX)g(φαY, N) + 2g(X, JαY )g(φαZ,N)] = 0(2.100)

Considerând acum ı̂n (2.100) X = ξ, Y = V1, Z = U1 obţinem:

g (N, ξ) = 0,

ceea ce reprezintǎ o contradicţie.
Teorema este astfel complet demonstratǎ.

Definiţia 2.5.5 ([28])
Fie M (c) o formǎ spaţialǎ paracuaternionicǎ şi M o hipersuprafaţǎ lumi-

noasǎ a lui M (c). Atunci se numeşte curburǎ secţionalǎ izotropǎ a lui M ı̂n
punctul p ∈ M , ı̂n raport cu ξp, numǎrul real Kξp (M) definit prin:

Kξp
(M) =

R (Xp, ξp, Xp, ξp)
g (Xp, Xp)

,(2.101)

unde Xp este un vector neizotrop din TpM .

Propoziţia 2.5.6 ([93])
Nu existǎ hipersuprafeţe luminoase de curburǎ secţionalǎ izotropǎ negativǎ

sau pozitivǎ ı̂n forme spaţiale paracuaternionice.

Demonstraţie: Din (2.90) şi (2.101) avem:

Kξ (M) =
3c

4 ‖X‖2
3∑

α=1

εαf2
α (X) .(2.102)

Dacǎ luǎm acum X ∈ Γ (D0) ı̂n (2.102) obţinem:

Kξ (M) = 0,

şi teorema este astfel complet demonstratǎ.

Teorema 2.5.7 ([93])
Nu existǎ hipersuprafeţe luminoase ı̂n forme spaţiale paracuaternionice având

curbura Ricci negativǎ sau pozitivǎ.

Demonstraţie: Fie M (c) o formǎ spaţialǎ paracuaternionicǎ şi M o hipersuprafaţǎ
luminoasǎ a lui M (c). Atunci, avem:

Ric(X, Y ) =
4m−8∑
i=1

g(Zi, Zi)g(R(X, Zi)Y, Zi) + g(R(X, ξ)Y,N) +

+
3∑

α=1

[g(R(X, Uα)Y, Vα) + g(R(X, Vα)Y, Uα)](2.103)
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unde {{Zi}i=1,4m−8, {Uα}α=1,3, {Vα}α=1,3} este o o bazǎ a lui S (TM)|U , ξ ∈
Γ

(
TM⊥)

, iar N este dat ı̂n Observaţia 2.2.3.
Prin calcul direct, din (2.14)-(2.17), (2.90) şi (2.91) obţinem:

4m−8∑
i=1

g(Zi, Zi)g(R(X, Zi)Y,Zi) = (2−m)cg(X, Y ) +(2.104)

+
4m−8∑
i=1

g(Zi, Zi)[B(Y,Zi)C(X, Zi)−B(X, Y )C(Zi, Zi)] +

+
c

4

4m−8∑
i=1

g(Zi, Zi)[g(Zi, Y )g(X, Zi)− 3
3∑

α=1

εαg(X, JαZi)g(Y, JαZi)]

g(R(X, ξ)Y, N) = − c

4
{g(X, Y ) +(2.105)

+
3∑

α=1

εα[g(Y, Jαξ)g(X, JαN) + 2g(X, Jαξ)g(Y, JαN)]}

3∑
α=1

g(R(X, Jαξ)Y, JαN) =
3∑

α=1

{B(Jαξ, Y )C(X, JαN)−(2.106)

−B(X, Y )C(Jαξ, JαN) +
c

4
g(Jαξ, Y )g(X, JαN)}+

+
c

4
[g(X, Y ) + 2g(Y, J1ξ)g(X, J1N) + 4g(X, J1ξ)g(Y, J1N)]

3∑
α=1

g(R(X, JαN)Y, Jαξ) =
3∑

α=1

{B(JαN,Y )C(X, Jαξ)−(2.107)

−B(X, Y )C(JαN, Jαξ) +
c

4
g(JαN,Y )g(X, Jαξ)}+

+
c

4
[g(X, Y ) + 2g(Y, J1N)g(X, J1ξ) + 4g(X, J1N)g(Y, J1ξ)]

În final, din (2.103)-(2.107), obţinem Ric (X, ξ) = 0, şi teorema este complet
demonstratǎ.
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3 Varietǎţi aproape paracuaternionice produs

În acest capitol sunt prezentate rezultatele obţinute de autor ı̂n studiul
produselor de varietǎţi paracuaternionice ([172], [173]).

Yano şi Kon ([183]) au arǎtat cǎ produsul a douǎ varietǎţi Kähler este tot o
varietate Kähler, iar Kang şi Nam ([106]) au studiat produsul a douǎ varietǎţi
aproape cuaternionice hermitiene. În prima secţiune a capitolului autorul in-
vestigheazǎ ce se ı̂ntâmplǎ ı̂n geometria paracuaternionicǎ.

În secţiunea a doua se defineşte noţiunea de varietate aproape paracuater-
nionicǎ produs şi se dǎ un exemplu de astfel de varietate.

În secţiunea a treia a capitolului, utilizând rezultatele obţinute anterior,
se construieşte tensorul de curburǎ al varietǎţii produs a douǎ forme spaţiale
paracuaternionice.

În secţiunea a patra sunt extinse rezultatele obţinute de Atceken ı̂n cazul
Kähler ([18]), fiind studiate subvarietǎţile F -invariante şi F -antiinvariante ale
unei varietǎţi paracuaternionice aproape produs.

3.1 Produse de varietǎţi paracuaternionice

O varietate diferenţiabilǎ M de dimensiune n se numeşte varietate aproape
produs dacǎ existǎ un tensor F de tip (1,1) pe M astfel ı̂ncât:

F 2 = Id.(3.1)

Dacǎ ı̂n plus varietatea aproape produs (M,F ) poate fi ı̂nzestratǎ cu o me-
trica semi-Riemann g astfel ı̂ncât:

g(FX, FY ) = g(X, Y ),(3.2)

pentru ∀X, Y ∈ Γ(TM), atunci (M,F, g) se numeşte varietate semi-Riemann
aproape produs.

Fie (M1, g1, σ1) o varietate aproape paracuaternionicǎ hermitianǎ. Atunci,
conform Definiţiilor 2.1.1 şi 2.1.3, rezultǎ cǎ ı̂n orice vecinǎtate de coordonate
U

(1)
i a lui M1 existǎ o bazǎ localǎ

{
J1

1 , J2
2 , J3

3

}
a lui σ1 astfel ı̂ncât:(

J (1)
α

)2

= −εα · Id,∀α = 1, 3,(3.3)

J
(1)
1 J

(1)
2 = −J

(1)
2 J

(1)
1 = −J

(1)
3(3.4)

şi
g1

(
J (1)

α X, J1
αY

)
= εαg1 (X, Y ) ,∀α = 1, 3,(3.5)

unde:
ε1 = 1, ε2 = ε3 = −1.
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Fie (M2, g2, σ2) o altǎ varietate aproape paracuaternionicǎ hermitianǎ. Atunci,
ı̂n orice vecinǎtate de coordonate U

(2)
i a lui M2 existǎ o bazǎ localǎ

{
J

(2)
1 , J

(2)
2 , J

(2)
3

}
a lui σ2 astfel ı̂ncât: (

J (2)
α

)2

= −εα · Id,∀α = 1, 3,(3.6)

J
(2)
1 J

(2)
2 = −J

(2)
2 J

(2)
1 = −J

(2)
3 ,(3.7)

şi
g2

(
J (2)

α X, J (2)
α Y

)
= εαg2 (X, Y ) ,∀α = 1, 3,(3.8)

unde:
ε1 = 1, ε2 = ε3 = −1.

Fie M = M1×M2 varietatea produs a varietǎţilor paracuaternionice Kähler
M1 şi M2. Definim o metricǎ semi-Riemann g pe M prin:

g(X, Y ) = g1 (Π1X, Π1Y ) + g2 (Π2X, Π2Y )(3.9)

pentru ∀X, Y ∈ Γ(TM), unde:

Π1 : Γ (TM) → Γ (TM1) ,Π2 : Γ (TM) → Γ (TM2)

sunt proiecţiile canonice.

Lema 3.1.1 ([172])
Varietatea produs a varietǎţilor paracuaternionice (M1, g1, σ1) şi (M2, g2, σ2)

este o varietate semi-Riemann aproape produs.

Demonstraţie: Considerǎm pe varietatea produs M = M1 ×M2 metrica semi-
Riemann definitǎ prin (3.9) şi fie:

F := Π1 −Π2.(3.10)

Deoarece avem:

Π2
1 = Π1,Π2

2 = Π2,Π1Π2 = Π2Π1 = 0(3.11)

obţinem din (3.10) şi (3.11):

F 2 = (Π1 −Π2) (Π1 −Π2) = Π1 −Π2 = F.(3.12)

Pe de altǎ parte, pentru ∀X, Y ∈ Γ(TM), avem:

g(FX, FY ) = g1 (Π1FX, Π1FY ) + g2 (Π2FX, Π2FY ) =

= g1 (Π1 (Π1 −Π2) X, Π1 (Π1 −Π2) Y )+g2 (Π2 (Π1 −Π2) X, Π2 (Π1 −Π2) Y ) =

= g1 (Π1X, Π1Y ) + g2 (Π2X, Π2Y ) = g(X, Y ).

Prin urmare, rezultǎ cǎ (M,F, g) este o varietate semi-Riemann aproape
produs.
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Propoziţia 3.1.2 ([172])
Varietatea produs M = M1 × M2 a douǎ varietǎţi paracuaternionice

(M1, g1, σ1) şi (M2, g2, σ2) admite o structurǎ naturalǎ de varietate aproape
paracuaternionicǎ hermitianǎ.

Demonstraţie: Definim trei endomorfisme ale lui TM prin:

JαX = J (1)
α Π1X + J (2)

α Π2X,∀α = 1, 3,(3.13)

şi considerǎm fibratul vectorial σ pe M generat de {J1, J2, J3} , unde
{

J
(1)
1 , J

(1)
2 , J

(1)
3

}
şi

{
J

(2)
1 , J

(2)
2 , J

(2)
3

}
sunt baze locale ale lui σ1, respectiv σ2.

Pe orice vecinǎtate de coordonate U1×U2 a lui M avem astfel o bazǎ localǎ
{J1, J2, J3} definitǎ prin (3.13).

Pentru ∀X ∈ Γ(TM) avem:

J2
αX = Jα

(
J (1)

α Π1X + J (2)
α Π2X

)
=

= J (1)
α Π1

(
J (1)

α Π1X + J (2)
α Π2X

)
+ J (2)

α Π2

(
J (1)

α Π1X + J (2)
α Π2X

)
=

= J (1)
α

(
J (1)

α Π1X
)

+ J (2)
α

(
J (2)

α Π2X
)

=

= −εαΠ1X − εαΠ2X = −εαX.

Pe de altǎ parte, avem:

J1J2X = J1

(
J

(1)
2 Π1X + J

(2)
2 Π2X

)
=

= J
(1)
1 Π1

(
J

(1)
2 Π1X + J

(2)
2 Π2X

)
+ J

(2)
1 Π2

(
J

(1)
2 Π1X + J

(2)
2 Π2X

)
=

= J
(1)
1

(
J

(1)
2 Π1X

)
+ J

(2)
1

(
J

(2)
2 Π2X

)
=

= −J
(1)
3 Π1X − J

(2)
3 Π2X = −J3X

şi similar:

J2J1X = J2

(
J

(1)
1 Π1X + J

(2)
1 Π2X

)
=

= J
(1)
2 Π1

(
J

(1)
1 Π1X + J

(2)
1 Π2X

)
+ J

(2)
2 Π2

(
J

(1)
1 Π1X + J

(2)
1 Π2X

)
=

= J
(1)
2

(
J

(1)
1 Π1X

)
+ J

(2)
2

(
J

(2)
1 Π2X

)
=

= J
(1)
3 Π1X + J

(2)
3 Π2X = J3X.

Prin urmare, rezultǎ cǎ sunt ı̂ndeplinite condiţiile din Definiţia 2.1.1, deci σ
este o structurǎ aproape paracuaternionicǎ pe M.
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Pe de altǎ parte, deoarece:

g(JαX, JαY ) = g1 (Π1JαX, Π1JαY ) + g2 (Π2JαX, Π2JαY ) =

= g1

(
J (1)

α Π1X, J (1)
α Π1Y

)
+ g2

(
J (2)

α Π2X, J (2)
α Π2Y

)
=

= εαg1 (Π1X, Π1Y ) + εαg2 (Π2X, Π2Y ) = εαg(X, Y ),

rezultǎ cǎ metrica g este adaptatǎ structurii paracuaternionice σ pe M.
În consecinţǎ, rezultǎ cǎ (M, g, σ) este o varietate aproape paracuaternionicǎ

hermitianǎ.

3.2 Produse de varietǎţi paracuaternionice Kähler

Fie (M1, g1, σ1) o varietate paracuaternionicǎ Kähler. Atunci, conform
Definiţiei 2.1.4, conexiunea Levi-Civita ∇(1) indusǎ de g1, satisface urmǎtoarele
condiţii: 

(
∇(1)

X J1

)
Y = −ω

(1)
3 (X) J

(1)
2 Y + ω

(1)
2 (X) J

(1)
3 Y(

∇(1)
X J2

)
Y = −ω

(1)
3 (X) J

(1)
1 Y + ω

(1)
1 (X) J

(1)
3 Y(

∇(1)
X J3

)
Y = ω

(1)
2 (X) J

(1)
1 Y − ω

(1)
1 (X) J

(1)
2 Y

,(3.14)

pentru orice X şi Y câmpuri vectoriale pe M1, unde ω
(1)
1 , ω

(1)
2 , ω

(1)
3 sunt 1-forme

locale definite pe U
(1)
i ,

{
J

(1)
1 , J

(1)
2 , J

(1)
3

}
este o bazǎ localǎ a lui σ1 pe U

(1)
i , iar

U
(1)
i este o vecinǎtate de coordonate a lui M1.

Fie (M2, g2, σ2) o altǎ varietate paracuaternionicǎ Kähler. Atunci ∇(2) ,
conexiunea Levi-Civita indusǎ de g2, satisface urmǎtoarele condiţii:

(
∇(2)

X J1

)
Y = −ω

(2)
3 (X) J

(2)
2 Y + ω

(2)
2 (X) J

(2)
3 Y(

∇(2)
X J2

)
Y = −ω

(2)
3 (X) J

(2)
1 Y + ω

(2)
1 (X) J

(2)
3 Y(

∇(2)
X J3

)
Y = ω

(2)
2 (X) J

(2)
1 Y − ω

(2)
1 (X) J

(2)
2 Y

,(3.15)

pentru orice X şi Y câmpuri vectoriale pe M2, unde ω
(2)
1 , ω

(2)
2 , ω

(2)
3 sunt 1-forme

locale definite pe U
(2)
i ,

{
J

(2)
1 , J

(2)
2 , J

(2)
3

}
este o bazǎ localǎ a lui σ2 pe U

(2)
i , iar

U
(2)
i este o vecinǎtate de coordonate a lui M2.

Fie M = M1×M2 varietatea produs a varietǎţilor paracuaternionice Kähler
M1 şi M2, g metrica semi-Riemann pe M definitǎ prin (3.9), F structura aproape
produs pe M definitǎ prin (3.10), {Jα}α=1,3 endomorfismele definite prin (3.13)
şi σ fibratul vectorial pe M generat de {Jα}α=1,3. Evident, conexiunea Levi-
Civita ∇ pe M este datǎ de:

∇XY = ∇(1)
Π1X (Π1Y ) +∇(2)

Π2X (Π2Y ) ,(3.16)
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pentru ∀X, Y ∈ Γ(TM).
Pe orice vecinǎtate de coordonate U1×U2 a lui M definim 1-formele locale:

ωα(X) = ω(1)
α (Π1X) + ω(2)

α (Π2X) ,∀α = 1, 3(3.17)

pentru ∀X ∈ Γ(TM).

Lema 3.2.1 ([172])
Fie M = M1 × M2 varietatea produs a douǎ varietǎţi paracuaternionice

Kähler (M1, g1, σ1) şi (M2, g2, σ2) ı̂nzestratǎ cu metrica semi-Riemann g definitǎ
prin (3.9). Atunci conexiunea Levi-Civita indusǎ de g satisface condiţiile: ∇XJ1 = 1

2 [−ω3 (X) J2 + ω2 (X) J3 − ω3 (FX) J2F + ω2 (FX) J3F ]
∇XJ2 = 1

2 [−ω3 (X) J1 + ω1 (X) J3 − ω3 (FX) J1F + ω1 (FX) J3F ]
∇XJ3 = 1

2 [ω2 (X) J1 − ω1 (X) J2 + ω2 (FX) J1F − ω1 (FX) J2F ]
,

(3.18)

pentru ∀X ∈ Γ(TM).

Demonstraţie: Pentru ∀X, Y ∈ Γ(TM) avem:

(∇XJ1) Y = ∇XJ1Y−J1∇XY =

= ∇(1)
Π1X (Π1J1Y ) +∇(2)

Π2X (Π2J1Y )

−J1∇(1)
Π1X (Π1Y )− J1∇(2)

Π2X (Π2Y )

= ∇(1)
Π1X

(
J

(1)
1 Π1Y

)
+∇(2)

Π2X

(
J2

1Π2Y
)

−J
(1)
1 ∇(1)

Π1X (Π1Y )− J
(2)
1 ∇(2)

Π2X (Π2Y )

=
(
∇(1)

Π1XJ
(1)
1

)
(Π1Y ) +

(
∇(2)

Π2XJ2
1

)
(Π2Y ) .

Având ı̂n vedere (3.14) şi (3.15), obţinem:

(∇XJ1) Y = −ω
(1)
3 (Π1X) J

(1)
2 (Π1Y ) + ω

(1)
2 (Π1X) J

(1)
3 (Π1Y )−

−ω
(2)
3 (Π2X) J

(2)
2 (Π2Y ) + ω

(2)
2 (Π2X) J

(2)
3 (Π2Y ) .(3.19)

Pe de altǎ parte, utilizând (3.17), gǎsim:

−ω3 (X) J2Y + ω2 (X) J3Y − ω3 (FX) J2FY + ω2 (FX) J3FY =

= 2[−ω
(1)
3 (Π1X) J

(1)
2 (Π1Y ) + ω

(1)
2 (Π1X) J

(1)
3 (Π1Y )

−ω
(2)
3 (Π2X) J

(2)
2 (Π2Y ) + ω

(2)
2 (Π2X) J

(2)
3 (Π2Y )](3.20)

Din (3.19) şi (3.20) deducem:

∇XJ1 =
1
2

[−ω3 (X) J2 + ω2 (X) J3 − ω3 (FX) J2F + ω2 (FX) J3F ]

şi ı̂n mod similar gǎsim şi celelalte douǎ identitǎţi din (3.18).
Lema este astfel complet demonstratǎ.
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Propoziţia 3.2.2 ([172])
Varietatea produs M = M1 ×M2 a douǎ varietǎţi paracuaternionice Kähler

(M1, g1, σ1) şi (M2, g2, σ2) admite o structurǎ de varietate aproape paracuater-
nionicǎ hermitianǎ non-Kähler.

Demonstraţie: Demonstraţia este evidentǎ din Propoziţia 3.1.2 şi Lema 3.2.1.
Acest rezultat se poate obţine şi direct, folosind definiţia echivalentǎ a va-

rietǎţilor paracuaternionice Kähler cu ajutorul grupului de olonomie ([66], [101],
[176]).

Observaţia 3.2.3
Având ı̂n vedere similitudinea cu cazul Kähler ([183]) şi cu cazul cuaternionic

([106]), rezultatele obţinute anterior conduc la necesitatea de a introduce şi
studia noi clase de varietǎţi diferenţiabile: varietǎţile aproape paracuaternionice
produs şi varietǎţile aproape paracuaternionice Kähler produs.

Definiţia 3.2.4 ([173])
Fie (M,F, g) o varietate semi-Riemann aproape produs. Presupunem cǎ

existǎ un fibrat vectorial 3-dimensional σ constând din tensori de tip (1,1) pe
M astfel ı̂ncât, ı̂n orice vecinǎtate de coordonate U a lui M existǎ o bazǎ localǎ
a lui σ formatǎ din {J1, J2, J3} astfel ı̂ncât:

J2
α = −εα · Id, ∀α = 1, 3(3.21)

J1J2 = −J2J1 = −J3,(3.22)

şi
g (JαX, JαY ) = εαg (X, Y ) ,∀α = 1, 3,(3.23)

unde:
ε1 = 1, ε2 = ε3 = −1.

Atunci (M,F, σ, g) se numeşte varietate aproape paracuaternionicǎ produs.
În plus, dacǎ existǎ 1-formele locale ω1, ω2, ω3 pe U astfel ı̂ncât ∇, conexi-

unea Levi Civita indusǎ de g pe M, satisface relaţiile: (∇XJ1) Y = k [−ω3 (X) J2Y + ω2 (X) J3Y − ω3 (FX) J2 (FY ) + ω2 (FX) J3 (FY )]
(∇XJ2) Y = k [−ω3 (X) J1Y + ω1 (X) J3Y − ω3 (FX) J1 (FY ) + ω1 (FX) J3 (FY )]
(∇XJ3) Y = k [ω2 (X) J1Y − ω1 (X) J2Y + ω2 (FX) J1 (FY )− ω1 (FX) J2 (FY )]

(3.24)
pentru ∀X, Y ∈ Γ(TM), unde k este o constantǎ realǎ, atunci (M,F, σ, g) se
numeşte varietate aproape paracuaternionicǎ Kähler produs.

Exemplul 3.2.5 ([173])
Din Lema 3.1.1 şi Propoziţia 3.1.2 deducem cǎ varietatea produs a douǎ va-

rietǎţi paracuaternionice (M1, g1, σ1) şi (M2, g2, σ2) admite o structurǎ naturalǎ
de varietate aproape paracuaternionicǎ produs.
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Exemplul 3.2.6 ([173])
Din Lema 3.2.1 rezultǎ cǎ ∇, conexiunea Levi Civita pe varietatea pro-

dus a varietǎţilor paracuaternionice Kähler (M1, g1, σ1) şi (M2, g2, σ2), satisface
condiţiile (3.24) pentru k = 1

2 , şi deci M = M1×M2 admite o structurǎ naturalǎ
de varietate aproape paracuaternionicǎ Kähler produs.

3.3 Tensorul de curburǎ pe varietatea produs a douǎ forme
spaţiale paracuaternionice

Fie M1(c1) şi M2(c2) douǎ forme spaţiale paracuaternionice. Atunci, din
(2.3) rezultǎ cǎ tensorii de curburǎ pe cele douǎ varietǎţi au expresiile:

R1 (X, Y ) Z = c1
4 {g1 (Z, Y ) X − g1 (X, Z) Y +

+
∑3

α=1 εα

[
g1

(
Z, J

(1)
α Y

)
J

(1)
α X − g1

(
Z, J

(1)
α X

)
J

(1)
α Y + 2g1

(
X, J

(1)
α Y

)
J

(1)
α Z

]}
(3.25)
pentru ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM1) şi

{
J

(1)
1 , J

(1)
2 , J

(1)
3

}
bazǎ localǎ a lui σ1, respectiv:

R2 (X, Y ) Z = c2
4 {g2 (Z, Y ) X − g2 (X, Z) Y +

+
∑3

α=1 εα

[
g2

(
Z, J

(2)
α Y

)
J

(2)
α X − g2

(
Z, J

(2)
α X

)
J

(2)
α Y + 2g2

(
X, J

(2)
α Y

)
J

(2)
α Z

]}
,

(3.26)
pentru ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM2) şi

{
J

(2)
1 , J

(2)
2 , J

(2)
3

}
bazǎ localǎ a lui σ2.

Propoziţia 3.3.1 [172]
Fie M varietatea aproape paracuaternionicǎ Kähler produs a douǎ forme

spaţiale paracuaternionice M1(c1) şi M2(c2). Atunci tensorul de curburǎ al lui
M este dat de:

R (X, Y )Z =
c1 + c2

16
{g(Z, Y )X − g(X, Z)Y + g(Z,FY )FX − g(X, FZ)FY

+
3∑

α=1

εα [g(Z, JαY )JαX − g(Z, JαX)JαY + 2g(X, JαY )JαZ

+ g(Z,FJαY )FJαX − g(Z,FJαX)FJαY + 2g(X, FJαY )FJαZ] }

+
c1 − c2

16
{g(Z,FY )X − g(X, FZ)Y + g(Z, Y )FX − g(X, Z)FY

+
3∑

α=1

εα [g(Z,FJαY )JαX − g(Z,FJαX)JαY + 2g(X, FJαY )JαZ

+ g(Z, JαY )FJαX − g(Z, JαX)FJαY + 2g(X, JαY )FJαZ] }(3.27)

pentru ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM), unde F este structura aproape produs pe M definitǎ
prin (3.10), iar {Jα}α=1,3 sunt definite prin (3.13).
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Demonstraţie: Prin calcul direct, obţinem cǎ tensorul de curburǎ pe M are
expresia:

R(X, Y )Z = R1(Π1X, Π1Y )Π1Z + R2(Π2X, Π2Y )Π2Z

=
c1

4
{g1(Π1Z,Π1Y )Π1X − g1(Π1X, Π1Z)Π1Y

+
3∑

α=1

εα[g1(Π1Z, J (1)
α Π1Y )J (1)

α Π1X − g1(Π1Z, J (1)
α Π1X)J (1)

α Π1Y

+2g1(Π1X, J (1)
α Π1Y )J (1)

α Π1Z]}+
c2

4
{g2(Π2Z,Π2Y )Π2X

−g2(Π2X, Π2Z)Π2Y +
3∑

α=1

εα[g2(Π2Z, J (2)
α Π2Y )J (2)

α Π2X

−g2(Π2Z, J (2)
α Π2X)J (2)

α Π2Y + 2g2(Π2X, J (2)
α Π2Y )J (2)

α Π2Z]}.(3.28)

Pe de altǎ parte obţinem:

c1 + c2

16
[g(Z, Y )X − g(X, Z)Y + g(Z,FY )FX − g(X, FZ)FY ] +

+
c1 − c2

16
[g(Z,FY )X − g(X, FZ)Y + g(Z, Y )FX − g(X, Z)FY ] =

=
c1

4
[g1 (Π1Z,Π1Y ) Π1X − g1 (Π1X, Π1Z)Π1Y ] +

+
c2

4
[g2 (Π2Z,Π2Y ) Π2X − g2 (Π2X, Π2Z) Π2Y ] ,(3.29)

c1 + c2

16

3∑
α=1

εα [g(Z, JαY )JαX + g(Z,FJαY )FJαX] +

+
c1 − c2

16

3∑
α=1

εα [g(Z,FJαY )JαX + g(Z, JαY )FJαX] =

=
c1

4

3∑
α=1

εαg1

(
Π1Z, J (1)

α Π1Y
)

J (1)
α Π1X +

+
c2

4

3∑
α=1

εαg2

(
Π2Z, J (2)

α Π2Y
)

J (2)
α Π2X,(3.30)

c1 + c2

16

3∑
α=1

εα [−g(Z, JαX)JαY − g(Z,FJαX)FJαY ] +

+
c1 − c2

16

3∑
α=1

εα [−g(Z,FJαX)JαY − g(Z, JαX)FJαY ] =
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= −c1

4

3∑
α=1

εαg1

(
Π1Z, J (1)

α Π1X
)

J (1)
α Π1Y −

−c2

4

3∑
α=1

εαg2

(
Π2Z, J (2)

α Π2X
)

J (2)
α Π2Y(3.31)

şi:

c1 + c2

16

3∑
α=1

εα [2g(X, JαY )JαZ + 2 g(X, FJαY )FJαZ] +

+
c1 − c2

16

3∑
α=1

εα [2g(X, FJαY )JαZ + 2g(X, JαY )FJαZ] =

=
c1

2

3∑
α=1

εαg1

(
Π1X, J (1)

α Π1Y
)

J (1)
α Π1Z +

+
c2

2

3∑
α=1

εαg2

(
Π2X, J (2)

α Π2Y
)

J (2)
α Π2Z(3.32)

Din (3.28)-(3.32) obţinem imediat relaţia (3.27) şi propoziţia este astfel com-
plet demonstratǎ.

Corolarul 3.3.2 ([172])
Fie M varietatea aproape paracuaternionicǎ Kähler produs a douǎ forme

spaţiale paracuaternionice M4n1
1 (c1) şi M4n2

2 (c2). Atunci tensorul Ricci pe M
este dat de:

Ric (X, Y ) =
c1 + c2

16

[
(4n + 16)g(X, Y ) + g(FX, Y )

4n∑
i=1

εig(FEi, Ei)

]
+

+
c1 − c2

16

[
(4n + 16)g(FX, Y ) + g(X, Y )

4n∑
i=1

εig(FEi, Ei)

]
(3.33)

pentru ∀X, Y ∈ Γ(TM), unde 4n = dim M , iar {Ei}i=1,4n este o bazǎ pseudo-
ortonormatǎ pentru Γ(TM), cu g(Ei, Ei) = εi ∈ {−1, 1}, ∀i = 1, 4n.

Demonstraţie: Demonstraţia este evidentǎ din Propoziţia 3.3.1 şi definiţia ten-
sorului Ricci pe o varietate semi-Riemann.

Corolarul 3.3.3 ([172])
Fie M varietatea aproape paracuaternionicǎ Kähler produs a douǎ forme

spaţiale paracuaternionice M1(c) şi M2(c).
Dacǎ dim M1 = dim M2, atunci M este spaţiu Einstein.
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Demonstraţie: Deoarece c1 = c2 = c, din (3.33) rezultǎ cǎ avem:

Ric (X, Y ) =
c

8

[
(4n + 16)g(X, Y ) + g(FX, Y )

4n∑
i=1

εig(FEi, Ei)

]
.(3.34)

Pe de altǎ parte, deoarece dim M1 = dim M2, rezultǎ cǎ avem:

4n∑
i=1

εig(FEi, Ei) = 0.(3.35)

Din (3.34) şi (3.35) rezultǎ cǎ avem:

Ric (X, Y ) =
c(n + 4)

2
g(X, Y ),(3.36)

deci M este spaţiu Einstein.

3.4 Subvarietǎţi F-invariante ı̂n varietǎţi aproape paracu-
aternionice produs

Definiţia 3.4.1 ([46])
Fie

(
M, g

)
o varietate semi-Riemann. O subvarietate (M, g) a lui M , cu

g = g|M , se numeşte de curburǎ invariantǎ, dacǎ:

R (X, Y ) Z ∈ Γ (TM) ,∀X, Y, Z ∈ Γ(TM).(3.37)

Definiţia 3.4.2 ([106])
Fie

(
M, F, g

)
o varietate semi-Riemann aproape produs. O subvarietate M

a lui M , cu g = g|M se numeşte:
i. F -invariantǎ dacǎ:

F (TpM) ⊂ TpM,∀p ∈ M.(3.38)

ii. F -antiinvariantǎ dacǎ:

F (TpM) ⊂ TpM
⊥,∀p ∈ M,(3.39)

unde TpM
⊥ este spaţiul normal al lui TpM ı̂n TpM , ∀p ∈ M .

Definiţia 3.4.3 ([173])
Fie

(
M, σ, g

)
o varietate aproape paracuaternionicǎ hermitianǎ. O subvari-

etate (M, g) a lui M , cu g = g|M , se numeşte subvarietate paracuaternionicǎ
dacǎ:

J (TpM) ⊂ TpM,∀J ∈ σp,∀p ∈ M.(3.40)
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Teorema 3.4.4 ([173])
Fie M varietatea aproape paracuaternionicǎ Kähler produs a douǎ forme

spaţiale paracuaternionice M1(c) şi M2(c), c 6= 0. Dacǎ M este o subvarietate
paracuaternionicǎ de curburǎ invariantǎ a lui M , atunci M este F-invariantǎ
sau F-antiinvariantǎ.

Demonstraţie: Din (3.27), deoarece c1 = c2 = c, rezultǎ cǎ tensorul de curburǎ
pe M este:

R(X, Y )Z =
c

8
{g(Z, Y )X − g(X, Z)Y + g(Z,FY )FX − g(X, FZ)FY

+
3∑

α=1

εα[g(Z, JαY )JαX − g(Z, JαX)JαY + 2g(X, JαY )JαZ(3.41)

+g(Z,FJαY )FJαX − g(Z,FJαX)FJαY + 2g(X, FJαY )FJαZ]}.

Cum M este o subvarietate paracuaternionicǎ de curburǎ invariantǎ a lui
M , din (3.41) rezultǎ cǎ avem:

g(Z,FY )FX − g(X, FZ)FY +
3∑

α=1

εα[g(Z,FJαY )FJαX

−g(Z,FJαX)FJαY + 2g(X, FJαY )FJαZ] ∈ TpM(3.42)

pentru ∀X, Y, Z ∈ TpM , ∀p ∈ M .
Luând Z = X ı̂n (3.42) obţinem:

g(X, FY )FX − g(X, FX)FY + 3[g(FX, J1Y )FJ1X

−g(FX, J2Y )FJ2X − g(FX, J3Y )FJ3X] ∈ TpM.(3.43)

Înlocuindu-l pe X cu J1X, J2X şi J3X ı̂n (3.43) obţinem:

g(J1X, FY )FJ1X − g(X, FX)FY + 3[−g(FX, Y )FX

−g(FX, J3Y )FJ3X − g(FX, J2Y )FJ2X] ∈ TpM,(3.44)

g(J2X, FY )FJ2X + g(X, FX)FY + 3[g(FX, J3Y )FJ3X

+g(FX, Y )FX − g(FX, J1Y )FJ1X] ∈ TpM(3.45)

şi:

g(J3X, FY )FJ3X + g(X, FX)FY + 3[g(FX, J2Y )FJ2X

−g(FX, J1Y )FJ1X + g(FX, Y )FX] ∈ TpM.(3.46)

Adunând relaţiile (3.44)-(3.46) obţinem:

g(X, FX)FY + 3g(FX, Y )FX − [7g(FX, J1Y )FJ1X

+g(FX, J2Y )FJ2X + g(FX, J3Y )FJ3X] ∈ TpM.(3.47)
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Din (3.44) şi (3.47) gǎsim:

g(X, FX)FY + 3g(FX, Y )FX − 5g(FX, J1Y )FJ1X ∈ TpM.(3.48)

Pe de altǎ parte, din (3.43) şi (3.44) gǎsim:

g(FX, Y )FX + g(FX, J1Y )FJ1X ∈ TpM.(3.49)

Din (3.48) şi (3.49) obţinem:

g(X, FX)FY + 8g(FX, Y )FX ∈ TpM.(3.50)

Luând Y = X ı̂n (3.50) obţinem:

g(X, FX)FX ∈ TpM.(3.51)

Din (3.51) rezultǎ cǎ FX ∈ TpM sau g(X, FX) = 0. Dacǎ g(X, FX) = 0,
atunci din (3.50) rezultǎ:

g(FX, Y )FX ∈ TpM,(3.52)

şi prin urmare FX ∈ TpM sau FX ∈ TpM
⊥.

În consecinţǎ, cum X a fost ales arbitrar, rezultǎ cǎ F (TpM) ⊂ TpM sau
F (TpM) ⊂ TpM

⊥, ∀p ∈ M şi teorema este astfel complet demonstratǎ.

Corolarul 3.4.5 ([173])
Fie M varietatea aproape paracuaternionicǎ Kähler produs a douǎ forme

spaţiale paracuaternionice M1(c) şi M2(c), c 6= 0. Dacǎ M este o subvarietate
total geodezicǎ a lui M , atunci M este F-invariantǎ sau F-antiinvariantǎ.

Demonstraţie: Deoarece M este o subvarietate total geodezicǎ a lui M , rezultǎ
cǎ M este de curburǎ invariantǎ şi atunci demonstraţia este evidentǎ din teorema
anterioarǎ.

Observaţia 3.4.6 ([173])
Fie

(
M = M1 ×M2, F, σ, g

)
o varietate aproape paracuaternionicǎ Kähler

produs şi o subvarietate (M, g) a lui M , cu g = g|M nedegeneratǎ. Pentru
∀X ∈ Γ(TM) avem descompunerea:

FX = fX + nX,(3.53)

unde fX este componenta tangentǎ a lui FX, iar nX este componenta normalǎ
a lui FX.

Similar, pentru ∀ξ ∈ Γ(TM⊥) avem descompunerea:

Fξ = tξ + sξ(3.54)
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unde tξ este componenta tangentǎ a lui FX, iar sξ este componenta normalǎ a
lui Fξ.

Din (3.53) şi (3.54) obţinem:

F 2X = f(fX) + n(fX) + t(nX) + s(nX).(3.55)

Din (3.1) şi (3.55), deducem:

f2X = X − s(nX).(3.56)

Pe de altǎ parte, pentru ∀X, Y ∈ Γ(TM), din (3.53) obţinem:

g(FX, FY ) = g(fX, fY ) + g(nX, nY )(3.57)

Din (3.2) şi (3.57) rezultǎ cǎ avem:

g(fX, fY ) = g(X, Y )− g(nX, nY ).(3.58)

Teorema 3.4.7 ([173])
Fie

(
M = M1 ×M2, F, σ, g

)
o varietate aproape paracuaternionicǎ Kähler

produs. Dacǎ M este o subvarietate nedegeneratǎ F-invariantǎ a lui M , atunci
M = M1 ×M2, unde M1 este o subvarietate a lui M1, M2 este o subvarietate
a lui M2, ambele fiind subvarietǎţi total geodezice ı̂n M .

Demonstraţie: Deoarece M este F -invariantǎ, rezultǎ cǎ:

nX = 0,∀X ∈ Γ(TM).(3.59)

Din (3.56), (3.57) şi (3.59) obţinem:

f2X = X(3.60)

şi respectiv:
g(fX, fY ) = g(X, Y )(3.61)

pentru ∀X, Y ∈ Γ(TM).
Aşadar (f, g) defineşte o structurǎ semi-Riemann aproape produs pe M şi

prin urmare distribuţia verticalǎ şi distribuţia orizontalǎ sunt date de:

T1 = {X ∈ Γ (TM) |fX = X }(3.62)

şi respectiv:
T2 = {X ∈ Γ (TM) |fX = −X } .(3.63)

Fie M1 şi M2 varietǎţile integrale corespunzǎtoare distribuţiilor verticalǎ şi
respectiv orizontalǎ.

Cum:
∇XfY = f∇XY(3.64)
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din (3.64) rezultǎ cǎ pentru ∀X1 ∈ T1 şi ∀Y ∈ Γ(TM) avem:

f∇Y X1 = ∇Y fX1 = ∇Y X1(3.65)

deci distribuţia T1 este paralelǎ.
Pe de altǎ parte, pentru ∀X1, Y1 ∈ T1 avem:

f [X1, Y1] = f∇X1Y1 − f∇Y1X1 = ∇X1fY1 −∇Y1fX1

= ∇X1Y1 −∇Y1X1 = [X1, Y1](3.66)

deci distribuţia T1 este involutivǎ.
Analog rezultǎ cǎ distribuţia T2 este paralelǎ şi involutivǎ.
Deoarece distribuţiile T1 şi T2 sunt ortogonale, avem:

g (∇X1Y1, Z2) = −g (Y1,∇X1Z2) = 0,(3.67)

deci M1 este o subvarietate total geodezicǎ a lui M . Analog rezultǎ cǎ şi M2

este o subvarietate total geodezicǎ a lui M .
Pe de altǎ parte, pentru ∀X1 ∈ T1 avem:

Π1X1 =
1
2
(Π1 + Π2 + Π1 −Π2)(X1)

=
1
2
(Id + F )(X1) = X1(3.68)

şi

Π2X1 =
1
2
[Π1 + Π2 − (Π1 −Π2)](X1)

=
1
2
(Id− F )(X1) = 0.(3.69)

Din (3.68) şi (3.69) rezultǎ cǎ M1 este o subvarietate a lui M1 şi similar
obţinem cǎ M2 este o subvarietate a lui M2.

În consecinţǎ, rezultǎ cǎ avem: M = M1 ×M2, unde M1 şi M2 sunt subva-
rietǎţile integrale corespunzǎtoare distribuţiilor verticalǎ şi respectiv orizontalǎ,
M1 fiind o subvarietate a lui M1 iar M2 o subvarietate a lui M2, ambele fiind
total geodezice ı̂n M.

Teorema 3.4.8 ([173])
Fie

(
M = M1 ×M2, F, σ, g

)
o varietate aproape paracuaternionicǎ Kähler

produs şi M o subvarietate paracuaternionicǎ nedegeneratǎ F-invariantǎ a lui
M . Atunci M = M1 ×M2, unde M1 şi M2 sunt subvarietǎţi paracuaternionice
ale lui M1 şi respectiv M2.

Demonstraţie:
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Din Teorema 3.4.7 rezultǎ cǎ dacǎ M este F -invariantǎ, atunci M este o
varietate semi-Riemann produs: M = M1 ×M2, unde M1 este o subvarietate a
lui M1, iar M2 este o subvarietate a lui M2.

Fie {J1, J2, J3} o bazǎ localǎ a lui σ, definitǎ prin (3.13) şi fie X ∈ TpM1.
Pentru ∀α = 1, 3 avem:

JαX = J (1)
α Π1X + J (2)

α Π2X = J (1)
α X ∈ TpM1

⋂
TpM = TpM1(3.70)

deci M1 este o subvarietate paracuaternionicǎ a lui M1. Analog rezultǎ cǎ M2

este o subvarietate paracuaternionicǎ a lui M2.
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4 Submersii Riemann ale hipersuprafeţelor ı̂n
varietǎţi complexe şi cuaternionice

În acest capitol sunt prezentate rezultatele obţinute de autor ı̂n studiul
submersiilor Riemann ([174], [175]). Mai exact, sunt extinse rezultatele obţinute
de Mangione ([118]) asupra submersiilor Riemann ale hipersferelor extrinseci
ale unei varietǎţi Einstein-Kähler ı̂n cazul unei varietǎţi Bochner-Kähler şi, de
asemenea, sunt completate rezultatele obţinute de Mangione ([119]) asupra QR-
hipersuprafeţelor unei varietǎţi cuaternionice şi QR-submersiilor, fiind definitǎ
o nouǎ clasǎ de submersii Riemann: QR 3-submersii.

În prima secţiune a capitolului sunt prezentate definiţiile şi proprietǎţile
fundamentale ale tensorului Bochner pe o varietate Kähler, ale hipersferelor
extrinseci ı̂n varietǎţi Kähler şi ale CR-submersiilor.

În secţiunea a doua se considerǎ o hipersferǎ extrinsecǎ M a unei varietǎţi
Kähler (M, J, g) şi π : M → M ′ o CR-submersie a lui M ı̂ntr-o varietate aproape
hermitianǎ (M ′, g′, J ′). Sunt prezentate mai ı̂ntâi proprietǎţile fundamentale ale
acestei submersii ([118]), iar apoi sunt gǎsite relaţii de legǎturǎ ı̂ntre tensorii
Ricci şi curburile scalare ale lui M şi M ′ ([174]).

În secţiunea a treia a capitolului sunt studiate submersiile Riemann ale
hipersferelor extrinseci ale unei varietǎţi Bochner-Kähler ([174]).

În secţiunea a patra sunt prezentate mai ı̂ntâi proprietǎţile QR-submersiilor
date de Mangione ([119]). În continuare se observǎ cǎ orice QR-hipersuprafaţǎ a
unei varietǎţi cuaternionice admite o 3-structurǎ de contact metricǎ, este definit
conceptul de QR 3-submersie şi sunt studiate aceste clase de submersii Riemann
([175]).

4.1 Tensorul Bochner pe o varietate Kähler şi CR-submersii

Fie (M2n, J) o varietate aproape complexǎ. O metricǎ hermitianǎ pe M este
o metricǎ riemannianǎ g-invariantǎ faţǎ de J, i.e:

g(JX, JY ) = g(X, Y ),

pentru ∀X, Y ∈ Γ(TM).
În plus, dacǎ ∇ - conexiunea Levi-Civita indusǎ de metrica g, satisface

condiţia:
(∇XJ) Y = 0,

pentru ∀X, Y ∈ Γ(TM), atunci (M2n, J, g) se numeşte varietate Kähler.
În anul 1949, Salomon Bochner ([37]) a introdus un analog complex al ten-

sorului de curburǎ Weyl pe o varietate Riemann. Astfel, dacǎ notǎm cu ρ
curbura scalarǎ, tensorul Bochner de tip (1,3) pe o varietate Kähler (M2n, J, g)
se defineşte prin:
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B(X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1
2n + 4

{g(Y, Z)QX − g(X, Z)QY

+g(QY,Z)X − g(QX,Z)Y + g(JY, Z)QJX − g(JX,Z)QJY

+g(QJY, Z)JX − g(QJX,Z)JY − 2g(JX,QY )JZ

−2g(JX, Y )QJZ}+
ρ

(2n + 2)(2n + 4)
{g(Y, Z)X − g(X, Z)Y

+g(JY, Z)JX − g(JX,Z)JY − 2g(JX, Y )JZ}.(4.1)

Dacǎ utilizǎm notaţia:

L(X, Y ) =
1

2n + 4
Ric(X, Y )− ρ

2(2n + 2)(2n + 4)
g(X, Y )(4.2)

obţinem urmǎtoarea expresie pentru tensorul de curburǎ Bochner de tip (0,4)
pe M (cf. [161]):

B(X, Y, Z,W ) = R(X, Y, Z,W )− L(Y, Z)g(X, W ) + L(X, Z)g(Y, W )
−L(X, W )g(Y, Z) + L(Y, W )g(X, Z)
−L(JY, Z)g(JX,W ) + L(JX,Z)g(JY,W )
−L(JX,W )g(JY, Z) + L(JY,W )g(JX,Z)
+2L(JX, Y )g(JZ, W ) + 2L(JZ, W )g(JX, Y ).(4.3)

Definiţia 4.1.1 ([24])
O subvarietate realǎ M, imersatǎ izometric ı̂ntr-o varietate Kähler (M

2n
, J, g)

se numeşte CR-subvarietate dacǎ existǎ pe M o distribuţie diferenţiabilǎ D ast-
fel ı̂ncât:

i. D este olomorfǎ, i.e:

JDp = Dp,∀p ∈ M.

ii. Distribuţia complementarǎ ortogonalǎ D⊥ este anti-invariantǎ, i.e:

JD⊥
p ⊂ T⊥

p M,∀p ∈ M,

unde T⊥
p M este spaţiul normal ı̂n punctul p ∈ M .

Definiţia 4.1.2 ([107])
Fie M o CR-subvarietate a unei varietǎţi Kähler (M

2n
, J, g) şi (M ′, J ′, g′) o

varietate aproape hermitianǎ. O submersie Riemann π : M → M ′ se numeşte
CR-submersie dacǎ sunt ı̂ndeplinite urmǎtoarele condiţii:

i. Kerπ∗ = D⊥;
ii. π∗ : Dp → Tπ(p)M

′ este o izometrie complexǎ pentru orice p ∈ M .
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Observaţia 4.1.3
Secţiunile lui D⊥ se numesc câmpuri vectoriale verticale, iar secţiunile lui D

se numesc câmpuri vectoriale orizontale.
Pentru orice submersie Riemann π : (M, g) → (M ′, g′) se pot defini douǎ

câmpuri tensoriale T şi A prin:

T (E,F ) = TEF = h∇vEvF + v∇vEhF(4.4)

şi respectiv:
A(E,F ) = AEF = v∇hEhF + h∇hEvF(4.5)

pentru ∀E,F ∈ Γ(TM), unde h şi v sunt proiecţiile pe D şi respectiv D⊥.
Un câmp vectorial orizontal X pe M se spune cǎ este bazic dacǎ este π-

corelat cu un câmp vectorial X ′ pe M ′. Este evident cǎ orice câmp vectorial
X ′ pe M ′ admite un unic lift orizontal X pe M, acesta fiind bazic.

Dacǎ X şi Y sunt câmpuri vectoriale bazice pe M, π-corelate cu X ′ şi res-
pectiv Y ′, atunci au loc urmǎtoarele proprietǎţi (a se vedea, de exemplu [32],
[61], [131]):

i. h[X, Y ] este un câmp vectorial bazic π-corelat cu [X ′, Y ′] ◦ π;
ii. h (∇XY ) este un câmp vectorial bazic π-corelat cu ∇′

X′Y ′, unde ∇ şi ∇′

sunt conexiunile Levi-Civita induse de g şi g′, pe M şi respectiv M ′;
iii. [X, U ] ∈ Γ(D⊥), ∀U ∈ Γ(D⊥).

Definiţia 4.1.4 ([108])
Fie M o subvarietate orientabilǎ a unei varietǎţi Riemnann (M, g). Se spune

cǎ M este o subvarietate total ombilicalǎ a lui M dacǎ α, forma a doua funda-
mentalǎ a lui M, satisface:

α(E,F ) = g(E,F )H(4.6)

pentru ∀E,F ∈ Γ(TM), unde H este cmpul vectorial curburǎ medie al lui M. În
plus, dacǎ H este nenul şi paralel ı̂n fibratul normal TM⊥, atunci M se numeşte
sferǎ extrinsecǎ.

Observaţia 4.1.5 ([118])
Dacǎ M este o hipersferǎ extrinsecǎ a unei varietǎţi Kähler (M

2n
, J, g),

atunci remarcǎm:
i. k = ‖H‖ este o funcţie constantǎ nenulǎ pe hipersfera extrinsecǎ M.
ii. Dacǎ N este un câmp vectorial unitar global şi normal la M, atunci ξ =

−JN este un câmp vectorial unitar global pe M şi ı̂n plus N = Jξ. Observǎm
cǎ dacǎ D este subspaţiul J -invariant maximal al spaţiului tangent TpM , pentru
∀p ∈ M , atunci M este o CR-subvarietate a lui M , astfel ı̂ncât:

TM = D ⊕D⊥

unde D⊥ este distribuţia anti-invariantǎ 1-dimensionalǎ, generatǎ de ξ. Mai
mult, D⊥ este integrabilǎ şi foile sale sunt total geodezice ı̂n M.
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4.2 CR-submersii ale hipersferelor extrinseci ı̂ntr-o vari-
etate Kähler

Observaţia 4.2.1 ([118])
Fie M o CR-subvarietate a unei varietǎţi Kähler (M

2n
, J, g), (M ′, J ′, g′) o

varietate aproape hermitianǎ şi π : M → M ′ o CR-submersie.
Cum (M

2n
, J, g) este o varietate Kähler, avem:

∇XJY = J∇XY,(4.7)

pentru orice câmpuri vectoriale bazice X şi Y pe M.
Pe de altǎ parte, avem:

∇XY = ∇XY + α(X, Y )
= h∇XY + v∇XY + hα(X, Y ) + vα(X, Y )(4.8)

unde v şi h sunt proiecţiile pe µ şi respectiv J(D⊥), µ fiind complementul
ortogonal al lui J(D⊥) ı̂n T⊥M .

Similar, gǎsim:

∇XJY = ∇XJY + α(X, JY )
= h∇XJY + v∇XJY + hα(X, JY ) + vα(X, JY ).(4.9)

Din (4.7), (4.8) şi (4.9) obţinem:

h∇XJY + v∇XJY + hα(X, JY ) + vα(X, JY ) =
= Jh∇XY + Jv∇XY + Jhα(X, Y ) + Jvα(X, Y )(4.10)

Identificând acum componentele din D ı̂n membrul stâng şi respectiv drept
al relaţiei (4.10) obţinem:

Jh∇XY = h∇XJY(4.11)

pentru orice câmpuri vectoriale bazice X şi Y pe M.

Teorema 4.2.2 ([118])
Fie M o CR-subvarietate a unei varietǎţi Kähler (M

2n
, J, g) şi π : M → M ′

o CR-submersie a lui M ı̂ntr-o varietate aproape hermitianǎ (M ′, J ′, g′). Atunci
M ′ este o varietate Kähler.

Demonstraţie: Demonstraţia este imediatǎ din (4.7) şi Observaţia 4.1.3.

Observaţia 4.2.3 ([118])
Fie M o hipersferǎ extrinsecǎ a unei varietǎţi Kähler (M

2n
, J, g) şi con-

siderǎm π : M → M ′ o CR-submersie de la M la o varietate aproape hermitianǎ
(M ′, J ′, g′). Atunci, din ecuaţia Gauss şi (4.6) avem:
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R(X, Y, Z,W ) = R(X, Y, Z,W ) + k2 {g(X, Z)g(Y,W )− g(X, W )g(Y, Z)}
(4.12)

pentru orice câmpuri vectoriale orizontale X, Y, Z,W pe M, unde R şi R sunt
tensorii de curburǎ pe M şi respectiv M .

Pe de altǎ parte, deoarece AXY = v∇XY este un câmp vectorial vertical,
avem:

AXY = g (AXY, ξ) ξ

de unde deducem:

AXY = g
(
∇̄XY, ξ

)
ξ = g

(
∇̄XJY,N

)
ξ

= g (α(X, JY ), N) ξ = kg(X, JY )ξ.(4.13)

Prin urmare, avem:

g(AXY, AZW ) = g(AXY, ξ)g(AZW, ξ) = k2g(X, JY )g(Z, JW ).(4.14)

În consecinţǎ, din (4.14) şi ecuaţia Gray-O’Neill ([32], [61], [131]):

R(X, Y, Z,W ) = R′(X ′, Y ′, Z ′,W ′)− 2g(AXY, AZW )
+g(AY Z,AXW )− g(AXZ,AY W )(4.15)

obţinem:

R(X, Y, Z,W ) = R′(X ′, Y ′, Z ′,W ′)− k2{2g(X, JY )g(Z, JW )
−g(Y, JZ)g(X, JW ) + g(X, JZ)g(Y, JW )}.(4.16)

Din (4.12) şi (4.16) rezultǎ cǎ avem:

R(X, Y, Z,W ) = R′(X ′, Y ′, Z ′,W ′)− k2{2g(X, JY )g(Z, JW )
−g(Y, JZ)g(X, JW ) + g(X, JZ)g(Y, JW )
−g(X, Z)g(Y, W ) + g(X, W )g(Y,Z)}(4.17)

pentru orice câmpuri vectoriale orizontale X, Y, Z,W pe M.

Observaţia 4.2.4 ([174])
Fie π : M → M ′ o CR-submersie de la M, o hipersferǎ extrinsecǎ a unei

varietǎţi Kähler (M
2n

, J, g), la o varietate aproape hermitianǎ (M ′, J ′, g′).
Considerǎm un reper local ortonormat {e1, ..., en−1, Je1, ..., Jen−1} pentru

distribuţia orizontalǎ D, format din câmpuri vectoriale bazice. Atunci{
e′1, ..., e

′
n−1, J

′e′1, ..., J
′e′n−1

}
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este de asemenea un reper local ortonormat pe TM ′.
În plus, dacǎ D⊥ este generatǎ de câmpul vectorial unitar ξ, atunci

{e1, ..., en−1, Je1, ..., Jen−1, ξ}

este un reper local ortonormat pentru TM , iar

{e1, ..., en−1, Je1, ..., Jen−1, ξ, Jξ}

este un reper local ortonormat pentru TM .

Propoziţia 4.2.5 ([174])
Fie π : M → M ′ o CR-submersie de la M, o hipersferǎ extrinsecǎ a unei va-

rietǎţi Kähler (M
2n

, J, g), la o varietate aproape hermitianǎ (M ′, J ′, g′). Atunci
tensorii Ricci ai lui M şi respectiv M ′ sunt legaţi prin formula:

Ric(X, Y ) = Ric′(X ′, Y ′) + 2(n− 3)k2g′(X ′, Y ′)(4.18)

pentru orice câmpuri vectoriale orizontale X, Y pe M.

Demonstraţie: Avem:

Ric(X, Y ) =
n−1∑
i=1

[R(X, ei, Y, ei) + R(X, Jei, Y, Jei)]

+R(X, ξ, Y, ξ) + R(X, Jξ, Y, Jξ).(4.19)

Dar, deoarece R(X, ξ, Y, ξ) = 0 şi R(X, Jξ, Y, Jξ) = 0, pentru orice câmpuri
vectoriale orizontale X,Y pe M (cf. [118]), din (4.17) şi (4.19) obţinem:

Ric(X, Y ) = Ric′(X ′, Y ′) + 2k2(n− 1)g′(Y ′, Z ′)

−4k2
n−1∑
i=1

[g′(X ′, e′i)g
′(Y ′, e′i) + g′(X ′, J ′e′i)g

′(Y ′, J ′e′i)].(4.20)

Pe de altǎ parte, avem:

n−1∑
i=1

[g′(X ′, e′i)g
′(Y ′, e′i) + g′(X ′, J ′e′i)g

′(Y ′, J ′e′i)] =

= g′(X ′,
n−1∑
i=1

[g′(Y ′, e′i)e
′
i + g′(Y ′, J ′e′i)J

′e′i]) = g′(X ′, Y ′)(4.21)

Din (4.20) şi (4.21) obţinem imediat (4.18).
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Propoziţia 4.2.6 ([174])
Fie π : M → M ′ o CR-submersie de la M, o hipersferǎ extrinsecǎ a unei va-

rietǎţi Kähler (M
2n

, J, g), la o varietate aproape hermitianǎ (M ′, J ′, g′). Atunci
curburile scalare ρ şi ρ′, ale lui M şi respectiv M ′, sunt legate prin formula:

ρ = ρ′ + 4(n− 3)(n− 1)k2 + 2HM (ξ)(4.22)

pentru orice câmpuri vectoriale orizontale X, Y pe M, unde:

HM̄ (ξ) = R̄(ξ, Jξ, ξ, Jξ).

Demonstraţie: Avem:

ρ =
n−1∑
i=1

[Ric(ei, ei) + Ric(Jei, Jei)] + Ric(ξ, ξ) + Ric(Jξ, Jξ).(4.23)

Utilizând Propoziţia 4.2.5, obţinem:

Ric(ei, ei) = Ric′(e′i, e
′
i) + 2k2(n− 3)(4.24)

şi respectiv
Ric(Jei, Jei) = Ric′(J ′e′i, J

′e′i) + 2k2(n− 3).(4.25)

Pe de altǎ parte, deoarece avem:

Ric(ξ, ξ) =
n−1∑
i=1

[R(ξ, ei, ξ, ei) + R(ξ, Jei, ξ, Jei)]

+R(ξ, ξ, ξ, ξ) + R(ξ, Jξ, ξ, Jξ)

deducem:
Ric(ξ, ξ) = R(ξ, Jξ, ξ, Jξ) = HM (ξ)(4.26)

şi similar gǎsim:

Ric(Jξ, Jξ) = R(Jξ, ξ, Jξ, ξ) = HM (ξ).(4.27)

Din (4.23)-(4.27) rezultǎ imediat (4.22).

Exemplul 4.2.7 ([118])
Fie S2n+1 hipersfera standard ı̂n Cn+1. Atunci S2n+1 este o hipersferǎ

extrinsecǎ ı̂n varietatea Kähler Cn+1 şi fibrarea Hopf π : Sn+1 → Pn(C),
echipatǎ cu metricile canonice, ne furnizeazǎ o CR-submersie.
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4.3 CR-submersii ale hipersferelor extrinseci ı̂ntr-o vari-
etate Bochner-Kähler

Fie (M
2n

, J, ḡ) o varietate Kähler. Dacǎ tensorul Bochner B pe M este
identic nul, atunci se spune cǎ (M

2n
, J, g) este o varietate Bochner-Kähler.

Din (4.3) deducem cǎ tensorul de curburǎ R al unei varietǎţi Bochner-Kähler
(M

2n
, J, ḡ) este dat prin:

R(X, Y, Z,W ) = L(Y, Z)g(X, W )− L(X, Z)g(Y, W ) + L(X, W )g(Y,Z)
−L(Y,W )g(X, Z) + L(JY, Z)g(JX,W )− L(JX,Z)g(JY,W )
+L(JX,W )g(JY, Z)− L(JY,W )g(JX,Z)
−2L(JX, Y )g(JZ, W )− 2L(JZ, W )g(JX, Y ).(4.28)

Propoziţia 4.3.1 ([174])
Fie π : M → M ′ o CR-submersie de la M, o hipersferǎ extrinsecǎ a unei va-

rietǎţi Kähler (M
2n

, J, g), la o varietate aproape hermitianǎ (M ′, J ′, g′). Atunci
tensorii Bochner B şi B′, ai lui M şi respectiv M ′, sunt legaţi prin formula:

B(X, Y, Z,W ) = B′(X ′, Y ′, Z ′,W ′) + (2θ − k2)[g′(X ′, Z ′)g′(Y ′,W ′)
−g′(X ′,W ′)g′(Y ′, Z ′) + g′(X ′, JZ ′)g′(Y ′, J ′W ′)
−g′(X ′, J ′W ′)g′(Y ′, J ′Z ′) + 2g′(X ′, JY ′)g′(Z ′, J ′W ′)](4.29)

pentru orice câmpuri vectoriale orizontale X, Y, Z,W pe M, unde:

θ =
ρ′ − 2nHM (ξ) + 4n(n2 − 9)k2

2n(2n + 2)(2n + 4)
.

Demonstraţie: Din (4.2) avem:

L(X, Y ) =
1

2n + 4
Ric(X, Y )− ρ

2(2n + 2)(2n + 4)
g(X, Y ).(4.30)

Introducând (4.18) şi (4.22) ı̂n (4.30) obţinem:

L(X, Y ) =
1

2n + 4
Ric′(X ′, Y ′)− ρ′ + 2HM (ξ)− 4k2(n2 − 9)

2(2n + 2)(2n + 4)
g′(X ′, Y ′)

(4.31)

pentru orice câmpuri vectoriale orizontale X şi Y pe M.
Din (4.31) obţinem imediat:

L(X, Y ) =
2n + 2
2n + 4

L′(X ′, Y ′) + θg′(X ′, Y ′)(4.32)

pentru orice câmpuri vectoriale orizontale X şi Y pe M.
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Pe de altǎ parte, din (4.3) avem cǎ tensorul Bochner de tip (0,4) pe (M
2n

, J, g)
este:

B(X, Y, Z,W ) = R(X, Y, Z,W )− L(Y,Z)g(X, W ) + L(X, Z)g(Y, W )
−L(X, W )g(Y,Z) + L(Y,W )g(X, Z)− L(JY, Z)g(JX,W )
+L(JX,Z)g(JY,W )− L(JX,W )g(JY, Z) + L(JY,W )g(JX,Z)
+2L(JX, Y )g(JZ, W ) + 2L(JZ, W )g(JX, Y ).(4.33)

Înlocuind acum (4.32) ı̂n (4.33) obţinem (4.29).

Corolarul 4.3.2 ([174])
Fie π : M → M ′ o CR-submersie de la M, o hipersferǎ extrinsecǎ a unei va-

rietǎţi Bochner-Kähler (M
2n

, J, g), la o varietate aproape hermitianǎ (M ′, J ′, g′).
Atunci tensorul Bochner pe M ′ este dat prin:

B′(X ′, Y ′, Z ′,W ′) = (k2 − 2θ)[g′(X ′, Z ′)g′(Y ′,W ′)
−g′(X ′,W ′)g′(Y ′, Z ′) + g′(X ′, JZ ′)g′(Y ′, J ′W ′)
−g′(X ′, J ′W ′)g′(Y ′, J ′Z ′) + 2g′(X ′, JY ′)g′(Z ′, J ′W ′)](4.34)

pentru ∀X ′, Y ′, Z ′,W ′ ∈ Γ(TM ′).

Demonstraţie: Cum varietatea (M
2n

, J, g) este Bochner-Kähler, avem cǎ B = 0
şi atunci (4.34) rezultǎ imediat din (4.29).

Corolarul 4.3.3 ([174])
Fie π : M → M ′ o CR-submersie de la M, o hipersferǎ extrinsecǎ a unei va-

rietǎţi Bochner-Kähler (M
2n

, J, g), la o varietate aproape hermitianǎ (M ′, J ′, g′).
Dacǎ are loc egalitatea k2 = 2η, atunci (M ′, J ′, g′) este o varietate Bochner-
Kähler.

Demonstraţie: Din Teorema 4.2.2 avem cǎ (M ′, J ′, g′) este o varietate Kähler,
iar din (4.34) şi condiţia k2 = 2θ deducem cǎ:

B′(X ′, Y ′, Z ′,W ′) = 0,∀X ′, Y ′, Z ′,W ′ ∈ Γ(TM ′),

şi ı̂n consecinţǎ (M ′, J ′, g′) este o varietate Bochner-Kähler.

4.4 QR-submersii ale hipersuprafeţelor orientabile ı̂n va-
rietǎţi cuaternionice Kähler

Definiţia 4.4.1 ([25])
Fie (M, σ, g) o varietate cuaternionicǎ Kähler şi M o subvarietate realǎ a

lui M . Se spune cǎ M este o QR-subvarietate a lui M dacǎ existǎ un subfibrat
vectorial D ı̂n fibratul normal satisfǎcând urmǎtoarele condiţii :

i. JαDp = Dp, ∀p ∈ M , ∀α = 1, 3;
ii. JαD⊥

p ⊂ TpM , ∀p ∈ M , ∀α = 1, 3, unde D⊥ este fibratul complementar
ortogonal al lui D ı̂n TM⊥.
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Observaţia 4.4.2
Fie M o hipersuprafaţǎ orientabilǎ a varietǎţii cuaternionice Kähler (M, σ, g)

şi ξ un câmp vectorial unitar normal la M. Dacǎ luǎm D = {0}, atunci D⊥ =
TM⊥ şi sunt verificate ı̂n mod evident condiţiile i. şi ii. din definiţia anterioarǎ.
Aşadar, orice hipersuprafaţǎ orientabilǎ a unei varietǎţi cuaternionice Kähler
este o QR-hipersuprafaţǎ.

Fie U şi U
′
douǎ vecinǎtǎţi de coordonate ale lui M, cu U

⋂
U
′ 6= Φ. Atunci,

pe U :
ξα := −Jαξ,∀α = 1, 3

definesc câmpuri vectoriale tangente la M, şi similar, pe U
′
:

ξ′α := −J ′αξ, ∀α = 1, 3,

definesc câmpuri vectoriale tangente la M.
În plus, pe U

⋂
U
′
avem:

ξ′α :=
3∑

β=1

cαβξβ ,∀α = 1, 3,

iar C = (cαβ)α,β=1,3 ∈ SO(3).
În consecinţǎ, se obţine o distribuţie V pe M care este local generatǎ de

{ξα}α=1,3. Fie H distribuţia ortogonalǎ complementarǎ a lui V ı̂n raport cu
g = g|M , pe M. Observǎm cǎ pentru ∀p ∈ M , Hp este Jα-invariantǎ, ∀α = 1, 3.
Într-adevǎr, pentru ∀X orizontal, avem:

g(J1X, ξ1) = g(J1X,−J1ξ) = −g (X, ξ) = 0,

g(J1X, ξ2) = g(J1X,−J2ξ) = g (X, J3ξ) = −g (X, ξ3) = 0,

g(J1X, ξ3) = g(J1X,−J3ξ) = g (X, J2ξ) = g (X, ξ2) = 0,

g(J1X, ξ) = −g(X, J1ξ) = g (X, ξ1) = 0,

deci J1Hp ⊂ Hp, ∀p ∈ M , şi similar obţinem J2Hp ⊂ Hp şi J3Hp ⊂ Hp, ∀p ∈ M .

Definiţia 4.4.3 ([26])
O QR-hipersuprafaţǎ M a unei varietǎţi cuaternionice Kähler (M, σ, g) se

numeşte mixt geodezicǎ dacǎ forma a doua fundamentalǎ α a subvarietǎţii sa-
tisface condiţia:

α(U,X) = 0,

pentru ∀U ∈ Γ(V), ∀X ∈ Γ(H).
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Exemplul 4.4.4
Orice QR-hipersuprafaţǎ total ombilicalǎ M a unei varietǎţi cuaternionice

Kähler (M, σ, g) este mixt geodezicǎ, deoarece, pentru ∀U ∈ Γ(V), ∀X ∈ Γ(H)
avem:

α(U,X) = g(U,X)H = 0,

deci M este o QR-hipersuprafaţǎ mixt geodezicǎ.
În particular, S4n+3 este o QR-hipersuprafaţǎ mixt geodezicǎ ı̂n R4n+4.

Observaţia 4.4.5
A. Bejancu ([25]) a studiat integrabilitatea distribuţiilor V şi H. El a arǎtat

cǎ V este integrabilǎ ⇔ M este mixt geodezicǎ.

Definiţia 4.4.6 ([119])
Fie M o QR-hipersuprafaţǎ mixt geodezicǎ a unei varietǎţi cuaternionice

Kähler (M, σ, g) şi (M ′, σ′, g′) o varietate aproape cuaternionicǎ hermitianǎ.
O submersie Riemann π : M → M ′ se numeşte QR-submersie dacǎ sunt

ı̂ndeplinite urmǎtoarele condiţii:
i. Kerπ∗ = V;
ii. π∗ : Hp → Tπ(p)M

′ este o izometrie complexǎ ı̂n orice punct p ∈ M .

Teorema 4.4.7 ([119])
Fie M o QR-hipersuprafaţǎ mixt geodezicǎ a unei varietǎţi cuaternionice

Kähler (M, σ, g) şi (M ′, σ′, g′) o varietate aprope cuaternionicǎ hermitianǎ.
Dacǎ π : M → M ′ este o QR-submersie atunci (M ′, σ′, g′) este o varietate
cuaternionicǎ Kähler.

Demonstraţie: Demonstraţia se obţine imediat folosind definiţia varietǎţii cua-
ternionice Kähler şi faptul cǎ π∗ este o izometrie complexǎ.

Definiţia 4.4.8 ([111])
Fie M o varietate diferenţiabilǎ şi 3 structuri aproape de contact pe M :

(φα, ξα, ηα), α = 1, 3, astfel ı̂ncât sunt satisfǎcute condiţiile:
i. ηα (ξβ) = 0, pentru ∀α 6= β;
ii. φα (ξβ) = −φβ(ξα) = ξγ , pentru orice permutare ciclicǎ (α, β, γ) a lui

(1, 2, 3);
iii. ηα ◦ φβ = −ηβ ◦ φα = ηγ , pentru orice permutare ciclicǎ (α, β, γ) a lui

(1, 2, 3);
iv. φα ◦ φβ − ηβ ⊗ ξα = −φβ ◦ φα + ηα ⊗ ξβ = φγ , pentru orice permutare

ciclicǎ (α, β, γ) a lui (1, 2, 3).
Atunci se spune cǎ M admite o 3-structurǎ aproape de contact.

Definiţia 4.4.9 ([111])
Fie (M, g) o varietate Riemann ı̂nzestratǎ cu o 3-structurǎ aproape de con-

tact (φα, ξα, ηα), α = 1, 3, astfel ı̂ncât sunt ı̂ndeplinite condiţiile:
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i. ηα(X) = g (X, ξα), ∀X ∈ Γ(TM), ∀α = 1, 3.
ii. g(φαX, φαY ) = g (X, Y )− ηα(X)ηα(Y ), ∀X, Y ∈ Γ(TM), ∀α = 1, 3.
Atunci se spune cǎ M admite o 3-structurǎ aproape de contact metricǎ.

Definiţia 4.4.10 ([34], [111])
O 3-structurǎ aproape de contact metricǎ (φα, ξα, ηα), α = 1, 3, se numeşte:
i. 3-cosimplecticǎ dacǎ:

(∇Xφα) (Y ) = 0, (∇Xηα) (Y ) = 0,∀α = 1, 3.(4.35)

ii. 3-Sasaki dacǎ:

(∇Xφα) (Y ) = ηα(Y )X − g(X, Y )ξα,∀α = 1, 3.(4.36)

Observaţia 4.4.11 ([175])
Fie M o hipersuprafaţǎ orientabilǎ a varietǎţii cuaternionice Kähler (M, σ, g),

V distribuţia pe M care este local generatǎ de {ξα}α=1,3 şi H distribuţia ortog-
onalǎ complementarǎ a lui V ı̂n raport cu g = g|M , pe M.

Fie S : TM → H proiecţia canonicǎ. Atunci pentru ∀X ∈ Γ(TM) avem:

X = SX +
3∑

α=1

ηα(X)ξα,(4.37)

unde:
ηα(X) = g (X, ξα) .(4.38)

Din (4.37) obţinem:

JβX = JβSX +
3∑

α=1

ηα(X)Jβξα,∀β = 1, 3.(4.39)

Din (4.39) deducem cǎ avem:

J1X = J1SX + η1(X)ξ + η2(X)ξ3 − η3(X)ξ2.(4.40)

Aşadar componenta tangenta a lui J1X este:

φ1X = J1SX + η2(X)ξ3 − η3(X)ξ2.(4.41)

iar componenta normalǎ a lui J1X este:

F1X = η1(X)ξ.(4.42)

Aşadar, pentru ∀X ∈ Γ(TM) avem:

J1X = φ1X + F1X.(4.43)
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Similar obţinem:

J2X = φ2X + F2X, J3X = φ3X + F3X(4.44)

unde

φ2X = J2SX − η1(X)ξ3 + η3(X)ξ1, φ3X = J3SX + η1(X)ξ2 − η2(X)ξ1

(4.45)

şi respectiv:
F2X = η2(X)ξ, F3X = η3(X)ξ.(4.46)

Remarcǎm acum cǎ (φα, ξα, ηα), ∀α = 1, 3, sunt structuri aproape de contact
pe M, deoarece avem:

φ2
αX = −X + ηα (X) ξα, ηα ◦ φα = 0, ηα (ξα) = 1.(4.47)

Pe de altǎ parte, pentru ∀α 6= β avem:

ηα (ξβ) = g (ξβ , ξα) = 0.(4.48)

În plus, pentru orice permutare ciclicǎ (α, β, γ) a lui (1, 2, 3) avem:

φα (ξβ) = Jα (ξβ)− Fα (ξβ) = −Jα (Jβξ) = −Jγξ = ξγ

şi respectiv:

φβ (ξα) = Jβ (ξα)− Fβ (ξα) = −Jβ (Jαξ) = Jγξ = −ξγ

de unde deducem:
φα (ξβ) = −φβ(ξα) = ξγ .(4.49)

Pe de altǎ parte, avem:

(ηα ◦ φβ) (X) = ηα (φβX) = g (φβX, ξα) = g (JβX, ξα) =

= −g (X, Jβξα) = g (X, JβJαξ) = −g (X, Jγξ) = g (X, ξγ) = ηγ(X)

şi respectiv:

(ηβ ◦ φα) (X) = ηβ (φαX) = g (φαX, ξβ) = g (JαX, ξβ) =

= −g (X, Jαξβ) = g (X, JαJβξ) = g (X, Jγξ) = −g (X, ξγ) = −ηγ(X)

de unde deducem:
ηα ◦ φβ = −ηβ ◦ φα = ηγ .(4.50)

Observǎm de asemenea cǎ avem:

φα (φβX)− ηβ(X)ξα = Jα (φβX)− Fα (φβX)− ηβ(X)ξα =
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= Jα (JβX − FβX)− ηα (φβX) ξ − ηβ (X) ξα =

= JγX − Jα (ηβ (X) ξ)− ηγ (X) ξ − ηβ (X) ξα =

= JγX − ηγ (X) ξ = JγX − FγX = φγ (X)

şi respectiv:

φβ (φαX)− ηα(X)ξβ = Jβ (φαX)− Fβ (φαX)− ηα(X)ξβ =

= Jβ (JαX − FαX)− ηβ (φαX) ξ − ηα (X) ξβ =

= −JγX − Jβ (ηα (X) ξ) + ηγ (X) ξ − ηα (X) ξβ =

= −JγX + ηγ (X) ξ = −JγX + FγX = −φγ (X)

de unde deducem:

φα ◦ φβ − ηβ ⊗ ξα = −φβ ◦ φα + ηα ⊗ ξβ = φγ .(4.51)

Prin urmare, din (4.43)-(4.51), deducem cǎ orice QR-hipersuprafaţǎ a unei
varietǎţi cuaternionice Kähler admite o 3-structurǎ aproape de contact.

Pe de altǎ parte, avem:

g(φαX, φαY ) = g(JαX − FαX, JαY − FαY ) =

= g(JαX, JαY )− g(JαX, FαY )− g(FαX, JαY ) + g(FαX, FαY ) =

= g(X, Y )− g(JαX, ηα(Y )ξ)− g(ηα(X)ξ, JαY ) + ηα(X)ηα(Y )g(ξ, ξ) =

= g(X, Y )− ηα(Y )g(JαX, ξ)− ηα(X)g(ξ, JαY ) + ηα(X)ηα(Y ) =

= g(X, Y ) + ηα(Y )g(X, Jαξ) + ηα(X)g(Jαξ, Y ) + ηα(X)ηα(Y ) =

= g(X, Y )− ηα(Y )g(X, ξα) + ηα(X)g(ξα, Y ) + ηα(X)ηα(Y ) =

= g(X, Y )−ηα(Y )ηα(X)−ηα(X)ηα(Y )+ηα(Y )ηα(Y ) = g(X, Y )−ηα(Y )ηα(X).

Aşadar:
g(φαX, φαY ) = g (X, Y )− ηα(X)ηα(Y ).(4.52)

Prin urmare rezultǎ cǎ orice QR-hipersuprafaţǎ a unei varietǎţi cuaternionice
Kähler admite o 3-structurǎ aproape de contact metricǎ.

Definiţia 4.4.12 ([175])
Fie M o QR-hipersuprafaţǎ mixt geodezicǎ a unei varietǎţi cuaternionice

Kähler (M, σ, g) şi fie (M ′, σ′, g′) o varietate aproape cuaternionicǎ hermitianǎ.
O submersie Riemann π : M → M ′ se numeşte QR 3-submersie dacǎ sunt
ı̂ndeplinite urmǎtoarele condiţii:

i. Kerπ∗ = V;
ii. Pentru orice punct p ∈ M , existǎ o bazǎ localǎ {Jα}α=1,3 a lui σ astfel

ı̂ncât:
π∗ ◦ φα = J ′α ◦ π∗,∀α = 1, 3.
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Propoziţia 4.4.13 ([175])
Fie M o QR-hipersuprafaţǎ mixt geodezicǎ a unei varietǎţi cuaternionice

Kähler (M, σ, g) şi fie (M ′, σ′, g′) o varietate aproape cuaternionicǎ hermitianǎ.
Dacǎ π : M → M ′ este o QR 3-submersie, atunci distribuţiile V şi H sunt
invariante prin φα, ∀α = 1, 3.

Demonstraţie: Fie V ∈ Γ(V) . Atunci avem:

π∗φαV = J ′απ∗V = 0,

deci φα (V ) ∈ V.
Pe de altǎ parte, având ı̂n vedere definiţia lui φα, avem pentru ∀X ∈ Γ(H):

g (φαX, V ) = g (JαX, V ) = −g(X, JαV ) = 0,

deci φα (X) ∈ H.

Teorema 4.4.14 ([175])
Fie M o QR-hipersuprafaţǎ mixt geodezicǎ a unei varietǎţi cuaternionice

Kähler (M, σ, g) şi fie (M ′, σ′, g′) o varietate aproape cuaternionicǎ hermitianǎ.
Dacǎ π : M → M ′ este o QR 3-submersie, iar M este 3-cosimplecticǎ, atunci
M ′ este local hiper-Kähler.

Demonstraţie: Pentru orice câmpuri vectoriale bazice X şi Y pe M, π-corelate
cu X ′ şi Y ′ pe M ′, ţinând cont de (4.35), avem:

∇XφαY − φα∇XY = 0,∀α = 1, 3.(4.53)

Proiectând acum (4.53) pe M ′ prin π∗ şi ţinând cont de Observaţia 4.1.3 şi
de faptul cǎ π∗ este o izometrie, obţinem pentru ∀α = 1, 3:

∇′
X′π∗φαY − J ′απ∗∇XY = 0

⇔ ∇′
X′J ′απ∗Y − J ′α∇′

X′Y ′ = 0

⇔ ∇′
X′J ′αY ′ − J ′α∇′

X′Y ′ = 0

⇔ (∇′
X′J ′α) Y ′ = 0,

deci ı̂ntr-adevǎr M ′ este local hiper-Kähler.

Corolarul 4.4.15 ([175])
Fie M o QR-hipersuprafaţǎ total geodezicǎ a unei varietǎţi cuaternionice

Kähler (M, σ, g), (M ′, σ′, g′) o varietate aproape cuaternionicǎ hermitianǎ şi
π : M → M ′ este o QR 3-submersie. Dacǎ ξ1, ξ2 şi ξ3 sunt paralele ı̂n M,
atunci M ′ este local hiper-Kähler.
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Demonstraţie: În acest caz se observǎ cǎ sunt ı̂ndeplinite condiţiile (4.35), deci
M este o varietate 3-cosimplecticǎ (a se vedea ([71]). Prin urmare, aplicând
Teorema 4.4.14, obţinem cǎ M ′ este hiper-Kähler.

Teorema 4.4.16 ([175])
Fie M o QR-hipersuprafaţǎ mixt geodezicǎ a unei varietǎţi cuaternionice

Kähler (M, σ, g), (M ′, σ′, g′) o varietate aproape cuaternionicǎ hermitianǎ şi
π : M → M ′ o QR 3-submersie. Atunci:

i. Dacǎ M este 3-cosimplecticǎ sau 3-Sasaki rezultǎ cǎ fibrele submersiei
sunt total geodezice.

ii. Dacǎ M este 3-cosimplecticǎ, atunci distribuţia orizontalǎ este integra-
bilǎ.

Demonstraţie:
i. Cazul I: Dacǎ M este 3-cosimplecticǎ, pentru orice câmpuri vectoriale

verticale U şi V pe M, ţinând cont de (4.35), avem:

∇UφαV = φα∇UV,∀α = 1, 3.(4.54)

Luând componentele orizontale din (4.54), obţinem:

TUφαV = φαTUV,∀α = 1, 3.(4.55)

Cazul II: Dacǎ M este 3-Sasaki, pentru orice câmpuri vectoriale verticale U
şi V pe M, ţinând cont de (4.36), avem:

∇UφαV − φα∇UV = ηα(V )U − g(U, V )ξα,∀α = 1, 3.(4.56)

Luând componentele orizontale din (4.56), obţinem din nou relaţia (4.55).
Aşadar, indiferent dacǎ M este 3-cosimplecticǎ sau 3-Sasaki, se verificǎ

relaţia (4.55), din care se obţine imediat:

TUV = −TϕαUϕαV,∀α = 1, 3.(4.57)

Aşadar avem:

0 = TUV + Tϕ1Uϕ1V = TUV + Tϕ2Uϕ2V(4.58)

de unde deducem:
Tϕ1Uϕ1V = Tϕ2Uϕ2V.(4.59)

Pe de altǎ parte, din (4.59) avem:

Tϕ2Uϕ2V + Tϕ3ϕ2Uϕ3ϕ2V = 0(4.60)

de unde deducem:
Tϕ2Uϕ2V + Tϕ1Uϕ1V = 0.(4.61)
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Din (4.58), (4.59) şi (4.61) rezultǎ cǎ T = 0 şi deci fibrele submersiei sunt
total geodezice.

ii. Pentru orice câmpuri vectoriale orizontale X şi Y pe M, ţinând cont de
(4.35), avem:

∇XφαY = φα∇XY,∀α = 1, 3.(4.62)

Luând componentele verticale din (4.62), obţinem:

AXφαY = φαAXY,∀α = 1, 3.(4.63)

Aşadar:

AXφ1Y = AXφ2φ3Y = Aφ2Xφ3Y = Aφ3φ2XY = −Aφ1XY = −AXφ1Y.

(4.64)

de unde obţinem A = 0, deci distribuţia orizontalǎ este integrabilǎ.

Teorema 4.4.17 ([175])
Fie M o QR-hipersuprafaţǎ extrinsecǎ a unei varietǎţi cuaternionice Kähler

plate (M, σ, g), (M ′, σ′, g′) o varietate cuaternionicǎ Kähler şi π : M → M ′ o
QR 3-submersie. Atunci M ′ este o formǎ spaţialǎ cuaternionicǎ având curbura
secţionalǎ cuaternionicǎ constantǎ pozitivǎ.

Demonstraţie: Pentru orice câmpuri vectoriale bazice X şi Y π-corelate cu X ′

şi Y ′ pe M ′, avem (cf. [17]):

AXY = ‖H‖
3∑

α=1

g(X, JαY )ξα.(4.65)

Din (4.15) şi (4.65) obţinem pentru orice câmpuri vectoriale bazice X,Y,Z şi
W pe M, π-corelate cu X ′,Y ′,Z ′ şi W ′ pe M ′:

R′(X ′, Y ′, Z ′,W ′) = R(X, Y, Z,W ) + ‖H‖2
3∑

α=1

[2g(X, JαY )g(Z, JαW )

−g(X, JαW )g(Y, JαZ) + g(X, JαZ)g(Y, JαW )].(4.66)

de unde obţinem, având ı̂n vedere cǎ π este o QR 3-submersie:

R′(X ′, Y ′, Z ′,W ′) = R(X, Y, Z,W ) + ‖H‖2 {
3∑

α=1

[2g′(X ′, J ′αY ′)g′(Z ′, J ′αW ′)

−g′(X ′, J ′αW ′)g′(Y ′, J ′αZ ′) + g′(X ′, J ′αZ ′)g′(Y ′, J ′αW ′)]}.(4.67)

Dar, pe de altǎ parte, din ecuaţia Gauss avem:

R(X, Y, Z,W ) = R(X, Y, Z,W )− ‖H‖2 {g(X, Z)g(Y, W )− g(X, W )g(Y, Z)} ,

(4.68)
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de unde obţinem, având ı̂n vedere cǎ M este platǎ:

R(X, Y, Z,W ) = ‖H‖2 {g′(X ′, Z ′)g′(Y ′,W ′)− g′(X ′,W ′)g(Y ′, Z ′)} .

(4.69)

Din (4.67) şi (4.69) obţinem:

R′(X ′, Y ′, Z ′,W ′) = ‖H‖2 {g′(X ′, Z ′)g′(Y ′,W ′)− g′(X ′,W ′)g′(Y ′, Z ′)

+
3∑

α=1

[g′(X ′, J ′αZ ′)g′(Y ′, J ′αW ′)− g′(X ′, J ′αW ′)g′(Y ′, J ′αZ ′)

+2g′(X ′, J ′αY ′)g′(Z ′, J ′αW ′)]}.

deci ı̂ntr-adevǎr M ′ este o formǎ spaţialǎ cuaternionicǎ având curbura secţionalǎ
cuaternionicǎ constantǎ pozitivǎ.

Exemplul 4.4.18 ([175])
Fie S4n+3 hipersfera standard ı̂n R4n+4. Atunci S4n+3 este o hipersferǎ

extrinsecǎ ı̂n R4n+4 şi fibrarea Hopf π : S4n+3 → Pn(H), echipatǎ cu metricile
canonice, ne furnizeazǎ o QR 3-submersie.
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5 Aplicaţii armonice şi submersii Riemann ı̂ntre
varietǎţi cu structuri cuaternionice

În acest capitol sunt prezentate rezultatele obţinute de autor, ı̂n colaborare
([94]), ı̂n studiul aplicaţiilor armonice şi al submersiilor Riemann ı̂ntre varietǎţi
ı̂nzestrate cu structuri cuaternionice.

În prima secţiune a capitolului sunt prezentate definiţiile şi proprietǎţile
fundamentale ale aplicaţiilor armonice, utilizându-se ı̂n general [59] şi [166].

În secţiunea a doua este definit conceptul de aplicaţie (σ, σ′)-olomorfǎ ı̂ntre
douǎ varietǎţi cuaternionice şi se determinǎ condiţii pentru ca o astfel de aplicaţie
sǎ fie armonicǎ.

În secţiunea a treia a capitolului este definit conceptul de submersie cu-
aternionicǎ şi sunt studiate aceste clase de submersii. Se aratǎ cǎ o submersie
cuaternionicǎ ı̂ntre douǎ varietǎţi cuaternionice Kähler este o aplicaţie armonicǎ.

În ultima secţiune este construit un exemplu de submersie cuaternionicǎ.

5.1 Generalitǎţi asupra aplicaţiilor armonice

Fie (M, g) şi (N,h) douǎ varietǎţi (semi)Riemann şi f ∈ C∞(M,N). Fie
∇M şi ∇N conexiunile Levi-Civita induse pe M şi N de metricile g şi respectiv
h. Avem atunci pe f−1(TN), fibratul pull-back prin aplicaţia f al spaţiului
tangent TN, conexiunea liniarǎ ∇̃ definitǎ prin:

∇̃Xf∗Y = ∇N
f∗Xf∗Y,∀X, Y ∈ Γ(TM),

unde f∗ : TM → TN este aplicaţia tangentǎ.
Câmpul tensorial βf = ∇df se numeşte forma a doua fundamentalǎ a aplicaţiei

f. Avem:
(∇df)(X, Y ) = ∇̃Xf∗Y − f∗(∇M

X Y ),(5.1)

pentru ∀X, Y ∈ Γ(TM). O aplicaţie pentru care forma a doua fundamentalǎ
este identic nulǎ se numeşte aplicaţie total geodezicǎ.

Câmpul tensiune asociat al lui f se defineşte ı̂n orice punct x ∈ M prin :

τ(f)(x) = (tracegβf )x =
m∑

i=1

βf (ei, ei),(5.2)

unde m = dim M , iar {e1, e2, ..., em} bazǎ ortonormatǎ a lui TxM .

Definiţia 5.1.1 ([59], [166])
Se spune cǎ aplicaţia f este armonicǎ dacǎ verificǎ ecuaţia Euler-Lagrange:

τ(f) = 0.
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Densitatea de energie a unei aplicaţii f ∈ C∞(M,N) este e(f) : M → R,
definitǎ prin:

e(f)(x) =
1
2

(tracegf
∗h)x =

1
2

m∑
i=1

(f∗h) (ei, ei) =
1
2

m∑
i=1

h(f∗ei, f∗ei),(5.3)

pentru ∀x ∈ M . Dacǎ M este compactǎ, energia aplicaţiei f se defineşte prin:

E(f) =
∫

M

e(f)vg(5.4)

unde vg este mǎsura canonicǎ asociatǎ metricii g.

Definiţia 5.1.2 ([59], [166])
Aplicaţia f se numeşte punct critic pentru funcţionala energie E(f) dacǎ

pentru orice variaţie netedǎ ft ∈ C∞(M,N), −ε < t < ε, a lui f, avem:

d

dt
E(ft)

∣∣∣∣ t = 0 = 0.

unde prin variaţie netedǎ {ft}t∈(−ε,ε) se ı̂nţelege cǎ f0 = f şi cǎ ft depinde de
t ca o funcţie de clasǎ C∞.

Teorema 5.1.3 ([59], [166])
Fie (M, g) şi (N,h) douǎ varietǎţi (semi)Riemann, M compactǎ şi f ∈

C∞(M,N). Atunci f este punct critic pentru funcţionala energie E(f) dacǎ
şi numai dacǎ f este aplicaţie armonicǎ

Teorema 5.1.4 ([59], [166])
Fie π : (M, g) → (N,h) o submersie Riemann. Aplicaţia π este armonicǎ

dacǎ şi numai dacǎ fibrele sunt minimale.

Exemplul 5.1.5 ([59], [166])
i. Aplicaţia identitate Id : (M, g) → (M, g) este aplicaţie armonicǎ.
ii. Dacǎ M şi N sunt sunt douǎ varietǎţi Kähler, atunci f : M → N este

aplicaţie armonicǎ dacǎ şi numai dacǎ este o aplicaţie ±-olomorfǎ.
iii. Dacǎ (M, g) este o varietate Riemann şi TM este fibratul tangent,

ı̂nzestrat cu metrica Sasaki, atunci proiecţia canonicǎ π : TM → M este
aplicaţie armonicǎ.

5.2 Aplicaţii armonice ı̂ntre varietǎţi cuaternionice

Galicki şi Poon ([65]) definesc conceptul de olomorfie ı̂ntre douǎ varietǎţi
cuaternionice Kähler (M,σ, g) şi (N,σ′, g′) ca fiind o aplicaţie f : M → N cu
proprietatea f∗(σ′) = σ. În continuare se propune un nou concept de olomorfie
ı̂ntre varietǎţi cu structuri cuaternionice.
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Definiţia 5.2.1 ([94])
Fie (M,σ, g) şi (N,σ′, g′) douǎ varietǎţi aproape cuaternionice hermitiene.

O aplicaţie f : M → N se numeşte (σ, σ′) -olomorfǎ ı̂n punctul x ∈ M dacǎ
pentru ∀J ∈ σx ∃J ′ ∈ σ′f(x) astfel ı̂ncât f∗ ◦ J = J ′ ◦ f∗.

Definiţia 5.2.2 ([94])
O aplicaţie f : M → N , unde (M,σ, g) şi (N,σ′, g′) sunt varietǎţi aproape

cuaternionice hermitiene, se numeşte (σ, σ′)-olomorfǎ dacǎ este (σ, σ′)-olomorfǎ
ı̂n orice punct x ∈ M .

Teorema 5.2.3 ([94])
Fie (M,σ, g) şi (N,σ′, g′) douǎ varietǎţi aproape cuaternionice hermitiene.

Dacǎ f : M → N este o aplicaţie (σ, σ′)-olomorfǎ, atunci:

J ′α(τ(f)) = f∗(divJα)− tracegf
∗∇′J ′α,∀α ∈ 1, 3.(5.5)

Demonstraţie:
Fie x ∈ M şi {e1, ..., em, J1e1, ..., J1em, J2e1, ..., J2em, J3e1, ...., J3em} o bazǎ

ortonormatǎ adaptatǎ a lui TxM . Prin urmare:

divJα =
m∑

i=1

(∇ei
Jα) ei +

m∑
i=1

3∑
β=1

(
∇Jβei

Jα

)
(Jβei) .

de unde obţinem:

f∗(divJα) =
m∑

i=1

f∗∇eiJαei −
m∑

i=1

f∗Jα∇eiei −
m∑

i=1

f∗∇Jαeiei

+
m∑

i=1

∑
β 6=α

f∗∇Jβei
JαJβei −

m∑
i=1

3∑
β=1

f∗Jα∇Jβei
Jβei.(5.6)

Pe de altǎ parte, avem:

τ(f) =
m∑

i=1

∇̃ei
f∗ei +

m∑
i=1

3∑
β=1

∇̃Jβei
f∗Jβei −

m∑
i=1

f∗∇ei
ei −

m∑
i=1

3∑
β=1

f∗∇Jβei
Jβei,

deci:

J ′α(τ(f)) =
m∑

i=1

J ′α∇̃ei
f∗ei +

m∑
i=1

3∑
β=1

J ′α∇̃Jβei
f∗Jβei

−
m∑

i=1

J ′αf∗∇ei
ei −

m∑
i=1

3∑
β=1

J ′αf∗∇Jβei
Jβei.(5.7)

84



În acelaşi timp, avem:

tracegf
∗∇′J ′α =

m∑
i=1

(∇′
f∗ei

J ′α)(f∗ei) +
m∑

i=1

3∑
β=1

(∇′
f∗Jβei

J ′α)(f∗Jβei),

şi deoarece f este o aplicaţie (σ, σ′)-olomorfǎ, obţinem:

tracegf
∗∇′J ′α =

m∑
i=1

∇̃ei
f∗Jαei −

m∑
i=1

J ′α∇̃ei
f∗ei −

m∑
i=1

∇̃Jαei
f∗ei

+
m∑

i=1

∑
β 6=α

∇̃Jβeif∗JαJβei −
m∑

i=1

3∑
β=1

J ′α∇̃Jβeif∗Jβei.(5.8)

Din (5.6) şi (5.7) avem:

f∗(divJα)− J ′α (τ(f)) =
m∑

i=1

f∗∇eiJαei +
m∑

i=1

∑
β 6=α

f∗∇JβeiJαJβei −
m∑

i=1

f∗∇Jαeiei

−
m∑

i=1

J ′α∇̃eif∗ei −
m∑

i=1

3∑
β=1

J ′α∇̃Jβeif∗Jβei.(5.9)

Dar, deoarece:
∇̃Xf∗Y − ∇̃Y f∗X = f∗[X, Y ]

luând X = ei şi Y = Jαei şi sumând dupǎ i, obţinem:

m∑
i=1

∇̃ei
f∗Jαei −

m∑
i=1

∇̃Jαei
f∗ei =

m∑
i=1

f∗[ei, Jαei].(5.10)

Din (5.8) şi (5.10) obţinem:

tracegf
∗∇′J ′α =

m∑
i=1

f∗[ei, Jαei]−
m∑

i=1

J ′α∇̃ei
f∗ei

+
m∑

i=1

∑
β 6=α

∇̃Jβeif∗JαJβei −
m∑

i=1

3∑
β=1

J ′α∇̃Jβeif∗Jβei.(5.11)

Prin urmare, din (5.9) şi (5.11) obţinem:

f∗(divJα)− J ′α(τ(f)) = tracegf
∗∇′J ′α −

m∑
i=1

∑
β 6=α

αf (Jβei, JαJβei).(5.12)
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Pe de altǎ parte ı̂nsǎ, avem:
m∑

i=1

∑
β 6=α

αf (Jβei, JαJβei) = 0,(5.13)

deoarece, de exemplu pentru α = 1, având ı̂n vedere cǎ βf este simetricǎ,
obţinem:

m∑
i=1

∑
β 6=1

βf (Jβei, J1Jβei) =
m∑

i=1

[βf (J2ei, J1J2ei) + βf (J3ei, J1J3ei)]

=
m∑

i=1

[βf (J2ei, J3ei)− βf (J3ei, J2ei)] = 0.

În consecinţǎ, din (5.12) şi (5.13), deducem (5.5)

Teorema 5.2.4 ([94])
Fie (M,σ, g) şi (N,σ′, g′) douǎ varietǎţi aproape cuaternionice hermitiene.

Dacǎ f : M → N este o aplicaţie (σ, σ′)-olomorfǎ astfel ı̂ncât: ω′α (f∗X) =
ωα(X), ∀α = 1, 3, pentru orice câmp vectorial local X pe M, atunci f este
aplicaţie armonicǎ.

Demonstraţie: Din (5.5), pentru α = 1, avem:

J ′1(τ(f)) = f∗(divJ1)− tracegf
∗∇′J ′1.(5.14)

Având ı̂n vedere cǎ (M,σ, g) este o varietate cuaternionicǎ Kähler, obţinem:

divJ1 =
m∑

i=1

[(∇ei
J1) ei +

3∑
α=1

(∇Jαei
Jα) (J1ei)]

=
m∑

i=1

[(ω2(J3ei)− ω3(J2ei)) ei + (ω2(J2ei) + ω3(J3ei)) (J1ei)] +

+
m∑

i=1

[(ω3(ei)− ω2(J1ei)) (J2ei)− (ω2(ei) + ω3(J1ei)) (J3ei)] .(5.15)

Pe de altǎ parte, avem:

tracegf
∗∇′J ′1 =

m∑
i=1

(
∇′

f∗ei
J ′1

)
(f∗ei) +

m∑
i=1

3∑
α=1

[(
∇′

f∗Jαei
J ′1

)
(f∗Jαei)

]
=

m∑
i=1

(ω′2(f∗J3ei)− ω′3(f∗J2ei)) f∗ei +
m∑

i=1

(ω′2(f∗J2ei) + ω′3(f∗J3ei)) (f∗J1ei)

+
m∑

i=1

(ω′3(f∗ei)− ω′2(f∗J1ei)) (f∗J2ei)−
m∑

i=1

(ω′2(f∗ei) + ω′3(f∗J1ei)) (f∗J3ei).

(5.16)
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Prin urmare, din (5.15) şi (5.16), deoarece ω′α (f∗X) = ωα(X), ∀α = 1, 3,
obţinem:

f∗(divJ1)− tracegf
∗∇′J ′1 = 0.(5.17)

Din (5.14) şi (5.17) rezultǎ cǎ avem J ′1(τ(f)) = 0, de unde obţinem τ(f) = 0.
În consecinţǎ f este aplicaţie armonicǎ.

Corolarul 5.2.5 ([94])
Fie (M,σ, g) şi (N,σ′, g′) douǎ varietǎţi local hiper-Kähler.
Dacǎ f : M → N este o aplicaţie (σ, σ′)-olomorfǎ, atunci f este aplicaţie

armonicǎ.

Demonstraţie: Deoarece (M,σ, g) şi (N,σ′, g′) sunt local hiper-Kähler avem cǎ
ω′α = ωα = 0, pentru ∀α = 1, 3, şi conform teoremei anterioare rezultǎ cǎ f este
aplicaţie armonicǎ.

5.3 Submersii cuaternionice

Definiţia 5.3.1 ([94])
Fie (M,σ, g) şi (N,σ′, g′) douǎ varietǎţi aproape cuaternionice hermitiene.

O submersie Riemann π : M → N care este o aplicaţie (σ, σ′)-olomorfǎ se
numeşte submersie cuaternionicǎ.

Propoziţia 5.3.2 ([94])
Fie π : (M,σ, g) → (N,σ′, g′) o submersie cuaternionicǎ. Atunci:
i. Distribuţia verticalǎ V(M) şi distribuţia orizontalǎ H(M) sunt invariante

prin structurile Jα,∀α = 1, 3.
ii. Fibrele submersiei sunt subvarietǎţi cuaternionice.

Demonstraţie:
i. Fie V ∈ V(M). Atunci, deoarece π∗ este o izometrie complexǎ, avem:

π∗JαV = J ′απ∗V = 0,

deci JαV ∈ V(M), ∀V ∈ V(M) . Aşadar JαV(M) ⊆ V(M), ∀α = 1, 3.
Pe de altǎ parte, dacǎ X ∈ H(M) şi V ∈ V(M), avem:

g(JαX, V ) = −g(X, JαV ) = 0,

deoarece X este orizontal, iar JαV este vertical.
ii. Din i. rezultǎ cǎ fibrele submersiei sunt varietǎţi Jα-invariante pentru

∀α = 1, 3, deci sunt subvarietǎţi cuaternionice.

Teorema 5.3.3 ([94])
Fie π : (M,σ, g) → (N,σ′, g′) o submersie cuaternionicǎ. Dacǎ M este

varietate cuaternionicǎ Kähler, atunci şi N este varietate cuaternionicǎ Kähler.
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Demonstraţie: Deoarece M este cuaternionicǎ Kähler, avem:

(∇XJ1) Y = ω3 (X) J2Y − ω2 (X) J3Y.(5.18)

Fie X∗, Y∗ ∈ Γ(TN) astfel ı̂ncât π∗(X) = X∗, π∗(Y ) = Y∗, unde X, Y ∈
Γ(TM). Avem:(

∇′
X∗

J ′1
)
Y∗ = ∇′

X∗
(J ′1Y∗)− J ′1

(
∇′

X∗
Y∗

)
= ∇′

π∗X (J ′1(π∗Y ))− J ′1
(
∇′

π∗Xπ∗Y
)

= ∇′
π∗X (π∗(J1Y ))− J ′1π∗ (h∇XY )

= π∗ (h∇X(J1Y ))− π∗ (J1(h∇XY ))

de unde deducem: (
∇′

X∗
J ′1

)
Y∗ = π∗ ((∇XJ1) Y ) .(5.19)

Prin urmare, dacǎ definim 1-formele locale {ω′α}α=1,3, pe N prin:

ω′α (X∗) = ωα(X),∀α = 1, 3,(5.20)

pentru orice câmp vectorial local X∗ pe TN, cu π∗(X) = X∗, X fiind un câmp
vectorial local pe M, din (5.18)-(5.20) obţinem:

(∇′
X∗J

′
1) Y∗ = ω′3 (X∗) J ′2Y∗ − ω′2 (X∗) J ′3Y∗

şi analog gǎsim:

(∇′
X∗J

′
2) Y∗ = −ω′3 (X∗) J ′1Y∗ + ω′1 (X∗) J ′3Y∗,

respectiv:
(∇X∗J

′
3)Y∗ = ω′2 (X∗) J ′1Y∗ − ω′1 (X∗) J ′2Y∗

deci N este varietate cuaternionicǎ Kähler.

Corolarul 5.3.4 ([94])
Fie π : (M,σ, g) → (N,σ′, g′) o submersie cuaternionicǎ. Dacǎ M este o

varietate cuaternionicǎ Kähler, atunci fibrele submersiei sunt subvarietǎţi cua-
ternionice Kähler total geodezice.

Demonstraţie: Fie S = π−1(y0), y0 ∈ N , o fibrǎ a submersiei. Din Propoziţia
5.3.2 rezultǎ cǎ S este o subvarietate cuaternionicǎ a varietǎţii cuaternionice
Kähler M şi dintr-o teoremǎ cunoscutǎ din teoria subvarietǎţilor (a se vedea
[9]), rezultǎ cǎ S este o subvarietate cuaternionicǎ Kähler total geodezicǎ.

Observaţia 5.3.5
Deoarece tensorul T al lui O’Neill pe câmpurile vectoriale verticale ale unei

fibre este exact forma a doua fundamentalǎ a lui Gauss din teoria subvarietǎţilor,
din corolarul anterior deducem cǎ dacǎ π : (M,σ, g) → (N,σ′, g′) este o sub-
mersie cuaternionicǎ, iar M este o varietate cuaternionicǎ Kähler, atunci ⇒
T = 0.
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Corolarul 5.3.6 ([94])
Fie π : (M,σ, g) → (N,σ′, g′) o submersie cuaternionicǎ. Dacǎ M este o

varietate cuaternionicǎ Kähler, atunci π este aplicaţie armonicǎ.

Demonstraţie: Deoarece fibrele submersiei sunt total geodezice, deci minimale,
conform teoremei lui Vilms ⇒ π este aplicaţie armonicǎ.

Teorema 5.3.7 ([94])
Fie π : (M,σ, g) → (N,σ′, g′) o submersie cuaternionicǎ. Dacǎ M este o

varietate cuaternionicǎ Kähler, atunci A = 0.

Demonstraţie: Se ştie cǎ:

A = 0 ⇔ AXY = 0,∀X, Y ∈ H(M).

Deoarece AXY = v∇XY , obţinem:

AX (JαY ) = v∇XJαY = v ((∇XJα) Y + Jα∇XY ) =

= v ((∇XJα) Y ) + v (Jα (∇XY )) = v (Jα (∇XY )) ,

pentru cǎ, din definiţia varietǎţii cuaternionice Kähler, avem:

g ((∇XJα) Y,U) = 0,∀U ∈ V(M),

deci:
v ((∇XJα) Y ) = 0.

Aşadar, avem cǎ:

AX (JαY ) = v (Jα (∇XY )) = Jαv (∇XY ) = JαAXY,

de unde rezultǎ cǎ:
AXY = −JαAXJαY,∀α = 1, 3.(5.21)

Pe de altǎ parte:

AJαXY = −AY JαX = −JαAY X = JαAXY,

de unde rezultǎ cǎ:
AXY = −JαTJαXY.(5.22)

Prin urmare, din (5.21) şi (5.22) obţinem:

AXY = −J1AXJ1Y = −J1AX (J2J3Y ) = −J1AJ2XJ3Y =

= −J1AJ3J2XY = J1AJ1XY = J2
1AXY = −AXY,

deci:
AXY = 0,∀X, Y ∈ H(M).
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Corolarul 5.3.8 ([94])
Fie π : (M,σ, g) → (N,σ′, g′) o submersie cuaternionicǎ. Dacǎ M este

cuaternionicǎ Kähler, atunci distribuţia orizontalǎ este complet integrabilǎ.

Demonstraţie: Se ştie cǎ:

AXY =
1
2
v[X, Y ],∀X, Y ∈ H(M).

Prin urmare, integrabilitatea distribuţiei orizontale este echivalentǎ cu anu-
larea lui A pe câmpurile vectoriale orizontale.

Corolarul 5.3.9 ([94])
Fie π : (M,σ, g) → (N,σ′, g′) o submersie cuaternionicǎ. Dacǎ M este o

varietate cuaternionicǎ Kähler compactǎ, atunci:

br(N) ≤ br(M),∀r = 0,dim N.

Demonstraţie: Din Observaţia 5.3.5 şi Teorema 5.3.7 avem cǎ T = 0 şi A = 0,
de unde, via o teoremǎ a lui O’Neill, rezultǎ concluzia corolarului.

5.4 Exemplu de submersie cuaternionicǎ

Fie (M,σ, g) o varietate aproape cuaternionicǎ hermitianǎ şi (TM,G) vari-
etatea tangentǎ ı̂nzestratǎ cu metrica Sasaki:

G(A,B) = g(KA,KB) + g(π∗A, π∗B), ∀A,B ∈ T (TM).

Definim pe (TM,G) structurile aproape complexe (J ′α)α=1,3 astfel:{
J

′

αXh = (JαX)h

J
′

αXv = (JαX)v ,∀α = 1, 3,

şi fie σ′ fibratul vectorial pe TM care este local generat de (J ′α)α=1,3.

Teorema 5.4.1 ([94])
Fie (M,σ, g) o varietate aproape cuaternionicǎ hermitianǎ. Atunci:
i. (TM, σ′, G) este o varietate aproape cuaternionicǎ hermitianǎ.
ii. Proiecţia canonicǎ π : TM → M este o submersie cuaternionicǎ.

Demonstraţie: Arǎtǎm mai ı̂ntâi cǎ J
′2
α = −Id, pentru ∀α = 1, 3. Într-adevǎr,

avem:
J

′2
α Xh = J

′

α(J
′

αXh) = J
′

α(JαX)h = (Jα(JαX))h = −Xh,

respectiv:

J
′2
α Xv = J

′

α(J
′

αXv) = J
′

α(JαX)v = (Jα(JαX))v = −Xv,
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deci J
′2
α = −Id, pentru ∀α = 1, 3.

Arǎtǎm ı̂n continuare cǎ J
′

1J
′

2 = J
′

3. Într-adevǎr, avem:

(J
′

1J
′

2)(X
h) = J

′

1(J
′

2X
h) = J

′

1(J2X)h = (J1J2X)h = (J3X)h = J
′

3X
h,

respectiv:

(J
′

1J
′

2)(X
v) = J

′

1(J
′

2X
v) = J

′

1(J2X)v = (J1J2X)v = (J3X)v = J
′

3X
v,

deci J
′

1J
′

2 = J
′

3.
Analog rezultǎ cǎ J

′

2J
′

1 = −J
′

3, deoarece:

(J
′

2J
′

1)(X
h) = J

′

2(J
′

1X
h) = J

′

2(J1X)h = (J2J1X)h = (−J3X)h = −J
′

3X
h,

respectiv:

(J
′

2J
′

1)(X
v) = J

′

2(J
′

1X
v) = J

′

2(J1X)v = (J2J1X)v = (−J3X)v = −J
′

3X
v.

Arǎtǎm ı̂n continuare cǎ:

G(J
′

αA, J
′

αB) = G(A,B),∀α = 1, 3,∀A,B ∈ T (TM).

Într-adevǎr, avem:

G(J
′

αXh, J
′

αY h) = g(KJ
′

αXh,KJ
′

αY h) + g(π∗(J
′

αXh), π∗(J
′

αY h))
= g(K(JαX)h,K(JαY )h) + g(π∗(JαX)h, π∗(JαY )h)
= 0 + g(JαX, JαY ) = g(X, Y ),

G(Xh, Y h) = g(KXh,KY h) + g(π∗Xh, π∗Y
h)

= 0 + g(X, Y ) = g(X, Y ),

G(J
′

αXv, J
′

αY v) = g(KJ
′

αXv,KJ
′

αY v) + g(π∗(J
′

αXv), π∗(J
′

αY v)) =
= g(K(JαX)v,K(JαY )v) + g(π∗(JαX)v, π∗(JαY )v) =
= g(JαX, JαY ) + 0 = g(X, Y ),

G(Xv, Y v) = g(KXv,KY v) + g(π∗Xv, π∗Y
v)

= g(X, Y ) + 0 = g(X, Y ),

G(J
′

αXh, J
′

αY v) = g(KJ
′

αXh,KJ
′

αY v) + g(π∗(J
′

αXh), π∗(J
′

αY v)) =
= g(K(JαX)h,K(JαY )v) + g(π∗(JαX)h, π∗(JαY )v) =
= g(0, JαY ) + g(JαX, 0) = 0,

91



G(Xh, Y v) = g(KXh,KY v) + g(π∗Xh, π∗Y
v) =

= g(0, Y ) + g(X, 0) = 0.

Aşadar avem cǎ: G(J
′

αA, J
′

αB) = G(A,B), ∀α = 1, 3,∀A,B ∈ T (TM).
Prin urmare, rezultǎ cǎ (TM, σ′, G) este o varietate aproape cuaternionicǎ

hermitianǎ.
Arǎtǎm ı̂n continuare cǎ π∗J

′

α = Jαπ∗, ∀α = 1, 3. Într-adevǎr, avem:

π∗J
′

αXv = π∗(JαX)v = 0 = Jαπ∗X
v,

π∗J
′

αXh = π∗(JαX)h = JαX = Jαπ∗X
h.

Prin urmare, rezultǎ cǎ π : TM → M este o submersie cuaternionicǎ.
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[149] B. Sahin, R. Güneş - ”Lightlike real hypersurfaces of indefinite quaternion
Kähler manifolds”, Journal of Geometry, 75(2002), pg. 151-163.

[150] S. Salamon - ”Quaternionic Kähler manifold”, Invent. Math. 67(1982),
pg. 143-171.

[151] S. Salamon - ”Harmonic and holomorphic maps”, in Geometry Seminar
”Luigi Bianchi” LNM 1164, Springer-Verlag, 1985, pg. 161-224.

[152] S. Salamon - ”Differential geometry of quaternionic manifold”, Ann. Sci.
Ecole Norm. Sup. 90(1986), pg. 31-55.

[153] S. Salamon - ”Riemannian geometry and holonomy groups”, Pitman Re-
search Notes in Mathematics, vol. 201, Longman Scientific, 1989.

[154] X. Senlin, N. Yilong - ”Submanifolds of product Riemannian manifolds”,
Acta Mathematica Scientia (2000), 20(B), pg. 213-218.

[155] J. Shen - ”A Simple Quaternion Analysis of Selective Decoupling Pulses”,
Journal of Magnetic Resonance-Series A, vol. 117, no. 1, Nov. 1995, pg.
98-102.

103



[156] B. Siciliano, L. Villani - ”Six-degree-of-freedom impedance robot control”,
Advanced Robotics, 1997, pg. 387-392.

[157] P.B. Slater - ”Bayesian inference for complex and quaternionic two-level
quantum systems”, Physica A, Vol. A223, Issue 1-2, 1996.

[158] T.E. Surber - ”On the Use of Quaternions to Describe the Angular Ori-
entation of Space Vehicles”, Journal of the Aerospace Sciences, Vol. 28,
No 1, 1961, pg. 1-2.

[159] A. Swann - ”HyperKähler and quaternionic Kähler manifolds”, Math.
Ann. 289(1991), pg. 421-450.

[160] A. Swann - ”Some remarks on quaternion-hermitian manifolds”,
Archivum Matematicum (Brno), Tomus 33(1997), pg. 319-351.

[161] S. Tachibana - ”Notes on Kaehlerian metrics with vanishing Bochner cur-
vature tensor”, Kodai Math. Sem. Rep. 22 (1970), pg. 313-321.

[162] M. Tahara, Y. Watanabe - ”Natural almost Hermitian, Hermitian and
Kähler metrics on the tangent bundles”, Math. J. Toyama Univ., 20
(1997), pg. 149-160.

[163] M. Tahara, L. Vanhecke, Y. Watanabe - ”New structures on tangent bun-
dles”, Note Mat. 18, No.1(1998), pg. 131-141.

[164] M. Tahara, S. Marchiafava, Y. Watanabe - ”Quaternionic Kähler struc-
tures on the tangent bundle of a complex space form”, Rend. Ist. Mat.
Univ. Trieste 31, No.1-2 (1999), pg.163-175.

[165] M. Takeuchi - ”Totally complex submanifolds of a quaternionic Kähler
symmetric space”, Japan J. Math. 12(1986), pg. 161-189.

[166] G. Toth - ”Harmonic and minimal maps with applications in geometry
and physics”, E. Horwood, 1984.
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