Extrémums des carrés de longueurs des champs
transverses d’'un feuilletage Riemannien
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Abstract. L’origine de cette recherche scientifique est les travaux de C.
Udriste [26], [27] sur les points extrémums des carrés de longueurs de
certains champs de vecteurs. On se propose ici d’étendre ses résultats
au cas d’un feuilletage riemannien. Alors nous étudions les propriétés de
certains champs transverses et les extrémums des carrés de leurs longueurs.
Mais cela nous a conduit a regarder en premier lieu les propriétés des
fonctions basiques et d’un certain opérateur sur le fibré normal.
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1 Introduction

Dans [26] 'auteur donne quelques résultats sur les points extrémums des carrés de
longueurs de certains champs de vecteurs sur une variété riemannienne. Dans le
présent travail nous suivons son idée générale pour donner une version feuilletée de
son travail. Alors on se donne une variété riemannienne munie d’un feuilletage rie-
mannien et nous étudions les propriétés de certains champs de vecteurs transverses
et les extrémums des fonctions basiques données par les carrés de leurs longueurs.
Les définitions et les résultats qu’on présente ici sont considérés comme une version
feuilletée du classique au cas d’un feuilletage riemannien. Ce travail est divisé en
cinq parties. La partie 2 est consacrée aux préliminaires dont nous aurons besoin
tout au long de ce travail. Dans la section 3 nous donnons quelques exemples de
feuilletages. Dans le par 4 on introduit un opérateur sur le fibré normal du feuilletage
mesurant la déviation d’un champ transverse d’étre affine transverse. Nous dégageons
ses propriétés, puis nous donnons quelques formules intégrales.

Le par 5 est réservé a I’étude des propriétés des fonctions basiques. On définit
d’abord le gradient, le hessien et le laplacien d’une fonction basique via la connex-
ion basique associée au feuilletage. Nous donnons une version feuilletée de quelques
formules classiques. Par la suite on détermine la nature des points critiques et des
extrémums d’une fonction basique. On finit la section par I’étude des propriétés
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d’une fonction basique transversalement convexe. On donne une version feuilletée de
quelques résultats de [4].

Le par 6 renferme les résultats essentiels de ce papier. Alors on rappelle les
définitions des champs transverses, isométriques (de Killing) , harmoniques, con-
formes, de Jacobi, concourant, et affines. Nous étudions les propriétés de chacun
de ces champs transverses ainsi que les extrémums des carrés de leurs longueurs. Au
fur et & mesure, nous rappelons quelques résultats parus dans ce sujet.

Dans toute la suite du texte, les feuilletages que 'on considére sont supposés
orientables et transversalement orientables. Ce qui donne évidemment une orientation
a la variété. Finalement, nous travaillons dans la catégorie des objets C°.

2 Préliminaire

2.1 Connexion basique

Soit (M, g) une variété riemannienne connexe de dimension n munie d’un feuilletage
F de codimension g. Le feuilletage F est donné par un sous fibré intégrable E du fibré
tangent TM de M. Soit E+ le sous fibré de TM orthogonal & E via la métrique gps
et @ = TM/FE le fibré normal & F. Le fibré TM (resp la métrique gps) est une somme
directe TM = E @ E*+ (resp g = gg © g1 ) et nous avons donc une application
0:Q — E+ C TM scindant la suite exacte

0—FE—TM -5 Q—0.
Si I'on pose gg = o*ggu, alors application o : (Q,g0) — (E+,gg1) devient une
isomérie de fibrés.

Soient U une partie de M et L un fibré au dessus de M. On désigne par T'(L)
(resp (I'(U, L)) Pensemble des sections de L au dessus de M (resp U).

Si VM désigne la connexion de Levi Civita induite de gy, alors on note par V la
connexion basique sur ) définie par

Uy — m([X, Z,]) pour tout X € I'(E) et veI(Q),
Xv= m(V¥Z,) pour tout X € T'(E1),
o Z, = o(v) € [(E1).

Soient X,Y € T'(TM) et v € T'(Q). La torsion Ty et la courbure Ry de V sont
respectivement données par

To(X,Y) = Vxn(Y) - Vyn(X) - n([X,Y]) et

Rv(X, Y)I/ = vayl/ — VYVXV - V[X,Y]V~

La connexion V posséde les propriétés suivantes (voir [24]):
- elle est sans torsion, i.e., Ty =0,
- Ry(X,Y) =0 pour tous X,Y € I'(E),
- Vg1 est métrique, i.e., Vzgqo = 0 pour tout Z € r'(Eh).
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Posons Vi y = VxVy — Vo(w, vy et 6%(}/ = VxVy — Vguy, alors on a

(2.1) Ry (X,Y) = %gcy - ﬁix = V%{,Y - V%f,x +Vz
oi Z = [X,Y] — o o n[X,Y] € [(E).

2.2 Notation

Dans toute la suite de ce texte, la famille (E;)1<;<, désigne un repere orthonormé
local de T'M adapté au feuilletage F défini sur un voisinage distingué U. C’est a dire
que B; e T(U,E) pour 1 <i<pet E; c (U E+) pour p+1<i<mn,oup+q=n.
Soit e; = w(E;), p+1 <4 < n. La famille (e;),+1<i<n est un repere orthonormé local
de Q vérifiant o(e;) = E;.

Pour simplifier le texte, nous adoptons les notations suivantes. Pour X € I'(T'(M))
et v € T'(Q) on pose

n
||1/||2Q =ggo(v,v) et trViy = Z V%i’Eiu.
i=p+1

Soit End(Q) 1'algébre de Lie des endomorphismes de Q). Alors End(Q) s’identifie &
QY! lespace des tenseurs de type (1,1) sur Q. Pour T € End(Q), la trace trT est

définie par
n

trl = Z 9(T'(e:), €;).

i=p+1
Nous considerons sur End(Q) le produit scalaire suivant: soient S,T € End(Q) et T*
I’'adjoint de T via gq,

n

(2.2) (S,T) =tr(T* 0 8) = Y gqo(S(e:), T(es)).

i=p+1
En particulier on a
(2.3) TP = (T, T) = tr(T* o T) = Y || T(e:)ll-
i=p+1
Soit B une forme bilinéaire sur @ et soit 7" I’endomorphisme associé via gg. On pose
trB=trT et |B|=|T|

On vérifie que l'on a les conditions suivantes:
a) Si [Ax|? =0, alors Ax = Vn = 0 et ceci signifie que 7 est parallele.
b) Si T € End(Q), alors on a

(2.4) [trT|? < q|T)?.

¢) Si I'endomorphisme T est antisymétrique via gq, alors trT = —trT = 0.
d) Si I'endomorphisme T est auto-adjoint (resp antisymétrique) via gq, alors

(2.5) trT% = |T|?, (resp trT? = —|T|?).
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2.3 Feuilletage minimal et feuilletage Riemannien

Pour les notations et les détails, on se réfere a [24] et [13]. La deuxie¢me forme
fondamentale du feuilletage F est la forme bilinéaire symétrique o sur M a valeur
dans @ définie par

a(X,Y) = —(Vr)(X,Y) = n(VYY) - Vxr(Y) pour tous X,Y € I'(T'M).

Le champ de vecteur tension 7 du feuilletage F est défini par

n

P
T=tra= Za(Ei, E;) = W(Z V%_Ei).

i=1 i=1

Soit v € I'(Q). Comme dans le cas classique, on définit 'opérateur divergence trans-
verse divy relativement a V par

n

divev = Z 90(VE,v,e;).

i=p+1

Soit VM la connexion de Levi-Civita induite de la métrique gn- Si divyy désigne
I'opérateur divergence classique relatif & la connexion VM, il est facile de voir que
l'on a

(2.6) divyro(v) = divyy — gg(T,v) pour tout v € I'(Q).

On dit que le feuilletage F est minimal (ou harmonique) (resp totalement géodésique)
si toutes ses feuilles sont des sous variétés minimales ( resp géodésiques) de M.

Proposition 2.1. [2/] Le feuilletage F est minimal (resp totalement géodésique) si
et seulement si T =0 (resp a(X,Y) =0, pour tous X,Y € I'(E)).

On dit qu'une section X € T'(T'M) est un automorphisme infinitésimal de F ou
encore un champ feuilleté si le crochet [X,Y] € T'(E) pour tout Y € T'(E). On désigne
par V(F) l'espace de tous les champs feuilletés. Il est clair que 'on a T'(E) C V(F).
Si X € V(F), alors n = w(X) est appelé champ transverse.

Fixons X € V(F). L’opérateur de dérivée de Lie ©(X) agit sur I'(Q)) par

O(X)v =n[X,o(v)].

Il est clair que si 7 est un champ transverse, alors pour tout Y € I'(E) on a ©(Y)n =
Vyn = 0. Dans ce cas on dit que n est parallele le long des feuilles de F.
D’autre part ©(X) agit aussi sur le tenseur métrique go par

(©(X)g0)(1,v) = X.9q(1,v) = 9o(7[X, 0 ()], v) — 9o (1, 7[X, o (v)]).

Le feuilletage F est dit gpr-Riemannien si la métrique gas est quasi-fibrée (bundle like
au sens de Reinhart) via F, c’est a dire que

(O(X)gum)(Y,Z) =0  pourtous X €T(E) et Y,ZecT(EL).
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Alors dans ce cas O(X)gg = Vxgg = 0 pour tout X € I'(E), et on dit que la
métrique gg est invariant par holonomie ou paralléle le long des feuilles de F. De plus
la courbure Ry est semi-basique (ie ix R = 0 pour tout X € I'(E)). Par conséquent
Ry induit un tenseur noté encore Ry de type (1,3) défini par

Ry (p,v)n = Ry(o(p),a(v))n  pourtous p,v et neT(Q).
D’apres (2.1) on a
(2.7) Ry (1,v) = Vo .ow) ~ Vewyow —Vz  Z€T(E).

Comme dans le cas classique on montre que Ry vérifie la premiere identité de Bianchi
et que 'on a la formule suivante (voir [24] page 54):

29(Vzp,v) = Zgo(wv) +o(w)ge(r(2),v) — o(v)gq(n(Z), n)
(2.8) + 9o(@(Z,0(w)],v) + gq(xlo(v), Z], )
= gq(nlo(p),o(v)],n(2)),
pour tous Z € T(TM) et u,v € T(Q).

Supposons maintenant que le fibré EL est involutif. Il engendre un feuilletage G
de dimension g orthogonal a F.

Proposition 2.2. [10]. Le feuilletage F est gar-Riemannien si et seulement si G est
totalement géodésique.

Démonstration. Soient p+ 1 <14,j5 <n et X € I'(E). D’abord nous avons

(2.9) (Vxgo)(ei e;) = go(a(X, Ei), e;) + go(a(X, Ej), €;).
D’autre part, puisque E* is intégrable, alors

—g9o(a(X. i) ej) + gqla(X, E)),e;) = gu (X, Vi Bj — Vi E;)

De (2.9) and (2.10) il vient (Vxgg)(ei,e;) = 29q(a(X, E;), e;). O

Dans toute la suite de ce texte on suppose que F est gp/-Riemannien.

2.4 Courbures

Pour les définitions qui suivent on peut voir [13].
Soit v € T'(Q). L’opérateur de courbure directionnelle de F (dans la direction v) est
donné par

Ry(p) = By (p,v)v : T(Q) — T(Q).

I est clair que cet opérateur est auto-adjoint via gg. La courbure sectionnelle de F
d’un couple de sections locales linéairement indépendant (v, u) est définie par

SGCv(V ,u,> = gQ(RV(:u)aM) — gQ(RV(MvV>V7 /'(‘) )
BRI = 9o, ) IR IIRIE = 9o, 1)
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On montre que Secy ne dépend pas du choix de (v, i) dans le plan qu'’il engendre.
L’opérateur de Ricci de F est 'endomorphisme py : I'(Q) — T'(Q) défini par

pe) = 3 Re(w)= Y Reluee

i=p+1 1=p+1

La courbure de Ricci de F est donnée par

Ricy (1,v) = go(pv(),v) = Y go(Ry(meei,v) = Y go(Ry(ei, n)v, ;).
i=p+1 i=p+1

En particulier on a Ricy(v,v) =trR,.
Enfin la courbure scalaire de F est définie par

Scaly = trp,.

Dans [25] 'auteur montre que la courbure Ry est parallele le long des feuilles, c’est &
dire que Vx Ry = 0 pour tout X € T'(E). Par conséquent tous les opérateurs qu’on
vient de définir sont aussi paralleles le long des feuilles.

2.5 Produit scalaire

Dans cette section, on introduit un produit scalaire qui va intervenir essentiellement
dans les preuves des Théoremes 6.27 et 6.28.

Soit Q"(M, Q) le module des r-formes différentielles sur M & valeurs dans Q.
On convient de poser Q°(M, Q) = I'(Q). Soit Q%(M, Q) le sous module des r-formes
différentielles & supports compacts. Dans [28] 'auteur définit sur Q" (M, Q) le produit
scalaire

< w,w >>Q7‘:/ go(w A *w'),
M

ou * désigne l'opérateur star de Hodge. L’opérateur de dérivée extérieur
dy : Q"(M,Q) — Q™ 1(M,Q) est donné par

r+1
dyw(X1,..., Xpp1) = Z(_l)lJrleiw(Xla"'7Xi7"'7XT+1)

=1
r+1

= Z(—l)i+jW([Xi7Xj],X1, ceey Xi7 ceey Xj, ceey XT+1).
=1

Soit d% : QL(M,Q) — Q571 (M,Q) Dopérateur adjoint de dy via le produit scalaire
< .>qr. On vérifie bien que 'ona  d& = (—1)" ™ lxdgx et que siw € Q" (M, Q),
alors dans une base orthonormée locale (E;)1<i<n, on a

n

dyw(X1, ., Xoo1) = = Y _(VE,w)(Ei; X1, .., Xp1).

i=1
L’opérateur de Laplace-Beltrami est défini par

(2.11) A, , = dydy + dbdy.
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En particulier si v € I'(Q), alors on a dyv = Vv et dg v = 0. Par suite

n n

(2.12) A, v=dyVv==> (Vg Vv)(E)=> (~Vg Vg, + Vou g,)v.

i=1 i=1

Ici on s’intéresse a ['(Q) et & QY (M, Q) = T'(Hom(T M, Q)), alors on introduit les
produits scalaires (voir [21] page 179)

<= [ golurdy  nrver(@).
M

< 51752 >= Z/ gQ(Sl(Ei),SQ(Ei)) Sl,SQ S QI(M7Q)
i=1/M

Soit I'.(Q) l'ensemble des sections de @ & supports compacts et soit Lo(M, Q)) le
complété de T'.(Q) via le produit scalaire < . >>. On dit que v € T'(Q) est de norme
globale finisi v € Ly(M,Q)) NT(Q).

Soit V* : T'(Hom(TM,Q) — T'(Q)) 'opérateur adjoint de V via le produit
scalaire <, >, défini par <« V*S,v >=<« 5, Vy,>>. D’apres ( [21], Proposition 3.7
page 179), on a

V*Vv = _Z%%EV =A,, v, pourtout v e Ly(M,Q))NT(Q).
i=1

3 Exemples des feuilletages

3.1 Feuilletage minimal sur un espace Euclidien

A) Considérons sur R” = R? x R?, muni du systéme de coordonnées
(@1, ey Bp, Tpt1, ---Tp,), le feuilletage trivial F dont les feuilles sont les sous variétés
RP x {z}, z € R%. Solent f1, ..., f, des fonctions strictement positives sur R? et soit f

la fonction sur R? définie par f(zpt1,...,Tn) = —e®pt1itFTn - Op définit sur R™ la
p n
1 1 0
métrique gy = ; fTdei@dmi—’_F igl dz;®dz;. Alors (E; = f; oz, 1<i<p, Ep=

0
f . p+1<i<mn)est un repére orthonormé distingué global. On a les propriétés
T

suivantes:
a) le feuilletage F est gp-Riemannien. En effet, soient 1 <i <p et
p+1<jk<n. comme FE;.f =0, alors

of, &
ax]ﬁxi_ f

Olog f;
6xj

Ei, Ejl=—f E;.

Par suite
(O(E)gm)(Ej, Ey) = —gm([Es, Ejl, Ey) — gm (Ej, [Ei, Ey]) = 0.

Donc la métrique gps est quasi-fibrée via le feuilletage F.
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p
olog [] f:
b) Le champ de tension 7 = —=
) Le champ de tension 7 = f Z ( D,
p+1<k<n
soient 1 <i<p et p+ 1<k <n. En vertu de la formule (2.8) on a

dlog f;
8x;€ '

)eg. En effet,

g (Vi Eisex) = f

P
Par conséquent, le feuilletage F est minimal si et seulement si le produit H fi est

1=1
constant.

¢) Si g > 2, alors F est & courbure de Ricci strictement négative. En effet, si
n

p+1 <i<mn, alors d’apres la formule (2.8) il vient Vg,e; = f Z e, et
k=p+1,k#i
VE,e; = —fej, pour tout p+1<j<n, j+#i. Parsuiteona

9o(Ry(er, e)ei ex) =2f —qf? et go(Rv(ex,e;)es ex) = f.

Par conséquent, si v = Z Ae; € T'(U, Q) est non nul, alors on a
p+1<I<n

n

go(Ry(ex, Vvier) = Y N(f—af>)+f( D>, N <o.

l=p+1,l#k I=p+1,l#k

B) Maintenant nous allons donner une caractérisation d’un feuilletage minimal sur
un espace euclidien.

Soit (E™, (.)) Iespace euclidien de dimension n muni de la métrique canonique et
soit F un feuilletage (.)-Riemannien sur E™. Introduisons sur le fibré E tangent a F
la connexion suivante

ViY =1t VY = VY —ooa(X,Y),

pour tous Y € I'(E) et X € I(TM), onnt =id,,, —oom.
Si F est une feuille de F, alors (F,(.)) est une variété riemannienne et V7 est la
connexion de Levi-Civita associée. Le laplacien d’une fonction h, définie sur F, via

P
la connexion V7 est donné par AT h = Z(EZEz — VEFEZ)h
i=1

Proposition 3.1. Si F est minimal, alors F est sans feuille compacte.

Démonstration. Fixons un vecteur constant ¢ € E et considérons sur E la fonction
linéaire f(z) = (x,a). Pour tout X € I'(E), on a X f = (X, a) et par suite

X(Xf)-ViXf=(V¥X -VEX,a) = (0(a(X, X)), a).

On en déduit que A” f = (o(7),a) = 0. Maintenant le résultat découle du lemme de
Hopf ([17], page 500). En effet si F' est une feuille compacte de F, alors f doit étre
constante sur F', ce qui n’est pas vrai. ([l
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3.2 Feuilletages a courbure sectionnelle constante

On dit que le feuilletage F est transversalement einsteinien de constante d’Einstein
A € R, si l'opérateur de Ricci de F vérifie p, = Aidg. D’olt

(3.1) Ricy (i) = Mully — pour tout  p € T(Q).

Soit * € M, P, un plan de Q, et {u,v} une base orthonormée de P,. Posons
K(P;) = Sec(u,v). On dit que F est a courbure sectionnelle constante si K (P,) est
une constante k pour tout plan P, C @, et pour tout z € M.

Le feuilletage F est dit transversalement elliptique, transversalement hyperbolique
ou transversalement euclidien si la constante k > 0, k <0 ou k =0.

La preuve donnée dans ([16] page 202) peut étre reproduite pour montrer que si
F est un feuilletage de codimension > 3 a courbure sectionnelle constante k, alors
pour tous u,v et n € I'(Q) on a

Ry (p,v)n = k(go(m, v)p — go(n, p)v).
D’ou il vient

Proposition 3.2. Si le feuilletage F est de codimension q > 3, a courbure section-
nelle constante k, alors il est transversalement d’Einstein de constante d’Einstein

(g—1)k.

Dans la suite F est un feuilletage riemannien transversalement homogene de codi-
mension 2 sur une variété M compacte. Les résultats suivants sont dus a R.A. Blu-
menthal [5].

A) Propriétés d’un feuilletage transversalement euclidien de codimension 2.

Ay) Si le feuilletage F est transversalement euclidien de codimension 2 (ie modelé
sur SO(2) x R; SO(2)’ alors on a les conditions suivantes:

1) m1 (M) est résoluble et Hy(M,R) # 0.

2) Si (M) est abélien, alors

i) ou bien F est un R?-feuilletage de Lie, ou F possede une feuille compacte F'
telle que 71 (F) est isomorphe & 71 (M);

ii) si de plus M est de dimension 3 (resp de dimension 4) et m (M) # Z (resp
71 (M) # Z x Z), alors F est un R2-feuilletage de Lie.

3) Supposons que M est de dimension 3. Si 71 (M) n’est pas abélien ou si F n’est
pas un R2- feuilletage de Lie, alors F possede une feuille compacte.

4) Si F est une feuille compacte de F telle que H'(F) = 0, alors toutes les feuilles
sont compactes.

5) Si F est une feuille de F telle que Hy(F,Z) = 0, alors i.(m (F)) est un sous
groupe normal de 71 (M).

6) Si pour une feuille F' de F on a i.(71(F)) = 0, alors le groupe fondamental de
chaque feuille est abélien.

7) Si toute les feuilles sont simplement connexe, alors F est un R2-feuilletage de
Lie et 71 (M) est abélien.

As) Si le fibré normal de F est trivial, alors on a I’équivalence suivante:
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le feuilletage F est transversalement euclidien si et seulement si il est défini par
deux 1-formes wy,ws satisfaisant

1 1
dw1 = 5(.4}2 A w3, dWQ = 5&)1 A w3, dwg =0.

B) Propriétés d’un feuilletage transversalement elliptique de codimension 2.

Bj1) Si F est transversalement elliptique de codimension 2 (i.e., modelé sur
SO(S)/S’O(2) = §2%), alors on a les conditions suivantes:

1) Toutes les feuilles de F sont compactes, ou elles sont toutes denses, ou elles
sont toutes a croissance polynomiale et il existe une feuille compacte.

2) Si F est une feuille compacte de F telle que H'(F) = 0, alors toutes les feuilles
sont compactes.

3) Si F est une feuille de F telle que Hy(F,Z) = 0, alors i.(m1(F)) est un sous
groupe normal de 71 (M).

Bs) Si le fibré normal de F est trivial, alors on a I’équivalence suivante:

le feuilletage F est transversalement elliptique si et seulement si il est défini par
deux 1-formes wi, wo satisfaisant

1 1
dwl = 5&)2 /\W3, dWQ = 75(4)1 /\W3, dLL)3 = 5(4)1 A wa.

En général, si F est un flot transversalement elliptique modelé sur
SO(2q + 1)/50(2q) = §24 alors 71 (M) est & croissance polynomiale de degré d < 1
et F possede une feuille compacte.

C) Propriétés d’un feuilletage transversalement hyperbolique de codim 2

C1) Si F est transversalement hyperbolique de codimension 2 (ie modelé sur
SL(2,R) / SO(Z))’ alors on a les conditions suivantes:

1) Si pour une feuille F' de F on a i, (71 (F')) est trivial, alors le groupe fondamental
de chaque feuille est abélien.

2) Si 71 (M) est & croissance non exponentielle, alors il n’existe pas un feuilletage
transversalement hyperbolique de codimension 2 sur M.

C5) Si le fibré normal de F est trivial, alors on a 1’équivalence suivante:
le feuilletage F est transversalement hyperbolique si et seulement si il est défini
par deux 1-formes wy,ws satisfaisant

1
dw1 = 5&)2 /\W3, dw2 = w1 /\w2 — 2(4)1 /\W3, dLL)3 = —Ww1 /\W3.

3.3 Feuilletage Riemannien a courbure parallele

Dans [6] I'auteur montre qu’un feuilletage riemannien & courbure paralléle (ie VRy =
0) est modelé sur un espace symétrique et que l'on a les résultats suivants:

1) si F est a courbure parallele et si m(M) est fini, alors Secy > 0 et toutes les
feuilles de F sont compactes a holonomie finie.

2) Si F est un G-feuilletage de lie, alors il est riemannien transversalement symétrique
a courbure sectionnelle non négative.
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3) Si M est le fibré tangent unitaire du tore 7o de genre 2, les fibres (en cercles)
de cette fibration engendrent un feuilletage riemannien transversalement symétrique
a courbure sectionnelle strictement négative.

4) Soit G un groupe de lie de dimension ¢ et M une variété compacte de dimension
> ¢q. Soit w une 1-forme sur M a valeurs dans l'algebre de Lie de G de rang q et
soit F le feuilletage sur M d’équation w = 0. Alors une métrique bi-invariant sur G
induit une structure riemannienne sur (M, F) a courbure sectionnelle non-négative.

4 Opérateurs sur le fibré normal et formules intégrales

Soit (M, gpr) une variété riemannienne et F un feuilletage gp/-Riemannien sur M.
Dans cette section nous reprenons d’abord certaines résultats de [9] qui sont utiles
dans la suite.

4.1 Opérateurs sur le fibré normal

On introduit un opérateur noté Ky mesurant la déviation d’un champ transverse
d’étre affine transverse. Nous fixons X € V(F) et on pose n = w(X). Tout d’abord
remarquons que l’on a
(4.1) V¥ Z —a(Vyn(Z)) €T(E) pour tous Y, Z € T(E1),
ce qui entraine que

sz\y4zn = Vo (vyrz)n pour tous Y, Z € T'(E™1).
D’autre part, pour tous Y € I'(E) et Z € ['(E+) on a V2Z’Y77 =0, ce qui entraine
(4.2) Vi zn= Ry (n(Y),n(Z))n = 0.
On définit 'opérateur Ax € End(Q) par Ax(v) = =Vyuyn, v € ['(Q). Alors on a
(4.3) A% (V) = =Ax (Vo)) = Vo (v, 0m)-
Maintenant comme Ty = 0, il vient
(4.4) Ax =0(X) - Vx.
D’ou par un calcul classique, on montre que 'on a pour tous pu,v € I'(Q)

(4.5) (©(X)g0) (1, v) = =g (Ax (1), v) — 9o (1, Ax (V).

Proposition 4.1. L’endomorphisme Ax vérifie les conditions suivantes:
i) pour tous v €T(Q) et Y € T(TM) on a

(4.6) —Vy(Ax)v = [Ax, Vylv = Vi 0.

it) Ax est paralléle le long des feuilles.
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Démonstration. 1) En vertu de la relation (4.4), il vient

[Ax,Vylyv = —VyAx()+ Ax(Vyv)
= V%/Vo(u)?? = Vowyn)
= Vy,a(y)n~
La propriété ii) découle immédiatement des équations (4.6) et (4.2). O

Considérons 'opérateur Kx € Hom(I'(T'M), End(I'(Q)) défini par

Kx(Z)v (O(X)V)zv = (©0(X)V)(Z,v)
= O(X)(V(Z,v)) - V(O(X)Z,v) - V(Z,6(X)v)
= @(X)Vzl/—V[X,Z]V—Vz@(X)I/

= [0(X),Vz]v = Vx zv,

pour tous Z € T'(T'M) et v € I'(Q). L’homomorphisme K x est semi-basique car on a
Kx(Y)=©X)oY)]-06(X,Y])=0  pour tout Y eTI'(E).

Donc il induit sur I'(Q) Popérateur

(4.7) Kx (1) = [0(X), Vo)l = Vix,o(u):

En vertu des relations (4.7), (4.4) et (4.6) on vérifie facilement que 1'on a

(4.8) Kx(p)v = Rv(n,pv+[Ax,Veulv
(4.9) = Ry, u)v — Ve (Ax)v
(4.10) = Ry(n, )V + V30007

Proposition 4.2. L’opérateur Kx vérifie les conditions suivantes:
i) Kx est paralléle le long des feuilles.
i1) Kx est symélrique, c’est a dire pour tous p,v € I'(Q) on a

Kx(p)v = Kx(v)p.
i11) La trace de Kx est égale a
(4.11) trKx = > Kx(ei)ei = pg(n) +trV>n.
i=p+1
w) Si de plus F est minimal, alors trKx devient
(4.12) trKx = pg(n) — ALz

Démonstration. i) Soient Y € T'(E) et u € I'(Q). CommeonaVyRy =0, VyAx =0
et Vyn =0, il s’ensuit de la relation (4.8) et de I'identité de Jacobi que 'on a

Vy(Kx(p) = Rv(n,Vyw)+[Vy,[Ax, Vol

(4.13) = Rv(n,Vyu) = [Ax, Vo V]l = Vo [Vy, Ax]]
Ry (777 VY/U‘) - [AX7 [vo(u)v VYH
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D’autre part, d’apres la relation (4.9) on a

(4.14) Kx(Vypu) = Rv(n,Vyp) = Vewyw(Ax)
Ry(n,Vyu) = Viy,eu)(Ax)-

Les formules (4.13) et (4.14) impliquent que
(VyKx) (1) = Vy (Kx (1)) = Kx(Vyp) = [Ax, Ry (7(Y), p)] = 0,

car m(Y) = 0.
ii) Remarquons d’abord que la courbure Ry vérifie la premiere identité de Bianchi.
Par conséquent de la relation (4.10) il s’ensuit que

Kx(p)(v) = Kx(v)(p) = Re(n, p)v + R (v, n)p + Ry (1, v)n = 0.
ili) La formule (4.11) s’obtient en prenant la trace de la relation (4.10).
iv) Considérons le repere distingué (E;)1<,. Comme F est minimal, alors i VHE; €
['(E). Par conséquent A, ,n = —trV?2n car n est parallele le long des feuilleis:.1 g

4.2 Quelques formules intégrales

Soit T' ’endomorphisme de @ défini par T'(p) = Kx (u)n.

Proposition 4.3. On a les relations suivantes:

(4.15) Ricy (n,n) + trA% + Vxdivyn = trT = divy' V x1.

(4.16) Ricv(n,n) + trAi — (divvn)2 = divy (Vxn — (divyn)n).

Démonstration. Prouvons la relation (4.15). D’apres les relations (4.10) et (4.3), on
a

(4.17) T(p) = —Ry(p) = A% (1) + Vo(uy V1.
Par conséquent
(4.18) trT = —Ric(n,n) — trA% + divey Vx1n.

D’autre part, soit (E;)1<i<n le repere distingué introduit dans la section 2.2. Posons

P = Z gQ(innavo(n)ei): Z gQ(innaej)gQ(vo'(n)eiaej)
i=p+1 1,j=p+1
et
S= > 9Q(Vvy B €)= > gu(VY)E) ENgo(Ven, e)).

Jj=p+1 i,j=p+1
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Comme Kx est symétrique, donc on a aussi T'(u) = Kx(n)p . Il s’ensuit que

trl’ = Z gQ(Vi(n)7E7nv ei) = Z Va(n)gQ(VEﬂ?a 62') - (P + S)
i=p+1 i=p+1
(4.19) = Vymdiven — (P + 8) = Vxdivyn — (P + 5),

car divyn € Ay(M). Mais P+ S =0 car

90(Vomeirej) + gu (Ei, Vo) Ej) = a(n)gq(ei,e;) = 0.

La relation voulue découle de (4.18) et (4.19).

L’équation (4.16) se déduit de (4.15) et de la relation (5.4) que nous verrons plus
loin. g

Maintenant, posons

(4.20) 0(X)g0l>= Y (©(X)go(ei e)))*.

1,j=p+1

Proposition 4.4. [9]. Soit £ € T'(Q) tel que gq(&, 1) = 9o(Vowyn,n)  pour tout
w € T(Q). Alors on a

i) € est paralléle le long des feuilles de F.
ii) On a les relations suivantes

(4.21) gQ(trVQW, n) = divy§ — \AX|2

(4.22) 10(X)go|* = 2|Ax|* + 2trA%.

Proposition 4.5. [9]. Soit F un feuilletage gpr-Riemannien minimal sur une variété
riemannienne (M, gnr) sans bord. Soient X un automorphisme infinitésimal de F et
n=mn(X). Alors on a les formules intégrales suivantes:

(4.23) /M(Ricv(n, n) + trA% — (diven)?)dyr = 0.
@20 [ (Rics(n.n) + g0V nm) + 510(X)gql* = (diven)*)dys =0,
M

5 Propriétés des fonctions basiques

Soient (M, gpr) une variété riemannienne et F un feuilletage gps-Riemannien sur M.
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5.1 Gradient, Hessien et Laplacien via a V

Soit f une fonction C* sur M, le gradient classique via la connexion VM est défini
par ga (VM £, X) = X.f pour tout X € I'(T'M). 1l est clair que si f est constante sur
les feuilles de F, alors VM f € T'(E1).

Une fonction f sur M est dite basique si elle est constante sur les feuilles de F.
On désigne par Ay (M, F) Pensemble des fonctions basiques sur M. Par analogie avec
le cas classique on peut définir les opérateurs: gradient, hessien et laplacien d’une
fonction basique via la connexion V. Soit f € A,(M,F).

a) On définit Vf : le V-gradient de f par

93Q(Vf,v) =Veuf=0).f=df oo(v) pour tout v € I'(Q).

b) On montre dans la proposition 5.2 qui suit que V[ est parallele le long des
feuilles de F, c’est a dire que X = o(Vf) = VMf € V(F). Donc on peut définir
I'endomorphisme V2 f de I'(Q) qui est un tenseur de type (1,1) par

sz(/.t) = va(p)vf = _AX (/’L)

¢) Si l'on pose X = o(Vf), alors le V-hessien de f est défini par: u,v € T'(Q),

Hessv f(n,v) = —9o(Ax(1),v) = 9Q(VouVfiv)
Vcr(,u)gQ(va V) —9Q (Vf7 va’(p) l/)
(51) = (vo(u)vo(u) - VU(VG(H)D))f

_ 2
= Vo.ow/l-

d) Le V-laplacien de f est défini par
n
Af = —divgyVf = —trHessy [ = — Z Hessv f(e;, e;).
1=p+1
La proposition suivante décrit le lien entre Hessy et Hessyy;.

Proposition 5.1. Soient f € Ay(M,F) et Hessp f le hessien de f via la connezion
VM. On a les conditions swivantes.

i)
(5.2) Hesspy f(o(p),0(v)) = Hessv f(u, v),

pour tous p,v € I'(Q).
ii) Si F et E+ sont totalement géodésique, alors Hessy f est complétement déterminé
par Hessv f.

Démonstration. 1) D’apres (4.1) on a
Hessy f(o(p),0(v)) — Hessf(u,v) = (V(%M)a(u) —o(Veur)).f =0.

ii) Soient X,Y € I'(E). Si F est totalement géodésique, alors VMY € T'(E)). Par
conséquent Hessp f(X,Y) = 0.
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Maintenant, soient X € I'(E) et Y € I'(E+). Si Et est totalement géodésique,
alors pour tout Z € I'(E+) on a

g (V¥ X, Z) = —gu (X, V¥ 2Z) = 0.

Ceci implique que V¥ X € T(E). Par conséquent Hessy f(Y, X) = 0. |

La proposition qui suit renferme quelques propriétés d’une fonction basique et
d’un champ transverse.

Proposition 5.2. Soit (M, gn) une variété riemannienne munie d’un feuilletage
gr-Riemannien F. On a les conditions suivantes:

i) si f € Ay(M,F), alors o(Vf) =VMfecV(F).

it) Sin est champ transverse, alors divyn € Ay(M,F).

iit) Si f € Ay(M,F), alors Af € Ay(M,F).

w) Si f € Ap(M,F), alors on a

1
(5.3) SAIfIP ==Vl + fAF.
v) Si f € Ay(M,F) et sin est un champ transverse, alors on a
(5.4) divy fn = X.f + fdivyn.

vi) S est un champ transverse, alors la fonction f = %||n||é € Ap(M, F).

Démonstration. 1) Soient Y € I'(E) et v € I'(Q), on a
9O )Vfv) = Ygo(Vf,v)—ge(Vf,0(Y)r)
- }Z/,(g
car Z = ([Y,o0(v)] — o on[Y,o(v)]) € T(E).

Pour la preuve de ii) on peut consulter [9]. La condition iii) est une conséquence
de i) et ii).

iv) Comme f € Ap(M,F), la relation (5.3) découle de la formule suivante:

SVhsd? = B((Euf) - f(VeE).f

(Eif)? + [V, 5[
gQ(Vf, Ei)2 + fVQE“EI f

v) La relation (5.4) est classique.

vi) Comme gg et 7 sont paralleles le long des feuilles, alors f est basique. O

La proposition suivante décrit les propriétés d’une fonction basique définie par le
carré de la norme d’un champ transverse.
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Proposition 5.3. Soient X € V(F) et n = n(X). Si f = 3|[n|[3, alors on a les
équations suivantes:

(5.5) (O(X)gq)(n,v) = go(Vf — Axn,v) pour tout v € T'(Q).
Hessvf(v) = 90(Va(.00)m ) + 9o(Ax (1), Ax(v))
(5.6) = go(Kx(u)v,n) — go(Rv(n, n)v,n)

+ 9(Ax(n), Ax(v)).

(5.7) Hessy f(v,v) = —gq(Ry(v),n) + | Ax ()13 + 9 (Kx (v)v, ).

(5.8) Af Ricy(n,n) — |Ax|* + gq(trKx,n)
(5.9) = —|Ax|® = go(tr(V?n),n).

Démonstration. L’equation (5.5) découle de la définition du gradient et de la relation
(4.5). Les formules de (5.6) découlent de la définition du hessien et de la relation
(4.10). O

5.2 Version feuilletée de certains résultats classiques

Soit f € Ay(M, F). Nous rappelons que le laplacien Ay, f de f via la connexion VM
est défini par

Ay f = —divy (VM f) = — En: Hessar f(Ei, E;).

i=1

D’apres (2.6) on a
(5.10) Auvf=Af+gq(r,Vf)
Nous commencons par donner une version feuilleté du lemme de Hopf ([17] page 500).

Proposition 5.4. (Lemme de Hopf feuilleté). Soit (M, gnr) une variété rieman-
nienne sans bord munie d’un feuilletage F gpr-Riemannian minimal et soit f une
fonction basique a support compact.

1) Si Af garde un signe constant, alors f est constante.

i1) Si f est une fonction propre du laplacien A, gardant un signe constant sur M,
alors f est constante.

Démonstration. i) Supposons par exemple que A f < 0, alors d’apres la formule (5.10)
et la formule de Green on obtient Af = 0. Maintenant en vertu de la relation (5.3)
onaVf=0.

La condition ii) est une conséquence immédiate de 1). O

Dans [30] Pauteur donne une preuve d’une formule de Weitzenb ock et dans [11]
les auteurs utilisent cette formule en se référant & [3]. Ici, comme application de la
relation (4.15) nous allons donner une autre preuve de la version feuilletée de cette
formule. Mais tout d’abord, on fait la remarque suivante:
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si feApy(M,F) et X =0(Vf), alors de (5.1) et (2.7) il vient

Hessy f(u,v) — Hessv f(v, 1) = Re(u,v)f + Z.f = 0.

C’est a dire que Hessy f est une forme bilinéaire symétrique sur I'(Q). Donc ’endomorphisme
associé —Ax est auto-adjoint via gg. Il découle alors de (2.5) que l'on a

(5.11) |Hessv f|? = |Ax|* = trA%.

Proposition 5.5. Soit f € Ay(M,F), alors on a la formule de Weitzenb ock feuil-
letée:

(5.12) —%Allvfllé = |Hessv f|* — 9o(Vf, VAf) + Ricg (V. Vf).

Démonstration. Prenons X = o(Vf) et n = Vf dans la relation (4.15). D’apres
(5.11) nous obtenons trA% = |Hessy f|? et par définition du gradient on a

deivaf = —O'(Vf)Af = —gQ(VAf, Vf)
Donc il nous reste & montrer que
. 1
(5.13) dvaXVf:—iAHVfH?Q.
Soit v € I'(Q). Comme Hessy f est symétrique via gg il s’ensuit que
93o(VxVfv) = 9o(VervpnVfv)=90(VeiyVI, V)
%U(T)QQ(Vﬁvf) = 50(v).IVfIIg
9o (VIV G, v).

On en déduit que VxVf = 3V[Vf[3, d'ot la relation (5.13). O

Dans ([3] page 131) on retrouve la formule suivante sous le nom ”Bochner-Lichnerowicz”

(5.14) —%A|df|2 = |Hessv f|*> — |Af|* + Ric(df*, df*).

Mais il parait qu’il y a une erreur. En effet les auteurs utilisent la relation  (df, a) =
(f,0c) de (la page 121) pour montrer & (la page 133) que l'on a

(dAf/df) = |AfI%.

Or ceci n’est pas vrai car dans leur texte 'opérateur  est ’adjoint de d via le produit
scalaire (.) et non pas (/).

La proposition suivante se déduit facilement des relations (4.16), (5.10) et de la
formule de Green.

Proposition 5.6. Soit (M, gn) une variété riemannienne sans bord munie d’un
feuilletage gpr-Riemannien minimal. Alors pour toute fonction basique a support
compact sur M on a la formule intégrale

(5.15) /M(|Hessvf|2 “|AF + Ricw (V£, Vf))dar = 0.
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Comme application de la formule intégrale (5.15), nous donnons une version feuil-
letée d'un résultat de Lichnerowicz [18].

Proposition 5.7. Soit (M, gy ) une variété riemannienne compléte sans bord munie
d’un feuilletage F gpr-Riemannien minimal de codimension q > 2 transversalement
d’Einstein de constante d’Einstein k = 1(q — 1) > 0 et soit f € Ap(M,F) a support
compact. Si f est une fonction propre unitaire du laplacien A de valeur propre A,
alors on a X\ > lq.

Démonstration. Rappelons que f est unitaire signifie que || Y f2dy; = 1. Maintenant,
puisque f est une fonction propre unitaire de A, alors on a

/ |Af|2dy = )\2/ fPdyr = N2
M M

D’apres (2.5) il vient
Af|? A2
/ ‘H€85vf|2dM > / id]w = —.
M M4 q
D’autre part, comme F est a la fois minimal et transversalement einsteinien de con-

stante d’Einstein k, alors les relations (3.1), (5.3) et (5.10) entrainent

Sy Ries (V£ Py = k(fy, [V FIBdn
= Ak

Le résultat découle de le relation (5.15). O

5.3 Extrémums d’une fonction basique

Dans ce paragraphe nous supposons que l'on a f € Ay(M,F) et nous essayons de
dégager les propriétés des extrémums et des points critiques de f. On note Cr(f) =
{x € M/VM f(z) = 0} I'ensemble de ses points critiques.

1) Si le feuilletage F posséde une feuille partout dense (resp localement dense),
alors f est constante sur M (resp sur un fermé d’intérieur non vide de M, saturé par
des feuilles de F).

2) Comme o(Vf) = VMf, alors pour tout z € M on a: VM f(z) = 0 si et
seulement si V f(x) = 0. Cest a dire que 'on a Cr(f) = {x € M/V f(x) = 0}.

3) On sait que V[ est parallele le long des feuilles (Vf € V(F)). Donc si x €
Cr(f), alors F,, C Cr(f), ou F, est la feuille passant par x.

4) f est constante sur les feuilles de F. Par conséquent, si f atteint un minimum
(resp un maximum) en point € M, alors tous les points de la feuille F,, qui passe
par x sont des minimums (resp des maximums) de f. On dit dans ce cas que F, est
une feuille minimum (resp maximum) de f.

5) Par exemple si f est une fonction positive qui s’annule en = € M, alors f
s’annule sur toute la feuille F), passant par x et F, est une feuille minimum.

6) On peut parler aussi d’une feuille minimum (resp maximum) local. On dit
qu'une feuille F' représente un minimum (resp maximum) local de f, si F admet un
voisinage saturé U tel que f,y atteint son minimum (resp maximum) sur F.
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7) Si F' une feuille minimum (resp maximum) local de f, alors Hessy f,p est
positive (resp négative).

8) On ne parle pas d’un point minimum local strict (resp maximum local strict)
mais on peut parler d’une feuille minimum local strict (resp maximum local strict).

9) La proposition 5.1 montre qu'il se peut que Hessy f ne dégénere pas, mais
Hessp f dégénere.

10) Si en un point x € M, on a Hessypf > 0 (resp< 0) , alors Hess,vf
lest aussi. La réciproque n’est pas vrai. En effet, d’apres la proposition 5.1, si F
n’est pas totalement géodésique il se peut que pour deux vecteurs u,v € E,, on a
Hessqpr f (u,v) <O0.

11) Si F' est une feuille minimum (resp maximum) local de f, alors Vf,p = 0, (ie
F CCr(f))etona Hessyf/p >0 (resp< 0).

12) Comme est f constante sur les feuilles, alors elle induit une application con-
tinue f sur l'espace des feuilles M,z qui est en général un espace topologique non
séparé. Dans le cas ou M, r est séparé, alors il y a correspondance entre les points

extrémums locaux de la fonction continue fet les feuilles extrémums locaux de f.

13) Maintenant soient X € V(F), n = m(X) et f = 3|[n|3. On a les propriétés
suivantes:

i) si F' une feuille de F, alors on a I’équivalence

J/rp = 0 si et seulement si n/p = 0. C’est a dire que X, est une section de T'F.
Par conséquent si pour un point g € M le vecteur X (xo) n’est pas dans Ey,, alors
il existe voisinage U de x( saturé par des feuilles de F tel que pour tout « € U, X,
n’est pas dans F,.

ii) Si 7 est parallele, alors f est constante.

iii) Si 0 n’est pas une valeur de f, alors la classe d’Euler £(Q) du fibré normal @
est trivial [19] .

5.4 Fonctions basiques transversalement convexes

Soit (M, gar) une variété riemannienne et F un feuilletage gps-Riemannien sur M.
On dit qu’une fonction basique f est transversalement conveze (resp transversalement
strictement conveze) si en tout point de M la forme Hessy est semi-définie positive
(resp définie positive). Donc si f est transversalement convexe, alors Af < 0 et,
d’apres le lemme de Hopf feuilleté, il vient

Corollaire 5.8. Si M est sans bord et si F est minimal et f est transversalement
conveze a support compact, alors f est constante.

Donc I’étude des fonctions transversalement convexe ne sera intéressant que si le
feuilletage F n’est pas minimal ou si la variété ambiante n’est pas compacte.

Dans la suite de cette partie on suppose que le fibré orthogonal E+ est involutif.
D’apres la proposition (2.2) E+ engendre un feuilletage G totalement géodésique.
Rappelons d’abord un théoreme de [12] (voir aussi [7] page 190).

Théoreme 5.9. Soit (M, gyrr) une variété riemannienne compléte et soit Hy et Ha
deuz feuilletages orthogonauz via gpr. Si Hy est totalement géodésique, alors toute
feuille de Ho rencontre toute feuille de H;.
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Soit © € M et L, la feuille de G passant par x. Si vy : [0,1] — L, est une
géodésique, alors on a Vym o4 = nVA4 = 0. Par suite si f € Ay(M) et si h =
f o, alors il vient

(5.16) Hessy f(m 0 (t),m oy (t) = v(1)(3(£).f) = b (1).

Il est clair que f est transversalement convexe si est seulement si i est convexe.

Une partie A C M est dite totalement convexe si pour tout z,y € A, la géodésique
d’extrémités x,y est contenue dans A. Dans la suite on désigne par SatrA le saturé
de A par les feuilles de F. C’est la réunion des feuilles de F rencontrant A.

Proposition 5.10. Si f est une fonction basique transversalement convexe, alors on
a les conditions suivantes:

1) Sixzg € Cr(f), alors la feuille F,, de F passant par xo est une feuille minimum
absolu de f.

2) Soit L une feuille de G et ¢ € R. Alors on a les conditions suivantes:

i) Uensemble L¢ = {x € L/ f(x) < ¢} est totalement convexe,

i1) Uensemble M° ={x € M/f(x) < ¢} = SatrL®,

iii) si ¥ est une géodésique fermée de L, alors f est constante sur SatzX.

i) I’ homomorphisme

(5.17) (L) — mi(D),

est surjectif.
3) Soit c € R. Si F est totalement géodésique, alors M€ est totalement conveze et
I” homomorphisme
m (M) — mi (M)

est surjectif.

Démonstration. 1) Soit L,, la feuille de G passant par xg. Soit © € L., et v:[0,1] —
L une géodésique d’origine zy et d’extrémité x. Posons h = f o+, alors d’une part
on a h/'(0) = go(Vf(zo),¢(0)) = 0 car xp est un point critique de f, et d’autre part
d’aprés (5.16) h est convexe. On en déduit que la fonction h’ est positive, d’ott h est
croissante. Par conséquent f(z) = h(1) > h(0) = f(zo). D’apres le théoréme 5.9, F,
rencontre toutes les feuilles du feuilletage G , alors F est une feuille minimum absolu
de f et Vf s’annule en tout point de Fy,.

2) i) Soit z,y € L, v : [0,1] — L une géodésique d’origine x et d’extrémité y et
h = fo~. Alors la convexité totale de L€ est conséquence de la propriété de convexité
suivante de h. Pout tout ¢ € [0,1] on a

(5.18) h(t) < (1 — t)h(0) + th(1) < c.

il) L’égalité M© = SatzL° est une conséquence du théoreme 5.9.

iii) En particulier si v est une géodésique fermée de point de base x, alors pour
tout ¢ € [0,1] on a h(t) < h(0), d’apres les inégalités (5.18). On obtient le résultat en
prenant un autre point de base de la géodésique.

Le point iv) est une conséquence de deux remarques suivantes:

a) si  un point de L€, alors tout lacet de L de base x est homotope & une
géodésique fermée de L passant par z,



Extrémums des carrés de longueurs des champs 75

b) Pensemble L€ est totalement convexe donc connexe par arc.
3) Si F est totalement géodésique, alors en vertu de la proposition 5.1 f est convexe
via la connexion riemannienne VM et le résultat en découle. O

Proposition 5.11. On a les conditions suivantes:

1) Si f est une fonction basique transversalement convexe et s’il existe deux feuilles
F1, Fy de F qui soient minimums absolus de f, alors f atteint un minimum absolu
sur le saturé, par des feuilles de F, de la géodésique d’extrémités x1,x2, ot x; est un
point arbitraire de L N Fy;

1) Si f est une fonction basique transversalement strictement convexe et si x €
Cr(f), alors F, est Uunique feuille minimum absolu de f et F, rencontre chaque
feuille de G en un et un seul point.

Démonstration. 1) Soit « : [0,1] — L la géodésique d’extrémités x1, xs.

En appliquant le théoréme d’accroissement fini (théoréeme de Rolle) & h = f o, il
existe 0 < t; < 1 tel que h'(t1) = 0. Mais alors y; = h(t1) est un point critique de f,
donc la feuille Fy, est un minimum absolu de f. Par conséquent h(0) = h(t1) = h(1).
On applique de nouveau le théoréme de Rolle & h sur les intervalles [0,t1] et [t1,1].
On continue ce procédé indéfiniment. On arrive a construire un sous ensemble dense
D C [0,1] de points critiques de h. Alors f sera constante sur v(D) qui est un sous
ensemble dense de ¥ = ([0, 1]) O

Corollaire 5.12. Si f est une fonction basique transversalement convexe, alors l'un
des trois cas suivants doit se produire,

i) Cr(f) est vide,

i1) il existe une seule feuille de F qui soit un minimum absolu de f,

iit) f atteint son minimum absolu sur l'adhérence de la réunion des saturés, par
des feuilles de F, de certaines géodésiques de L.

Proposition 5.13. Si le feuilletage G posséde une feuille compacte L, alors toute
fonction f basique transversalement convexe est constante sur M.

Démonstration. Supposons que f n’est pas constante sur L. Soit alors ¢ une valeur
réguliere de f,r. L'ensemble L. = {x € L/f(x) > c} est un compact d’intérieur non
vide de L et le champ VM f est rentrant par le bord L. = f~'{c}. Donc si p; est
le flot de X = VM [, alors ¢(L.) ¢ L. pour t > 0. Par conséquent si y, est la
forme caractéristique du feuilletage G qui est une forme volume du fibré E-*, alors
I’application
h:t— Xg/L:/ @:XQ/L
wi(Le) L.

vérifie

h/(()):/[: LXXG/L:A divaf.xg/Lz—/L Af'Xg/L<O'

Donc Af prend des valeurs strictement positives, c’est a dire que la Hessy f prend
des valeurs strictement négatives, mais ceci contredit 'hypothese. O

Remarque 5.14. Les conclusions de la proposition 5.13 restent encore vrai st l’on
suppose seulement que la feuille L est de volume fini, c’est a dire que l'on a fL Xg /1 <
“+00.
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Proposition 5.15. Soit L une feuille de G et f une fonction basique transversalement
strictement convexe sur M. Alors on a les conditions suivantes:

1) la feuille L ne contient aucune géodésique fermée non constante (ie non réduite
a un point),

i) si F' est une feuille de F minimum de f, alors F est un rétracte par déformation
de M.

Démonstration. 1) D’apres la condition iii) de la proposition 5.10, si L contient une
géodésique fermée ¥ non réduite a un point, alors f est constante sur SatrX. Par
conséquent la restriction de hessy f a Satx> dégénere.

ii) Si F est une feuille minimum de f, alors d’apres la propriété ii) de la proposition
5.11 F rencontre chaque feuille de G en un et un seul point. Mais toute feuille de G
est contractile d’apres i). O

De maniere analogue on peut définir les fonctions transversalement concaves (resp
transversalement strictement concaves). En remplagant dans les propositions précédentes
I’hypothese feuille minimum par feuille maximum, alors on obtient des conclusions
analogues.

6 Champs transverses et extrémums

Toujours on suppose que (M, gar) est une variété riemannienne et F est un feuilletage
g-Riemannien sur M. Soient X € V(F) et n = n(X). On dit que 7 est un champ
conforme transverse si

. 2 .
(6.1) O(X)go =gg ou ¥ = gdwvn.

Nous remarquons que v est une fonction basique d’apres le point ii) de la proposition
5.2. Si de plus v est constante (resp, » = 0), alors 7 est dit homothétique transverse
(resp de Killing transverse).

On dit que 7 est un champ harmonique transverse (resp concourant transverse) si
I’endomorphisme Ax est auto-adjoint via gg et diven = 0 (resp Ax = —idg).

On dit que 1 est un champ affine transverse (resp de Jacobi transverse) si Kx = 0
(resp A, ;1 = pyn).

Comme dans le cas classique (voir, [22], [23]) on peut aussi introduire la notion
d’un champ affine propre transverse. Maintenant, on va étudier les propriétés de
chaque champ transverse cas par cas.

6.1 Cas d’un champ de Killing transverse

Soit X € V(F). Supposons que 7 = 7(X) est un champ de Killing transverse. Nous
commengons d’abord par donner des propositions qui caractérisent le champ 7.
6.1.1 Caractérisation d’un champ de Killing transverse

Soit I la sous algebre de Lie de End(Q) formée par les endomorphismes antisymétriques
via gg.
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Proposition 6.1. On a les conditions suivantes:
i) Uendomorphisme Ax € I (antisymétrique via gg) et divgn =0,
i) pour tout Z € T'(M), ’endomorphisme de Q

(62) V— V2Z,a(1/)77

est antisymétrique via gg,
i11) la forme bilinéaire symétrique Kx est triviale. Par conséquentn est un champ
affine transverse et pour tout p € T'(Q) on a les formules suivantes

(6.3) Ry (0 1)V + V5 () o)1

(6.4) Ry (n, 1) = Vo) (Ax),

et en particulier Vx(Ax) = 0.

(6.5) Ricy (n,n) + gQ(trVQU, n) = 0.

i) Si en plus le feuilletage F est minimal, alors ¥V, ,n = pgn. Par conséquent n est
un champ de Jacobi transverse.

Démonstration. Le point i) est classique.
ii) Soit Z e T(TM) et u,v € T(Q). Comme Ax est antisymétrique, alors on a

(6.6) 90 (Vo v) = =90 (1 Vow)n)-

Maintenant appliquons l'opérateur Vz aux membres de (6.6), on obtient

9gQ (VZVJ(;L)% V) + 90 (Va(p,)nv VZV) = —9Q (VZI’[” va(u)n) —9Q (/’La VZVO'(V)U)'

En utilisant encore une fois que Ax est antisymétrique, il vient
93Q(VzVen, V) = 90(Vow M 1) = 90V, VoM — 90 (1, VZV e )n).

Dot 9o(V V) = =901V 5)1)-

iii) Montrons alors que Kx est antisymétrique.

Soient p,v et s € I'(Q). D’apres antisymétrie de 1’endomorphisme (6.2), les
propriétés symétriques de la courbure et la relation (4.10) on a

gQ(Vi(M),g(Vﬂh s)) = —QQ(VE(M),U(S)W v)

_QQ(Vi(s),a(ﬂ)ﬁ, v) — gQ(RV (s 8)n,v)

9Q(V3 ()00 1) = 9Q(Rv (1, ), v)

= 9Q (Vi(u),o‘(s)n’ 1) + 9o (Rv (s,v)n, 1) — 9o (Rv (u, s)n,v)

= —QQ(Vg(y)’U(M)Ua s) + 9o(Rv (n, p)s,v) — go(Rv(n,v)u, s).

Dot go(Kx (1), s) = —go(Kx (), ) pour tout s € T(Q).

La condition iv) découle de la relation (4.12). O

Une deuxieme caractérisation d’un champ de Killing transverse est la suivante.
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Proposition 6.2. X et n vérifient Les conditions suivantes:
i1) pour tout ouvert V.C M et toute fonction basique f € Ap(V') telle que X.f =0,
ona®X)Vf=[X,VMf]=0.

Démonstration. D’apres le point i) de la proposition 6.1 on a Ax est antisymétrique,
donc go(Vxn,n) = 0. D’autre part, pour toute fonction basiquef telle que X.f =0
et pour tout p € I'(Q), on a

0=0(X)gq(1, V)

X.(o(p)-f)
—gQ(,U, [X7

— [ X, o(w)].f — 9o(p, [X, VM [])
VM g)).

Donc [X,VMf] =0. O
Maintenant, on veut montrer la réciproque. Soit Y € V(F) et £ = 7(Y).

Proposition 6.3. Si Y et & vérifient les conditions i) et i) de la proposition 6.2,
alors € est un champ de Killing transverse.

Démonstration. Six € M est un zéro de &, alors Y (x) € E, et par suite ©(Y')gq, = 0.
Soit z un point non singulier de £. On choisit un voisinage V de x, distingué pour
le feuilletage F de fagon que £y soit non singulier. Alors le fibré H de dimension
p+ 1 au dessus de V engendré par £,y et Y,y est involutif car Y € V(F). On peut
trouver un ouvert U C V voisinage de z et une submersion g : U — R97! de fagon
que Hy soit le noyau de dg. Soient ga, ..., g4 les composantes de g. Alors dga, ...dg,
sont linéairement indépendants et, pour tout 2 < i < ¢, on a Y.g; = 0. Donc en vertu
de 'hypothese ii) il vient

0 =g [Y,VYg]) = —(0(Y)gq) (1, Vi),

pour tout p € I'(Q 7). Mais comme la famille {¢, Vga, ..., Vgq} est un repere de Q /1,
alors il nous reste seulement & montrer que (0(Y)gg)(&,€) = 0. Or nous avons
(O(Y)gg)(€,€) =290(VyE, &) =0. D'ou le résultat. O
Maintenant supposons que le fibré E+ est involutif. Soit G le feuilletage engendré
par E. Alors on a une troisiéme caractérisation d’un champ de Killing transverse.

Proposition 6.4. Si pour un point x € M on a n(z) = 0 et Ax(x) = 0, alors
X € I(E).

Démonstration. Le champ X se décompose en une somme direct X = X; + X5 ou
X1 €T(E) et Xo =0(n) € (EL). 1l 'agit de montrer que X3 est nul au voisinage de
x. Soit ¢y le groupe & parametre local de X5 au voisinage de z. Comme X5 (z) = 0,
alors ¢t(z) = = pour tout réel t. Donc (1) () : T, M — T, M pour tout réel t. La
condition Ax(z) = 0 signifie que pour tout Y € I'(E+), on a Vy(x)Xg € E,. Soit
Y € T(E1), comme Xo(z) = 0 et E+ est stable par le crochet, alors on a

limy (&Y 0@ — X, V() = VL )Y~ V¥ X
—V%C)X2 = 0.

On en déduit que la restriction (¢1)«() 51 = idpy .
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Mais Xy € V(F) et ©(X2)gg = 0 car gg est invariant par holonomie (F est gas-
Riemannien). Donc les difféomorphismes ¢; préservent isométriquement les feuilles
de F. De la on déduit que ¢; coincide avec 'identité sur un voisinage de = dans la
feuille L, de G passant par z. Donc X5 est nul sur ce voisinage. Maintenant par
un argument de connexité on montre que 7 est identiquement nul sur L, tout entier.
D’ou n est identiquement nul sur SatrL, = M. ([

Soit K(F) ={X € V(F)/ ©(X)gg = 0}. Alors on a la suite d’inclusion de sous
algebre de Lie [13]
I'(E) C K(F) CV(F) cI(TM).

Proposition 6.5. Si E* est involutif, alors l’algébre de Lie quotient K(F)re) est

de dimension < @,

Démonstration. En effet, soit x € M. D’apres la proposition 6.4, 'application de

K(F) dans Q; x End(Q)
X — (m(X)(2), (Ax)a)
est linéaire injective. Comme A, est antisymétrique, alors

dimK(F) < dimQ, + diml(z) = @.

]

Soit © € M et soit C(x) 'ensemble des lacets en z. Pour tout 7 € C(z), le
transport parallele le long de 7 est une isométrie de Q.. L’ensemble de toutes ces
isométries de @), constitue le groupe d’holonomie ¥(z) de point de base z de la
connexion V [7]. Maintenant, comme ¥(x) € O(q) pour tout x € M, alors son
algebre de Lie g(x) est contenue dans I(z) et elle est invariant par la connexion V.
Soit gt (x) I'orthogonal de g(z) dans I(z) via le produit scalaire (.) défini en (2.2).

Proposition 6.6. Pour tout Y € T'(E*+), gt () est invariant par Vy-.

Démonstration. Soit © € M et (E;)1<i<n un repére adapté sur un voisinage distingué
U de x tel que (Vg (z)e5) = (VE,€;). = 0 pour tous 4, j = p+1,...,n ([14] page 263).
Soit G € gy et B € g/LU. Alors pour tout u € T'(Q) on a

90(Gz (1), (Ve B)a(¢j)) = —90(VE,G(1))z, Bu(ei))
= 90(Ga(1), B(VE,(x)€j)) = 0.

Soit N(g(x)) le normalisateur de g(z) dans I(x). Si X € K(F), alors (Ax), €
N(g(x)). Méme on a plus, une version feuilletée d’un théoréme de Kostant [16]).

Proposition 6.7. Soit (M, gn) une variété riemannienne compacte san bord et F
un feuilletage gnr-Riemannien minimal sur M. Si X € K(F), alors (Ax). € g(z).

Démonstration. l’endomorphisme Ax se décompose d'une maniére unique Ax =
Gx + Bx, ot Gx € g = Uzeng(x) et Bx € gt = Ugengt(x). D’apres la formule
(6.4), il vient

Ry(n,m(Y)) = Vy(Ax) = Vy(Gx) + Vy(Bx) pour tout Y € I'(Q).
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Mais alors Ry (1, 7(Y)) et Vy(Gx) sont dans g. Donc Vy (Bx) € g. Dot (Vy (Bx))z =
0 d’apres la proposition 6.6.
Soit v = Bx(n). Comme Bx est parallele le long de E+, alors

n n

di’()vl/ = Z gQ(VEil/,ei): Z gQ(BX(inT]),ei)
i=p+1 i=pt1
= — 3 ga(BxoAx(e),e:) = —trBx o Ax
i=p+1

= —tng( —tTBX OGX = |Bx|2.

Comme F est minimal, alors le résultat découle de la formule de Green. O

Nous signalons que ce résultat est généralisé au cas d’'un champ de Killing trans-
verse de norme globale fini sur une variété complete.

Proposition 6.8. [29]. Soit (M, gnr) une variété riemannienne compléte connexe
orientable munie d’un feuilletage gpr-Riemannien minimal. Soit 1 un champ de
Killing transverse de norme globale fini. Alors pour tout x € M, (Ax). € g(x).

6.1.2 Carré de longueur d’un champ de Killing transverse

Soient X € K(F),n=n(X) et f = %||77||é On a les propriétés suivantes:

a) O(X)gq =0,

b) Pendomorphisme Ax est antisymétrique,

¢) lPopérateur Kx = 0.

Le corollaire suivant, qui découle immédiatement de la proposition 5.3, caractérise
la fonction f.

Corollaire 6.9. On a les relations suivantes:

(6.7) Vf=Ax(n).
(6.8) V2f = — (R, + A%).
(6.9) Af = Ricy(n,n) — |Ax /.

Les corollaires qui suivent découlent du corollaire 6.9.

Corollaire 6.10. On a les conditions suivantes:

i) si x € Cr(f) et si rg;Ax = n (le rang de Ax en x est égal a n), alors
Xk, € N(TF;), ou F, est la feuille de F passant par x.

it) Si en un point © € M il existe u € T, M unitaire contenu dans Ker,Ax tel
que n(x) et u soient orthogonauz, alors on a

(6.10) Hessv f(u,u) = =2f(z)Secy (n(x), u).

iit) La fonction f est transversalement conveze si et seulement si

90 (Ry (1), 1) < 1Ax ()[I3,
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pour tout p € T(Q).
i) Si la fonction f est transversalement conveze, alors on a

Ricg (n,n) < |Ax|.

v) Si la courbure sectionnelle de F est non-positive (Secy < 0), alors f est
transversalement conveze.

Corollaire 6.11. Si le fibré E* est involutif, alors on a les propriétés suivantes:

i) Cr(f) contient les saturés des orbites géodésiques de o(n) (ici, un point singulier
de o(n) est considéré une géodésique constante).

it) Si la courbure sectionnelle de F est mnon-positive (Secy < 0), alors f est
transversalement convexe et on a les propriétés de la proposition 5.10.

6.1.3 Version feuilletée de certains résultats classiques

Le corollaire suivant, qui est conséquence du corollaire 6.11, est une version feuilleté
du corollaire 4 de [26]

Corollaire 6.12. Si le fibré E+ est involutif et si Secy < 0, alors l'un des trois cas
susvants doit se produire:

i) 0 est une valeur de f. Donc f atteint son minimum absolu sur f=*{0} =
n~H0g} = Vf~H0q} qui est un fermé saturé par des feuilles de F. Si en plus F
est totalement géodésique, alors f~1{0} est totalement convere.

i1) 0 n'est pas une valeur de f (ie f est strictement positive) et f atteint son
mintmum absolu sur ’adhérence de la réunion des saturés des orbites géodésiques
non constantes de o(n).

i) f est strictement positive sans feuille minimum, donc o(n) est sans orbite
géodésique.

1) Dans les situations ii) et iii) du corollaire 6.12, on a la classe d’Euler £(Q) du
fibré @ est nulle.

2) Sila fonction f est transversalement strictement convexe, alors f est strictement
positive sans feuille minimum.

En 1946 Bochner [21] démontre que

Sur une variété riemannienne compacte sans bord a courbure de Ricci non positive
(semi défini négative), tout champ de Killing est paralléle. Si en plus la courbure de
Ricci est strictement positive en un point, alors tout champ de Killing est trivial.

En 1982, dans [13] les auteurs donne une version feuilletée du théoréme de Bochner.
Alors ici nous utilisons la relation (6.9) pour donner une autre preuve du résultat de
[13].

Proposition 6.13. Soit (M, gar) une variété riemannienne orientable compacte sans
bord munie d’un feuilletage F gpr-Riemannien minimal a courbure de Ricci non pos-
itive (Ricy <0), et soit X € V(F). Sin=n(X) est un champ de Killing transverse,
alors n est parallele. Si de plus, en un point x € M on a Ricy, < 0, alors p = 0,
c’est dire que X € T'(E).
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Démonstration. Prenons f = 3[n]|3,. Comme F est minimal et Ricy < 0, alors en
vertu des relations (5.10) et (6.9) il vient

Ay f = Af = Ricy(n,n) —|Ax|* <0.

La proposition 5.4 montre seulement que f est constante, mais ici on a plus que sa,
en effet

0 = Ricy(n,n) = |Ax|,

par suite 7 est parallele.

Si en un point * € M, on a Ricy, < 0, alors nécessairement 7(x) = 0, sinon on
aura Ricy(n,n) < 0 sur un voisinage ouvert de x, mais cela contredit Ricy(n,7n) = 0.
Maintenant 7 est identiquement nul car f est constante. O

Corollaire 6.14. Si M est compacte sans bord et si F est minimal transversalement
einsteinien de constante d’Einstein k < 0, (en particulier si F est transversalement
hyperbolique de codimension q > 3), alors X € I'(E).

Remarquons que les conclusions de la proposition 6.13 restent encore vraies sur
une variété riemannienne sans bord (non nécessairement compact) munie d’un champ
de Killing transverse & support compact. Cependant en 1984, dans [28] 'auteur
généralise la proposition 6.13 au cas d’une variété riemannienne compléte munie d’un
champ de Killing transverse de norme globale finie. Il énonce

Proposition 6.15. Soit (M, grr) une variété riemannienne orientable compléte mu-
nie d’un feuilletage F gnr-Riemannien minimal a courbure de Ricci non positive
(Ricy < 0), et soit X € V(F). Sin = n(X) est un champ de Killing transverse
de norme globale finie, alors n est parallele. Si de plus Ricy, < 0 en un point © € M,
alors X € I'(E). En d’autres termes f est nulle sur M.

Maintenant remarquons que si la courbure sectionnelle de la variété M est non
positive, on a encore le théoréeme de Bochner. Mais si elle est strictement positive,
on ne peut rien conclure. Or en 1965, Berger [2] (voir aussi [21]), sous une hypothese
supplémentaire, donne le résultat suivant:

Sur une variété riemannienne compacte de dimension paire et a courbure section-
nelle strictement positive, tout champ de Killing s’annule au moins en un point.

Dans [26] théoreme 1, 'auteur montre qu’on peut étendre le théoreme de [2] au
cas d’une variété non compacte. Alors ici nous donnons une version feuilletée de ce
théoreme.

Proposition 6.16. Soit (M, gar) une variété riemannienne orientable et F un feuil-
letage gpr-Riemannien de codimension paire et a courbure sectionnelle strictement
positive (Secy > 0). Soit X € V(F) et n = w(X) un champ de Killing transverse.
Posons f = %||77||22 Si F' est une feuille minimum local de f, alors X ,p € T'(TF).

Démonstration. 1) Comme f atteint un minimum local sur F, pour tout point z € F
et tout v € @, on a

(6.11) Hess,v f(v,v) = Hessgpr f(o(v),o(v)) > 0.



Extrémums des carrés de longueurs des champs 83

Fixons = dans F et faisons d’abord les deux remarques suivantes:

1) Pendomorphisme T = Ax /Q. ¢+ Qz — Q) est antisymétrique via gg, donc si
le polynéme minimal de 7" admet une racine réelle, alors elle est nulle. En d’autre
terme si T' possede un vecteur propre, alors il est dans KerT'.

2) Le polynéme caractéristique de T est de degré pair car dim@, est pair. Donc
I'ordre de multiplicité de 0 est pair. En d’autre terme dimKerT est pair.

Montrons maintenant que 'on a n(x) = 0. Supposons le contraire, alors n(z) €
KerT car x € Cr(f) et d’apres (6.7) on a

0=V/f(z) =Ax(n(z)) =T(n(x)).

Soit alors u € KerT un vecteur unitaire orthogonal & n(z). Il résulte de (6.10) que
lon a Hessyyf(u,u) < 0. Ce qui contredit (6.11). Donc 7 s’annule sur toute la
feuille F'. 0

La proposition suivante est une version feuilletée d’un résultat de Kobayashi ([15],
page 57).

Proposition 6.17. Soit (M, gar) une variété riemannienne munie d’un feuilletage
F gm-Riemannien & courbure de Ricci strictement négative (Ricy < 0), et G un
feuilletage orthogonal & F wvia gpr. Soit X € V(F). Sin = n(X) est un champ
de Killing transverse et si la fonction f = %||n||*> atteint un mazimum local sur une
feuille F' de F, alors X € T'(E).

Démonstration. Comme F' est une feuille maximum, alors
Af/p=—trHessypf > 0.

D’un autre coté, 0/ est nécessairement nul, sinon d’apres la relation (6.9) on aura

Afsr = Ricy(n,n)/r — |Ax|7p < 0.

Mais comme F' est une feuille maximum local, alors f et par suite n s’annule sur un
voisinage ouvert saturé U de F. Maintenant on applique la proposition 6.4. O

On peut introduire la notion d’un 2-champ de Killing transverse et donner une
version feuilletée du travail de [20].

6.2 Cas d’un champ harmonique transverse

Soit X € V(F). On suppose que n = m(X) est un champ harmonique trans-
verse. Posons f = 3||n]|3. Comme I'endomorphisme Ax est symétrique, on a
immédiatement

Corollaire 6.18. Un champ transverse est a la fois de Killing et harmonique si et
seulement si il est paralléle.

D’autre part, comme dans la proposition 6.1 on montre facilement que ’on a

Proposition 6.19. Pour tout Z € I'(M) l’endomorphisme de Q

(612) Vv— VQZ,O'(D)??
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est auto-adjoint via gg. En particulier ’endomorphisme
Kx(n) =[Ax,Vx]=-Vx(Ax)
est auto-adjoint via gq.

Résumons les propriétés de n:
a) I'endomorphisme Ax est auto-adjoint via gg,

b) ©(X)ga(n,v) = —290(Ax (n),v), pour tout v € I'(Q),
c¢) Pendomorphisme V x(Ax) est auto-adjoint via gg.

Proposition 6.20. On a les relations suivantes:

(6.13) Vf=—-Ax(n),
(6.14) V2f = —Vx(Ax) + A% + Ry,
(6.15) Af = —Ricy(n,m) — |Ax|%,
. 1
(6.16) 90(pyn.n) = Ricy (n,n) = go(trV>n,n) = 59Q(t7“Kx, n).

Si de plus le feuilletage F est minimal, alors on a la relation

(6.17) 9Q(ALzm,m) = —gq(psn,n)-

Démonstration. Les deux premieres relations sont les analogues des formules (6.7) et
(6.8), elles découlent de la proposition 5.3. Tandis que la relation (6.15) est I’analogue
de la formule (6.9), elle découle des équations (4.15) et (6.13). La formule (6.16)
découle directement de (6.15) et (5.9). Finalement si F est minimal, alorson A, ,n =
—trV2n. O

1) Pour tout U C M relativement compact, on a
(6.18) LKA, >Su=— <L pgn,n U .

2) Un champ transverse { est dit fermé si 'endomorphisme associé Ay () est
symétrique (divy € n’est pas nécessairement nul ). Les relations (6.13) et (6.14) restent
encore vraies pour un champ transverse fermé.

Proposition 6.21. On a les conditions suivantes:

i) si x € Cr(f) et si rg;Ax = n (le rang de Ax en x est égal a n), alors
X/p, € N(TF,), ou F, est la feuille de F passant par x.

i1) Soit © € Cr(f) tel que f(x) > 0. Si le rang de Ax est constant < q — 2 dans
un voisinage U de x, alors il existe un vecteur unitaire u € Q, tel que

(6.19) Hessyv f(u,u) = 2f(z).Secy (n(z), u).
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Démonstration. i) D’apres (6.13), on a n(z) € Ker, Ax = {0}. Donc f s’annule sur
la feuille passant par x.

ii) Soit v une section unitaire du fibré local KerAxy ,, orthogonal & n(x) en z.
Alors on a

Vx(Ax)(v) = Vx(Ax(v)) — Ax(Vx(v)) = —Ax(Vx (v)).

Mais comme ’endomorphisme Ax est symétrique, il s’ensuit que

9(Vx(Ax)(v),v) = —g9o(Ax (Vx (¥)),v) = —gq(Ax(¥), Vx(v)) =0

Posons u = v(z), en vertu de la formule (6.14) il vient

Hess,po f(u.0) = go(Ry(u),u) = 2f (x).Seey ((2), w).

O

Le corollaire suivante est une version feuilletée du théoréme 15 de [26], il découle
du point ii) de la proposition 6.21.

Corollaire 6.22. Si Ax est de rang constant < q—2 sur voisinage d’un point x € M,
alors on a les conditions suivantes:

i) Si F, est une feuille minimum local de f et si la courbure sectionnelle de F est
strictement négative, alors X ,p, € T'(TFy).

it) Si Fy est une feuille mazimum local de [ et si la courbure sectionnelle de F
est strictement positive, il ewiste un voisinage fermé saturé U de F, tel que X,y €

L(Fv)-
La proposition suivante est I’analogue de la proposition 6.11.

Proposition 6.23. Si le fibré E+ est involutif, alors on a les propriétés suivantes:
i) Uensemble des points critiques de f contient les orbites géodésiques de o(n).
it) St Vx(Ax) =0 (ie Ax est paralléle le long des orbites de X ) et si la courbure

sectionnelle de F est non-négative (Secy > 0), alors f est transversalement convexe

et on a les propriétés de la proposition 5.10.

Le corollaire 6.12 reste encore vrai pour un champ harmonique transverse. Le
résultat suivant est I’analogue de la proposition 6.13.

Proposition 6.24. Soit (M, gpr) une variété riemannienne orientable compacte sans
bord munie d’un feuilletage F gpr-Riemannien minimal o courbure de Ricci mon
négative (Ricy > 0), et soit X € V(F). Sin = n(X) est un champ harmonique
transverse, alors n est paralléle. Si de plus, en un point x € M on a Ricy, > 0, alors
X e(B).

Corollaire 6.25. Si M est compacte sans bord et si F est minimal transversalement
einsteinien de constante d’Einstein k > 0, (en particulier s’il est transversalement
elliptique de codimension q > 3), alors X € T'(E).

Il est clair que les conclusions de la proposition 6.24 et le corollaire 6.25 restent
vraies si a la fois M est non compacte sans bord et 7 est a support compact.
La proposition suivante généralise le point ii) de la proposition 6.22.
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Proposition 6.26. Si la courbure de Ricci de F est définie positive (Ricy > 0) et
si I est une feuille maximum local de f, alors X,y € T(E/y), ot U est un voisinage
fermé de F saturé par des feuilles de F.

Démonstration. D’une part, on doit avoir Af/p = —trHessyvf/p > 0 car I est
maximum local. D’autre part, d’aprés (6.15), on a

Af = —Ricy(n,n) — |Ax]|* <0

sur M. Donc nécessairement 7,r = 0, mais comme F' est un maximum local, alors 7
s’annule sur un voisinage saturé de F'. (I

Maintenant on donne un théoréeme pour les champs harmoniques transverses généralisant
la proposition 6.24 au cas d’une variété complete non compacte, dont la preuve est
inspirée de [28].

Théoreme 6.27. Soit (M, grr) une variété riemannienne compléte munie d’un feuil-
letage F gar-Riemannien minimal et soit X € V(F). Sin = n(X) est harmonique
transverse de norme globale finie et si la courbure de Ricci de F est non négative
(Ricy > 0), alors n est paralléle. Si de plus Ricy est strictement positive en un point
de M ou si M est de volume infini (c’est le cas si la courbure de Ricci de M est non
négative (voir [8])), alors X € T(E).

Démonstration. Soit O un point fixe de M. Pour chaque point x € M, on désigne
par p(z) la distance géodésique de O a z, et on désigne par By la boule de centre O
et de rayon k > 0. On choisit une fonction w C*> sur R, vérifiant:

)0 <w<1surR,

ii) w(t) =1 pour ¢t < 1,

iii) w(t) = 0 pour t > 2,
et on pose () = w(%)
Pour tout k € N*, ¢} est presque partout différentiable sur M et vérifie

0<¢pr(r) <1 VoeM,
supp ¢ C Bay et o = 1 sur By,

sur M,

>l o

li — 1 et |dog| <
m o et |doy| <

ol ¢ est une constante positive donnée. Rappelons le lemme suivant [1].
1l existe un réel A > 0 dépendant uniquement de w tel que

A
(6.20) e ®@ V|3, < ﬁ”””QB% pour tout v € T'(Q).

On notera que si v € LY(M)NT(Q), alors pxv € T'e(Q) et || orv—v|| — 0 (k — +00).
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Il est clair que 'on a V(pin) = 2prdpr @0+ 93 Vn, pour tout k € N*. En vertu
de l'inégalité de schawrtz et de la formule 6.20 il vient

L V*Vn, oin >p,, <LV, 2ppdor, @+ VN >p,,

> NleeVnlls,, — 20kl By, ldeor @ 0B,
3
(6.21) > e Vnlls,, —4llder @ nllp,,
3 AN

(Ici on utilise I'inégalité (1s — 2t)? > 0) pour tous s,t € R).

Comme Ricy > 0 et V*Vn = Appn, alors d’apres les équations (6.18) et (6.21) il
vient

0< </>i/ Ricy(n,n) = < pvin, ©in >5,,
Bay,

IN

3 4\

On en déduit que
limsup ||¢2V7||B,, <O.
k—s o0

Donc Vi = 0, et par suite la norme local de 7 est constant. D’ou le résultat.
O

Théoréme 6.28. Soit (M, gnr) une variété riemannienne compléte munie d’un feuil-
letage F gpr-Riemannien minimal et soit Y € V(F). Si & = 7n(Y) est fermé transverse
de norme globale finie et si Ay est paralléle, alors & est paralléle. Si de plus la variété
M est de volume infini, alors Y € I'(E).

Démonstration. Considérons de nouveau la famille des fonctions (¢x)ren+ donnée
dans la preuve du théoreme 6.27, et considérons aussi un repere distingué local
(Ei)i<i<n. Comme ¢ est parallele le long des feuilles et Ax est symétrique via gq,
alors pour tout k € N* on a

n

o(Ay(&).vi = Z 9Q(Ay (€), ) Ei. o}

i=p+1

(6.22) = 2> golder(E).& prAy(e))
i=p+1

= 2> go(dek(E:) & orV i)
i=1

D’autre part comme Ay est parallele et symétrique via gg, alors d’apres (2.5) il vient

(6.23) prdive Ay (§) = pitr(AT) = |orAy[*.
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Maintenant, comme le feuilletage est minimal et le support de ¢y est contenu dans
Bsy, en vertu des relations (6.22), (6.23) et la définition du produit scalaire il vient

(6.24)

/szU(AY(g))“pi-i- / P2 divg Ay (€)

By,
-2 < dipy, ® &, pVE >p,, e VElS,, -

Mais de l'inégalité de schawrtz et de la formule 6.20 il s’ensuit

lerVElS,, 2 < dpr @, 0k VE >p,,

IA I

QH@kVSHBzA”d@k®€HB%

< SlenVels,, +2ldee @ €,
1 2\

< 5lenVells, + 3z lElE.,

ou encore
4N
okl < el

Mais comme & est de norme globale finie, alors en faisant tendre kK — 400, on obtient
li V¢||E,, <O0.
L llerVEls,, <

On en déduit que V& = 0. D’ott le résultat. |

Nous remarquons que 'hypothese divy&{=0 n’intervient pas dans les preuves de
ces théoremes.

6.3 Cas d’un champ conforme transverse

Soit X € V(F). On suppose que n = w(X) est un champ conforme transverse. Soit
f =3l

Proposition 6.29. On a les relations suivantes:

(6.25) Vf=Ax(n)+n,
(6.26) X.f =S,
(6.27) Hessyf(v,v) = —go(Ry(v),n) + [Ax ()]}

1

+ (0) Do) - ;

(X-¢)9Q(V7 l/),

-2
(6.28) Af = Riey(n,n) = |Ax | + =X 4
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Démonstration. 1) 1l est clair que (6.25) découle immédiatement de la relation (5.5).
Montrons la relation (6.26).

X.f = —g9o(Ax(m),n) = go(Wn,n) — 9q(Vfn)
= 2f— X.f.

ii) Avant de montrer la relation (6.27), faisons d’abord les remarques suivantes.
a) Kx(v) et [Ax, Vx] sont des tenseurs de type (1,1),
b) d’aprés (4.4) on a Axgg = O(X)gg = Y9, par conséquent on a

go(Ex(Wv,n) = —(Kx(¥).90)(v,n) — go(v, Kx(¥)n)
= (Vow)0(X)gQ)(v:n) — 9o (v, Kx(n)v)
= (o) P)ga(v,n) — go(v, [Ax, Vx )
= (o) -¥)ge(v,n) - %([A)m Vxlgo) (v, v)
= (o) ¥)gev,n) = 3(X4)go(v,v).

Maintenant la formule (6.27) découle de ’équation (5.7).

iii) Pour la relation (6.28), il suffit de remarquer que ¢ est une fonction basique
n

et que l'on a Z V)go(n,e;) = Z(Ei.w)gM(X, E;) =X O
i=p+1 i=1
Une conséquence immédiate de la relation (6.27) est le

Corollaire 6.30. f est transversalement convezxe si et seulement si

(6.29) 9Q(Ry(v),n) < |Ax ()% + (0(v)-4)gq(v,n) — %(X-ng(u, v),

pour tout v € I(Q).

Corollaire 6.31. i) La relation (6.25) montre que l'on a toujours f~1{0} C Cr(f).
ii) La relation (6.26) montre que l'on a Cr(f) C f~*{0} Uy ~{0}.
On en déduit que
a) si 0 n'est pas une valeur de f, alors Cr(f) C ~1{0},
b) si 0 n'est pas une valeur de v, alors Cr(f) = f~1{0}. C’est le cas si n est
homothétique transverse non de Killing transverse.

Supposons que E+ est involutif, soit ¢, le flot de o(n) et 29 € M. Supposons que
Porbite a(u) = ¢, (x0) est contenue dans Cr(f). Dans une carte distinguée (adaptée
au feuilletage F), on peut écrire a(u) = (0,2PT1(u),...;2™(u)). Soit u = ¢(¢) un
changement de paramétrisation de fagon que y(t) = «a(4(t)) soit une géodésique.
Posons y(t) = x(¢(t)). Si Ffj sont les symboles de Christoffel de V| alors on doit

0 = FO+IOFOGE)
— S0 + ) + @ W (o)
(3(8) — Y(a(w)d(0)i* u)
d’ou
(6.30) ¢(t) =a+b teff:lwm(")dudr, a,b = const.

to
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Donc si E*+ est involutif, alors Cr(f) contient le saturé des orbites de (1) qui sont
des géodésiques modulo la reparamétrisation (6.30).

La proposition suivante est une version feuilleté du théoréme 9 de [26]. Elle
s’appuie sur la relation (6.27).

Proposition 6.32. Si le feuilletage F est de codimension pair, alors on a les condi-
tions suivantes:

1) Si la fonction f atteint un minimum local sur une feuille F' de F et si la courbure
sectionnelle de F est strictement positive en un point x € F (Secy, > 0), alors le
champ X est tangent a F' (X,p € I(TF)).

i1) Si la fonction f atteint un mazimum local sur une feuille F' de Fet si la courbure
sectionnelle de F est strictement négative en point v € F (Secy, < 0), alors il
existe un voisinage U saturé de F' tel que le champ restreint X,y est tangent a Fy,

(Xv € T(Ew)).

Démonstration. i) Supposons que X n’est pas tangent a F', c’est a dire que 7 est sans
zéro sur F. Puisque F' C Cr(f), alors d’apres le point ii) du corollaire 6.31, on a
Y,r = 0 et par conséquent

0=V/f(y) = Ax(n(y)), pour tout y € F.

Posons T'= Ax /g, . Alors on a n(x) € KerT et T est antisymétrique via gq car 1, p
est un champ de Killing transverse. Par suite comme dans la preuve de la proposition
6.16 on peut construire un vecteur unitaire w dans KerT orthogonal a n. Mais = est
un minimum de f, en prenant d’abord dans la relation (6.27) v = u on obtient

0< Hessy f(u,u) = —Ryg(u)— %Xx.w
= —2f(z)secy (n(z),u(z)) — X1,

puis en prenant v = n(x) on obtient
0 < Hessy f(n(z),n(z)) = f(z)Xa0.

Mais comme on a supposé que f(z) > 0, on en déduit que

(6:31) (e Psecs (1) ula)) <~ 1) Xad <0,

or ceci contredit que Secy, > 0.
ii) Si I'on suppose encore que 7,5 est sans zéro, alors f(z) > 0 et le raisonnement

de i) conduit & I'inégalité

(e Psecy (n(a), u(@) 2~ f@0) Xt 2 0,

ce qui contredit Secy, < 0. Mais comme f atteint un maximum local sur F', alors
elle doit s’annuler sur un voisinage saturé de F'. |

Maintenant soit x : I'(Q) — R la forme quadratique affine définie par

k(v) = 2 ; qO'(l/).’(/J — Ricy (v,v).
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Alors en vertu de la relation (6.28), il vient
(6.32) Af =—|Ax > — k(n).

Proposition 6.33. Si F est de codimension ¢ > 2 d courbure de Ricci strictement
négative en point x (Ricy, < 0)et si la fonction f atteint un maximum local sur la
feuille F,, passant par xz, alors il existe un voisinage U saturé de F, tel que le champ
restreint X iy est tangent a Fy, (X,u € T(E/y)).

Démonstration. Comme F,, est une feuille maximum de f, alors on a
Hessy f/p, <0 et par suite Af,p > 0. D’autre part, on a I'inégalité

0> Hessv f(n(x),n(x)) = f(2)Xe-1.

Par conséquent si f/p, > 0, alors on a X,;.1p < 0. Mais comme Ricy, < 0et ¢ > 2,
il s’ensuit que s (n(z)) > 0, et en vertu de la relation (6.32) on obtient Af/p < 0.
D’ou la contradiction. O

En faisant jouer a k le role que joue Ricy dans la proposition 6.24, alors en vertu
de la relation (6.32) on obtient

Proposition 6.34. Si M est compacte sans bord et si F est minimal et n est positif
via K (ie k(n) > 0), alors on les conditions suivantes:

i) la fonction f est constante, et par suite C\.(f) = M.

it) n est paralléle (Ax =0),

i11) 1 est isotrope via £ (k(n) = 0).

Si de plus, en un point x € M on a Kk, >0, alors X € T(E).

Corollaire 6.35. Sous les hypothéses de la proposition 6.34 on a les conditions suiv-
antes:

i) si 0 n'est pas une valeur de f, alors ¢ est identiquement nulle et par suite n est
un champ de Killing transverse.

it) Si en un point x € M on a Ricy, <0, alors X € T'(E).

Démonstration. i) Si 0 n’est pas une valeur de f, alors ¢y~ 1{0} D C,.(f) = M en vertu
du corollaire 6.31.

ii) Si 0 n’est pas une valeur de f, alors n est un champ de Killing transverse non
singulier d’apres i). Mais cela contredit la proposition 6.13. |

Maintenant si 7 est un champ homothétique transverse (divym est constante),
alors les relations (6.27) et (6.28) montrent que I’étude des extrémums se ramene &
celle d’'un champ de Killing transverse. On finit cette partie par rappeler le résultat
suivant.

Proposition 6.36. [9] Soit F un feuilletage gps-Riemannien sur une variété rieman-
nienne (M, grr). Tout champ homothétique transverse de F est affine transverse.

6.4 Cas d’un champ affine et de Jacobi transverses

Soit X e V(F),n=mn(X) et f = %HnHzQ Considérons ’endomorphisme T € End(Q)
défini par T'(v) = Kx (v)n. On dit que 1 est semi-affine transverse, si trT = trKx = 0.
Il est clair que tout champ affine transverse est semi-affine transverse. Le résultat
principal de cette section est le suivant.
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Théoréme 6.37. Soit F un feuilletage gps-Riemannien minimal sur une variété
riemannienne (M, gnr) sans bord, et soit X un automorphisme infinitésimal de F tel
quen = 7(X) soit a support compact. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

i) n est un de Killing transverse.

1) m est semi-affine transverse.

iit) n est affine transverse.

w) n est de Jacobi transverse et divyn = 0.

v) 1 est homothétique transverse.

Démonstration. Montrons que ii) implique i). Comme ¢rT = trKx = 0, alors en
vertu des relations (4.11) et (4.18) il s’ensuit que l'on a les formules suivantes

(6.33) Ricy(n,n) + trA% = divyVxn
et
(6.34) Ricy (n,1) + gq(trv?n,n) = 0.

Maintenant les relations (4.23) et (6.33) entrainent que [, (divyn)® = 0. Par suite
divgn = 0. Donc, en vertu des équations (4.24) et (6.34) on obtient
Jur 18(X)gg|?dar = 0, dont ©(X)gq = 0.
Maintenant 'implication iv)=ii) découle immédiatement des relations (4.12) et
(4.15). Finalement iv) implique iii) d’apres [9]. O
Donc I’étude des extrémums via a un champ semi affine transverse est intéressante
si le feuilletage n’est pas minimal, ou si le champ n’est pas a support compact. Mais
d’apres la relation (5.8), si 7 est semi affine, alors on a Af = Ricy(n,n) — |Ax|? qui
est justement la formule (6.9), par conséquent on a

Proposition 6.38. Soit (M, gn) une variété riemannienne munie d’un feuilletage
F gum-Riemannien o courbure de Ricci strictement négative (Ricy < 0). Sin est
un champ semi affine transverse (non nécessairement de Killing transverse)et si la
fonction f = Z||n||* atteint un mazimum local sur une feuille F de F, alors il existe
un voisinage U de I’ saturé tel que Xy € T'(E)y).

Maintenant si 7 est affine transverse (non nécessairement de Killing transverse),
alors la relation (5.7) devient

Hessv f(v,v) = —gq(Ry(v),n) + [Ax )]

qui est justement la relation (6.8). Malgré que 1’on a cette formule, la proposition 6.16
ne reste pas vrai car sa preuve s’appuie sur une hypothése qui caractérise un champ
de Killing transverse a savoir Ax est antisymétrique via gg. Par contre le corollaire
6.10, privé de la condition i), reste encore vrai.

Finalement nous remarquons que le théoreme 6.15 reste encore vrai si 7 est seule-
ment un champ de Jacobi transverse. C’est a dire que l'hypothese divyn = 0
n’intervient pas dans la preuve.

6.5 Cas d’un champ concourant transverse

Soit X € V(F), n =n(X) et f = %||r]||€2 Nous supposons que 7 est un champ
concourant transverse.
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Proposition 6.39. On a les conditions suivantes:
(6.35) Vf=n, V?f=idg, Hessvf=gq, et Af=q.
ot q est la codimension de F.

Démonstration. Soit v € T'(Q), on a
9o(Vfv) =o(v).f = —go(Ax(v),n) = 9o(1,v).
D’ou la premiere égalité. Passant a la deuxieme formule,
V2f(v) = Vo) Vf=-Ax(v) =v.

Maintenant les deux dernieres relations sont immédiates. O

Le corollaire suivant décrit les propriétés qui découlent d’un champ concourant
transverse.

Corollaire 6.40. On a les conditions suivantes:

i) Co(f) = £ HO} = {0}, (car VS =n),

it) f est transversalement strictement convexe, (car Hessv f = gg). Par conséquent
on a les conditions suivantes:

a) supzenm f(x) =400, et par suite la variété M n’est pas compacte.

b)) Six e C.(f), alors C.(f) = Fy, par suite Fy, est une feuille minimum absolu
global et f/p, =0, (d’aprés la proposition 5.10).

iii) Si le fibré orthogonal E*+ est involutif, alors le feuilletage qu’il engendre ne
posséde pas une feuille de volume fini, (d’apres la remarque 5.14).

iv) Si la variété M est compléte et si le fibré orthogonal E*+ est involutif, alors on
a les conditions de la proposition 5.15.
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