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Abstract

The aim of this paper is to extend a result of Salehi from [3] concerning the
Hellinger integrals with matrice measures.

Résumé

Dans cet ouvrage on généralise un résultat de Salehi, contenu en [3], visant les
intégrales Hellinger par rapport aux mesures matricielles.
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I.I. Alexandrov [1] considère les intégrales de type Hellinger pour les fonctions vec-
torielles finit aditives de l’ensemble. L’intégrale introduite par Alexandrov se trouve,
par rapport à l’intégrale Hellinger classique, dans la même rélation dans laquelle
l’intégrale de type Lebesque introduite en [2] se trouve par rapport à l’intégrale de
Riemann. Alexandrov utilise l’intégrale qu’il a introduit pour la représentation de
certaines fonctionelles linéaires ou de certains opérateurs linéaires definits sur des
espaces des fonctions aditives de l’ensemble.

H. Salehi [3] définit une intégrale Hellinger pour des mesures ayant comme valeurs
des matrices et généralise quelques résultats appartenant à V. Grenander et G. Szegö
[4] et aussi à E.W. Hobson [5]. L’intégrale introduite par Salehi joue un rôle important

Editor Gr.Tsagas Proceedings of the Workshop on Global Analysis, Differential Geometry and Lie
Algebras, 1995, 147-150
c©Balkan Society of Geometers, Geometry Balkan Press



148 G. Vraciu

dans la théorie des processus stochastiques, permétant la généralisation de quelques
résultats de P. Masani [6] et en particulier de A.N. Kolmogorov [7].

Dans la première partie de cet ouvrage on généralise un résultat de Salehi, con-
tenu en [3], visant les intégrales Hellinger par rapport aux mesures matricielles. On
a comme point de vue les mesures ayant des valeurs dans l’espace des opérateurs
nucléaires, qui se caractérisent par la propriété d’avoir une trace finie. Cette pro-
priété, est évidente dans le cas des matrices d’ordre fini. Içi on étudie l’intégrabilité
carrée Hellinger des mesures nucléaires par rapport à une mesure nucléaire positive.

En [3] on étudie l’intégrabilité carrée Hellinger des mesures matricielles par rapport
à une mesure hermitienne positivement définie. Une des généralisations naturelles de
la mesure matricielle est la mesure qui a comme valeurs des opérateurs nucléaires dans
un espace de Hilbert. En partant de cette idée on a proposé de généraliser les résultats
de l’article cité, étudiant l’intégrabilité carrée Hellinger des mesures nucléaires par
rapport à une mesure nucléaire positive.

Soit:

1. M,N,F des mesures ayant des valeurs opérationelles sur l’espace mesurable
(Ω,B), B étant une σ-algébre de parties de Ω, plus précisement M,N,F : B →
N (X), où N (X) est l’espace des opérateurs nucléaires qui acctionnent dans
l’espace séparable Hilbert X ;

2. ν et µ deux mesures σ-finies réelles sur B par rapport aux quelles M,N,F sont
absolument continues.

On va noter par
dM

dµ
et

dM

dν
la dérivée de Radon-Nikodym de la M par rapport à µ

et respectivement à ν. (La fonction
dM

dµ
satisfait l’égalité M(F ) =

∫ dM

dµ
dµ,∀E ∈ B).

Supposant que F est une mesure fixée, positivement définie, on va noter par(
dF

dµ

)−1

(ω) l’invers généralisé de l’opérateur
dF

dµ
(ω) .

On a :

1. a)
∫

Ω

(
dM

dµ

)(
dF

dµ

)−1 (
dN∗

dµ

)
dµ existe si et seulement si∫

Ω

(
dM

dν

)(
dF

dν

)−1 (
dN

dν

)
dν existe.

2. b) S’il existe ces deux intégrales alors elles sont égaux.

Définition 1 i) On dit que (M,N) est intégrable au sens de Hellinger par rapport
à F si existe ∫

Ω

(
dM

dµ

)(
dF

dµ

)−1 (
dN∗

dµ

)
dµ
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Nous écrivons ∫
Ω

dMdN∗

dF
=

∫
Ω

(
dM

dµ

)(
dF

dµ

)−1 (
dN∗

dµ

)
dµ

ii) On va noter par H2,F l’espace de toutes les mesures opérationalles définies sur
B avec des valeurs dans N (X) pour lesquelles l’intégrale∫

Ω

dMdM∗

dF

existe et est un opérateur nucléaire.

Lemme

1. Si M,N ∈ H2,F alors (M,N) est intégrable au sens de Hellinger par rapport à
F ;

2. Si M ∈ H2,F et A est un opérateur linéaire et borné, alors AM ∈ H2,F ;

3. Si M,N ∈ H2,F alors αM + βN ∈ H2,F ,∀α, β ∈ C;

4. ((M,N))F = τ (M,N)F est un produit intérieur sur H2,F où τ est la trace de
l’opérateur (M,N)F .

On va noter par L2,F l’espace des fonctions φ : Ω → N (X) pour lesquelles

l’intégrale
∫

Ω

φdFφ∗ existe. Si φ, ψ ∈ L2,F alors l’intégrale

(φ, ψ)F =
∫

Ω

φ
dF

dµ
ψ∗dµ

existe. Cet espace est un espace de Hilbert vis-à-vis du produit intérieur

((φ, ψ))F = τ

∫
Ω

φdFψ∗

Théorème

1. φ, ψ ∈ L2,F ;

2. Pour ∀B ∈ B, M(B) =
∫

Ω

φdF et N(B) =
∫

Ω

ψdF , alors (M,N) est intégrable

au sens de Hellinger par rapport à F et en plus (M,N)F = (φ, ψ)F ;

3. Les espaces H2,F et L2,F sont isomorphes par la transformation

T : L2,F → H2,F , Tψ = Mψ,∀ψ ∈ L2,F et Mψ(B) =
∫

B

ψdF,B ∈ B.
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l’espace ba(S,
∑

, X, τ). Actas del V Congreso de la Agrupacion de Matematicos de
Expresion Latina, Madrid, 1978, pg. 377-380.
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