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Abstract

The aim of this paper is to extend a result of Salehi from [3] concerning the
Hellinger integrals with matrice measures.

Résumé

Dans cet ouvrage on généralise un résultat de Salehi, contenu en [3], visant les
intégrales Hellinger par rapport aux mesures matricielles.
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LI. Alexandrov [1] considere les intégrales de type Hellinger pour les fonctions vec-
torielles finit aditives de ’ensemble. L’intégrale introduite par Alexandrov se trouve,
par rapport a l'intégrale Hellinger classique, dans la méme rélation dans laquelle
I'intégrale de type Lebesque introduite en [2] se trouve par rapport & l'intégrale de
Riemann. Alexandrov utilise 'intégrale qu’il a introduit pour la représentation de
certaines fonctionelles linéaires ou de certains opérateurs linéaires definits sur des
espaces des fonctions aditives de ’ensemble.

H. Salehi [3] définit une intégrale Hellinger pour des mesures ayant comme valeurs
des matrices et généralise quelques résultats appartenant a V. Grenander et G. Szegd
[4] et aussi & E.W. Hobson [5]. L’intégrale introduite par Salehi joue un réle important
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dans la théorie des processus stochastiques, permétant la généralisation de quelques
résultats de P. Masani [6] et en particulier de A.N. Kolmogorov [7].

Dans la premiere partie de cet ouvrage on généralise un résultat de Salehi, con-
tenu en [3], visant les intégrales Hellinger par rapport aux mesures matricielles. On
a comme point de vue les mesures ayant des valeurs dans ’espace des opérateurs
nucléaires, qui se caractérisent par la propriété d’avoir une trace finie. Cette pro-
priété, est évidente dans le cas des matrices d’ordre fini. I¢i on étudie I'intégrabilité
carrée Hellinger des mesures nucléaires par rapport a une mesure nucléaire positive.

En [3] on étudie 'intégrabilité carrée Hellinger des mesures matricielles par rapport
a une mesure hermitienne positivement définie. Une des généralisations naturelles de
la mesure matricielle est la mesure qui a comme valeurs des opérateurs nucléaires dans
un espace de Hilbert. En partant de cette idée on a proposé de généraliser les résultats
de l’article cité, étudiant l'intégrabilité carrée Hellinger des mesures nucléaires par
rapport a une mesure nucléaire positive.

Soit:

1. M, N,F des mesures ayant des valeurs opérationelles sur 1’espace mesurable
(Q, B), B étant une o-algébre de parties de €2, plus précisement M, N, F : B —
N (X), o N (X) est l'espace des opérateurs nucléaires qui acctionnent dans
I’espace séparable Hilbert X ;

2. v et u deux mesures o-finies réelles sur B par rapport aux quelles M, N, F' sont
absolument continues.

dM  dM
On va noter par m et — la dérivée de Radon-Nikodym de la M par rapport a

n dv
dM dM
et respectivement a v. (La fonction v satisfait I'égalité M (F) = [ d—du,VE € B).
1 [

Supposant que F' est une mesure fixée, positivement définie, on va noter par
—1
dF dF
() (w) linvers généralisé de 'opérateur — (w) .

du du
On a:

dM\ (dF\ ' (dN* : : :
1. a) — | | =— d existe si et  seulement @ si
) \d )
o\ du 1 1

[y (o AN 4 exist
o dy dv dv UV existe.

2. b) 9’1l existe ces deux intégrales alors elles sont égaux.

Définition 1 i) On dit que (M, N) est intégrable au sens de Hellinger par rapport

a F' si existe
LG ()
el il du
o \ du dp dp
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Nous écrivons

(8 ()" (45):
o dF o e ) \dp du )M

ii) On va noter par Hy p l'espace de toutes les mesures opérationalles définies sur
B avec des valeurs dans N (X) pour lesquelles 'intégrale

/ dMdM*
o dF
existe et est un opérateur nucléaire.

Lemme

1. Si M,N € Hs p alors (M, N) est intégrable au sens de Hellinger par rapport
F.

)

2. SiM € Hyp et A est un opérateur linéaire et borné, alors AM € Hy p ;
3. 8i M,N € Hy g alors aM + BN € Hy p,Va, € C,

4. (M,N))p =7 (M,N)p est un produit intérieur sur Ha p ot T est la trace de
Vopérateur (M,N)p .

On va noter par Lo p lespace des fonctions ¢ : @ — N(X) pour lesquelles

Iintégrale / pdF¢* existe. Si ¢, € Ly p alors I'intégrale
Q

dF
(0.0) = [ 650 d
r o du
existe. Cet espace est un espace de Hilbert vis-a-vis du produit intérieur

«¢wn=74@ww

Théoréme
1. ¢7¢ S L2,F;
2. PourVB € B, M(B) = / ¢dF et N(B) = / YdF |, alors (M, N) est intégrable
Q Q
au sens de Hellinger par rapport a F et en plus (M, N)p = (¢,9) g ;

3. Les espaces Hy f et Lo p sont isomorphes par la transformation

T: Loy — Hyp, Tt = My, Vi) € Ly p et My(B) = / WdF, B € B.
B
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