APPROXIMATION DES LIGNES
MAGNETIQUES UTILISANT LA
TRANSFORMATION LIE

C. Dumitrescu

Abstract

§1 présente une méthode d’integration des systémes dynamiques de premier
ordre, connue sous le nom de la Transformation Lie.

Cette méthode est fondée sur la Théorie des Perturbations, précisément sur
la représentation du champ d’état a ’aide d’une série de puissances (puissances
du paramétre de perturbation, ¢ 3], [4), (5], [7]).

§2 est une application de la Transformation Lie concernant la détermination
des "lignes magnétiques” associées aux ” conducteurs coniques finis”; elle préserve
le caractere ittératif des formules soulignant ainsi la possibilité de passer a la
simulation numérique pour d’autres configurations de conducteurs.
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1 Quelques propriétés importantes dans la Théorie
de la Transformation Lie

Soient les systémes différentiels

t=2 =) Sha(s) (1)

. dy LI .

= o Z myu(y) (2)
n=0

out € I C R (I'intervalle I fixé) et les fonctions

:=(zl,...,zu)GRM—rfn(z)eRM, n=01,,...,N
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y=,....ym) ERM -5 g.(y) eR¥, n=0,1,,....N

sont des fonctions de classe C¥, k> N.
Définition 1. On dira que le systéme (2) est le transformé Lie du systeme (1) si,
(V)y solution pour (2) et (V)z solution pour (1), existent les fonctions

5n(9‘1:---;yM)3RM—*RM, ﬂ.=1,2,...,N
de sorte que

N n
o(t) = y(t) + Y SEa(u(t) = (v, ). 3)
n=1

La Théorie de la Transformation Lie détermine les fonctions §, (4 partir des
fonctions f,) de sorte que le systéme (2) soit plus convenable que (1) (et les équations
qui nous donnent £,, n=1,2,..., N soient convenables).

Considérons les fonctions

f:(z:,e) :fz(z;,...,.r.M,e).: RM xR - RM,

ﬁ(y,s):ﬂ(yl,...,yM,s):RM x R — RM,

et
#(y,€) = #(yr,...,ym,¢) : RM x R — RM,

ﬁ(z,e):g}(zl,...,xM,s):RM x R — RM,

ayant les propriétés

h((y,€),¢) = h(y,¢), Y(y,e) eRM xR

. - (4)
h(j(z,€),e) = h(z,e), ¥(z,e) € RM x R.
Admettons q'il y a les fonctions hn et hn,n= 0,1,..., N de sorte que
% N e .
h(z,e) = Zo —hn(z), V(z,6) € RM xR (3)
et
. o en
- M
h(y,e) = 2 ;!-5“(9). ¥(y.€) e RY x R. (6)
Proposition 1. Dans les conditions (3), (4), (5), (6), on a:
ho(y) = hole=y (7
: . 0hy 0
h =h ) X
l(y) 1(z)|=—l" + ay ae =0 (8)
. 9y
gqi(y)=—5| - (9)
65 =0
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Conséquence: Si les relations (3), (4), (5), (6) sont vraies, alors

hy(2)le=y = hi(y) - i:-?ﬁicl(y) (10)

Pour déterminer les corrélations concernant les fonctions fz,., et h, utilisées dans
les formules (5), (6), la théorie de la transformation Lie a comme point de départ la
fonction

63} not
w(y, ) = P = w.
€lo=a(y,e)
: o oy ) 8%h .
Si on détermine les dérivées partielles 7 ' B etc alors on obtient les
e=0 e=0

relations visées.
Proposition 2. Supposons q'il y a les fonctions w;(y), i =1,2,..., N de sorte que

1 eN—l
w=w(y)+ wg(y) +. mw)\'(y)- (11)

Alors, dans les conditions (3), (4), (5), (6), on a:

. oh
h(z)| _ =h)+ 5 e (12)
=y Y
A i oh, b % Oho
ha(a)]_, = ko) + 25w+ (B ) o+ 13)
I = —wy (14)
9
."BQ = —61";-1.0] - wq. (15)
Conséquence. Dans les conditions de la Définition 1, les fonctions fn(y) = fn(2(y,€)),
n=0,1,..., N satisferont les égalités suivantes:
fo=4do
z 0z
hi=a+ '(—3—191 + L30(21)
0%, . 0%+ g
fa=g2+ 2_6?191 ¥ '5;90 = g2+ 2Ly, (£1) + Lo (22)

iv = bn +g (%) omeaten)
o()

(o Ly() = Wg représente le produit de la matrice de Jacobi

9) .
A I'aide de I'opérateur de Nayfeh,

i 3( ) , et de la fonction

Li = Lu,(-) = Liy(ws), i=1,2,...,N
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on peut exprimer les corrélations entre les fonctions §n et. f,.
Proposition 3. Dans les conditions de la Proposition 2 et de sa Conséquence, nous
avons ) )

§0 = fO = f[]lz:y

91 = filz=y — L1(d0)

92 = falz=y — L2(§0) — L1(f1le=y + §1)
-~ N_l -
— ler-:y = LN(.‘}O) - Z LN-—n(fnl-f.:v + ﬁn)-
n=1

Observation. La Proposition 3 nous offre la possibilité de déterminer les fonctions
gn, n = 0,1,..., N si nous connaissons wy,...,wy; dans cette situation, on peut
écrire le systeme (2) (a partir du systéme (1)) et sa solution, y).

La Proposition 2 nous donnera les fonctions &,, &2, ...,&n et la formule (3) nous
conduira a la solution z pour le systéme (1).

On s’apergoivent que 1’élément essentiel c’est la détermination des fonctions
wy,...,wyn de la relation (11). Une fagon de proceder concerne la décomposition des
fonctlons fi:

f,‘ =ff+ff, 1=1,2,...,N
qui réalisera:
a) un passage convenable au systéme (2) (a partir de (1))
b) une détermination convenable de wy,..., wy.
Si on impose les conditions

g-'izfg?lrzy, 1=1,2,...,n

alors le systeme (2) devient

9= folemy + 5 flemy + oo S Filems,
tandis que les relations de la Proposition 3 s’exprimeront par:
Ly(d0) = ffle=y
La(go) + Li(file=y + G1) = f5  etc.

Dans le cas d’un systéme différentiel Bolotin

M
2 = ZGUZJ Z bt;k-JzL e Z CijkiZjZkzr + .. (17)
j=1

Jj.k=1 Jik,I=1

(16)

i=12,...,M,a,bijr,ciju € R

(ou M c’est la dimension du champ vectoriel d’état), la transformation z = ez nous
conduira au systéme

J k=1 J,k,f—1
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1= 12w M

qui admet la représentation vectoriale suivante

z= Az + — f1(3)+ f2(3)+ (18)

ou

A = (ai5),
[ M [ M
Z Byjrzjwy Z Cijrizjziz
1

k=1 J k=1
filz) = : . falz) = etc.

M M
Z Bumijrzjz Z: CMjTjTkT]

jk=1 ) \ jki=1
Remarquons que le systéme différentiel (18) est un cas particulier du systéme (1)
(fo(z) = Az) et que, par conséquance, le transformé Lie aura la forme

2

. €. e
y=Ay+ ﬁga(y)+-§ng(y)+...;

dans les conditions §; = ff lz=y, i =1,2,..., N, ce systéme s’écrira:
' & ip 52 ip
y=Ay+ﬁf1 ]z=y+.2_’f2|z=y+ (19)

Les relations (16) dans le cas du systéme différentiel (19) nous permettront d’obtenir
wy, wa, ..., wy parcequ’elles deviendront:

8 ,
A (w; - _é‘-_%l_y) =ff

A (‘wg - %t;—zy) + Ll(fl'z:y) = fg

=y

(20)

=y

4( N-%) ZLN—n(fnlz‘y)—fN

r=y

2 L’approximation des lignes magnétiques a 1’aide
de la Transformation Lie

2.1 Le cas d’un circuit parabolique

Considérons un conducteur électrique modélé par I’arc de parabole
q p P

T=I=2lp‘~‘2=z(t);y=0=y(f)iz=t==(t)1 teo,T),
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p>0,T>0 constantes.
Le champ Biot-Savart-Laplace [1], [2] sera

Fy(M)=Fi+Fj+Fk= f

2
M3 =||PM|® = [(m - ;—;) +y*+ (2 1)2]

!
|
|
{
|
|
{
|

0

(t2/2p,0,1t)

et

-

7 =2'(t)i + ¢ ()] + 2'(1)E.
Les composantes du champ F, ont les expressions [1]

T
dt
sz_' =i
yfg PM?3
T dt 1 /T tdt 1 [T 24t
F,=2 z

PM3 p°), PAB T2 ), PM®

pal /T tdt
Tp o PM*
Dans [1] elles ont été exprimées a l'aide des intégrales élliptiques mais cela rend

difficile la simulation numérique des lignes du champ; c’est pourquoi nous utiliseront
la transformation Lie.
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2.1.1 Une approximation cubique des fonctions F;, Fy, F,

Pour la fonction ¢(u, v, w) = (u2 + 12 + w?)®, a €R, p € C®(R"), la formule de
Taylor autour du point (ug, ve, wg) = (0,1,0) donne I’approximation

pluvw) & $(0,1,0)+ de((0,1,0)5 (w0 = 1, w))+
+ d%((0,1,0); (u,0-1,0) =

= 14 2a(v—1)+ ou? + (2% - a)(v — 1)? + aw?.

; 3
Si I’'on prend o = gy WE BEE, VS, WS — t, alors on trouve

I’approximation:

5 T4 <V i 3T 4 q 3T .,
P (ﬁ40p -5 - IOT) z+ (—553 — 15Tzy + —ﬁ-—zz)+(——§—z + 6Tzy” ~ - 2 ) :

37 8§ §re 3> 7° 573
By (‘112p3 T 3p) (40p2 7 +1OT)$‘¥"'+
T¢ 3T¢ 5T? . 10, 5.,
& | it - 24—z 4+ —y? = —22 ~ 15T zy+
16p 4p p 4p p 4p (21)
N 1577 i 3% 3T ey 3T r 3772 Sy 3T2:!:22:+
2p v 2 8p? 2 4p 4p
+ 6Tzt - Ea:zz - §—I-jy z,
2 p
™ 3T  BT® 1512 . 31t I8
F; = (ulﬁps— 8 o+ 5 )p+(— T 4 Sp-,xy+?y2)+
37 4 3T , 3T° 2)
+ - Ty — z° ).
( p 7 p YT Y

2.1.2 L’approximation des lignes de champ

Les lignes du champ Biot-Savart-Laplace, ﬁ".,, sont données par le systeme différentiel
de premier ordre

dz dy dz
— = F —_— = —_— 4
dt Sk T il
ou,
dz; ’
z,._-—&t—'zF‘, =123
sil'on note z = z;, y = 23, z = 23.
Les approxlmatlons (21) nous raménent a
3 3 3
%= Z a;ijzj + Z bijrzjzi + Z: cijmzizez, 1=1,2,3. (22)

J.Pk:l j,k,::l
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Le systéme (22) n’est pas un systéme Bolotin mais il est évident que sa solution est
la somme des deux solutions suivantes: '

a) la solution du systéme z; = «;, notées 2 (zi = ait + )

b) la solution du systéme Bolotin

z = Za‘ljzj + E ngkZJzk -+ Z CijklZj Zk 21, (23)

j.k=1 J. k=1

notée zL.

La transformation z = ez rameéne le systéme (23) au systéme

2
; £ 2 g4 .
= Az + ﬁf1(3)+ -Qng(n:) (24)
ou
0 a2 0
A=| an a3 ax3 | =
0 asza 0
( 0 3T° | T \
E 5 + 10T 0
g I° 573 e BT4 572
= —_— - — 4 10T -
4p? 2 2p 16p3 ‘p
0 B T* 314 572 0
\ 6° 8 T p )
( Ta 2
15722 — — -
5T'x3 2p:cla:2 5 129 \
3 o 78 573 15T 3r: 3T
fi(z) = Z;xf'*"p_x?_ E‘Ba“ 15z, + T2T3 (T_ F) 3Ty
_ —15T2::2+ 3T“z — ; i
\ % 2 8p 3 T1%2 P —Tax3 /
not fl'l(z)
= | fa1(z)
f3,1(2)
et,
3
/ —6Tz3 + 3—%?—2:?2:2 + %3:13%
" 3T 5 372 3712 4 377 3T ,
fa(z) = --:.):—:nl +— Fr T3+ — ap ——z3z3 + +6z7123 — -—2—319:§ - -p—32$3 =
T g 3T , 372 9

\ p T T gy
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f1,2(z)
f2,2(z)
f3,2()
Le systeme différentiel (24) est un cas particulier du (18); nous ferons les options:
f? =0, f£ =0 afin que le systéme (19) devient

221

1 = a2l
y= Ay & Yo = an1y1 + azoye + aszys =
1;"3 = agalyz-

= §s — ag2Y2 — (a120a21 + azgaza)yz = 0.
La solution de cette équation de second ordre est immédiate et y;, y3 peuvent étre
déterminées par intégration directe.
Cherchons maintenant, les fonctions

Wit Wy g
w = w21 et wy = Wz 2
W32 w32

tenant compte qu’on a imposé les conditions f{’, hg = ( et, donc, ff = f,-, =12,
Conformément aux relations (20) la fonction w; doit vérifier I’équation

(25)

T=Y

La forme polynomiale des composantes fi 1, f21, f3,1 suggére une détermination
de la fonction wy sous la forme
Z Qi Y Yy \

( Zaeiy3+
i

Zﬁﬁy? +
i

\ Z:Ye;yf

w =

+

i<j
Zﬁijys’yj ,

i<j

> wiwys

idj

/

ou les coefficients «, 3,y seront obtenus a I’aide de (25).
On constate que

. 3w1
1— 5y =-—w
dy
et, finalement, on trouve
1
/ . \
azy a23 1
wy = fin + fa,1 - —fa1
Q12022 z=y 32022 r=y 2 r=y
1
=—fay
\ 432 T=y )
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L’opérateur de Nayfeh est déterminé par la relation

2 : 8f1loe Jwy -
Lalhilems) = Lo (Blemy) = L3, (00) = D=y - 20,

De méme maniére on peut déterminer ws et, conf. (14) et (15),

. €2 e? [(fw
2y = y(t) — il + 31 (3—;1”1 el w2)

' g g
$:$(t)=y+ﬂ:rl+§
sera la solution du systéme (24); par conséquence, z¥ = ez sera la solution du systéme
(23).
Finalement, z = 2 4+ 2€ représente la solution approximative pour le systéme
différentiel des lignes de champ.
Remarque. Le champ Biot-Savart-Laplace est solénoidal; pourtant la matrice 4 a

TS
trA:aggz—s—p—-'#O

parcequ’on a fait une approzimation des composantes du champ.
Probléme ouvert: Est’il a59 une mesure de I’approximation faite ?

2.2 Le cas d'un circuit elliptique ou parabolique

Dans [1], on constate que ’expression des composantes du champ Biot-Savart-Laplace
est pareille pour tous les conducteurs; par conséquence on peut faire une approxima-
tion similaire des lignes de champ.
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